MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

15-Calcul Différentiel

Ex 1 : Dans chacun des cas suivants, la fonction f, définie sur R?, est-elle continue ? de classe €* ?
1
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Ex 2 : Soit f: R" — R telle que : V(x,y) € (R")?, |f(z) — f(y)] < ||z — y||*. Montrer que f est

constante.
Ex 3 : (*) Soit z = (20, ..., ),y = (Yo, ..., yn) € R" et : f(z,y) = Z T3y € R,
0<i,j<n
itj=k ke[0,2n]
1. Soient z,y € R™™! non nuls. Montrer que f(x,%) est non nul.
2. Soient u et v définies sur R"™ \ {0} par u: x> f(z,2) et v:z s 2 f(@,z) ou || .| est la

[1f ()]

norme euclidienne canonique sur R**. Calculer les différentielles de u et v.
3. Soit x € R™! non nul. Calculer rg (dv(z)).

+oo
Ex 4 : Montrer que la fonction (z,y) — E x CT/S_(ny)
n

n=1

est C' sur ] — 1, 1[xR.

Ex 5 : Soit f : R" — R différentiable telle que : Vo € R™ \ {0},Vt € R*, f(tx) = tf(x). Calculer
f(0), puis montrer que f est linéaire.

R, [X]
Ex 6 : Montrer que f : P . / ! (P()dt est différentiable et donner sa différentielle.

Ex 7 : Soit U un ouvert de R" et f, g, h des fonctions de U dans R telles que f < g < h. Soit a € U
tel que f et h soient différentiables en a et f(a) = h(a). Montrer que g est différentiable en a.

Ex 8 : Soient Q@ = {(z,y) € R* x> |y|} et f: (z,y) — / In(z + y cos(t))dt.
0

a. Montrer que f est définie et de classe C* sur €2, puis déterminer V f en tout point de €.

b. Calculer a:g—f + yg?];



Ex 9 : (*) Soit f € C'(R*,R) et g : (z,v) r—)/ f(t,y)dt est C* sur R?.
0

Ex 10 : Soit I'application f : U — C, avec U un ouvert non vide de C.
Pour z = z+1iy € U, avec x et y réels, on pose f(z) = f(x,y) = P(x,y)+1iQ(z,y), avec P(x,y)

et Q(x,y) réels.
On dit que f est dérivable en zg = xg + 1yg € U si lim M

220 Z— 2

existe.

1. Montrer que f est continue en zy € U si et seulement si P et () sont continues en (g, yo).

2. Montrer que ’ est deri\/able en 2o - b Si et Seulement Si P et Q sont diﬁérentiable cn (.CCO, yo)
el — T X el — T s .
0> Y0 y 0, Y0 05 Y0 05> Yo

3. On suppose que f est de classe C? sur U. Déterminer f”.

1 o*pP  0°P »*Q | 9*Q
4. En déduire dans ce cas que : A(P) = el + W =0et A(Q) = ) 4+ < % =0.

Ex11: 1. Si H € M,(R) est une matrice non nulle de la boule de centre 0 et de rayon r > 0,

déterminer la limite de m Z HH ¥ lorsque H tend vers 0.
k=2 "

2. En déduire que A — e est différentiable en la matrice 0 et préciser sa différentielle en 0.

Ex 12 : On considéere C muni de sa structure de R-espace vectoriel. Montrer que f : z — 1/z est
différentiable en tout point de C* et donner sa différentielle.

Ex 13 : Soit F un espace euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de E. On pose
X % définie sur F \ {0}.
x
Calculer f(ax), pour o € R} et x € £\ {0}.

Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

~

Montrer que f est différentiable et déterminer sa différentielle.

™~

. En déduire que u admet au moins une valeur propre.

Ex 14 : Soit f : R™ — R une fonction C' telle que : Vo = (z1,...,x,) € R", Z$’ >
03:1

Montrer que f(x)

[zl =00

Ex 15 : Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = { 22 + 42 ot :
0 i (2,1) = (0,0)
a. Montrer que f est de classe €' sur R
0*f 0*f

y0n et 910y existent sur R?. f est-elle de classe €2 sur R??

b. Montrer que

Ex 16 : Soient a,b € R" et f : x — (a,x) (b,x) définie sur R" muni du produit scalaire usuel.

1. Montrer que f est de classe C? et déterminer sa matrice hessienne en tout point.

1
2. Montrer quil existe H € S,(R) telle que : Vo € R", f(z) = éxTHm.



Ex 17 : (*) Soit Zanz" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit f définie par :

+oo
Y(z,y) € D(0,R), f(x,y) = Zan(:ﬁ + iy)". Montrer que
n=0

2 2
RN
or? = 0y?

Ex 18 : Trouver toutes les fonctions f de classe €, définies sur un domaine D solutions de

a.a—f:1+y3+:c2etD:R2; of of
x y=— —r--=fet D=RL xR;
af af 9 ox dy
b. 28——28—:xetD:R; of of
x
of yf I ya——xa—:fetD:RQ\{(O,O)};
c —y%+xa—:\/9€2+y2etD:RixR; L y@f of
P+ + (== y=-)f=0et D=R*\{(0,0)};
d. xg(x,y)—i-ya—f(x,y):Qxy etD:]Ring; v Ox y@y)f \ (0,00}
ox Jy
1 1
h. x%(m,y) —i—y%(m,y) = % et D =R} xR (poser f(z,y) =g (x, e E))’
Ex 19 : Trouver toutes les fonctions f de classe €2, définies sur D, solutions de
0 f
. =1 t D =R?%;
a 020y +xe ;
0? 0? 0?
b. 895]; _38x§y+28ng =0et D=R? (poseru=1x+yetv=2x+y);
2 2 2
c. xz% + 2$y88568fy + 9 g_yj; =0et D= (R%)? (poser u =y et v=uz/y);
2 2 2
d. x2% + 2xy£cgy +9° g_y]; =ala—1) et D = (R%)? a # 1/2 (passer en polaire);
: x 12 0(T2 ‘ of
Ex 20 : Soit a € R* et on pose £ =C (R*,R) et FF=C"(R ,R).801t¢:fr—>a——af.
x
1. Montrer que ¢ est une application linéaire de £ dans F'.
2. Soit G = {(z,y) — a(y) exp(azr), a € C'(R,R)}. Montrer que G C Ker (¢).
3. Soit A € E. Soit : V(x,y) € R? f(x,y) = exp(ax)/ A(t,y)e”“*dt. Montrer que f admet
0

des dérivés partielles sur R? et les calculer. Montrer que ¢(f) = A.

4. Montrer que G = Ker (¢).

5. Trouver toutes les fonctions f € E telles que : V(z,y) € R?,

O (a,0) —af () =203y

Ex 21 : Etude des extrema locaux et globaux de f sur R?* quand f(x,y)

a. ¥ +ay+y’—5r—y; d. ze’ +ye®; g. 2+ — 2%y —
b. 2x3—3x2+3y2—|—6xy2; e. x4+y4—l—y3; h x+y+1_3m sur(R*)2
c. (x—y)*+(z+y)*; fo P (1 +x + 2y); "3 v +

1.
2.

Ex 22 : Etude des extrema de f sur D quand flz,y) =

y—2)* +6ryet D={(r,y) € R? —1§x§y§1};4
2* =3x(1+y?) et D={(z,y) eR*, 2 +y° =1}; ¥

3. v’z +In(1+y*) et D=[-1,1]?;

(.TJQ o y2)67(m2+y2) ot
D={(z,y) eR? |z +y|<1/2et |z —y| <1/2}.




Ex 23 : Soit E un espace vectoriel euclidien et f € C'(E, R) telle que | &im % = +00
z||—=+o0 [|T
1. Soit v € E. Montrer que ¢ : z — f(x) — (z|v) admet un minimum absolu.

2. Montrer que V f est une surjection de F dans F.

r>20,y=>20,2=>20

Ex 24 : Déterminer le maximum du produit xyz lorsque (z, y, z) varie avec { tty+z—a (a>0)

Ex 25 : (*) Soient f,g € C*(R* R) et M = max(f,g).
On note F' = {(z,y) € R*, f(z,y) = g(z,9)}, U = {(z,y) € R*, f(z,y) > g(z,y)} et
V ={(z,y) € R? f(z,y) < g(x,y)}. Soit a € R? un point en lequel M réalise un minimum.
1. Donner un condition nécessaire et suffisante pour que M soit différentiable en b € R2.
2. Que dire si a est dans U ou V' 7
3. On suppose que a est dans F. Montrer que ((Vf)(a), (Vg)(a)) est liée.

Ex 26 : Soit U un ouvert convexe de R”. Soit f : U — R une fonction convexe
z,y e Ut €[0,1], fta + (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y)) et différentiable en a € U.

(v
1. Pour p = 1, montrer que si f'(a) = 0, alors f admet un minimum absolu en a.
2.
3.

Si df (a) = 0, montrer que f admet un minimum absolu en a.

On suppose maintenant f de classe C2.

a. Soient h € R? et ¢ : t — f(a + th). Montrer que ¢ est de classe C* sur un intervalle
] —r,r[de R (avec r > 0) et que : Vt €] —r,7[, ©"(t) = K Hs(a + th)h.

b. Montrer que f est convexe si et seulement si : Va € U, Hy(a) € S (R).

Ex 27 : Trouver, dans les cas suivants, les fonctions f : I — R de classe %2(R+,R) telles que :
0%g 0%
Alg)==—=+—=—=0
2
a. avec I =| — 1;1[ et g(x,y) = f<co§2:v) pour (z,y) € Rx]0; 4+o00];
cnzy

b. avec I =R et g(x,y) = f(y/z) pour (x,y) € R* x R.

Ex 28 : Soient f € C* et F : (x1,...,7,) € R"\{(0,...,0)} = f

. Donner une condition

nécessaire et suffisante sur f pour que AF = —5 =0.

Ex 29 : Soit f définie sur R x R par f(z,y) = 2((In(z))* + y*) et  la surface associée.
1. Déterminer les points critiques de f. f admet-elle un extremum global 7
2. Soit (a,b) un point critique de f, déterminer I’équation du plan tangent a 3 en (a, b, f(a, b))
3. Exprimer I’équation du plan tangent en (1,1, 1)
4. Exprimer la différentielle de f en (1,1) puis g telle que g(x,y) = (f(z,y), f(z,y)).

Ex 30 : Soit F': M +— M* M définie sur M,,(R).
1. Justifier que F' est de classe C*. Montrer que, pour H € M, (R),df;, (H) = H' + H.
2. En déduire que l'espace tangent a O, (R) en [, est A, (R).

Ex 31 : Etudier les extrema de f : (z,y) — exp(azy) sur G = {(z,y) € R?, 2% + 4> + = +y = 4},
avec a > 0.




