MP 2024-2025 DEVOIR A LA MAISON N 5' Chaptal

N

A rendre pour le mercredi 6 novembre

EXERCICE COMMUN A TOUS

1. Proposer une fonction python maxi prenant en argument une liste d’entiers naturels L et ren-
voyant le maximum des entiers de cette liste.

On n’utilisera pas de fonction spécifique de python déterminant ce mazimum.

2. Ecrire une fonction ind prenant en argument une liste d’entiers naturels L et renvoyant la liste
des indices [i_1,...,i_r] avec i_1<...<i_r telle que pour tout k € [1,r], L[i_k] soit non
nul.

Par exemple si L = [0,1,3,0,7], alors ind(L) renvoie [1,2,4].

3. Ecrire une fonction nb_oc prenant comme argument une liste d’entiers naturels L et renvoyant
la liste T de longueur M = maxi(L)+1 ou, pour tout ¢ € [0, M], T[i] est le nombre d’occurrences
de l'entier i dans la liste L.

Par exemple, si L = [3,1,4,1,5], alors T = [0,2,0,1,1,1].
On pourra utiliser la fonction maxi.

4. Soit L une liste d’entiers naturels.

a. Déterminer le nombre de fois, noté n, ou la liste L est parcourue lors de I'exécution de
nb_oc(L).

b. On veut que ce nombre n soit indépendant de M = maxi(L)+1.
Si ce n’est pas le cas, modifier la fonction nb_oc afin de respecter cette condition.

5. Soit A une liste d’entiers naturels. On définit la suite de Robinson (L, ),en associée a la suite A
par récurrence comme suit :
o [o=A.
e Si L, est construite, alors :
— on détermine T, = nb_oc(L,,).
— on détermine [,, = ind(7T},).
— si I, = [i1, ..., i), alors Lyyy = [T[i],ir, ..., Tli1], i1].

Par exemple si A = [4,4,1,2], alors :
o Ly=[4,4,1,2]
e [ =02,4,1,2,1,1] (ilyadeux «4», un «2» et un « 1 » dans la liste L)
o [,=1[1,4,2,2,3,1] (ilyaun «4», deux « 2 » et trois « 1 » dans la liste L)

a. On donne A =1[2,0,4,1,3,3,2,3,1,1]. Déterminer L3 et Logs.

b. On donne B = [2,4,1,1,1,2]. Si 'on suppose que L; = B, donner toutes les solutions
possibles pour L.

c. On donne C' = [2,4,1,0]. Si 'on suppose que L; = C, donner toutes les solutions possibles
pour L.

d. Proposer alors une fonction rob(A,n) qui prend en arguments une liste d’entiers naturels A
et un entier naturel n et qui renvoie I’élément L,, de la suite de Robinson associée a A.



DM NORMAL

Etant donné un intervalle I de R, on note C*(I,R) 'ensemble des fonctions définies sur I & valeurs
dans R, indéfiniment dérivables.
Etant donné un entier s € N et une fonction ¢, on utilise la notation ¢(t) = O(t*) lorsque t — 0, qui

o(t)

signifie que le quotient ¢ — —— est borné au voisinage de 0.

t, étant le terme général d’'une suite qui ne s’annule pas et qui tend vers 0 lorsque n — 400, on note
Unp, ,

u, = O(t,) lorsque n — 400, le terme général d’une suite telle que le quotient . est borné lorsque

n

n — +00.
La deuxieme partie est indépendante de la premiere partie.

PREMIERE PARTIE

On désigne par A une fonction définie sur R a valeurs dans R, et on suppose que A admet un déve-
loppement limité a tout ordre au voisinage de 0.

On note A(t) = ag + art + - - + apt® + O(t*™) son développement limité & 'ordre k au voisinage de
0, les coefficients a, étant des réels.

1. a. Etant donné un réel p non nul et un entier s € N, on suppose que ¢ est une fonction qui
vérifie p(t) = O((pt)*) lorsque t — 0. Montrer que ¢(t) = O(t°) lorsque t — 0.

b. Pour k € N*, on suppose que ¢(t) = O(t*) lorsque t — 0. Déterminer la limite lorsque
t
t— 0, t # 0, du quotient fkj

2. a. Montrer que A(t) admet une limite lorsque t — 0 et déterminer cette limite.

Soit 7 un réel vérifiant r > 1. On définit la suite de fonctions A,, par :

"An_1(t) — Ap_1(rt
pour t réel, Ag(t) = A(t) puis, pour t réel et n € N*, A, (t) = 4 1(t) ; (7 )
T —

b. Montrer qu’il existe un réel a2, que I'on déterminera, tel que le développement limité de
Ay alordre k au voisinage de 0 soit A;(t) = ag + a172t2 +---+ O(tkﬂ).

c. En déduire qu'il existe un réel a, 41, que I'on ne demande pas de déterminer, tel que le
développement limité de A,, a 'ordre k au voisinage de 0 soit
An(t) = ag + appiit"™t o O,

d. Soit tg un réel non nul fixé. Montrer que la suite de terme général A(r~"™ty) converge vers
ag lorsque m — +4o00.

Dans la suite de la premiere partie, on suppose que pour tout to # 0 fixé et r > 1 fixé, on sait
calculer les premiers termes A(ty), A(r—'to), ..., A(r~™ty) de la suite.

Le procédé de Richardson consiste a extrapoler ces valeurs pour obtenir, grace a un procédé
d’accélération de convergence, la valeur de ay.

Pour p € N, on note A, = Ay(r Pty) puis, pour ¢ entier vérifiant 1 < g < p, on note
Ap,q = Aq<7"7pt0).

3. a. Justifier 'égalité A, = ag + O(r~?) lorsque p — +o0.
b. Déterminer un entier naturel a(p, ¢) > 0, que l'on explicitera, tel que A, , = ag+ O(r—oPa))
lorsque p — +0c.
TAp,O — AP—LO )

c. Pour p > 1, justifier I'égalité : A, = 7
7"‘ J——



d. Pour 1 < g < p, justilier l'egalité :
1

r9A, -1 — Ap_1,4-1
A X p—1g A A — A
P4 — 1 T Opel T T ( pg—1 p—Lq—l)'

Dans la pratique, on range les valeurs A4, , pour 0 < ¢ < p < m dans un tableau triangulaire :

AO,O

Al,O Al,l

A2 0 A2,1 A2,2

Am,O Am,l Am,2 e Am,m

4. Déterminer la plus petite valeur et la plus grande valeur de a(p, ¢) pour 0 < ¢ < p < m.

Lorsque m — +o00, de laquelle des valeurs A, , du tableau peut-on attendre la meilleure ap-
proximation de ag (on pourra utiliser I-1.b. pour justifier la réponse) ?

On écrira cette valeur sous la forme ag + O(r~7™)) lorsque m — +00 et on précisera la valeur
de l'entier o(m) > 0.

On considere une fonction g € C*(R,R) et on note g(a+h) = coy+cth+---+ coph?F + O(h?*+1)
son développement limité a l'ordre 2k au voisinage de a.

5. a. Exprimer les coefficients ¢, pour 0 < p < 2k, en fonction de g et de ses dérivées successives.

gla+h)—gla—h)
2h

Pour h # 0, on note G(h) =

b. Montrer que la fonction G est paire.
Montrer que GG se prolonge par continuité en 0 par une valeur que I’on déterminera.

On note G la fonction G prolongée en 0 par cette valeur.

c. Exprimer a ’aide des coefficients ¢, le développement limité de G alordre 2k—1 au voisinage
de 0.

Pour ¢ réel positif, on note A(t) = G(V1).

h h
6. a. On choisit h > 0 et on considere la suite de valeurs G(h), G (5), .., G (2—m) .
Déterminer un réel to > 0 et un réel r > 1 tels que cette suite de valeurs soit A(to), A(r~'ty),
<oy A(T_mto).

On utilise les notations des questions précédentes avec Ay(t) = A(t), A, = Ao(r 1) puis
Ap 4, pour les valeurs r et ty déterminées dans I-6.a..

b. Quelle est la limite ¢ de A, lorsque p — 4007 On exprimera ¢ a ’aide de la fonction g et
de a.

Dans ce qui suit, on prend g(z) =Ilnz, « =3 et h =0,8.

7. a. Calculer les valeurs A, pour 0 < p < 3.

Donner le tableau des valeurs A, , pour 0 < ¢ < p < 3. On s’aidera d'un programme en
PYTHON.

b. Quelle est la valeur exacte de £7
Parmi les valeurs A, , trouvées, quelle est la meilleure approximation de ¢7



Pour p

(i)

DEUXIEME PARTIE

€ N, on définit la suite B, de polynomes par :
Pour tout t € R, By(t) =1

1
(ii) Pour p € N* et t € R, B)(t) = pB,_1(t) et / B,(t)dt =0,
0
et on note b, = B,(0).

a. Déterminer les polynomes B, By, Bs.
b. Pour 0 < p < 3, calculer b, et comparer b, a B,(1).
c. Montrer que pour p > 2, on a b, = B,(1).

a. Pour p € Net t € R, on définit Ep(t) = (—1)PB,(1 —t).
Montrer que la suite de polynomes B, vérifie les relations (i) et (ii). En déduire que B, = B,.

b. Montrer que pour p € N*, on a by,; = 0.

Soit f € C>([0,1],IR) ; on note f® la dérivée d’ordre p de la fonction f.

3.

a. Montrer I'égalité /0 F(t)dE = /O Bolt) f(t)dt:%(f(O)Jr £(1) - /0 By(8) (1),

b. Pour n > 2, montrer ’égalité (on pourra procéder par récurrence) :

sU0+r) = [ f<t>dt+p§;<—1>pf;ﬁ<f<p—1><1>—f<p—”<o>)+<—1>"+1 |22 rear

o !

c. En déduire que pour n = 2k on a I’égalité :

(1) %( /f dt+z f(2p (1 )_f(zp—l)(o))_/o %k()?f(%)(t)dt.

Pour p € N, on définit la fonction D, par : pour t € R, D,(t) = B, (t — LtJ)

4.

a. Montrer que D, est une fonction périodique de période 1.
Montrer que D, est une fonction de classe C* par morceaux sur R.

Dans la suite la fonction f appartient a COO([O, N],R) ou N € N avec N > 2.
Pour ¢ entier vérifiant 1 < ¢ < N, on définit les fonctions f, de [0,1] dans R par

fo) = f{t+q—=1).

b. Montrer que les fonction f, appartiennent a COO([(), 1], R) et qu’elles vérifient les égalités :
pour m € N et g entier tel que 2 < g < N,

AM0) = £U(0), £M(0) = 1), S3U) = ).
c. En appliquant (1) aux fonction f,, en déduire la formule d’Euler-Mac Laurin sur [0, N] :
N-1 N k

O @50 = [0S o (=) - | Dl ey,



TROISIEME PARTIE

Dans cette partie on note [a,b] un intervalle de R et f une fonction de C**([a, ], R).

Etant donné N € N* et h = , on note :

N—-1
1 1 1 1
T¢(h)=nh lﬁf(a) + Z fla+qh)+ §f(b)] si N>2 T¢h)=nh {éf(a) + §f(b)} si N =1, la valeur
q=1
1
approchée de l'intégrale / f(t)dt obtenue par la méthode des trapezes pour le pas h.
0

1. On suppose N > 2. En appliquant la formule (2) a la fonction ¢ : ¢ — f(a+th) définie sur [0, N],
montrer la formule :

b D t—a
(3 / f dt + Zth b2p (2p—1)(b) . f(2p—1)(a)) _ th’/ 2(162;)]: )f(Zk’)(t)dt
p=1 a '
k—1
2. Montrer que la formule (3) peut s’écrire : (4) / f(t)dt + Zd h? 4+ O(h**) ot les

d, désignent des nombres réels.
Pour t > 0, on définit A(t) = T;(V1).

3. a. Déterminer lim A(t).
t—0

h
b. On prend N =1 et donc h = b — a, et on calcule la suite de valeurs Ty(h), T} (—), ey

2
h
(),

Déterminer un réel ¢y > 0 et un réel 7 > 1 tels que cette suite de valeurs soit A(ty), A(r~'to),

.oy A(T’imto).
On utilise les notations de la premiere partie avec Ag(t) = A(t), Apo = Ao(r Pty) puis, A, 4, to
h—
et r étant les valeurs trouvées en III-3.b.. On note h, = 2pa.
4. a. Exprimer A, et A,_1 al'aide de T} et de h,,.
b. Pour p > 1, on définit A , = h,, Z f a+ (2q+1)h, ) la somme étant étendue aux entiers

q tels quea<a—|—(2q+1)h < b.
Exprimer A, en fonction de A,_; et A;;,(y Quel est I'intérét de cette expression ?
sint

5. a. Onchoisitf(t):TpourtséO f0)=1,a=0,b=7m,h=b—a=m.

b. (Admis pour les 3/2) Montrer que f € C*([0, 7], R).

c. Calculer les valeurs A, pour 0 < p < 3 et les valeurs A;,o pour 1 <p < 3.
Indiquer dans quel ordre vous calculez ces sept valeurs.

d. Donner le tableau des valeurs A, , pour 0 < ¢ <p < 3.

sint
De laquelle de ces valeurs peut-on attendre la meilleure approximation de / —dt ?

6. Que donne cette méthode lorsque f est une fonction périodique de période b — a?



DM DIFFICILE

I-Etude de l’inversibilité d’une matrice

2 1
1 4 1 0
Soit n € N*\ {1;2}. On pose A, = h ‘ qui est dans M,,(R).
0 1 4 1
1 2
2 1 4 1
1 4 1 0 1 4 1 0
1. Soit n € N*\ {1}. On pose B,, = h ' et C), =
0 1 4 1 0 1 4 1
1 4 1 4

dans M, (R). On pose ¢y = 1 et ¢; = 4 et pour n dans N* \ {1}, on pose ¢, = det(C,) et
b, = det(B,) et enfin pour n dans N*\ {1;2}, on pose a,, = det(A,).

a. Expliciter les termes de la suite (¢, )nen-

b. Expliciter les termes de la suite (by,)n>2.

c. Expliciter les termes de la suite (ay,)n>3.

d. En déduire que A, est inversible pour tout n de N*\ {1;2}.

X1 n
. " T2 Y2
2. Soient n e N*\ {l;2} et X =] | € M,,1(R). On pose Y = AX et on note Y = | ",
T Yn

a. Soit r = max{|z1|, |2, ..., |zn|} et m = max{|vy1], |yz|, ---, |yn|}-

Montrer que : r < m.
b. En déduire que A, est inversible.

3. On rappelle qu'une transvection sur les lignes est 'opération élémentaire sur une matrice qui
consiste a ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un scalaire, c¢’est-a-dire on effectue
L; <+ L; + aL;, avec i # j et o dans R.
Soit n € N*\ {1;2}
a. Soit la suite (uy,),en définie par
Ug = 2
1

VneN, u,, =4——
Up,

Etudier la suite (uy)nen-

b. Montrer qu’en effectuant que des transvections sur les lignes de la matrice A, a l'aide de
la méthode du pivot de Gauss, on obtient une matrice triangulaire supérieure dont les n
pivots (po, P1, -+ Pn—1) Vérifient :

po = 2 .
Vk € [0,n — 3], prs :4_p_
k
1
Pn—1 = 2 —
Pn—2

c. En déduire que A,, est inversible.



I1-5Sphines cubiques

Soient a et 3 deux réels tels que a < 3. On note P*([a, 3]) I'ensemble des fonctions polynomes définies
sur [«, f] de degré inférieur ou égal a 3.

b—a

n

et

Soit [a, b], avec a < b, un intervalle réel que I'on divise en n intervalles égaux de longueur h =

pour k dans [0,n], on pose z = a + kb (ainsi zg = a et z,, = b).
Soit f € C*([a,b],R) et pour k dans [0,n], on pose

fo=Flae);  fo= ) Sl =),

On se propose de déterminer une fonction g définie sur [a, b] satisfaisant les conditions suivantes :

C1 : pour tout k dans [0,n — 1], la restriction de g & [xy; zj41], Cest-a-dire gzz,,,] est dans P*([2g; zpi1]).
Autrement dit pour tout k dans [0,n — 1], il existe une fonction polynéme Py de degré au plus 3 telle que :

g’[wk;fﬂkﬂ} = P

Vk € [[O,TL]], g('rk) = fk
C2 : g vérifie les relations suivantes : < ¢)(xg) = f; (dérivée a droite en xg)
9o(wn) = f, (dérivée a gauche en x,,)

1. Soit une g fonction définie sur [a,b] vérifiant C1 et C2. Montrer que g est de classe C* si et
seulement si

1. Vk € [[l,n - 1]], Pk<£L'k) = Pk:—l(xk)- 4. Vk € [[O,n - 1]], Pk<£L'k) = fk
3. Vk e [1,n—1], Pl(zx) = Py, (zx). 6. P, (x,)=f.

2. Soit une g fonction définie sur [a, b] vérifiant C1 et C2. Montrer que si g est de classe C?, alors
pour tout k de [0,n — 1], les fonctions polynoémes P, intervenant dans la condition C1 s’écrivent :

T - X)3 X —x)3
Pk:mk—< an ) +mk+1—( oh 3

6h +Oék(X—.Tk)+ﬁk,

— me —m mih?
Jrer = fu B ot g = fo— T

avec my = ¢"(z;) (pour [ dans [0,n] ) et ay =

h 6 6
3. Soit une g fonction définie sur [a,b] vérifiant C1 et C2. En reprenant la notation m; = ¢"(x;)
mo d()
) 9 my dy
(pour [ dans [0,n] ) , montrer que si g est de classe C*, alors A, | . | =1 . |,
My, d,

avec dy = %[fl — fo—hfl; dn [hf) — fa+ fn_1] et pour tout k de [1,n — 1],

h
dy = %[fk—l — 2 + frs1)-

4. Montrer qu’il existe une unique fonction g définie sur [a, b] vérifiant C1 et C2 et de classe C*.

T2

Dans la question précédente, on appelle une telle fonction ¢ spline cubique d’interpolation de f
qui est donc une fonction polynomiale de degré au plus 3 par morceaux et approchant f. Nous
noterons sy = g et nous allons maintenant chercher une majoration de I'erreur entre f et s;.



I11-Qualité de 'approximation par une spline cubique

do
: N . dy
En reprenant les notations des deux premieres parties, on note R = D — A, 1 F,avec D = | | et
dn
"
0 T'o
"
1 1
F = . et nous noterons R = | .
"
fa Tn

Soit h une fonction définie sur |a, 3] bornée. On notera ||h|j,g = sup |h|.
[a,8]

1. a. Onpose L = || f™]|(s). Montrer que L est bien définie.
b. i) Montrer que pour tout k de [1,n — 1], on a :

6
il = 20 foni] = i — AT~ o =

/ﬂ:: {(t_‘;%l)g —(t — xkl)] fHO()dt + /x:’““ {(J;’H;—;t)?’ ~(wper — O] O,

3
ii) En déduire : Vk € [1,n — 1], |rg| < §Lh2.

On suppose que l'inégalité précédente est aussi vraie pour k = 0 et k = n (s’obtient par la méme m¢

3
iii) En déduire que : Vk € [0,n], |my — fi] < §Lh2.
c. Soit k € [0,n—1]. On note Ay, la fonction affine définie sur [xy, x4 1] telle que : A(zg) = fi
et A(zpi1) = fii-
Soit & €|xg; xgiq| fixé. Sur [xy; xpy1], on pose
Hy:uvr f(u) — Ap(u) — [f"(2) — Ap(x (u—xk)(u—m,ﬁq)'
s 1) = D) - [7(0) — D)) )
i) Montrer que Hj s’annule au moins sur |T; Zx1].

h2
ii) En déduire que [|A; — f"||@rimrsa) < Lg.
iii) En déduire qu’il existe k; dans Ry tel que : |lg” — " ||y < k1.

Remarque : On ne le fera pas mais on peut montrer grace au résultat précédent qu’il
existe des constantes C; et Cy telles que ||¢' — f'||wa) < C1h® et [|g — [l < Cyht.

1/2

2. Soit h € C*([a,b],R) et on pose N(h) = ( / b(h”@))%:)

On note S 'ensemble des fonctions de C*([a, b], R) vérifiant la condition C1.

b
a. Est-ce que 'application (f,g) — / f"(z)g" (z)dx définit un produit scalaire sur C*([a, b], R) ?

b
b. Montrer que : Vs € S, / (f"(x) = s}(x))s"(z)dz = 0 (pour la définition de s, voir la fin
de la partie II). ’
c. Montrer que : N(f — s;)® = N(f)? — N(s;)%
d. Montrer que N(f — s5) = IL?GlélN(f — s).

e. Déterminer tous les s dans S telles que N(f — s¢) = N(f — s¢). Quelle est la structure de
I’espace des fonction s vérifiant 1’égalité précédente ?



