MP 2024-2025 DEVOIR A LA MAISON N 11' Chaptal

A rendre pour le jeudi 23 janvier

DM NORMAL

PROBLEME 1

Soient a et b des entiers naturels tels que a < b. On rappelle que [a, b] désigne I’ensemble des entiers
naturels k tels que a < k <b.

Si S est un ensemble fini, on note |S| son cardinal.
Si X est une variable a valeur dans une partie finie de N, on note E(X') son espérance.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et soit £ un entier naturel non nul. Soient X,...,X,, des
variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur I'ensemble [1, £].

On note U, le nombre de valeurs distinctes prises par les variables X1,...,X,, : si k1,..., k, sont les
valeurs prises respectivement par X, ..., X,, alors U, prend la valeur |S| ou S = {ky,..., k,} pour
tout (ky,...,k,) € [1,€]".

Si S est une partie de [1,¢], on note {X;,...,X,} = S la réunion des événements
(X1,...,X,) = (k1, ..., k) pour tout (ky,..., k,) € [1,€]" tels que S = {ky,... , kn.}.

1. On suppose dans cette question seulement que n = 2 et £ > 2.

a. Justifier que U, ne prend que les valeurs 1 et 2.
b. Calculer P(Uy; = 1) et P(Uy = 2).
c. Calculer E(Us).
2. On se propose de simuler en Python la variable aléatoire U, pour n = 10 dans le cas ou ¢ = 25.

a. Ecrire une fonction simulU qui renvoie une réalisation de Uy.
On pourra utiliser la fonction random.randint.
L’instruction random.randint(1,25) fournit un nombre aléatoire dans [1,25] uniformé-
ment.

b. Ecrire une fonction espU qui renvoie une approximation de 'espérance de Ujg. Quel théo-
reme utilisez-vous pour justifier que le résultat de cette fonction est une approximation de
Iespérance de U;g ? Enoncez précisément ce théoreme.

3. Quel est ’ensemble des valeurs prises par U, ?
4. Soit i dans [1,n]. Soit S une partie de [1,¢]. Quelle est la probabilité de 1'événement (X; € 5)
en fonction de |S|?

5. Soit a dans [1,¢]. Exprimer P(X; # a,...,X,,_1 # a), la probabilité qu’aucune des variables
Xi,...,X,_1 ne prenne la valeur a, en fonction de n et /.

6. En déduire P(X; # X,,,..., X, 1 # X,,), la probabilité que la valeur prise par X,, soit différente
de toutes les valeurs prises par les autres variables, en fonction de n et £.

7. Justifier
¢ —|S
P(X:# Xy, X1 # X)) = E P{X1,...,Xn 1} =9) (%)

SEPy

ou P, désigne ’ensemble des parties non vides de [1, £].



8. n déduire dans lecasoun > 3 :
E(Unfl) - 6(1 - P(Xl 7é Xn; P 7Xn71 7é Xn))

9. Exprimer E(U,,) en fonction de n et /.
10. Déterminer la limite de E(U,) lorsque ¢ est fixé et n — +oo. Interprétez votre résultat.
11. Déterminer la limite de E(U,,) lorsque n est fixé et £ — +o00. Interprétez votre résultat.

12. On s’intéresse aux possibles partages de dates d’anniversaire dans un groupe de n personnes. On
suppose que les années sont toutes de 365 jours et que les dates d’anniversaire sont uniformément
réparties sur chaque jour de 'année. On fait aussi I’hypothese que les dates d’anniversaire de n
personnes choisies au hasard sont indépendantes mutuellement.

Soit D,, le nombre de dates d’anniversaire d’un groupe de n personnes choisies au hasard.

a. Exprimer en fonction de n le nombre moyen de dates d’anniversaire d’un groupe de n
personnes, c’est a dire E(D,,).

b. Quelle est la limite de ce nombre moyen lorsque n tend vers 4o0.

PROBLEME 2

Retour a ’origine d’une marche aléatoire sur 7Z

Dans cet exercice, nous allons étudier le déplacement aléatoire d'un pion se déplacant dans ’ensemble
des entiers relatifs. A I’'étape n = 0, on suppose que le pion se trouve en 0. Ensuite, si le pion se trouve
a l'étape n sur l'entier x € Z, alors a I'étape n + 1, le pion a une chance sur 2 de se trouver en x + 1
et une chance sur deux de se trouver en x — 1, ceci indépendamment des mouvements précédents.

Pour modéliser cette situation, on se place dans un espace probabilisé (2, A, P) et on considere une
suite (Xj)ken+ de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes dont la loi est donnée par :

VkEN, P(X,=1)=P(X;=—1)=-.

On considere également la suite de variables aléatoires réelles (S),)nen définie par Sy =0 et :
n
VneN, S,=> X
k=1

L’objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T définie de la fagon suivante :
1. si pour tout n € N*, on a S, # 0, on pose T" = +00;
2. sinon, on pose 7' = min{n € N* | S, = 0}.

L’événement (T = +00) se réalise donc si et seulement si 'ensemble {n € N* | S,, = 0} est vide.
Finalement, on définit les suites (p,)nen €t (¢n)nen par :

0 sin =0,

VneN, p,=P(S,=0)et g, =
" b ( et {P(T:n) sin > 0.

Partie I - Calcul de p,

On fixe un entier n € N.
1. Que représente la variable aléatoire S, 7

2. Calculer pg, p1 et ps.



v

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

Justiier que, s1 n est 1mpair, alors on a p, = 0.

X, +1

On considere pour tout & € N* la variable aléatoire Y}, définie par Y}, = . On admet que

(Yk)ken+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

. Soit k € N*. Déterminer la loi de Y.
. Pour n > 0, donner la loi de Z,, = Y] + --- 4+ Y, et exprimer S, en fonction de Z,,.

On suppose que n = 2m avec m € N. Montrer que :
_(2m) 1
Pom = m 4_m
Partie II - Fonction génératrice de la suite (p,),en
On note R, le rayon de convergence de la série entiere anx” et f la somme de cette série

n>0
entiere sur son intervalle de convergence.

Montrer que I, > 1.

Montrer que pour tout m € N*, on a :

Pom = (_Ti!)m ﬁ <—% —k+ 1) .

k=1

. Déterminer un nombre o € R tel que f(x) = (1 — 2*)® pour tout x €] —1,1[.

Partie III - Loi de la variable aléatoire T

On note R, le rayon de convergence de la série entiere anx” et g la somme de cette série
n>0

entiere sur son intervalle de convergence. Pour tout n € N, on considere également la fonction

gn : R — R définie par g,(x) = ¢,x" pour tout = € R.

Calculer ¢, et gs.

Montrer que la série Z gn converge normalement sur [—1, 1] et que R, > 1.
n>0
Montrer que

n
Vn €N, pn=) Prln-k-
k=0

Montrer que :
Ve el -L1, f(z)g(z) = f(z) - 1.
En déduire que g(z) = 1 —+/1 — 22 pour tout = €] — 1, 1], puis calculer le développement en série
entitre de la fonction = — 1 — /1 — 22 en précisant son rayon de convergence.
En déduire une expression de g, pour tout n € N*.
Déterminer la valeur de P(T" = +00). Interpréter le résultat.

La variable aléatoire T admet-elle une espérance ?



DM DIFFICILE

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont discretes et définies sur le méme
espace probabilisé (2,7, P).

On note |x] la partie entiere d’un réel x. On rappelle que l'indicatrice 14 d’un événement A est la
variable aléatoire qui, & chaque w € Q, associe 14(w) =1siw € A et 14(w) = 0 sinon.

Partie I - Préliminaires

1. Soit (Xg)ken+ une suite de variables aléatoires, indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson

de parametre A > 0. On pose, pour tout entier naturel non nul n, S, = Z Xi.
k=1
(a) Quelle est, pour tout entier naturel non nul n, la loi de S,, ? Le jusitifier.
(b) Prouver, pour tout € > 0 et pour tout entier naturel non nul n, I'inégalité :

A
P(&>>\+€) <

n ne?

(c) La fonction poisson(1l,n) simule n lois de Poisson de parametre [ en renvoyant le résultat
sous forme d’une matrice ligne a n colonnes (on aura besoin de from numpy.random import *).
On pose Y,, = max(Xj, ..., X,,). Construire en PYTHON une fonction Y(n,1) qui simule la
variable aléatoire Y,,.

(d) A Paide de Y(n,1), comment estimer ’espérance de Y,, pour n =500 et A =17

2. Soit (z,1) € R* avec 0 < p < .
On considere 'application v qui, a chaque réel 8 > 0, associe

»(0) = exp (u(e” = 1) — b)

(a) Montrer que la fonction ¢ a un minimum sur R™ et déterminer sa valeur.
(b) Soit A >0, >0etn e N". On pose x =n(A+¢) et u=n.
Justifier, dans ces conditions, 1'existence d’une réel a > 0 (fonction de A et € mais pas de n)
1 1 mi 0) =e ",
pour lequel min P(l) =e
< 9@ +9(y)

3. Soit g une fonction de R dans R telle que, pour tout (z,y) € R?, ¢ <_x —; y> < 5

(a) Prouver, pour tout couple (z,y) € R?, pour tout entier naturel n et pour tout entier k €
[0,2"], Vinégalité -

1 (g (= 5000) < gela) + (1= )90

On pourra raisonner par récurrence sur l'entier n, et observer que, sip est un entier, on a
2p+ (2p+2)

l’égalité :
égalité 5

=2p+ 1

+oo
k
(b) On pose D = U {z—n, k € [0, 2"]]} et on considere un réel A de [0, 1].
n=0

. | A27]
On note, pour tout entier naturel n, d,, = TR
Vérifier que la suite (d,)nen est une suite d’éléments de D, croissante et convergente vers

A

(c) On suppose, de plus, que la fonction g est croissante. Montrer qu’elle est convexe.
4. Soit X une variable aléatoire discrete possédant une espérance.

(a) Rappeler 'inégalité de Markov.



(b) On suppose, de plus, la variable X a valeurs positives ou nulles. Etablir, pour tout réel x,
I'inégalité :

E 0X
P(X > z) < inf (69 )
0>0 e¥T

5. Soit X une variable aléatoire, possédant une espérance et telle que X () = {x;; k € N*} ou la
suite (21 )ren- est a valeurs dans R, strictement croissante et de limite +o0o. On pose zy = 0.
On note, pour tout entier naturel n, oy, = E(X1ix<yz,1).

(a) Montrer que la suite (a,)nen converge vers E(X).
(b) Soit 3 la fonction qui, & chaque réel K > 0 associe : f(K) = E(X1ix<x).
Prouver I'égalité : lim [(K) = E(X).
K—+o00
On admet que ce résultat est valable pour toute variable aléatoire discrete a valeurs positives
ou nulles.
6. Soit f: R — R concave et décroissante. Soit = € R.

(a) Justifier I'existence d'une limite finie, négative ou nulle, a droite en x, pour la fonction

U M On note 60, cette limite.
u—x

(b) Prouver, pour tout réel u, l'inégalité : f(u) < f(x) + Og(u — ).
(c¢) En déduire 'égalité
inf sup (f(u) + 0(u—z)) = f(x),

6>0 yeRr

en ayant, pour tout réel 6, posé sup (f(u) + 6(u — z)) = +o0o0 quand la fonction u — f(u) +
u€R

O(u — ) n’est pas majorée.
7. Soit X une variable aléatoire telle que X (Q2) = {zx;k € N*} ou la suite (zy)ren+ est a valeurs
dans R, strictement croissante et de limite +00. On pose zy = 0.

(a) Vérifier que la fonction qui a chaque réel ¢ associe P(X > t) est continue par morceaux sur

R.

(b) Soit 7 un entier naturel.
,

Tr41
Prouver 'égalité / P(X > t)dt = Y (pp1 — 2)P(X > x3), puis I'égalité
0 k=0

Try1 r
/ P(X > t)dt = ) aP(X = 2p) + 2,0 P(X > 2,)
0 =

+oo
(c) Prouver que la variable X a une espérance si et seulement si I'intégrale impropre / P(X >
0

t)dt converge et que, dans ce cas, on a 1’égalité :
+oo
E(X) :/ P(X > t)dt
0

On admet que ce résultat s’étend a toute variable aléatoire discrete a valeurs positives ou nulles.

8. Soit (v, )nen+ une suite d’éléments de R* vérifiant :
Y(m,n) € (N*) vppn < U +
(a) Justifier I'existence du nombre p = inf {%", n e N*}.
(b) Soit6>0etN€N*telquep<UWN<p+5

Soit (k,7) € N*x [0, N — 1] et n = kN +r. Prouver I megahte — —|— et en déduire,

_N
v Y
pour tout entier n assez grand, I'encadrement p < — < p + 25.

n

. .
On en déduit ainsi que lim — = p.
n—+oo M



Dans toute la suite du probleme, on considere une suite (Xj)ren< de variables aléatoires discretes, a
valeurs positives ou nulles, indépendantes et suivant toutes la loi de Xj.

On pose, pour tout entier naturel n non nul, S, = Z Xk
k=1
On suppose de plus que, pour tout réel ¢, P(X; > ¢) > 0.

9. (a) Soit (m,n) € (N*)? et (u,v) € R% Etablir I'inégalité :
P(Smin = mu + nv) = P(S,, = mu)P(S, = nv)

(b) Prouver, pour tout entier naturel n non nul et pour tout réel u, 'inégalité : P(S,, > nu) > 0.

InP(S,, > nu InP(S,, > nu
(c) En déduire que, pour tout réel v, lim InP(Sy 2 nu) = sup #
n—-+4o0o n neN* n
On utilisera la question 1-8.
Partie II - Le théoréeme de Cramer
1. Une inégalité
(a) Soit J une partie de R telle que, pour tout élément x de J, I'intervalle | — oo, z] est inclus

dans J.
Prouver que la partie J est un intervalle de R.
(b) Vérifier que la fonction ¢ : 6 — InE(e’*?) est définie sur un intervalle I de R contenant
R™.
(¢) On suppose que X; suit la loi géométrique de parametre p €10, 1][.
Déterminer l'intervalle I et la valeur de ¢(6) pour tout 6 € I.
(d) On suppose que X; suit la loi de Poisson de parametre A > 0.

i. Déterminer I'intervalle I et la valeur de () pour tout 6 € I.
ii. Soit € > 0. Justifier 'existence d'un réel a > 0 pour lequel, pour tout entier naturel n,
on a :

P(&>)\+€) Le ™
n

1
2. (a) Vérifier que la fonction H : u —— sup —InP(S,, > nu) est définie sur R, et qu’elle est
neN* TV
décroissante.

u+v
2

(b) Prouver, pour tout couple (u,v) € R?, I'inégalité : H (
On utilisera 1-9.
(c) Qu’en déduit-on pour la fonction H 7
3. Soit € INR™.

(a) Justifier, pour tout entier naturel non nul n, 'égalité : E(e”") = (]E(e‘gxl))n.

) = %(H(u) + H(v)).

(b) En déduire, pour tout réel u et pour tout entier naturel non nul n, I'inégalité :

w(0) > 1 In (e""P(S, > nu))
n

(c¢) Conclure a I'inégalité : () > sup(Qu + H(u)).
u€R
4. Le cas d’égalité si #=0.

Etablir Pégalité : ¢(0) = sup H (u).

u€eR
L’autre inégalité si 6 > 0.
On suppose pour toute la fin du probleme que I ﬂ 10, 400 # 0.

On considere alors 6 € I tel que 6 > 0.



5. doit n € N*.

(a) Prouver l'existence de ko > 0 indépendant de n, tel que pour tout réel K > ko on ait
I'égalité :

1 n
In (]E(eoxl].[xng])) = Eln (E(GGS" | | 1[Xi<K}))
i=1

On suppose dans cette question § que K > k.
(b) En déduire I'inégalité :

1

—In (E(e”"1}s,<ux)))

In (B(e" Liv,<x)) <~

(¢) Etablir I'inégalité :
exp(nfK)
E(eesnl[sngn}(]) < / ]P’(egs” > t)dt
0
(d) En déduire I'inégalité :
K
E(e”"1s, <o) < 1+ n@/ P(S, > nu)e"du,
0
puis I'inégalité :
1
In (E(e"' 1 1x,<x))) < —In (1 + nOK exp(nM(6))),
n
ou l'on a posé M (6) = sup(fu + H(u)).
u€eR
6. Prouver, pour tout réel K assez grand et pour tout entier naturel n non nul, I'inégalité :

In(2nfK)

In (B(e" Ly, <n9) < ——

+ M(6)

7. En déduire 'inégalité : p(0) < M (0).
Il y a donc égalité via 3-(c).
8. Conclure, pour tout réel x a I'égalité :

.1 : 0X
— > — 1) —
lim —InP(S, > nx) égg (InE(e"*) — 6z)

n—-+0oo 1

9. On rappelle qu’on suppose que I N R, est d’intérieur non vide. Montrer que E(X;) < 400.
On pose A = E(X7) et £ > 0. Montrer qu'il existe a > 0 tel que pour tout entier naturel n assez
grand, on a
Sn

IP’(— > )\+5> <e ™

n



