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EXERCICE

R est le corps des nombres réels, et n est un entier naturel supérieur ou égal à 2. On note E le R-
espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans R, On(R) l’ensemble des matrices
orthogonales de E et In la matrice unité de E. Pour M élément de E, MT et tr (M) désignent
respectivement la matrice transposée de M et la trace de M .
Pour (i, j) élément de {1, 2, . . . , n}2, on note Ei,j la matrice de E dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui situé dans la i-ème ligne et la j-ème colonne qui vaut 1.
Soient A et B deux éléments fixés de E et f l’endomorphisme de E défini par :

∀M ∈ E, f(M) = AMB

1. Soit C un élément de E. Calculer CEi,j et Ei,jC.
On suppose que pour tout M élément de E, CM = MC. Prouver qu’il existe a dans R tel que
C = aIn.

2. Pour M et N appartenant à E, on pose < M |N >= tr(MTN). Montrer que l’on définit ainsi un
produit scalaire sur E.
Dans la suite de l’exercice, E est muni de ce produit scalaire.

3. On note f ∗ l’adjoint de f . Montrer que :

∀M ∈ E, f ∗(M) = ATMBT

4. Dans cette question on veut déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour
que f soit une isométrie vectorielle de E.

a. Pour tout M ∈ E, déterminer (f ∗ ◦ f)(M).

b. Montrer que f est une isométrie vectorielle si et seulement si f ∗ ◦ f = IdE.

c. On suppose que f est une isométrie vectorielle de E.
Prouver que les matrices ATA et BBT sont inversibles et que l’une est l’inverse de l’autre.
Démontrer qu’il existe un réel a > 0 tel que ATA = aIn.

d. Démontrer que f est une isométrie vectorielle de E si et seulement s’il existe un réel λ > 0
et deux matrices Ω1 et Ω2 appartenant à On(R) vérifiant

A = λΩ1 et B =
1

λ
Ω2

PROBLÈME

Notations

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux à 1. Mn,p(R) désigne le R-espace vectoriel des matrices à
coefficients réels ayant n lignes et p colonnes. On identifiera Mn,1(R) et Mp,1(R) respectivement à Rn

et Rp que l’on supposera munis de leurs produits scalaires canoniques notés respectivement ⟨· | · ⟩n et
⟨· | · ⟩p. Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement || · ||n et || · ||p.
On notera (Ei)1≤i≤p la base canonique de Mp,1(R) et (Fj)1≤j≤n celle de Mn,1(R).
Lorsque p = n, Mn,n(R) est noté plus simplement Mn(R) et est muni de sa structure d’algèbre, In
représentant la matrice identité.



0n,p désigne la matrice nulle de Mn,p(R) et 0n la matrice nulle de Mn(R).
Pour A appartenant à Mn,p(R), AT désigne la matrice transposée de A : c’est un élément de Mp,n(R).
KerA est le noyau de A défini par KerA = {X ∈ Mp,1(R) | AX = 0 }.
Im (A) est l’image de A définie par Im (A) = {AX | X ∈ Mp,1(R) }.
Enfin, on adopte la notation F⊥ pour désigner l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel F d’un espace
euclidien.

Soit A ∈ Mn,p(R).

1. Montrer que ATA est nulle si et seulement si A est nulle.

Dans toute la suite du problème A sera supposée non nulle.

2. Montrer que les matrices ATA et AAT sont diagonalisables au moyen de matrices orthogonales.

3. a. X, Y désignant deux éléments de Mn,1(R), exprimer le produit scalaire ⟨X |Y ⟩n sous la
forme d’un produit matriciel.

b. Si W est un vecteur propre de ATA associé à la valeur propre λ, exprimer ||AW ||2n en
fonction de λ et ||W ||p.

c. En déduire que les valeurs propres de ATA sont réelles, positives ou nulles.

4. a. Pour x réel, calculer les produits matriciels par bloc suivants :(
xIn A
AT Ip

) (
−In 0n,p
AT Ip

)
et

(
xIn A
AT Ip

) (
−In A
0p,n −xIp

)
b. En déduire que les matrices ATA et AAT ont les mêmes valeurs propres non nulles avec le

même ordre de multiplicité.

c. En déduire également que les matrices ATA et AAT ont même rang.

5. Montrer que si n > p, 0 est valeur propre de AAT et que si n < p, 0 est valeur propre de ATA.

6. On note λ1, λ2, . . . , λp les valeurs propres de ATA, chaque valeur propre apparaissant dans cette

liste un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité et on pose µi =
√
λi pour tout i élément

de {1, 2, . . . , p}.
Les réels µi sont appelés valeurs singulières de A.

On suppose les réels λi ordonnés tels que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp ≥ 0.

a. Montrer que λ1 est non nul.

On définit alors un unique entier naturel r appartenant à {1, 2, . . . , p} comme suit : si toutes
les valeurs propres de ATA sont non nulles, r = p, sinon r est tel que pour tout i ≤ r, λi > 0
et pour tout i > r, λi = 0.

Soit (V1, V2, . . . , Vp) une base orthonormale de vecteurs propres de ATA respectivement
associés aux valeurs propres λ1, λ2, . . . , λp ; V1, V2, . . . , Vr désignent les vecteurs propres as-
sociés aux valeurs propres non nulles et lorsque r est strictement inférieur à p, Vr+1, . . . , Vp

désignent les vecteurs propres associés à la valeur propre 0.

b. Montrer que r ≤ n et que la dimension de KerAAT est égale à n− r.

Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, on pose Ui =
1
µi

AVi et si n > r, on désigne par (Ur+1, . . . , Un)

une base orthonormale de KerAAT .

c. Montrer que pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, AVi = µiUi et que si r est strictement inférieur à
p, pour tout i ∈ { r + 1, . . . , p }, AVi = 0.

d. Montrer que pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}, ATUi = µiVi.

e. Montrer que si n > r, pour tout i ∈ { r + 1, . . . , n }, ATUi = 0.

f. En déduire que le système de vecteurs (U1, U2, . . . , Un) constitue une base orthonormale de
vecteurs propres de AAT et préciser la valeur propre associée à chaque vecteur Ui.



7. On note V la matrice carrée réelle d’ordre p dont le ième vecteur colonne est le vecteur Vi, U
la matrice carrée réelle d’ordre n dont le jème vecteur colonne est le vecteur Uj et (UTAV )i,j
l’élément de la ième ligne, jème colonne de la matrice UTAV .

a. Montrer que :

∀(i, j) ∈ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . , p}, (UTAV )i,j = µjδi,j où δi,j =

{
1 si i = j
0 si i ̸= j

.

b. On note ∆ la matrice appartenant à Mn,p(R) dont tous les éléments ∆i,j sont nuls sauf
∆11,∆22, . . . ,∆rr respectivement égaux à µ1, µ2, . . . , µr. Montrer que A = U∆V T .

La factorisation de A ainsi obtenue est dite décomposition de A en valeurs singulières.

c. Trouver une décomposition en valeurs singulières de chacune des matrices :

A0 =

 1 −1
1 1
0 2

 et B0 =

(
1
−1

)
8. Montrer que le rang de A est égal à r.

9. a. Montrer que V =

p∑
i=1

ViE
T
i et que U =

n∑
j=1

Uj
tFj .

b. En déduire :

A =
r∑

i=1

µiUiV
T
i , ATA =

r∑
i=1

λiViV
T
i , AAT =

r∑
i=1

λiUiU
T
i

c. Déterminer les sous-espaces vectoriels suivants : KerA, KerAT , Im (A), Im (A)T à l’aide des
Uj et des Vi.

d. Montrer que KerATA = KerA et KerAAT = KerAT .



DM DIFFICILE

Notations.

On note R le corps des nombres réels. Si n est un entier positif, on munit l’espace vectoriel Rn du
produit scalaire canonique, noté (X, Y ) pour X, Y ∈ Rn. On note ∥X∥ =

√
(X,X) la norme associée.

On note Mn(R) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels. On assimile Rn à l’espace
des vecteurs colonnes d’ordre n et Mn(R) à son algèbre d’endomorphismes. Ainsi, (X, Y ) = XTY . On
note In la matrice unité de Mn(R).

Si A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(R), on note Tr(A) la somme de ses éléments diagonaux : Tr(A) =
n∑

i=1

ai,i.

On rappelle que Tr(A) est égale à la somme des valeurs propres complexes de A comptées avec leurs
ordres de multiplicité. Si A ∈ Mn(R), le polynôme caractéristique de A est PA(X) = det(XIn −A) et
on définit R(A) = {XTAX/ X ∈ Rn, ∥X∥ = 1} qui est une partie de R.

Les parties ainsi que les questions ne sont pas indépendantes.

I-Généralités.

Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ Mn(R).
I.A. Démontrer que les valeurs propres réelles de A sont dans R(A).
I.B.
I.B.1) Démontrer que les éléments ai,i (1 ≤ i ≤ n) de la diagonale de A sont dans R(A).

I.B.2) En considérant la matrice A =

(
0 1
−1 0

)
, montrer que les éléments ai,j avec i ̸= j ne

sont pas nécessairement dans R(A).
I.C. On considère deux nombres réels a ∈ R(A) et b ∈ R(A), avec a < b. Soient X1 et X2 deux
vecteurs de norme 1 tels que X1

TAX1 = a, X2
TAX2 = b.

I.C.1) Démontrer que X1 et X2 sont linéairement indépendants.
I.C.2) On pose Xλ = λX1 + (1− λ)X2 pour 0 ≤ λ ≤ 1. Démontrer que la fonction

ϕ : λ 7→ Xλ
TAXλ

∥Xλ∥2
est définie et continue sur l’intervalle [0, 1].

I.C.3) En déduire que le segment [a, b] est inclus dans R(A).
I.D. Démontrer que si Tr(A) = 0 alors 0 ∈ R(A).
I.E. Soit Q une matrice orthogonale réelle. Démontrer que R(A) = R(QTAQ).
I.F. On considère les conditions suivantes :
(C1) Tr(A) ∈ R(A)
(C2) il existe une matrice orthogonale réelle Q telle que la diagonale de la matrice QTAQ soit

de la forme (Tr(A), 0, . . . , 0).
I.F.1) Démontrer que la condition (C2) entraine la condition (C1).
I.F.2) On suppose que x ∈ R(A). Démontrer qu’il existe une matrice Q1 orthogonale telle que

Q1
TAQ1 =

(
x L
C B

)
où B est une matrice de format (n − 1, n − 1) (B ∈ Mn−1(R)), C un

vecteur colonne à n − 1 éléments (C ∈ Mn−1,1(R)) et L un vecteur ligne à n − 1 éléments
(L ∈ M1,n−1(R)).

I.F.3) Démontrer que si la matrice A est symétrique, il en est de même pour la matrice B ci-dessus.
I.F.4) Montrer que si A est symétrique, la condition (C1) entrâıne la condition (C2).

II-Matrices symétriques de format (2, 2).

Dans toute cette partie A et B désignent des matrices symétriques réelles de M2(R). On note λ1 ≤ λ2

(resp. µ1 ≤ µ2) les valeurs propres de A (resp. B).



II.A. Démontrer que R(A) = [λ1, λ2].
II.B. On considère l’ensemble Γ ⊂ R2 défini par l’équation (AX,X) = 1.

a) Caractériser les conditions sur les λi pour lesquelles cet ensemble est vide ;
b) Donner un exemple pour lequel Γ est la réunion de deux droites ;

II.C. Démontrer que Tr(AB) ≤ λ1µ1 + λ2µ2. On pourra utiliser une matrice orthogonale P telle
que P TBP soit une matrice diagonale, pour obtenir P TAP = A′ = (a′i,j) avec Tr(A) = λ1+λ2 =
a′1,1 + a′2,2.

II.D. On pose A =

(
a b
b d

)
et on suppose : A ∈ S+

2 (R).

II.D.1) Démontrer que a ≥ 0 et d ≥ 0.
II.D.2) Soit S ∈ M2(R) symétrique. Démontrer que

S ∈ S+
2 (R) si et seulement si (Tr(S) ≥ 0 et det(S) ≥ 0)

II.E. On pose A =

(
a1 b1
b1 d1

)
et B =

(
a2 b2
b2 d2

)
. On suppose dans cette section que A et B

sont dans S+
2 (R).

II.E.1) En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que

b1b2 ≤
√

a1a2d1d2 −
√

det(A)det(B)

II.E.2) En calculant det(A+B)− det(A)− det(B), en déduire que

det(A+B) ≥ det(A) + det(B) + 2
√

det(A)det(B)

II.F. On suppose dans cette sous-partie que A et B sont dans S+
2 (R), det(A)det(B) ̸= 0 et

b1b2 ̸= 0.
II.F.1) Démontrer que l’on a l’égalité dans la formule de la question II.E.2 si et seulement si les

vecteurs (a1, d1) et (a2, d2) sont liés, ainsi que les vecteurs (b1,
√

det(A)) et (b2,
√

det(B)).
II.F.2) Démontrer alors que l’on a l’égalité dans la formule de la question II.E.2 si et seulement
si les matrices A et B sont proportionnelles (A = λB pour un λ ∈ R, λ > 0).

II.G. On considère la relation suivante sur l’ensemble des matrices symétriques réelles de format
(2, 2) : on dit que S ≤ S ′ si et seulement si la matrice symétrique S ′−S vérifie S ′−S ∈ S+

2 (R).
Démontrer que la relation ≤ ci-dessus est bien une relation d’ordre sur les matrices symétriques
réelles de format (2, 2).

II.H. On considère une suite (An)n≥0 avec An =

(
an bn
bn dn

)
qui est symétrique pour tout n.

On suppose que la suite (An)n≥0 est croissante et majorée pour la relation d’ordre définie à la
question précédente.

II.H.1) Démontrer que pour tout vecteur X ; la suite (XTAnX)n≥0 est croissante et majorée.
II.H.2) Démontrer que les suites (an)n≥0 et (dn)n≥0 sont croissantes et majorées.
II.H.3) En considérant le vecteur X = (1, 1), démontrer que la suite de matrices (An)n≥0 est
convergente dans M2(R), c’est à dire que les suites (an)n≥0, (bn)n≥0 et (dn)n≥0 sont convergentes
dans R.

III-Matrices symétriques définies positives.

Dans cette partie toutes les matrices sont de format (n, n) où n est un entier ≥ 2.
III.A. SoitA une matrice symétrique définie positive. Démontrer qu’il existe une matrice inversible
Y telle que A = Y TY .

III.B. Soient A une matrice symétrique définie positive et B une matrice symétrique. Démontrer
qu’il existe une matrice inversible T telle que

T TAT = In et T TBT = D

où D est une matrice diagonale (et In est la matrice identité).



III.C. Soient A et B deux matrices symétriques définies positives.
Déduire de la question prćédente que det(A+B) ≥ det(A) + det(B).

III.D. Soient x un nombre réel strictement positif, β un nombre réel tel que 0 < β < 1. Démontrer
que xβ ≤ βx+ 1− β.

III.E. Soient A et B deux matrices symétriques définies positives, α et β deux nombres réels
strictement positifs tels que α + β = 1 ; démontrer que

det(αA+ βB) ≥ (det(A))α(det(B))β.

III.F. Pour 1 ≤ i ≤ k, soient Ai des matrices symétriques définies positives et αi des réels
strictement positifs tels que α1 + · · ·+ αk = 1. Démontrer que

det(α1A1 + · · ·+ αkAk) ≥ (det(A1))
α1 . . . (det(Ak))

αk .


