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EXERCICE

R est le corps des nombres réels, et n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note E le R-
espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R, O,,(R) I'ensemble des matrices
orthogonales de E et I, la matrice unité de E. Pour M élément de E, MT et tr (M) désignent
respectivement la matrice transposée de M et la trace de M.

Pour (i, ) élément de {1,2,...,n}? on note E;; la matrice de E dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui situé dans la -eme ligne et la j-eme colonne qui vaut 1.

Soient A et B deux éléments fixés de E et f ’endomorphisme de E défini par :

VM € E, f(M)= AMB

1. Soit C un élément de E. Calculer CE; ; et E; ;C.
On suppose que pour tout M élément de F, CM = MC. Prouver qu’il existe a dans R tel que
C =al,.

2. Pour M et N appartenant & £, on pose < M|N >= tr(M*N). Montrer que 'on définit ainsi un
produit scalaire sur F.
Dans la suite de l'exercice, I/ est muni de ce produit scalaire.

3. On note f* I'adjoint de f. Montrer que :
VM e E, f*(M)=AT"MB”

4. Dans cette question on veut déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour
que f soit une isométrie vectorielle de E.

a. Pour tout M € E, déterminer (f* o f)(M).
b. Montrer que f est une isométrie vectorielle si et seulement si f* o f = Idg.

c. On suppose que [ est une isométrie vectorielle de FE.
Prouver que les matrices AT A et BB” sont inversibles et que I'une est l'inverse de I'autre.
Démontrer qu’il existe un réel a > 0 tel que ATA = al,,.

d. Démontrer que f est une isométrie vectorielle de E si et seulement s’il existe un réel A > 0
et deux matrices € et 2y appartenant a O, (R) vérifiant

A:)\Ql et B:%QQ

PROBLEME

Notations

Soit n et p des entiers supérieurs ou égaux a 1. M, ,(R) désigne le R-espace vectoriel des matrices a
coefficients réels ayant n lignes et p colonnes. On identifiera M,, ;1 (R) et M, ;(R) respectivement a R"
et R” que 'on supposera munis de leurs produits scalaires canoniques notés respectivement (- |-), et
(- |+),- Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respectivement |- |, et | - .

On notera (E;)1<i<p la base canonique de M,,1(R) et (F})1<j<, celle de M, ;(R).

Lorsque p = n, M, ,(R) est noté plus simplement M, (R) et est muni de sa structure d’algebre, I,
représentant la matrice identité.



0np désigne la matrice nulle de M,, ,(R) et 0, la matrice nulle de M,,(R).

Pour A appartenant & M, ,(R), AT désigne la matrice transposée de A : c’est un élément de M,, ,(R).
KerA est le noyau de A défini par KerA={X e M,;(R) | AX =0}.

Im (A) est 'image de A définie par Im (A) = { AX | X € M, 1(R) }.

Enfin, on adopte la notation F* pour désigner I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' d’un espace

euclidien.

Soit A € M, ,(R).

1. Montrer que AT A est nulle si et seulement si A est nulle.

2

3.

Dans toute la suite du probleme A sera supposée non nulle.

. Montrer que les matrices AT A et AAT sont diagonalisables au moyen de matrices orthogonales.

b.

a.

X, Y désignant deux éléments de M,,;(R), exprimer le produit scalaire (X |Y) sous la
forme d’un produit matriciel.

Si W est un vecteur propre de AT A associé a la valeur propre \, exprimer | AW |? en
fonction de A et | W |,.

c. En déduire que les valeurs propres de AT A sont réelles, positives ou nulles.

C.

Pour x réel, calculer les produits matriciels par bloc suivants :

xl, A —1I, 0O, ¢ xl, A -1, A
AT, AT, ¢ AT 1, Opn  —1,

. En déduire que les matrices AT A et AAT ont les mémes valeurs propres non nulles avec le

meéme ordre de multiplicité.

En déduire également que les matrices AT A et AAT ont méme rang.

Montrer que si n > p, 0 est valeur propre de AA” et que si n < p, 0 est valeur propre de AT A.

On note Ai, Ag, ..., A, les valeurs propres de AT A, chaque valeur propre apparaissant dans cette

liste un nombre de fois égal a son ordre de multiplicité et on pose p; = \/)\_Z pour tout ¢ élément
de {1,2,...,p}.
Les réels p; sont appelés valeurs singulieres de A.

On suppose les réels A\; ordonnés tels que Ay > Ay > --- > A\, > 0.

a.

Montrer que A; est non nul.

On définit alors un unique entier naturel r appartenant a {1,2,...,p} comme suit : si toutes
les valeurs propres de AT A sont non nulles, 7 = p, sinon r est tel que pour tout i < r, A; > 0
et pour tout ¢ > r, \; = 0.

Soit (Vi,Va,...,V,) une base orthonormale de vecteurs propres de AT A respectivement
associés aux valeurs propres Aj, Ao, ..., Ay; Vi, Vo, ..., V. désignent les vecteurs propres as-
sociés aux valeurs propres non nulles et lorsque r est strictement inférieur a p, V,44,...,V,
désignent les vecteurs propres associés a la valeur propre 0.

. Montrer que r < n et que la dimension de KerAAT est égale a n — 7.

Pour tout i € {1,2,...,7}, on pose U; = lAV; et si n > r, on désigne par (U,11,...,U,)
une base orthonormale de KerAAT.

. Montrer que pour tout i € {1,2,...,r}, AV, = u;U; et que si r est strictement inférieur a

p, pour tout t € {r+1,...,p}, AV; =0.

d. Montrer que pour tout i € {1,2,...,7}, ATU; = u;Vj.
e. Montrer que si n > 7, pour tout i € {r+1,...,n}, ATU; = 0.
f. En déduire que le systeme de vecteurs (U, Us, ..., U,) constitue une base orthonormale de

vecteurs propres de AAT et préciser la valeur propre associée & chaque vecteur U;.



7. On note V la matrice carrée réelle d’ordre p dont le ™ vecteur colonne est le vecteur Vi, U
la matrice carrée réelle d’ordre n dont le j*™ vecteur colonne est le vecteur U; et (UTAV);;
I’élément de la i°™ ligne, j*™° colonne de la matrice UT AV,

a. Montrer que :

o R 1 sit=y
V(i,5) € {1,2,...,n} x {1,2,...,p}, (UTAV);; = p;6;; on 5m:{ 0 siz';é; '

b. On note A la matrice appartenant a M,, ,(R) dont tous les éléments A, ; sont nuls sauf

C.

Ai1, ANgs, ..., A\, Tespectivement égaux & fi1, fio, - . ., fp. Montrer que A = UAV7T.
La factorisation de A ainsi obtenue est dite décomposition de A en valeurs singulieres.

Trouver une décomposition en valeurs singulieres de chacune des matrices :
1 -1 1
Ag=1 1 1 et By= ( 1 )
0 2

8. Montrer que le rang de A est égal a r.

9.

a.

b.

p n
Montrer que V' = Z ViE] et que U = Z U;'F; .
i=1 j=1

En déduire :

A= S pUVE L ATA=YAVT L AAT = Y AU
=1

i=1 =1

. Déterminer les sous-espaces vectoriels suivants : KerA, KerA”, Im (A), Im (A)" a laide des

Uj et des V;.

. Montrer que KerATA = KerA et KerAAT = KerA”.



DM DIFFICILE

Notations.

On note R le corps des nombres réels. Si n est un entier positif, on munit I’espace vectoriel R" du
produit scalaire canonique, noté (X,Y’) pour X,Y € R". On note || X|| = +/(X, X) la norme associée.
On note M,,(R) 'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels. On assimile R" & 'espace
des vecteurs colonnes d’ordre n et M,,(R) & son algebre d’endomorphismes. Ainsi, (X,Y) = X7Y. On
note I, la matrice unité de M, (R).

= (@i j)1<ij<n € M,(R), on note Tr(A) la somme de ses éléments diagonaux : Tr(A) = Zam.

On rappelle que Tr(A) est égale a la somme des valeurs propres complexes de A comptées avec leurs
ordres de multiplicité. Si A € M,,(R), le polynéme caractéristique de A est Pa(X) = det(X 1, — A) et
on définit R(A) = {XTAX/ X € R", || X|| = 1} qui est une partie de R.

Les parties ainsi que les questions ne sont pas indépendantes.

I-Généralités.

Soit A = (ai,j)1§i7j§n € M, (R).

I.A. Démontrer que les valeurs propres réelles de A sont dans R(A).
I.B.
I.B.1) Démontrer que les éléments a;; (1 < ) de la diagonale de A sont dans R(A).

1 0 , montrer que les éléments a;; avec i # j ne

I.B.2) En considérant la matrice A = (
sont pas nécessairement dans R(A

I.C. On considere deux nombres reels a € R(A) et b € R(A), avec a < b. Soient X; et Xy deux
vecteurs de norme 1 tels que X;7 AX; = a, XoT AX, = b.

I.C.1) Démontrer que X; et X5 sont linéairement indépendants.

I.C.2) On pose X\ = AX; + (1 — A) X, pour 0 < A < 1. Démontrer que la fonction

X,\TAX
O A W est définie et continue sur I'intervalle [0, 1].
A

I.C.3) En déduire que le segment [a, b] est inclus dans R(A).

I.D. Démontrer que si Tr(A) = 0 alors 0 € R(A).

LE. Soit @ une matrice orthogonale réelle. Démontrer que R(A) = R(QT AQ).

I.F. On considere les conditions suivantes :

(C1) Te(A) € R(A)
(Cy) il existe une matrice orthogonale réelle @ telle que la diagonale de la matrice Q7 AQ soit
de la forme (Tr(A),0,...,0).

I.F.1) Démontrer que la condition (C5) entraine la condition (C).

I.LF.2) On suppose que x € R(A). Démontrer qu’il existe une matrice ); orthogonale telle que
Q1TAQ, = ( g é ) ol B est une matrice de format (n — 1,n — 1) (B € M,,_1(R)), C un
vecteur colonne a n — 1 éléments (C' € M,_11(R)) et L un vecteur ligne & n — 1 éléments
(L € My,—1(R)).

I.F.3) Démontrer que si la matrice A est symétrique, il en est de méme pour la matrice B ci-dessus.

I.F.4) Montrer que si A est symétrique, la condition (C}) entraine la condition (Cy).

II-Matrices symétriques de format (2,2).

Dans toute cette partie A et B désignent des matrices symétriques réelles de My(R). On note \; < Ay
(resp. g < pg) les valeurs propres de A (resp. B).



IT.A. Démontrer que R(A) = [A1, Ao

IL.B. On consideére I'ensemble I' C R? défini par I'équation (AX, X) = 1.
a) Caractériser les conditions sur les \; pour lesquelles cet ensemble est vide;
b) Donner un exemple pour lequel T" est la réunion de deux droites ;

I1.C. Démontrer que Tr(AB) < A1 + Aapto. On pourra utiliser une matrice orthogonale P telle
que PT BP soit une matrice diagonale, pour obtenir PTAP = A’ = (a;j) avec Tr(A) = M+ X =
ayy + ayo.

IL.D. On pose A = ( Z Z ) et on suppose : A € S5 (R).

I1.D.1) Démontrer que a > 0 et d > 0.
I.D.2) Soit S € My(R) symétrique. Démontrer que

S € SF(R) si et seulement si (Tr(S) >0 et det(S) > 0)

ILE. On pose A = ar b et B=[ b2 . On suppose dans cette section que A et B
bl dl b2 d2

sont dans Sy (R).
II.E.1) En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que

biby < Vaiasdydy — +/det(A)det(B)
II.LE.2) En calculant det(A + B) — det(A) — det(B), en déduire que

det(A + B) > det(A) + det(B) + 24/det(A)det(B)

IL.F. On suppose dans cette sous-partie que A et B sont dans Sy (R), det(A)det(B) # 0 et
ble % 0.

IL.F.1) Démontrer que I'on a 1’égalité dans la formule de la question IT1.E.2 si et seulement si les
vecteurs (aq,d;) et (ag,ds) sont liés, ainsi que les vecteurs (by, \/det(A)) et (be, \/det(B)).

II.F.2) Démontrer alors que l'on a 1'égalité dans la formule de la question I1.LE.2 si et seulement
si les matrices A et B sont proportionnelles (A = AB pour un A € R, A > 0).

II.G. On considere la relation suivante sur ’ensemble des matrices symétriques réelles de format
(2,2) : on dit que S < S’ si et seulement si la matrice symétrique S’ — S vérifie S’ — S € S5 (R).
Démontrer que la relation < ci-dessus est bien une relation d’ordre sur les matrices symétriques
réelles de format (2, 2).

N . b . Y
IL.LH. On considere une suite (A,)n>0 avec A, = ( Z" d" ) qui est symétrique pour tout n.
n n

On suppose que la suite (A, ),>0 est croissante et majorée pour la relation d’ordre définie a la
question précédente.

II.H.1) Démontrer que pour tout vecteur X ; la suite (X TA,X Jn>0 est croissante et majorée.

II.LH.2) Démontrer que les suites (a,)n>0 €t (d,)n>0 sont croissantes et majorées.

II.LH.3) En considérant le vecteur X = (1,1), démontrer que la suite de matrices (A,),>0 est
convergente dans Ms(R), ¢’est a dire que les suites (a,)n>0, (bn)n>0 €t (dn)n>0 sONt convergentes
dans R.

ITII-Matrices symétriques définies positives.

Dans cette partie toutes les matrices sont de format (n,n) ot n est un entier > 2.
ITI.A. Soit A une matrice symétrique définie positive. Démontrer qu’il existe une matrice inversible
Y telle que A =Y7TY.
ITI.B. Soient A une matrice symétrique définie positive et B une matrice symétrique. Démontrer
qu’il existe une matrice inversible 7' telle que

TTAT =1, et T"BT =D

ou D est une matrice diagonale (et I,, est la matrice identité).



II1.C. doilent A et 5 deux matrices symeétriques definles positives.
Déduire de la question préédente que det(A + B) > det(A) + det(B).

ITL.D. Soient x un nombre réel strictement positif, 5 un nombre réel tel que 0 < f < 1. Démontrer
que z° < Br+1— 3.

ITL.LE. Soient A et B deux matrices symétriques définies positives, a et f deux nombres réels
strictement positifs tels que a + § = 1; démontrer que

det(aA + BB) > (det(A))*(det(B))”.

ITL.LF. Pour 1 < i < k, soient A; des matrices symétriques définies positives et «a; des réels
strictement positifs tels que ay + - - - + ag, = 1. Démontrer que

det(ay Ay + -+ - + aAx) > (det(Ay))* ... (det(Ag))*™.



