MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 09/09/2024 (Intégration)

o sin(1/t)
t2 cos(1/t)

in(1/?
Correction : Soit f :t — M
2 cos(1/t)

0 <1/t <1< m/2et donc cos(1/t) ne s’annule pas.

Ex 1 : CV et calcul de : /
1

qui est continue et positive sur [1,+oo[. En effet si t > 1, alors

1/t 1
Reds reavn il Comme

o sin(1/t)
t2 cos(1/t)

Probleme en +o00 : quand ¢ tend vers +o00, 1/t tend vers 0, donc on a : f(t)

+oo
/ t—3dt converge, alors par comparaison de fonctions positives, / dt converge.
1 1

d T sin(1/t
On pose le changement de variable u = 1/t. Onadonc t = 1/u, puis dt = et sin(1/) dt =

uz )y t?cos(1/t)

0 sin(u) du_ 1_COs’(u) w=—Inlcos(w): = — In(cos n(1) = | —In(cos
_/1( __/D—d = [=In|cos(u)[Jy = = In(cos(1)) + In(1) = | —In(cos(1)) |

1/u?) x cos(u) u? cos(u)

e 2t — e~ sin(t)
(1 — cos(t))Vt
Correction : La fonction f : tl—>/

1
Ex2:CVde/ (
0

e 2 — e ) sin(t)

(1 — cos(t))Vt

est continue sur |0, 1] (cos ne vaut pas 1 sur

0,1] CJ0, 7/2]).
Probléeme en 0 : On a au Voisinage de0:e® —e ' =1-2t—(1—1t)+o0(t) = —t+ot) o, tet
%
—t Xt
donc f(t) ~ Ainsi f(t) est négative au voisinage de zéro et par comparaison de

=0 (£2/2) x \/_ \/'
1
fonctions de méme signe au voisinage de 0, comme / —=dt converge, alors
0

Vit
/1 (e72" — ™) sin(t)
o (1 —cos(t))Vt

+o0 1\ "= b
EX3:CVde/ <1—|——) —a——| dx, a,b e R.
1 x x

1
x—i—m

1
Correction : La fonction f:z+— [ 1+ — — a — — est continue sur [1, +oo].
T T

Probleme en 400 : Quand z tend vers +o0o, 1/z tend vers 0. On effectue un DL en 1/z :

x+%
(1 + l) = 6(x+%)ln(1+%) = e(m+ )(5_2172—’— a:3+0( )) = 81_%+3x2+ +O( ) = €e.e 2x+3x2+0<%) —
x

L4 N 5 +1 1 1 2+ 1 . 4 e 1
e -t — 4= - = ol — =e——+—+—+o0|—=) =
2¢  6z2 2 2 622 2 20  3x2 82 T2

dt converge.

35 1
_ % + 24;2 +o0 (;) On a donc quand x tend vers 400 :
26 35 1 2b
f(r)=(e—a)— € ;_x + 24;2 0 (ﬁ) =(e—a)— ¢ _2; + g(x), avec g une fonction continue sur

2b
et ) et g(x) = O(1/2?). Ainsi g est intégrable sur [1, +oo].

[1, +oo[ (car g(z) = f(z) — (e —a) +
e Sia#e: alors f(x) ~ a—e # 0 qui n’est pas intégrable sur [1, 400 (c’est une constante non
- T—r+00

nulle). Ainsi par comparaison de fonctions de méme signe a partir d’une certain rang,



f n’est pas intégrable sur [1,+oo|.

20
eSia=cetb# —e/2: alors f(x) ~ —e;—
r—+00 €

(car x +— 1/x ne l'est pas). Ainsi par comparaison de fonctions de méme signe a partir d’un certain
rang, f n’est pas intégrable sur [1, 400
eSia=cetb=—e/2: ona f =g, donc f est intégrable sur [1,+oo].

qui n’est pas intégrable sur [1, +00|

Fin de la correction des exercices de TD

+0oo et — e—at ax e—t
Ex 4 : 1. Montrer que / fdt = / Tdt’ avec a € RY,.

+oco et — e—at
2. Montrer que / fdt =Ina.
0
1

1
3. Montrer que f(t) = -7 est prolongeable par continuité en 0 et bornée.

. 1—et
4. Calculer lim (e7t — e ™) f(t)dt.
n—-+00 0
5. En déduire que Z 7 e In(n).

Correction : 1. Falt en TD.
2. Fait en TD.
3. Le prolongement par continuité a été fait. On constate que : lim f = 1. Par définition de la limite,

il existe A € R tel que : Vt € [A,4o0], |f(t) —1] <1, donc : Vt € [A,+oof, 0 < f(t) < 2. Ainsi
f est bornée sur [A, +o00|. Sur |0, A], on peut prolonger f en une fonction continue et cette fonction
prlongée est donc continue sur le segment [0, A], donc elle y est bornée. Ainsi f est aussi bornée sur

10, A]. Finalement f est continue sur R7.
+oo +oo

+o0
4.0na: / (et —e ™) f(t)dt = / e ' f(t)dt — / e " f(t)dt. Ces deux intégrales convergent
0

0 0
donc on peut les séparer. En effet Soit M € R, tel que |f| < M sur RY (grée a la question 3).
Pour ¢ € R}, on a donc : |f(t)e™"| < Me " et |f(t)e™] < Me ™, ce qui assure la convergence des
deux intégrales.

oo +oo +o0 M
On a donc : / e " f(t )dt’ / e M f(t)]dt < M/ e "dt = —. Ceci permet de dire que
n
+oo 0 0 +o0o 0 +oo
lim e " f(t)dt = 0. On obtient donc : lim (et —e ™) f(t)dt = / et f(t)dt
n—+oo Jq n—+oo Jq 0

—+00 +oo _—t —nt +oo _—t —nt 400 _—t —nt
5 Ona- St oty £V — el / el e / e e
nas [ (e—emma= [ S Sra [ ),

grace a la question 2.

et —e ™ 1— (e )" ! < <
On a Vt €]0, 1], = = elix ———— 2 =¢! Z = Z ~(+Dt) somme des termes
k=0

— et 1 —et
k=0

d’une suite géométrique de raison e”* # 1.

+o0 o= 1 "1
Ainsi dt e~ g = =) -
mSl/O 1—et Z/ <+ 1 ;p

On a donc grace a la question précédente et les calculs précédents :

;]; = /0 Oo(e*t —e ™) f(t)dt + In(n) = /0 ” e 'f(t)dt + o(1) + In(n) ~ In(n), car In(n) tend

n—-+o00

+oo
vers 400 quand n tend vers 400 et / e ' f(t)dt + o(1) tend vers une constante.
0



