MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 23/09/2024 (Structures algébriques)

Ex1:Onposeu=2+vV3etv=2—1+3 Pour n €N, on note M,, =2" — 1 et s, = u*" +v*".
1. Montrer que si M, est premier, alors n est premier.
2. Montrer que : Vn € N, 5,11 = 52 — 2. Qu'en déduire sur la suite (s,,) ?

3. Soit ¢ un nombre premier. On munit I'ensemble B = (Z/qZ)* des deux lois de composition
interne définies par :

(z,y)+ (@ y) = (e +2"y+y) et (x,y).(a",y) = (2" + 3y, xy’ + 2'y).

(a) Montrer que les deux lois précédentes munissent B d’une structure d’anneau commutatif
fini.

A B
(b) On note A =Z+ V/3Z. Montrer que lapplication 7 : { -

a++vV3b — (ab)

est bien défini
et est un morphisme surjectifs d’anneaux.

4. On suppose n premier. Montrer que si M,, divise s,,_o, alors M,, est premier.
Indication : on pourra raisonner par ’absurde en considérant le plus petit facteur premier ¢ de
M,, et déterminer l'ordre de (2, 1) dans le groupe des éléments inversibles de ’anneau B.

Correction :

1. Supposons n composé, on écrit n = ab avec a > 2, b > 2. La factorisation X —1 = (X?)’—1 =
b—1

(X% —1) Z X*a évaluée en X = 2 permet d’affirmer que 2 — 1 divise M,,.
k=0
Ona:1=2'-1<2*—1<2"—1= M, donc M, n’est pas premier, ce qui termine la preuve
par contraposée.
2. Soit n € N, on a s2 = (u*)* + 2u* v*" + (v¥")? = 5,11 + 2(wv)*" = 5,11 + 2 car uv = 1.
Par récurrence on montre que s,, est un entier et s, > 4.
Ainsi s,11 = (8, — ﬂ)(sn + \/5) > s, + V2 > s,, donc la suite (sn) est strictement croissante.

On montre par récurrence que : Vn € N, s,, > n, ce qui permet de dire que lim s, = +00.

3. (a) L’ensemble (B, +) est un groupe additif fini d’apres le cours. La multiplication est bien une
loi de composition interne commutative dont (1,0) est le neutre par vérification immédiate.

On vérifie ensuite que

((z,9).(2",9))-(w,v) = (22’ + 3yy', 2y + 2'y).(u, v)
= (z2'u + 3yy'u + 3(zy' + 2'y)v, z2'v + 3yy'v + zy'u + 2'yu)

et

(z,9).((2",y).(u,0)) = (z,y).(x"u + 3y'v, 2'v + y'u)
= (z(2'u + 3y'v) + 3y(z'v + y'u), za'v + xy'u + y(z'u + 3y'v))

ce qui prouve 'associativité de la multiplication.

Pour la distributivité, on vérifie bien que
((z,9) + (=" 9))-(u,0) = (z.y).(u,0) + (¢, y).(u, v)

ce qui termine la preuve.
B est fini, car |B| = |Z/qZ| x |Z/qZ| = ¢*.



(b) Tout d’abord, 7 est bien définie car si # = a + bv/3 € A, Dirationnalité de V3 entraine

I'unicité du couple (a, b) d’entiers de cette décomposition. En effet, si a + W3 =d + V3,
alors (' — b)V3 = a — d’, ce qui est absurde si b # b, donc b=V, puis a = a'.
L’application 7 est clairement un morphisme de groupes additifs, il suffit ensuite de remar-
quer que dans A, (a + bvV3)(a' 4+ ¥'V/3) = aa’ + 3bb' + V3(ab’' + a'b) pour en déduire que
m(xy) = m(x)m(y).
Enfin, on a 7(1) = (1,0), ce qui prouve que 7 est un morphisme d’anneaux. Le caractere
surjectif de B provient directement du fait de la définition de B, élément a + bv/3 est
un antécédent du couple (@,b) (on choisit des représentants des classes d’équivalences dans
[0,q —1]).

4. Soit ¢ le plus petit facteur premier de M,, que I'on suppose différent de M,,. On a donc M,, > ¢>.
Prouvons que (2,1) est exactement d’ordre 2" dans B, on notera Oz = (0,0) et 15 = (1,0) les
neutres respectifs de B pour I'addition et la multiplication. Le groupe des inversibles de ’anneau
B est fini, donc (2, 1) est d’ordre fini. Dans Panneau B, m(u) = (2,1), et 7(s,_2) = (5,_2,0) =
05, donc m(w)?" " + 7()?"" = 0g, or m(u)w(v)r(1) = 15 don 7(v) = m(u)"
encore m(u)?" = —m(u)"?"", ce qui donne enfin w(u)?" = —1z. En conclusion, 7(u)*" = 1,
donc l'ordre de 7(u) divise 2", et puisque 7r(u)27171 # 1p (q est impair), 'ordre de m(u) est
exactement 2", ce qui prouve que le groupe des inversibles de B est de cardinal au moins 2" et
au plus ¢ — 1. On obtient donc I'inégalité 2" < ¢*> —1 < M, — 1 = 2" — 2, ce qui est absurde
par définition de M,,.

Ainsi M,, n’a pas de facteurs premiers strictement inférieur, donc il est premier.

, ce qui donne
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