Chapitre 3 : Démonstration de la formule de Stirling I
MP Chaptal

1. a. A SAVOIR FAIRE PAR COEUR EN 2 SECONDES
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b. Soitp € N.On a Iy, = p2 Iy, o = N I5(p—1). En réitérant le procédé sur Iy, on a:
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On voit dans la fraction que l'on a le produit de tous les nombres impairs entre 1 et 2p — 1
au numérateur. En multipliant la fraction en haut et en base par le produit de tous les
(2p)!

((2p) x (2p—2)... x 2)
(2p) x (2p — 2)... X 2, en factorisant chacun des p facteurs par 2, on obtient :
(2p) x 2p—2)... x2=2P(px (p—1)... x 1) = 2Pp! et donc :

((2p) x (2p — 2)... x 2)* = (2°pl)* = 22p(p!)2/2= (2%)P(p!)* = 47(p!)>.
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On remarque que [y = / cos’ xdr = / ldx = 5 d’ou :
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et en poursuivant jusqu’a Iy, on a: I, =

nombres pairs entre 2 et 2p, on a : [y, = 5Ip. Par ailleurs dans
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On voit dans la fraction que I'on a le produit de tous les nombres impairs entre 1 et 2p + 1
au dénominateur. En multipliant la fraction en haut et en base par le produit de tous les
2
((2p) x (2p —2)... X 2)
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ona: fopy = 11 et en poursuivant jusqu'a I, on a :

nombres pairs entre 2 et 2p, on a : Iy = I;. Comme précédem-

ment, on a : ((2p) X (2p — 2)... x 2)* = 47(p!)2.
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Par ailleurs I; = / cos(x)dx = [sin(x)]; /2 — gin(m/2) — sin(0) = 1. On en déduit :
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. La série g (Upy1 — uy,) converge (absolument) grace a la question précédente, donc la suite
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(Un )nen+ converge vers un réel £. Or nous avons : — +”1“ = ¢e"“" et donc
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existe et elle est strictement positive
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Et donc :

1
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. En utilisant les valeurs de Iy, et Iop1, on a @ Iyylopy = 55 X 7 et donc :
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. La suite (I,),en est décroissante, car :
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VneN, Iy — I, = / (sin"t 2 — sin" 2)dr = / sin” z(sin(z) — 1)dz. Or la fonction
0

0
sin est positive sur [0,7/2] et la fonction sin —1 est négative sur ce méme intervalle.

VpEN, Inpro < Iyp1 < Iy,
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. Grace a la question 1.a. nous avons : % = 25%. Comme Iy, est strictement positif, alors
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en divisant par I, dans les inégalités précédentes, on a : Vp € N, 12”2 < % < 1, soit :

2l < Dt < 1 Ep passant A la limite, on a: lim 228 =1 et donc :
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I2p ~ I2p+1
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. Les questions 3.a. et 3.c. donnent : 1—22p ~ En utilisant la question 2.b.; on a aussi
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identidiant les deux équivalents, on a : ;—02 = % et donc |C' = V27 |.

n! ~\V2mn <ﬁ)
e




