MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 30/09/2024 (Séries et algébre linéaire)

N
Ex1: de —_
x1:CV Zn3/4—|—s1n( 5
o ' (=)™ (—=1)" 1 (—=1)" sin(n) 1
Correction : On a : 74 T sin(n) = 3 X 1+bm(n) = " x [1-— 3/ + 0 3 =
(=1)" 1 _ (= 1 - . . .
e x1+0 ey = +0 ) Or grace au théoreme spécial des séries alternées,
-1)" . 1 .. . - 1
Z 3 converge (la suite ey . est décroissante de limite nulle). De plus la série Z 3
—1)" N
converge. Ainsi Z Ws)in(n) converge.
Ex 2 : CV et calcul de Zln (1 — i)
n>2 n2
1
Correction : Zln (1 — —) ~ ——. Par comparaison de série est termes négatifs,
n>2 oo n
1 1
Z n{l-— 3 converge.
n>2
Soit N >2.0On a: Zln(l——) Zl (n _1>
N n—1) n+n1)2 N N N N
Zln ( > = Z[ln(n—1)+ln(n+l)—2ln(n)] = Zln(n—l)—i—Zln(n—i—l)—QZln(n) =
N+1 Nn:2 N-1 N+1 " T "
Z In(p) + > In(k) =2 In(n)= > In(n)+ Y In(n) =2 In(n) =
p=1 k=3 n=2 n=2 n=3 n=2
—~—
In(1)=0
N-1 N-1
<1n(2) + Y In(n ) (Z In(n) + In(N) + In(N + 1)) -2 <1n(2) + Z In(n) + ln(N)> =
n=3 n=3
N+1
—In(2) + In(N) + In(N + 1) —2In(N) = —In(2) + In(N + 1) — In(N) = —In(2) + In — ) =

—In(2) +In (1 + %) —  —1In(2). Ainsi

Ex3: Sment El, ..., E,et IF,..., F, sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E tel que E; C F;
et : @E @F Montrer que : Vi € [1,n], E; = Fi.

n n n
Correction : Soit i € [1,n]. Soit x € F; qui est donc dans @ F;. Comme on a aussi @ E;, = @ EF;,

i=1 =1



n
alors il existe (eq,...,e,) € Ey X ... X E,, tel que z = Zei. Comme on a : Vi € [1,n], E; C F; et donc :
i=1

O +.+0 + =z + 0 +.+ 0 = e +...+e1+ fi + €11 +...+ e, . Cette décomposition

31 Fia er; FiJfl F, e ST eF; GFi+1 er,
est unique, car Fi, ..., F,, sont en somme directe, donc on peut identifier et donc x = e¢; € E;. On a

donc : F; C E;, puis F; = F;.

Fin de la correction des exercices de TD

Ex 4 :

. _ 1
1. Etudier la convergence de la série E Uy, avec U, =

= VE+ kVk

—+00
1
2. On pose R, = ug. Montrer que : Vn € N*, 2 Arctan <R, <2Arctan | — |.
g 2 ! <Vn+ 1) B ( )

k=n+1

1 1 1
3. Montrer que R,, — Arctan (%) — Arctan <\/n——l—1) =0 (W)
Correction :

1. Fait en TD
2. Fait en TD

3. Grace a la question précédente, on a :

1 1 1 1 1 1 )
Arctan — Arctan { — | < R,,— Arctan | — | — Arctan < Arctan [ — | — Arctan
(o) eemn (5) < () reen () = vtan (75 ) - vean (2,

ce qui donne :

1 1 1 1
‘Rn — Arctan <%> — Arctan (\/n:H)‘ < Arctan (%) — Arctan (W) )

} et dérivable sur }

L ;L{
V1 v/n Vn+1'vn

< 1. Donc grace aux inégalité des accrois-

Soit n € N*. La fonction Arctan est continue sur [

etona:Vre ] {, Arctan’(z) =

1 1
\/n—i-l’% 1+ 22

sements finis, on a :

Arcta L Arcta ! <1x L ! ! 1 1+ A L X L @) !
rctan | — | — Arctan — = =— 11— - ~ —=X— = —
Vn vn+1/|— vnoooyn+1 n n n—too \/n 2n n3/?

ce qui donne le résultat.

1

Ex5:CVdeZun, avecun:ﬁ(

2.-4..(2n) \°
3-...(2n+3)> o pER.

Correction :
En multipliant la fraction au numérateur et au dénominateur par 2 x 4 x ---(2n) x (2n+2), on a :

(2n +2)> (2%-4%2..(2n)%)"  (2n+2)* (2*"(n!)?)” 2% (4™ x 27rn x n?" /e2m)"
un = = ~/ ~J

W (@nt3))” n? (et T (oo T 8) x (2 4 g fenes )




(4m)> x e (4" x p2thH® B (4m)*/? x 3 1 B
nf=e (Viamn x 223p2nt3(1 4 3/2p)203) " 2%anfme (nB/2(1 4 3/2n)2043)"
K 1

n,@+3a/2 ((1 + 3/2n)2n+3)0‘ ’

Oron a: (14 3/2n)+3 = @) mA+3/20) yais (20 4 3) In(1 + 3/2n) ~ 2n x 23 = 3, donc
n
!/

. 2n+3 __ 3 ~
ngrfoo(l +3/2n) = e”, donc u, Frars

positifs, Zun converge ssi  + 3a/2 > 1.

avec K’ > 0. Ainsi par comparaison de séries a termes



