MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 4/11/2024 (Révisions fonctions et réduction)

x T+
Ex 1 : Pour z,y,a,b > 0, montrer que : zln — +ylny >(r+y)ln v
a b a-+b
Correction : La fonction —In est convexe sur R . De plus , sont positifs avec :
. r+y r+y
+ v_o_ 1, donc :
rT+y T+vy

—ln( ‘ (E>+ Y (9))§— S lné
T +y \x rT+y \Yy r+y x* x+y y

ce qui s’écrit aussi

soit

a+b r+y a x+y b
ce qui donne le résultat en multipliant par x +y > 0.

1n<x+y)§ L miy Y nY

1 0 2
Ex 2 : Soit A = 1 1 1
-1 0 =2

1. Diagonaliser A (donner P € G'L3(R) et D diagonale telles que A = PDP™1).
2. Soit (a, ) € R%. La matrice a4 + 315 est-elle diagonalisable ? Inversible ?
3. a. Soit X € M3(C) tel que X? = A. Montrer que AX = XA
b. Résoudre dans M3(C) : X? = A et X* + X = A. Méme question dans M3(R).

Correction :
1. On a en développant par rapport a la deuxieme ligne :
X-1 0 —2 Y1 9
aX)=] -1 X—-1 -1 |=(X-1)x(-1)*?x =(X-D[(X-1)(X+2)+2] =
10 X+2 X2

(X -1 (X*+X)=X(X-1)(X+1).

A est une matrice de M3(R) ayant trois valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.
De plus comme les valeurs propres sont deux a deux distinctes, alors les multiplicités et les di-
mensions des sou-espaces propres valent un.

0 0 0
Ei(A): Onremarque que A [ 1] = | 1]. Comme dim(E;(A)) =1, alors E1(A) = vect | 1
0 0 0
Eo(A) =Ker(A): Ona:
x T+ 2z =0
Aly| =0 z2+y+2z = O¢¢{i121% B 8¢¢{x_2 B ab:¢>{m B ;h
z —r—2z =0 4 N Y Y
—2z -2
On a donc Ey(A) = z |, zeR ) =wect | 1



3.

2 0 2
E 1(A): Ona FE (A)=Ker(—Iz3—A)=Ker(A+I3)=Ker | 1 2 1 ]|.Onadonc:
-1 0 -1
x 2z + 22 =0 . — 0 . -
yl €eE(A) e o24+2y+2 = 0 ﬁ{x+2y+z _ 0 @{y _ 9
z - —z =0
—z -1
On a donc E_;(A) = 0 ],2zeRp=wect| O
z 1
0 -2 -1 10 0
Sionnote P=|1 1 0 |etD=|00 0 |,ona:A=PDP !
0 1 1 00 —1
a+p 0 0

Ona:aA+ fl; =aPDP™' + BPLP = PaD+BL,)P'=P| 0 B8 0 |P?
0 0 —a+p

Y

par conséquent oA + (13 est diagonalisable.

Comme deux matrices semblables ont le méme déterminant, alors :

a+p 0 0
det(aA + SI3) = det 0 B 0 = (a+ B)B(—a+ B), puis @A + I3 est inversible si
0 0 —a+p
pg#0
et seulement si ¢ a# 5 .
a# =B

a. Ona: AX =X3=XA

b. Pour X € M3(C), on pose Y = P"'X P de telle sorte que l'on ait : X = PY P!,
Onadonc X?=A e PY?P ' =PDP ' < Y?=D, car P et P! sont inversibles.
Si X? = A, on a aussi grace a la question précédente : YD = DY
a;p a2 a13

Cherchons d’abord les matrices N qui commutent avec D. Soit N = | as; a9 as3 |. On
a31 32 a33
.
19 =0
—ai3 = a3
ayp 0 —ag3 a1 12 a3 a I
21 =
a: ND =DN & [ay 0 —as = 0 0 0 =4 a 0 =
23 =
az;r 0 —ass —a3; —a32 —a33 .
a3 —as1
L 432 = 0

(12 = Q13 = Q91 = Q93 = a31 = a3zp = 0, soit N est diagonale.

Soit X € Mj3(C) telle que X? = A, alors grace a ce qui précede, Y est diagonale, soit

a 0 0 a® =1 a€{-1,1}
Y=(00b 0],avecY?=D,cequidonne { ¥ = 0 << b=0
00 c = —1 ce{—ii}
a 0 0
Réciproquement si Y = [0 0 0], avec a dans {—1,1} et ¢ dans {—i,7}, on a bien
0 0 ¢
Y? = D, ce qui donne ensuite X? = A.
a 0 0
Dans ce cas, ’'ensemble des solutions est < P[0 0 0| P!, a € {~1,1}, c € {—i,i}
0 0 ¢
1 1 1
Par la méthode du pivot de Gauss, on a P~ = [ =1 0 —1]. Donc on a exactement

1 0 2



quatre solutions qui sont :

—i 0 -2 i 0 2 i 0 —2i i 0 2
11 1), (11 1|, -1t -1 —1],[-1 -1 =1
i 0 2 —i 0 —2i i 0 2 —i 0 —2

Si on a une solution X € M3(C) telle que X? = A, en posant Y = P~'XP qui est aussi

0
dans M3(R), on trouve comme avant que Y = 0], aveca®?=1;0>=0et ¢ = —1.
c

Ho o e
oo oo

Mais cette derniere équation est impossible dans onc on n’a pas de solutions dans R.

)

Pour 'équation X2 + X = A. Si on a une solution, on constate aussi que AX = X A. Ainsi

a 0 0
si X est solution, alors Y est diagonale, avec Y?> +Y = D, ce qui donne Y = [0 b 0],
0 0 c
a>+a = 1 a>+a—-1 = 0 a € —1+\/5,—1_\/5}
avec ¢ b*+b = 0 ¢ bb+1) =0 & 2 2
F+e = -1 c+e+1 = be{0,-1}
CE{_j7j}

On conclut de la méme maniere, I'ensemble des solutions est
a 0 0
1 5 1—+5
plo b olptacd 1HVE VBl cin
2 2
0 0 ¢
Dans ce cas non plus il n’y a pas de solutions réelles.




