MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 12/11/2024 (Topologie)

Si A = [a;j]1<ij<n est dans M,,(C), on pose ||A|| = max {Z la;l, i € [[l,n]]} et
j=1

p(A) = max{|A|, A € Sp(A)}.
1. Montrer que ||.|| est une norme.
2. Soient A € M,,(C), A € C une valeur propre de A et X = (z1,...,7,)" un vecteur propre associé.
Montrer que |A||z;| < Z |a;j||z;| pour tout . En déduire que p(A) < [|A]l.
j=1
3. Soient A, B € M,,(C). Montrer que ||AB| < ||Al| x || B]|.
4. Soit A € M,(C) diagonalisable. Montrer que lim A* = 0 si et seulement si p(A) < 1.

k—+o00

Correction :
1. Soit A = [aij]1§i7j§n € Mn((c)

e Positivité : Comme : Vi € [1,n], Z la;;| > 0, alors ||A]| > 0.
j=1

e Séparation : On suppose que [|A| = 0. Alors : Vi € [1,n], 0 < Z\am < ||A]| = 0, puis
j=1

Vi € [1,n], Z la;;| = 0, puis Vi, j € [1,n], |a;;| =0 et donc A = 0.
j=1

e Homogénéité : Soit A € C. On a :

IAA| = max {Z |Aagl, i € [[1,n]]} =

J=1

max q |A Y ayl, i € [1,n] :|)\\max{2|aij], i€ [[1,n]]} = [M[IA].
~~ i

>0 =
o Inégalité triangulaire : Soit B = [b;;]1<ij<n € M,(C). Pour i € [1,n], on a :

n

n

Z |aij + bZJ| S Z(|CLZ]| + |b23|) = Z |(lij| + Z |bw| S ||A|| + HB” Ainsi la constante

Jj=1 J=1 J=1 Jj=1

Al + 1B majore {Zm byl i€ [[Ln]]}, done |

j=1

|A+ B ZmaX{Zlaij +byl, i € [[1,71]]} < [|A[F+11B]I

j=1

n

E :aljl’j
j=1

n

E :azﬂfj T
j=1

2. On a AX = = | . | = AX et donc pour i € [1,n], on a \z; = Zaijaﬁj, puis
j=1

o
D s
j=1
n n
Nzl = 1> agw| < lagll).
=1 =1



Soit ig € [1,n] tel que |z;| = max |z;], ainsi on a : |A|]z;,| < Z!aiojl|xj| < Z|aioj||$io|-

Comme X est non nul, alors |x;,| > 0 (sinon : Vi € [1,n], |z;| = 0), alors : [A| < Z lai;] < [|A].
j=1

. On pose A= [aij]lgiﬁ'gn et B = [bij]lgi,jgn' Soit AB = [Cij]lgi,jgrr

Smt iel, ]] On a:

Z el = Z | Zam%l < ZZ |ail-[br;| = ZZ |ai]-[bx;| = Z | @] Z [brj| < Z Jaw] [ B <
j=1 k=1

j=1 k=1 k=1 j=1

[A[l[[B]|- Atnsi [[A].|| B]| majore {Z lijl, i € [[Ln]]}, donc [|AB| < [|A[[[B]-

j=1
Ay (0)
. Soit P € GL,(C) tel que A =P P
(0) Ao
M (0)
On suppose que kl_l}I_Eloo A*=0.0OnaVkeN, A*=P ) P~ et donc :
(0) An

Vk € N, p(A*) = (p(A))".
La deuxieme question donne : Vk € N, p(AF) < [|A¥|| et donc : VE € N, 0 < (p(A))* < ||A¥].
Comme lim A* =0, alors hrf ||Ak|| =0 et donc khrf (p(A))* =0 et donc p(A) < 1.
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On suppose que p(A) < 1.

Pour les 3/2 : sl on note P = [pijli<ijen ¢6 P71 = [pi;]i<ij<n, alors pour k dans N, on a :
szl)‘l pl]] et donc comme : VI € [1,n], |N| < p(A) < 1, alors :
1<e j<n
Vi, j €[ hm szl)‘z Pz] 0, donc tous les coefficients de A* convergent vers 0 et donc

hm ||Ak|] =0 et donc lim A* =0.
k=400

Pour les 5/2 : L’application f : M + PMP™! est un endomorphisme de M, (C) qui est de
A (0)

dimension finie, donc elle est continue. On note D = et kEToo D* =0, car :
(0) An

Vi € [1,n], |N| € p(A) < 1. Comme Vk € N, A¥ = f(DF), alors par continuité de f, on a :

lim AF = kgrfoof(Dk) = f(0) = 0.
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