MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 25/11/2024 (Suites et séries de fonctions)

e dt
Ex 1 : Déterminer la limite de l'intégrale suivante quand n tend vers 400 : / .
0 €
Correction : Soit n € N. On pose f, : t — — ™ définie sur [0, +-00].
e
e Pour tout n de N, la fonction f,, est continue par morceaux sur [0, +0o0|.
1
— si 0<t<1
ol
e (f,) converge simplement vers f : t — 1 i =1 qui est continue par morceaux
e+1
0 st t>1

sur [0, 4-o00].

1
e Soient n € Net t € [0,+00[. On a : |fu(t)] < = = e = ¢(t). La fonction ¢ est continue et
e
intégrable sur [0, +o0l.
Grace au théoreme de convergence dominé :
oo gy oo oo '
lim = lim fu(t)dt = ft)dt = / e ldt =1—¢ .
0

n—+oo Jq et 4+ tn n—+co Jq 0

Ex 2 : Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (f,,) et préciser la limite éventuelle,

cos(nx) cur R,

avec f, : T +—>
In 1+ na?

Correction : Soit z € R*. Ona:Vn e N, |f,(z)| <

et par comparaison : lim f,(z) = 0.

— 1+ na? n—-+00
Par ailleurs : Vn € N, £,(0) = 1, donc lilil fn(0) = 0.
n—-+0oo
Ainsi (f,,) converge simplement vers f : x — (1) :i i 7_é 8 .

Pour tout n de N, la fonction f, est continue. Si on a convergence uniforme, alors f serait continue,
ce qui n’est pas le cas, donc on n’a pas de convergence uniforme.

Fin de la correction des exercices de TD

Ex 3 : Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie. En précisant une norme sur L(E),
montrer que ’ensemble des projecteurs de L£(F) est un fermé de L(F).

Correction :  On munit F d'une norme, par exemple si (ej,...,e,) est une base de E on prend
n

I Z zie;|| = Z |z;] (la norme 1). On munit £(FE) de la norme subordonnée a cette norme.
i=1 i=1
L L(E)x L(E) — L(E)
L’application : ¢ :
PP ¢ { (f:9) ~ fog
U f o(f, f)— f est continue sur L(F) par opérations/compositions. Soit P ’ensemble des projec-
teurs de E. Ainsi on a P = ¢~ ' ({Oz(g)}). Comme le singleton {0z} est fermé dans £(E), alors P
est fermé dans L(F).

est continue, car E est de dimension finie, puis

ch (zy) — cos(zy) ey £ 0

, six
Ex 4 : Etude de la contnuité sur R? de la fonction f définie par : f(x,y) = x2y? 4 .
1 sizy =0




h(t)—1 1— t

c
Correction : Soit g : t — . Ces deux fonctions sont continues sur R* et

ch(t)—1 /2t

elles se prolongeznt par continuité en 0 en posant g(0) = h(0) = 0, car n fort 35 0 et
cos(t) — 1 2
-1 t/2_t
t t—0 2 t—0

Ainsion a: V(z,y) € R?, f(x,y) = h(zy)+g(zy). Ainsi f est continue sur R? par opérations/compositions.



