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Chapitre 10 : Correction du dernier exemple

Chaptal

a. Soit k ∈ N∗. On a : 0 <
1

kx
< ζ(x) =

+∞∑
n=1

1

nx
. On a donc : ∀k ∈ N∗, P({k}) ∈ [0, 1].

Par ailleurs
+∞∑
n=1

P({n}) =
1

ζ(x)

+∞∑
n=1

1

nx
=

1

ζ(x)
× ζ(x) = 1.

P définit une probabilité sur (N∗,P(N∗))

b. Soit a ∈ N∗. Nous avons l’union disjointe aN∗ =
+∞⋃
n=1

{an} et donc

P(aN∗) =
+∞∑
n=1

P({an}) =
1

ζ(x)

+∞∑
n=1

1

(an)x
=

1

axζ(x)

+∞∑
n=1

1

nx
=

1

axζ(x)
× ζ(x) =

1

ax
.

c. Soit I une partie finie de N∗ non vide. k est dans
⋂
i∈I

piN∗ est réalisé si et seulement si pi divise

k pour tout i de I, si et seulement si les nombres premiers pi, avec i dans I, figurent dans

la décomposition en facteurs premiers de k. Ceci est équivalent à dire que
∏
i∈I

pi est dans la

décomposition en facteurs premiers de k si et seulement si
∏
i∈I

pi divise k.

Ainsi :
⋂
i∈I

piN∗ =

(∏
i∈I

pi

)
N∗, puis

P

(⋂
i∈I

piN∗
)

= P

((∏
i∈I

pi

)
N∗
)

=
1(∏

i∈I pi
)x ,

grâce à la question précédente.

Or
1(∏

i∈I pi
)x =

∏
i∈I

1

pxi
=
∏
i∈I

P(piN∗), toujours grâce à la question précédente.

On a donc P

(⋂
i∈I

piN∗
)

=
∏
i∈I

P(piN∗), pour tout partie I finie de N∗ non vide.

Les événements (piN∗)i∈N∗ sont indépendants

d. La suite d’événements (Bn)n∈N∗ est décroissante pour l’inclusion, car pour n ∈ N∗, on a :

Bn+1 =
n+1⋂
k=1

pkN∗ = Bn ∩ pn+1N∗ ⊂ Bn. De plus l’événement
+∞⋂
n=1

Bn =
+∞⋂
k=1

pkN∗ est l’événement

« être divisible par aucun nombre premier pk pour k dans N∗ ». Grâce à l’existence d’une décompo-

sition en facteurs premiers pour tout entier supérieur ou égal à 2, cela signifie que
+∞⋂
k=1

pkN∗ = {1}.

On a donc

lim
n→∞

P(Bn) = P

(
+∞⋂
n=1

Bn

)
= P({1})

Soit k ∈ N∗. Nous avons P (Bn) = P

(
n⋂

k=1

pkN∗
)

=
n∏

k=1

P
(
pkN∗

)
, grâce à l’indépendance prouvée

dans la question précédente. Or pour tout k de N∗, nous avons P
(
pkN∗

)
= 1−P (pkN∗) = 1− 1

pxk
.



On en déduit que P ({1}) = lim
n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

pxk

)
et donc :

∀x ∈]1,+∞[,
1

ζ(x)
= lim

n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

pxk

)

e. Grâce à la question précédente, pour x ∈]1,+∞[, on a :

ln(ζ(x)) = − lim
n→+∞

ln

(
n∏

k=1

(
1− 1

pxk

))
= − lim

n→+∞

n∑
k=1

ln

(
1− 1

pxk

)
= −

+∞∑
k=1

ln

(
1− 1

pxk

)
.

Soit x ∈]1,+∞[ et pour k dans N∗, on pose uk(x) = − ln

(
1− 1

pxk

)
. Sur ]1,+∞[, la suite de

fonctions
∑
k∈N∗

uk converge simplement vers ln(ζ).

On suppose que
∑
k≥1

1

pk
converge. On a : ∀k ∈ N∗,∀x ∈]1,+∞[,

1

pxk
≤ 1

pk
, car 1/pk est

dans ]0, 1[ et x > 1. Ainsi : ∀k ∈ N∗,∀x ∈]1,+∞[, 0 ≤ uk(x) ≤ − ln

(
1− 1

pk

)
, puis :

∀k ∈ N, ‖uk‖∞ ≤ − ln

(
1− 1

pk

)
. Or lim

k→+∞
pk = +∞, car la suite des nombres premiers est

une suite strictement croissante d’entiers, donc : ∀k ∈ N∗, pk ≥ k. Ainsi − ln

(
1− 1

pk

)
∼ 1

pk
,

donc la série −
∑

ln

(
1− 1

pk

)
converge et donc

∑
k∈N∗

uk converge normalement sur ]1,+∞].

Ainsi par la double limite lim
x→1+

ln(ζ(x)) = lim
x→1+

+∞∑
k=1

uk(x) = −
+∞∑
k=1

ln

(
1− 1

pk

)
, soit

+∞ = −
+∞∑
k=1

ln

(
1− 1

pk

)
, ce qui est contradictoire.

La série
∑
k≥1

1

pk
diverge


