MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 09/12/2024 (Suites et séries de fonctions)

Ex 1 : 1. Donner le rayon de convergence de Z(—l)”(ln n)z". On notera S sa somme.

n=>2
1 X 1
2. Mont Vo e]-1,1[, S(z)= > (=1 (14 = )2t

ontrer que : VY € |—1,1[, S(z) 1+$n:1< ) n(—i—n)x

1= 1
3. Montrer que la limite de S en 1™ est égale a 3 E (—1)"1n (1 + —), que l'on calculera.

n

n=1

Correction :

1. Soit z € R*. On a :
(=)™ (In(n + 1)) 2™ B In(n + 1)

el )
(1+—n( s /”>)| | = Jal

ln( ) n—+oo

Grace a la regle de d’Alembert, si |z| < 1, alors Z(—l)"(ln n)z" converge absolument et si |z| > 1,
n=2

In(n(l+1/n))
In(n)

In(n) +In(1 4+ 1/n)
In(n)

x| = x| = |z =

alOI'S E lnn flj dlverge gl"OSSlel"ement AlnSl le rayon de convergence vaut 1.
n=2

2. Soit z € |-1,1[. On a :

io(—l)"“ In (1 + %) a" = io(—n”“ In (” i 1) 2"t = f(_mﬂ[ln(n +1) — In(n)]z"+! =

n

n=1 n=1 n=1
+oo +00 +oo +oo
z:(—l)"Jr1 hrl(n—i—l)m"“—2:(—1)’”r1 In(n)z" ™ = Z( Fln(k)z +x2 n)x" = Z(—l)kln(k)xk+
n=1 n=1 k=2 . k=2
=0 ;rn—l

x Z(—l)” In(n)z"* = (1+2)S(z). On a pu séparer les séries car elles convergent grace & la premiére

question.

1 = 1
En divisant par 1 + z, on obtient : S(z) = T Z(—l)”+1 In (1 + —> "t
T n

n=1

1
3. La suite (ln <1 + —>) est décroissante de limite nulle. Ainsi grace au TSSA, la série
)/ n>2
1
E (—1)"*1n (1 + —) converge.
n
n>1

A PR ’ : : 1 o n+1 1 n+1 1 — n+1 1
Grace au théoreme d’Abel radial, on a: lim Z(—l) In <1 + E) "= Z(—l) In(1+—),

z—1- 1+ n
n=1

“+oo
donc lim S(z) = lZ(—l)"+1 In (1 + l)
n

r—1— 2
n=1

+o00
1
Nous devons calculer E (=1)"In <1 + —).
n
n=1

Soit N € N*. On a :

%(—M < > Zm(w ) Zm(wm)_iln(%ﬂ) Zln(%_1>

k=1 =1

=
L (3X5X X (N1 2x4% . x (2N) L (BX5X X 2N -1 N +1)
n( 2% 4% ... x (2N) )_n(1><3><. (2N—1)) N 2% 4% ... x (2N))?




. ( (2N (2N + 1) ) o (((21\7)!)2 (2N + 1))
(2 x4 x...x (2N))* (2M)4 (N '
Or grace a la formule de Stirling :

2
12 22N % 2NN (2N) AN ATAN AN 2
(@N))’ @N+1) (V (%) ) _ARNZVNY X N)Jet  gnNE 2

(2%t (V) i (m@)wy T PNEENENYN T T AN
1 2
N tend k1 — | =In{-]).
end vers +00, on a : kz; n( +k) n(ﬂ)
T 1 2 1 T
Ainsi xlg{l_ S(z) = —éln (;) = §ln <§>

Ex 2 : Déterminer Arctan ®)(0) pour tout k& dans N.
+

Correction : Lafonction Arctan est DSEsur |—1,1[etona: Ve €]—1, 1] Arctan (z) = 2(p +)1932p+1.
p=0
+oo
Arctan (0
On a par ailleurs la série de Taylor : Vo €] — 1,1, Arctan (x) = Z %()xk.
n=0 )
Arctan 2P0 (0) (—1)P
Par unicité du DSE, on a : Vp € N, Arctan ®(0) = 0 et Vp € N, = uis
b (0) P (2p+1)! 2p—|—1p
Vp € N, Arctan ®9(0) = (—1)7(2p)".
Fin de la correction des exercices de TD

Ex3:Pourz>0etneN onposeun(x)—< 1" et f(x Zun
a9 ) T + n

1. Montrer que f est de classe C' sur R

2. Mont Vz € R:, 2f(x) 1+§ Gl

. Montrer que : Vz : x)=— :
4 + v (@t k+ (@t k)
3. Déterminer un équivalent de f en +oo et en 0.
1 4z—1
t

4. Montrer que f(x) :/0 . —I—tdt'
Correction :
Ex 4 :

1. Fait en TD

oo k +oo k oo -1 +oo k-1
: (=" _1 (=" _1 (1) 1 (1)
2. Soit R%.Ona: - ~ = ~ 7 ~ 7
olit x € na: f(z) = kz Iy x+kzx—|—k x+§x+l—|—1 m+kzx—|—k—|—1

Ainsi en utilisant la définition initiale de f, on a :

+oo( 1)k+1+ 1)k 1 _l+§ (_1)k_ (_1)k _
pr x+k‘+1 T L= r+k ax+k+1

2f(x) = f(x) + fz) =

8
+
=
8|

+oo k

kzz: x+l<:+1 (x+ k)




3. Equivalent en 0 :

1 +o0 1 k—1
Soit € R’.. On a, grace au calcul de la question précédente : f(x) = — + Z L

T L kE+1
. (=Dt
Or la série Z ————— vérifie le TSSA, donc :
r+k+1
k>0
+oo k—1
—1 1
s R
o LTk x1+ 1
On a donc f(z) = — + O(1) au voisinage de 0, puis f(z) ~ -—.
T z—=0t T
Equivalent en 400 :
Soit z € RY. Gra ssultat de ] tion précédent f(x) 1+§ (=1
oit x . Grace au résultat de la question précédente, on a: f(x) = — :
+ a P ’ 20 &2z +k+1)(z +k)
. (—1)* -
De méme vérifie le TSSA, donc :
;2(:E+k+1)(x+k)
+00 py k
(—1) 1 1 1 1 »
< < —.0Onad =—+0|(—= d
§Q(x—|—k;+1)(x+k) S T - n a donc f(z) 5r T —3 ) au voisinage de
: 1
+00, puis f(x) o o
jR— R
4. Soitt € [0,1[.On a: T ;(—1)%717 puis 5= ;(—1)ntn+x—1_ On ne peut pas appliquer

1
1
le théoreme d’intégration terme a terme, car Z / [(—=1)"t" e Hdt = Z qui diverge. Le
n>0 0 n>0 T
théroeme de primitivation terme a terme ne fonctionne pas non plus, car nous n’avons pas CVU.

Reste a revenir aux sommes partielles.

N N 1— (_t)NJrl txfl (_1)N+2tN+w
Soit N € N.On a : Z(—l)nt"”*l =" Z(_t)n =t 1+t 1+¢ 1+t
n=0 n=0

car la raison —t est différente de 1.
Comme on a une somme finie et que toutes les fonctions sont intégrables sur |0, 1]

=t 1
( ~ t"'=_—"""avec1—x < 1), alors :
1+t z—0+ tl-z
t —1 t
Z(—l)”/ ey :/ dt +/ Ldt,
soit : v
—1)" 1 -1 N+2tN+ac
Z( ) :f(x)—i-/ (Gt by
—rtn 0 1+1
1 (_1)N+2tN+:5 1  N+=x 1 1
Or on a: / -t dt g/ dtg/t”th:— — 0, puis

N—+o00 1+t 1+1¢

L (1 )\N+2¢N+z 1 42—1
lim (/ H—tdt) =0, et donc f(x) = / ! dt.
0 0



