MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 16/12/2024 (Espaces probabilisés)

Ex 1 : Deux archers tirent chacun leur tour sur une cible. Le premier qui touche a gagné. Le joueur
qui commence a la probabilité p; > 0 de toucher a chaque tour et le second la probabilité ps > 0.

1. Quelle est la probabilité que le premier joueur gagne ?
2. Montrer qu’il est presque str que le jeu se termine.

3. Pour quelles valeurs de p; existe-t-il une valeur de py pour laquelle le jeu est équitable ?

Correction : On note J; 'événement : « le joueur i gagne », avec i € {1,2}.

1. Le joueur 1 ne peut gagner qu’a des moments impairs. On note P 'événement : « I'archer jouant
au k-eme tour gagne », avec k € N*.
Soit Goky1 ’événement : « le premier archer jouant au 2k 4+ 1-eme tour gagne », avec k € N.
k

Par indépendance des tirs, on a : P(Gogy1) = < ﬂ Pyiiq) (ﬂ Py)N P2k+1> =

k-1 =

[[2P2ir1) x HP (Pyi) X P(Pajs1) = (1 —p1)*(1 — po)epy.

i=0 i=1 . . N

Ainsi P(J;) = (U G2k+1> = %P(G%—H) = g[(l —p1)(1—po))Fpy = 1—(1—p)1—p)’

par union disjointe.

2. De méme on calcule la probabilité que le joueur 2 gagne. Soit Gg 'événement : « le deuxieme
archer jouant au 2k eme tour gagne », avec k € N*. Par indépendance des tirs, on a :

P(Cy) = ( N Porr) 0 () Bo) 0 P2k> [ PPo) % [] P(Po) % P(Pye) =

(1= p) (L = pa) e = (1~ p) (1~ o) f; _
_ ook P2 p2(1 —p1)(1 —p2) _
Ainsi P(J,) = (U sz) ZP (Gar) = %[(1 p1)(1—p2)] TR g T ey —— T p—

p2(1 —p1)
1= (1=pi)(1—po)
La probabilité que le jeu se termine presque surement est P(J; U Jy) et comme J; U Jo est

1—
disjointe, alors P(J; U Jy) = P(J1) + P(J) = = _Zbu ) + 1z (];QE p1)1()i)— ) =

w =1, donc le jeu se finit presque strement.
D1+ P2 — P1P2
. .. . . y4i p2(1 - p1)
3. Lejeu est équitable si et seulement si: P(J;) = P(J3) < = &
' )= P e T ) T (- )~ )
1
p1=Dp2(l —p1) = p2 =
1 o 1) 277 o

Pour cela, on doit avoir p; # 1.



Fin de la correction des exercices de TD

Ex 2

1.

: Soit (an)n>o la suite définie par : ap =1, a1 =1 et Vn > 1, apy1 = ay, —

1
n—+1

Ap—1-

Montrer que Vn € N*| |a,| < n+ 1.

2. En déduire que le rayon de convergence R de Z apx" vérifie R > 1. On notera S sa somme.

3. Déterminer une équation différentielle sur | — 1,1[ de S et en déduire une expression de S.

4. En déduire I'expression exacte des a,, et de R.

Correction :

Ex 3 :

1. On raisonne par récurrence double.

Soit n € N et on pose : P(n) : |a,| < n+ 1.
e P(0) et P(1) sont vérifiés.
e Soit n € N et on suppose P(n) et P(n + 1).
On a: apyo = api1 — L puis |api2| < |ani1| + n+2|a"| <(n+2)+ 3 (n+1) <
(n+2)+1=n+3, dou P(n+ 2), ce qui acheve la récurrence.

2. On n+ 1 ~ n donc a, = O(n), grace a la question précédente. Or le rayon de convergence de
Zn:c" vaut 1, donc : R > 1.

3. Soit z €]—1,1|. On a par la relation de I’énoncé : ¥n € N*, (n+1)a, 12" = na,z"+a,z" —a,_1z".
Nous allons sommer toutes ces sommes pour n > 1 et les sommes vont bien converger car on fera
apparaitre du S(z) ou S'(x).

400 “+00 +oo +o0
Ainsi Z(n + Day 12" = Z na,r" + Z apx" — Z p_ 17",
n=1 n=1 n=1 n=1
+o0 +oo +oo +o0
puis : Z(n + Day2” —ag =z Z na,z" !+ Z apx" — ag — Z a,x" !
n=0 n=1 n=0 n=0
et donc : S'(z) — 1 =25 (x) + S(x) — 1 —2S(z) soit : (1 —z)S"(z) = (1 —x)S(x).
Comme on a x # 1, alors S'(z) = S(z).
4. 1l existe donc A € R tel que : Vo €] — 1,1, S(z) = Ae”. Comme S(0) = ag = 1, alors A = 1,

+oo 4

' R W

puis : Vx €] — 1,1[, S(z) = €* = E_O ok
1

Par unicité du DSE : Vn € N, a, = —.

n!
C’est la série entiere de exp donc le rayon de convergence vaut +oc.



