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Chapitre 12 : Produit de convolution I
Chaptal

. Soit z € R. La fonction t — f(t)g(x — t) est continue sur R, par composition et produit.

Ona:VteR, [f(t)g(x—t)| <[f(t)] X ||g||lsc- Or f est intégrable sur R, donc ¢ +— f(t)g(x — 1)
I'est aussi, par comparaison. Ainsi f % g(z) existe.

‘ f * g est définie sur R‘

+00 too
De plus, on a : Vz € R, [f xg(z)| < / |f(t)g(x —t)]dt < HgHoo/_ [f@)ldt = [ fll1llgll-

La constante || f||1||g]|cc majore f g sur R, donc :

1 * gllo < I£11ll9ll

—+00

. Soitz € R.Ona: fxg(zr) = f(t)g(x—t)dt. En posant le changement de variable u = . —¢

soit t =  — u qui donne une bijection C' de R dans R, on a :
—00 +0o0

fro@) = [ fla—u)g(u)(—du) = / g(u) f( — u)du = (g % f)(2).

+oo —00

Ve eR, (fxg)(x) = (9% f)(z)

. Pour (z,t) € R?, on pose h(z,t) = f(t)g(x —t).

e Soit t € R. La fonction x +— h(z,t) est de classe C* sur R.

ak
e Soit € R. Pour tout k de N, la fonction t — Wh(x,t) = f(t)g"™ (z — t) est continue par
T
morceaux sur R. o
e Soit k € N. On a : V(x,t) € R? Wh(a:,t) < |£(t)] x |lg™||s0. La fonction
x

t = 19" |oe| f(£)| est indépendante de z et est intégrable sur R, car f l'est.

+o0o
f g est de classe C® et : Vo € R, (f x g)¥(x) = f)g® (x —t)dt

. Soit x € R. On note k, : t — f(t)g(xz —1).

e Pour tout x de R, la fonction k, est continue par morceaux sur R.
e Soitt € R. Ona lim k,(t) =0 et la fonction nulle est continue par morceux sur R.
T—>+00

e On a: Vo € RVt € R, |k.(t)] < |lglloclf(t)] = ¢(t) et la fonction ¢ est continue par
morceaux et intégrable sur R.

+o0 +oo
Grace a 'extension du théoreme de convergence dominé, on a : lim k. (t)dt = / Odt,

T—>+00 s N

soit lim f(t)g(x —t)dt =0, soit :

Ii =
/vy =0

. Grace aux questions 1 et 3, T" va bien de E dans C;°(R,R). Elle est linéaire, par linéarité de

I'intégrale.
La premiere question nous permet de dire que : Vg € E, || T(9)|lco < I f|l1]lg]loo- Ceci caractéri-
sant la continuité des applications linéaires,

T : g+ f*g est continue de (F, ||.|l) dans (C;°(R,R), [|.]|o0)




A
6. Comme f est nulle en dehors de [—A, A], alors fxg(z) = / f(t)g(xz—t)dt. Soit t dans [—A, A],
—A

alors : —A < —t < A.

Ainsi

esiona:x>2A alorsz—t>2A— A=A, donc: g(xr —t) =0 et donc f x g(x) = 0.
esiona:z < —2A4alorsz —t < —-2A4+ A= —A, donc: g(x —t) =0 et donc f*g(zx) =0.

Pour B = 2A, f * g est nulle en dehors du segment [—B, B

+oo
7. Soit x € R. L’intégrale / g*(t)dt converge et via le changement de variable v =z —t, on a :

—00

+o0 +oo
/ g (x —t)dt = / g*(u)du. Ainsi t — g*(x —t) est intégrable sur R tout comme f?. Par

[e.9] o0

1
ailleurs : Vt € R, |f(t)g(z —1t)| < i(fg(t) +¢*(x —t)). Ainsi t — f(t)g(z —t) est intégrable sur
R, donc f * g(z) existe.

1
De l'inégalité : Vt € R, |f(t)g(x —t)| < =(f*(t) + ¢*(z — t)), on en déduit que :

+o0 +oo2 1 +o00 ) 1 +00 )
@l =1 [ rwgte—nar < [ is0ge—olar <3 [ oy [ e-ni -
1 +o00 ) 1 +o00 ) 1 ) ) . ‘
5 fA(t)dt + 5 g (u)dt = E(HfHQ + |lgll3), grace au changement de variable u = x — ¢.

1
1f * glloo < 5113 + llgl13)




