Chapitre 13 : Racines et relation de récurrence des polynémes orthogonaux I
MP Chaptal
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1. (a) On a une factorisation de P de la forme : P, = H(X — B;)*sitt H(X —7)*S(X) ou S
i=1 i=1

est un polynome sans racines dans |a, b[ (les «; sont les racines de multiplicité paire de P,

dans ]a, b]). Comme S est peut étre considéré comme une fonction polynéme sur |a, b[, alors

S est continue sur cet intervalle et ne s’y annule jamais. Ainsi S garde un signe constant sur

la,b[ (si S change de signe sur ]a,b[, alors grace au théoreme des valeurs intermédiaires, S

s’annule au moins une fois sur |a, b[).
2
T

On a donc : Q,P, = H( 2Asit1) ﬁ X —;)%is <H(X )it H (X — %) ) S
=1

=1 =1
et donc P, @, est de signe constant sur |a, b. Par continuité de la fonctlon polynome P,Q,,

P,Q,, est de signe constant sur [a, b

(b) On suppose d°Q,, < n. Comme @, est dans R,,_;[X] = vect(F, ..., P,_1), alors (P,|Q,) =0,
b

car P, est orthogonal a Py, ..., P,_;. Ainsi 0 = / P,Q,w. Orlafonction z — P, (2)Q,(x)w(x)

a
est continue et de signe constant sur [a, b], donc elle est nulle sur [a, b]. Comme w ne s’annule
jamais sur [a, b], alors P,Q, est nulle sur [a,b]. Ainsi le polynéme P,Q, a une infinité de
racines, donc :

a°Q, <n:>PnQn:O‘

cela est impossible car aucun de ces deux polynomes n’est nul (R[X] est un anneau integre).

(c) Par construction, le degré de @,, ne peut dépasser n. Grace a la question précédente, on a :
d°Q,, = n.
Ainsi on a r = n, donc Sy, ..., 5, sont n racines distinctes de P, qui est de degré n. Ainsi
B1, ..., Bn constitue la liste compleéte des racines de P, avec multiplicité (donc toutes ces
racines sont de multiplicité un, sinon on dépasse le degré de P,).

P, est scindé sur R et que toutes ses racines sont simples et dans ]a; 0]

2. XP,y; est dans R, 2[X]| = vect(Fy, ..., Pyi2). Ainsi il existe des réels ¢y, ..., c 10 tels que :
n+2

XPo =) b

k=0
e Soit [ € [0,n — 1]. On a par orthogonalité de (P, ..., Poy2) : (XPui1|P) = cl||B|*. Or :
b

b
(XP,1|P) = / XP, 1 Pw= / P, 1 XPw = (P,11| X P). Or X P, est dans

R,[X] = vect(Pg, .y Py) et comme P, est orthogonal a Py, ..., P,, alors (X P,.1|P,) = 0, puis
0 = ¢||P||*. Comme P, est non nul, alors ¢; = 0.

(Xpn+1|Pn+1)

[P |2

e Par construction de (P,)nen, le polynome X P, 1 est de degré n + 2 et de coeffient dominant
n+2

e Le méme raisonnement conduit & (X Py 1|Pai1) = cps1||Pasa|?, donc cpp1 =

un. Dans la somme Z ¢, P, seul P, .5 est de degré n+ 2 et son coefficient dominant est un. En

k=0
n+2

identifiant le coefficient de dominant de degré n+2 dans X P, = Z ¢, Py, on trouve ¢, 40 = 1.
k=0

e En raisonnant comme dans le premier point, on a : (X Py,41|P,) = ca||Pal|? et
(XPyy1|Py) = (Pny1| X P,). Or en appliquant les raisonnements précédents a P, au lieu de P, 1,



ona:XP, =P, +c,P,+c, P,—1. Ainsi par orthogonalité de la famille (P,),en, on a :

n—1

P, 1|)?
(Pn-l—l‘XPn) = (Pn+1|Pn+1) = ”Pn'f‘le' Ainsi on a : = HHPJT’! ‘
Poal? XPpa|P,
XPn+1 = Pn+2 + ann+1 + anPn avec an = w et bn = ( +1| 2+1)
[Pl || P ]




