MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 27/01/2025 (Espaces euclidiens)

Ex 1 : Soit £ un espace euclidien de dimension 4, B = (ej,...,e4) une base orthonormée de E,
et F' le sous-espace vectoriel d’équations dans B : { iigy—i_—l—zfi—z i_ At Z 8 .
1. Trouver une base orthonormée de F'.

2. Donner la matrice dans B de la projection orthogonale sur F'.

3. Calculer d(eq, F).

Correction :
1 r+yt+z+t =0 N r+y+z+t = 0 N r+y+z+t = 0
"l 2 +2y+3z24+4t = 0 Loely-rLy | y+22+3t = 0 Y = —2z-—3t
; i z_—2|—Z2i o Ainsi F = {(z + 2t)e; — (22 4 3t)ey + ze3 + tey, z,t € R} =

{z(e1—2e2+e3)+1t(2e1 —3ea+e4), 2,t € R} = vect(g,h), avec g = e;—2e9+e3 et h = 2e;—3ea+ey.
(g, h) est donc une famille génératrice de F et c’est une famille libre aussi (deux vecteurs indé-
pendants), c’est donc une base de F'.

Nous allons 'orthonormaliser grace au procédé de Gram-Schmidt.

e On a|jg|| = v/(1)2 + (=2)2 + 12 = V6, on pose donc u; =
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Ainsi (uq, us) est une base orthonormée de F.

(61 — 262 -+ 63).

On pose uy = (261 — eg — deg + 3ey).

2. Soit p la projection orthogonale sur F'. On a : Va € E, p(z) = (x|ui)us + (z|uz)us.
Oln a:e p(261) = (ei|u1)u1 + (eq]ug)us ;
oy = (e — 2 2 (9e) — eq — des + 3ey) =
\1/611,1 + ,_3OU2 6(61 es + 63) + 30 ( €1 €2 fg + 64)

1
%(561 — 1062 + 563) + % (461 — 262 — 863 + 664) = 30

o p(es) = (ea|ur)ur + (e2|ug)us =

— 1
—(61 — 262 + 63) — % (261 — €y — 463 + 364) =
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1(10+20 10e3) 1(2 4+3)—1(12+21 6es — 3es)
30 €1 €9 €3 30 €1 ()] €3 €4 —30 €1 €9 €3 €4).

o p(e3) = (es|ur)ur + (es|ug)us =

4
= —(e1 —2eg +e3) — — (261 — g — deg + 3ey) =
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%(561 — 1062 + 563) — % (861 — 462 — 1663 + 1264) = %(—361 - 662 + 2163 — 1264).

3
o p<€4) = (€4|U1>U1 + (64‘%2)11,2 = 0.U1 + —Ug = — (261 — €9 — 463 + 364) =

V30 30

(961 — 1262 — 363 + 664).
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% (661 - 362 — 1263 + 964) .
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3. Onad(e, F) = |le; — pler)]| = 1—0.1061—E<3€1—462—63—|—264) =
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= 1—O||761 —|—462 + €3 — 264” =
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Hl—o(?el + des + e3 — 2ey)
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1—0\/72+42+12+22=



