MP 202/-2025 EXERCICES Chaptal

Correction des exercices du 10/02/2025 (Equations différentielles)

Ex 1 : Résoudre sur R I'équation différentielle : 23/ — 2y = x sur R.

2
Correction : Résolvons d’abord I'équation différentielle sur RY et R* : 3’ — —y = 1 (équation norma-
x

lisée). Nous ferons ensuite un recollement.

e Equation homogene : 3/ — gy = 0. Une primite de z — 2 est 2+ —2In|z| = — In(|2|*) = — In(2?).
Les solutions homogenes sorzic {2 — A" N eR} = {z li Az? A € R}.

e Recherche d'une solution particuliere sous la forme 2 +— A(z)z? & I'aide de la méthode de la variation

1
de la constante. On doit avoir : N(z)z? = 1, soit X (x) = — et donc A(z) = —— convient et donc
x x

x +— —x est une solution particuliere (on aurait pu le voir directement...).
e Les solutions de I'équation différentielle de départ sur R% et R* sont {z — Az® —z, A € R}.

e Recherche des solutions sur R.
Mzl—z si x>0

orl—z si o x<0°
Comme y est dérivable sur R, elle y est donc continue, donc y(0) = ligly =limy = 0.
0 0-

Analyse : Soit y une solution sur R. Il existe donc Aj, Ay € R tels que y(z) =

Mzl —x si x>0
Examen : Soit y : = — 0 siox=0,avec A\j,\y € R. y est solution sur R’ et R*.
rl—z si x<0
— (0 _ ;
Reste a montrer que y est dérivable en 0. On a M = Mz =1 o >0 et donc
x—0 Xr—1 st <0
@) = y(0) ()~ y(0)
z—0F x—0 z—0~ rz—0
On vérifie maintenant que I’équation est valide en 0 : 0 x 3'(0) — 2y(0) = 0.

= —1. Ainsi y est dérivable en 0 et y'(0) = —1.

Mzl—z si x>0
Ainsi les solutions sur R sont < z — < 0 siox=0, A, €ER
Moz —x si <0

—2t
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Ex 2 : Résoudre sur R I'équation différentielle : 3" + 41/ + 4y =

Correction :

e Bquation homogene : 3" + 4y’ + 4y = 0. L’équation caractéristique est r? + 4r + 4 = (r + 2)%, qui
admet une solution double a savoir —2.

Les solutions homogenes sont donc {t — Ae™* + ute™, A\, € R}.

e Cherchons une solution particuliere de la forme ¢ — A(t)e™% + u(t)te " a I'aide de la méthode de la
variation des constante. On doit avoir :

N(t)e ? + p/ (t)te ™ =0 » N () + (' (6)t =0
2N (t)e 2 + p/(1)(1 — 2t)e™* = < { 2N () + ()1 —2t) =

() (o) (1)-




t
NN (1—2t —t\ [ Y X0 =~
G (2 () = -

1 1
Ainsi A(t) = —5 In(1 + t%) et pu(t) = Arctan () conviennent et donc t + e~ <—§ In(1 + #%) + t Arctan (t)>

>0
est une solution particuliere de notre équation.

1
e L’ensemble des solutions est {t = Ae e e (—5 In(1 + #%) + t Arctan (t)) , A\ E ]R}.



