
PROBLÈME 2

Notations et définitions

- N désigne l’ensemble des entiers naturels, R désigne celui des nombres réels.
- Si X est une variable aléatoire admettant une espérance, on note E(X) son espérance.

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω,A,P), à valeurs
dans [−1, 1]. On considère dans ce problème une suite (Xi)i∈N∗ de variables aléatoires discrètes sur
(Ω,A,P), mutuellement indépendantes et de même loi que X. Pour tout n ∈ N∗, on note :

S n =
X1 + · · · + Xn

n
.

Objectif

Montrer que si la variable aléatoire X est centrée (E(X) = 0), alors la suite (S n)n≥1 converge presque-
sûrement vers la constante 0. Il s’agit d’un cas particulier de la loi forte des grands nombres.

Q31. On ne suppose pas X centrée dans cette question. Montrer que X admet une espérance.

On suppose désormais que X est centrée.

Q32. Énoncer et démontrer l’inégalité de Markov pour une variable aléatoire finie Y sur (Ω,A,P).
Montrer que ce résultat est encore vrai lorsque Y est une variable aléatoire discrète non néces-
sairement finie.

Q33. En déduire que pour tout α > 0 :

P (|X| ≥ α) ≤ E (|X|)
α
.

Q34. Montrer que pour tout t > 0, pour tout ε > 0 et pour tout n ∈ N∗, on a :

P (S n ≥ ε) = P
(
etnS n ≥ etnε

)
≤

(
E
(
etX
))n

etnε .
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Majoration de E
(
etX
)

Q35. Soit a > 1. On considère la fonction ga définie par :

∀x ∈ R, ga(x) =
1 − x

2
a−1 +

1 + x
2

a − ax.

Montrer que la fonction ga est dérivable sur R et que la fonction g′a est décroissante sur R.
En déduire, en remarquant que ga(−1) = ga(1) = 0, que pour tout x ∈ [−1, 1], ga(x) ≥ 0.

Q36. En déduire que pour tout t > 0 et pour tout x ∈ [−1, 1] on a :

etx ≤ 1 − x
2

e−t +
1 + x

2
et.

Q37. En déduire que pour tout t > 0 :
E
(
etX
)
≤ ch(t).

Q38. Montrer que pour tout entier k ∈ N et tout t ∈ R, on a :

t2k

(2k)!
≤ 1

k!

(
t2

2

)k
.

En déduire que pour tout t > 0, on a :

E
(
etX
)
≤ e

t2
2 .

Majoration de P (|Sn| ≥ ε)

Dans ce paragraphe, on considère un entier n ∈ N∗ et un réel ε > 0.

Q39. Montrer que la fonction
t ∈ R �→ e−ntε+n t2

2

atteint un minimum en un point que l’on précisera.

Q40. En déduire que P (S n ≥ ε) ≤ e−n ε
2
2 , puis que :

P (|S n| ≥ ε) ≤ 2e−n ε
2
2 .
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Conclusion

Q41. Montrer que pour tout réel ε > 0, la série de terme général P (|S n| > ε) converge.

Q42. On fixe un réel ε > 0. On note, pour tout n ∈ N∗ :

Bn =
⋃
m≥n

{ω ∈ Ω ; |S m(ω)| > ε} .

Montrer que pour tout n ∈ N∗, Bn est un événement et que :

P

⋂
n∈N∗

Bn

 = 0.

Q43. Posons, pour tout k ∈ N∗ :

Ωk =

{
ω ∈ Ω ; ∃n ∈ N∗, ∀m ≥ n, |S m(ω)| ≤ 1

k

}
.

Montrer que pour tout k ∈ N∗, Ωk est un événement.

Écrire l’ensemble A =
{
ω ∈ Ω ; lim

n→+∞
S n(ω) = 0

}
à l’aide des événements Ωk, k ∈ N∗.

En déduire que A est un événement.

Q44. Déduire des questions précédentes que :

P(A) = 1.

FIN
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E3A MP Mathématiques 2 2017

Calculatrices interdites

On note R[X] la R− algèbre des polynômes à coe�cients dans R. Pour tout polynôme P, on note P′ son polynôme
dérivé.

Étant donné un entier naturel n, [[0, n]] désigne l'ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n.

Partie I.

Soit ϕ l'application :

ϕ :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ P− P′

Soit n un entier naturel non nul. On note Rn[X] le R−espace vectoriel des polynômes de degré 6 n.

1. Démontrer que ϕ induit sur Rn[X] un endomorphisme. On note ϕn cet endomorphisme.

2. Expliciter la matrice de ϕn sur la base canonique de Rn[X].

3. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de ϕn. L'endomorphisme ϕn est-il diagonalisable ?

4. Démontrer que ϕn est un automorphisme de Rn[X].

5. En déduire qu'il existe une unique famille de polynômes s0, s1, . . . , sn telle que :

(a) ∀i ∈ [[0, n]], ϕn(si) =
Xi

i! ,

(b) (s0, s1, . . . , sn) est une base de Rn[X].
6. On note Id l'endomorphisme identité de Rn[X] et δ l'endomorphisme induit par la dérivation sur le R−espace

vectoriel Rn[X]. Justi�er :
(Id−δ) ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = Id

7. En déduire l'expression de si en fonction de X, pour tout i dans [[0, n]].

Dans le reste du problème, on considère les deux familles de polynômes (Sn)n∈N et (Tn)n∈N dé�nies par :

∀n ∈ N, Sn(X) = 1 +
X

1!
+ · · · X

n

n!
=

n∑
i=0

Xi

i!

Tn(X) = Sn(nx)

Dans les parties II, III et IV, on admettra le résultat suivant qui est démontré indépendamment dans
la partie V :
Soit n un entier naturel > 2. Toutes les racines complexes du polynôme Sn ont un module < n.

Partie II.

8. Donner le tableau de variations de S3. Représenter sur un même graphique les courbes des fonctions S1,S3 ainsi
que la fonction exponentielle (x 7→ ex) en s'attachant à respecter la position relative de ces trois courbes.

9. Soit n ∈ N. Démontrer que le polynôme Sn n'a pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle
simple si n est impair. (Indication : On pourra faire une démonstration par récurrence.)
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Dans la suite du problème, on note αn l'unique racine réelle de Sn, pour tout entier naturel impair n.

10. On se propose d'étudier le comportement de la suite (α2n+1)n∈N lorsque n tend vers +∞.

(a) Justi�er que la suite (α2n+1)n∈N est décroissante. (Indication : On pourra étudier le signe de S2n+1(α2n−1).)

(b) Soit (vm)m∈N une suite de nombres réels qui converge vers un nombre réel `.

i. Soit ε un nombre réel > 0. Justi�er qu'il existe un entier naturel M tel que :

∀m ∈ N, m > M⇒ |Sm(vm)− evm | < ε.

ii. En déduire que la suite (Sm(vm))m∈N converge vers e`.

(c) En déduire que la suite (α2n+1)n∈N diverge vers −∞.

Partie III.

Soit h la fonction de la variable réelle x dé�nie par :

h(x) = xe1−x.

11. Étudier la fonction h. Représenter son graphe sur R.
12. Démontrer qu'il existe une fonction g de classe C∞ de ]−∞, 1[ dans ]−∞, 1[ telle que :

∀x ∈ ]−∞, 1[, h(g(x)) = x.

Représenter le graphe de g. L'étude précise de g n'est pas demandée.

13. Démontrer qu'il existe un unique nombre réel ρ tel que h(ρ) = −1.
14. Démontrer que ρ est dans l'intervalle ]− 1/2,−1/4[. Indication : on pourra utiliser le fait que ln 2 > 13

20 .

15. Soit z un nombre complexe tel que : |z| 6 1 et |ze1−z| 6 1. Soit n un entier naturel.

(a) Justi�er l'égalité :

1− e−nzTn(z) = (ze1−z)ne−n
+∞∑

k=n+1

nk

k!
zk−n.

(b) En déduire que : ∣∣1− e−nzTn(z)
∣∣ 6 1− e−nTn(1).

(c) En déduire que Tn(z) 6= 0.

16. Soit n un entier naturel impair > 3. Démontrer que αn est dans l'intervalle ]− n, nρ[.

Partie IV.

Pour tout entier naturel m, on pose γ2m+1 = α2m+1/(2m+ 1).

17. Démontrer que pour tout nombre réel u et tout entier naturel n, on a :

e−uSn(u) = 1 +
1

n!

∫ 0

u
tne−tdt.

18. Soit m une entier naturel. On note n = 2m+ 1. Justi�er l'égalité :∫ 0

γn

h(t)ndt = − n!e
n

nn+1
.
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19. En déduire que la suite

(∫ 0

γ2m+1

h(t)2m+1dt

)
m∈N

est une suite convergente et expliciter sa limite.

20. Démontrer que

(∫ ρ

γ2m+1

h(t)2m+1dt

)
m∈N

est une suite convergente et expliciter sa limite.

21. Déterminer un équivalent de α2m+1.

Partie V.

Cette partie a pour but de démontrer le résultat admis dans les parties précédentes : Si n est un entier naturel > 2,
les racines complexes du polynôme Sn ont un module < n.

22. Soit p un entier naturel non nul. Soient α1, . . . , αp des nombres complexes de module 6 1. Soient θ1, . . . , θp des

nombres réels > 0. On suppose que

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

θiαi

∣∣∣∣∣ =
p∑
i=1

θi.

(a) Démontrer que α1, . . . , αp sont des nombres complexes de module exactement 1.

(b) On suppose dans cette question seulement p = 2 et α1 = 1. Soit t un nombre réel tel que α2 = eit. En

développant
∣∣θ1 + θ2e

it
∣∣2, justi�er que α2 = 1.

(c) Dans le cas général, démontrer que α1 = α2 = · · · = αp.

23. Soit P dans R[X] de degré n > 2. On note a0, . . . , an ses coe�cients :

P(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X+ a0.

On suppose que a0 = a1 > a2 > · · · > an−1 > an > 0.

(a) Justi�er que ni 0, ni 1, ne sont des racines de P.

(b) Déterminer les coe�cients du polynôme (X− 1)P(X).

(c) Démontrer que les racines complexes de P ont un module > 1. Indication : on pourra raisonner par

l'absurde et utiliser la question 22c.

24. Soit Q dans R[X] de degré n > 2. Soient a0, . . . , an ses coe�cients :

Q(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X+ a0.

On suppose que 0 < a0 < a1 < · · · an−2 < an−1 = an. Justi�er que les racines complexes de Q ont un module
< 1.

25. Conclure.
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EXERCICE I

On considère l’équation différentielle (E) : x2 y′′+(x2 − x)y′+2y = 0.

I.1. Existe-t-il des solutions non nulles de l’équation (E) développables en série entière sur un
intervalle ]−r,r[ (r > 0) de R?

EXERCICE II

II.1. Démontrer que la famille
(

i+ j
2i+ j

)

(i, j)∈N²
est sommable et calculer sa somme.

II.2. Soit X et Y deux variables aléatoires sur un même espace probabilisé à valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe du couple (X ,Y ) vérifie :

pour tout (i, j) ∈ N², P(X = i,Y = j)= P [(X = i)∩ (Y = j)] =
i+ j

2i+ j+3 .

II.2.a. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi conjointe.

II.2.b. Démontrer que les variables aléatoires X et Y suivent une même loi.

II.2.c. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

PROBLÈME : Fonction Digamma

Partie préliminaire

III.1.

III.1.a. Soit x ∈ ]0,+∞[, démontrer que la fonction t �→ e−ttx−1 est intégrable sur ]0,+∞[.

III.1.b. On note, pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt (fonction Gamma d’Euler).

Démontrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x)> 0.

III.1.c. Démontrer que la fonction Γ est dérivable sur ]0,+∞[ puis exprimer Γ′(x) sous forme
d’intégrale.

III.2. Pour tout entier n ≥ 2, on pose un =
∫ n

n−1

1
t

dt − 1
n

.

III.2.a. Utiliser un théorème du cours pour justifier simplement que la série ∑
n≥2

un converge.

III.2.b. Pour tout entier n ≥ 1, on pose Hn =
n

∑
k=1

1
k
− ln(n).

Démontrer que la suite (Hn)n≥1 converge.
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La limite de la suite (Hn)n≥1 sera notée γ dans tout le sujet (γ est appelée la constante d’Euler). Dans

la suite de ce problème, on définit pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)

appelée fonction Digamma.

Expression de la fonction Digamma à l’aide d’une série

III.3. Pour x ∈ ]0,+∞[ et pour tout entier n ≥ 1, on définit la fonction fn sur ]0,+∞[ telle que :

pour tout t ∈ ]0,n], fn(t) =
(

1− t
n

)n
tx−1 et pour tout t ∈ ]n,+∞[ , fn(t) = 0.

III.3.a. Démontrer que pour tout x < 1, ln(1− x)≤−x.

En déduire que pour tout entier n ≥ 1 , pour tout x ∈ ]0,+∞[ et tout t ∈ ]0,+∞[ , 0 ≤ fn(t)≤ e−ttx−1.

III.3.b. En utilisant le théorème de convergence dominée, démontrer que pour tout x ∈ ]0,+∞[,

Γ(x) = lim
n→+∞

∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1 dt.

III.4. On pose, pour n entier naturel et pour x ∈ ]0,+∞[, In(x) =
∫ 1

0
(1−u)n ux−1du.

III.4.a. Après avoir justifié l’existence de l’intégrale In(x), déterminer, pour x > 0 et pour n ≥ 1,
une relation entre In(x) et In−1(x+1).

III.4.b. En déduire, pour n entier naturel et pour x ∈ ]0,+∞[ une expression de In(x).

III.4.c. Démontrer que, pour tout x ∈ ]0,+∞[, Γ(x) = lim
n→+∞

n! nx

n

∏
k=0

(x+ k)
(formule de Gauss).

III.5. Pour tout entier n ≥ 1, on note toujours Hn =
n

∑
k=1

1
k
− ln(n).

En remarquant que pour n ≥ 1 et x ∈ ]0,+∞[,
1
nx

n

∏
k=1

(
1+

x
k

)
= exHn

n

∏
k=1

[(
1+

x
k

)
e
−x
k

]
, démontrer

que pour tout x ∈ ]0,+∞[,
1

Γ(x)
= xeγ x lim

n→+∞

n

∏
k=1

[(
1+

x
k

)
e
−x
k

]
(formule de Weierstrass).

III.6.

III.6.a. En déduire que la série ∑
k≥1

[
ln
(

1+
x
k

)
− x

k

]
converge simplement sur ]0,+∞[ .

III.6.b. On pose, pour tout x ∈ ]0,+∞[, g(x) =
+∞

∑
k=1

[
ln
(

1+
x
k

)
− x

k

]
. Démontrer que l’application

g est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer g′(x) comme somme d’une série de fonctions.

III.6.c. En déduire que, pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
−1
x

− γ +
+∞

∑
k=1

(
1
k
− 1

k+ x

)
. On rappelle

que pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x) =
Γ′(x)
Γ(x)

.
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III.7.

III.7.a. Que vaut ψ(1)? En déduire la valeur de l’intégrale
∫ +∞

0
e−t ln(t) dt.

III.7.b. Calculer, pour tout x ∈ ]0,+∞[, ψ(x+ 1)−ψ(x) puis démontrer que, pour tout entier

n ≥ 2, ψ(n) =−γ +
n−1

∑
k=1

1
k

.

III.7.c. On pose, pour tout (x,y) ∈ ]0,+∞[2 et k entier naturel, jk(y) =
1

k+ y+1
− 1

k+ y+ x
.

Démontrer que la série ∑
k≥0

jk converge uniformément sur ]0,+∞[.

En déduire lim
n→+∞

(ψ(x+n)−ψ(1+n)).

III.8. Déterminer l’ensemble des applications f définies sur ]0,+∞[ et à valeurs réelles vérifiant
les trois conditions :

• f (1) =−γ ,

• pour tout x ∈ ]0,+∞[, f (x+1) = f (x)+
1
x

,

• pour tout x ∈ ]0,+∞[, lim
n→+∞

( f (x+n)− f (1+n)) = 0.

Autour de la fonction Digamma

III.9. Une urne contient n boules numérotées de 1 à n.

On effectue un premier tirage d’un boule dans l’urne et on adopte le protocole suivant :
si on a tiré la boule numéro k, on la remet alors dans l’urne
avec k nouvelles boules toutes numérotées k.

Par exemple, si on a tiré la boule numéro 3, on remet quatre boules de numéro 3 dans l’urne (la boule
tirée plus 3 nouvelles boules numéro 3).

On effectue ensuite un deuxième tirage d’une boule.

On note X (respectivement Y ) la variable aléatoire égale au numéro de la boule choisie au premier
tirage (respectivement au deuxième tirage).

III.9.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X ainsi que son espérance E(X).

III.9.b. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y et vérifier que pour tout entier naturel non

nul k, P(Y = k) =
1
n

(
ψ(2n+1)−ψ(n+1)+

k
n+ k

)
.

III.9.c. Calculer l’espérance E(Y ). On pourra utiliser, sans démonstration, que
n

∑
k=1

k2

n(n+ k)
=

1−n
2

+n(ψ(2n+1)−ψ(n+1)).

Fin de l’énoncé
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EXERCICE I : INFORMATIQUE

Les algorithmes demandés doivent être écrits en Python. On sera très attentif à la rédaction et notam-
ment à l’indentation du code. Cet exercice étudie deux algorithmes permettant le calcul du pgcd (plus
grand commun diviseur) de deux entiers naturels.

I.1. Pour calculer le pgcd de 3705 et 513, on peut passer en revue tous les entiers 1,2,3, · · · ,512,513
puis renvoyer parmi ces entiers le dernier qui divise à la fois 3705 et 513. Il sera alors bien le plus grand
des diviseurs communs à 3705 et 513. Écrire une fonction gcd qui renvoie le pgcd de deux entiers
naturels non nuls, selon la méthode décrite ci-dessus. On pourra éventuellement utiliser librement
l’instruction min(a,b) qui calcule le minimum de a et b. Par exemple gcd(3705, 513) renverra
57.

I.2. L’algorithme d’Euclide permet aussi de calculer le pgcd. Voici une fonction Python nommée
euclide qui implémente l’algorithme d’Euclide.

def euclide(a,b):
"""Donn\’ees: a et b deux entiers naturels

R\’esultat: le pgcd de a et b, calcul\’e par l’algorithme d’Euclide"""
u = a
v = b
while v != 0:

r = u % v
u = v
v = r

return u

Écrire une fonction «récursive» euclide_rec qui calcule le pgcd de deux entiers naturels selon
l’algorithme d’Euclide.

I.3. On note (Fn)n∈N la suite des nombres de Fibonacci définie par :

F0 = 0, F1 = 1, ∀n ∈ N, Fn+2 = Fn+1 +Fn.

I.3.a. Écrire les divisions euclidiennes successivement effectuées lorsque l’on calcule le pgcd de
F6 = 8 et F5 = 5 avec la fonction euclide.

I.3.b. Soit n ≥ 2 un entier. Quel est le reste de la division euclidienne de Fn+2 par Fn+1 ? On pourra
utiliser librement que la suite (Fn)n∈N est strictement croissante à partir de n = 2. En déduire, sans
démonstration, le nombre un de divisions euclidiennes effectuées lorsque l’on calcule le pgcd de Fn+2
et Fn+1 avec la fonction euclide .

I.3.c. Comparer pour n au voisinage de +∞, ce nombre un, avec le nombre vn de divisions eu-
clidiennes effectuées pour le calcul du pgcd de Fn+2 et Fn+1 par la fonction gcd. On pourra utiliser
librement que Fn est équivalent, au voisinage de +∞, à φ n/

√
5 où φ = (1+

√
5)/2 est le nombre d’or.

I.4. Écrire une fonction fibo qui prend en argument un entier naturel n et renvoie le nombre de
Fibonacci Fn. Par exemple, fibo(6) renverra 8.

I.5. En utilisant la fonction euclide, écrire une fonction gcd_trois qui renvoie le pgcd de trois
entiers naturels. Par exemple, gcd_trois(18, 30, 12) renverra 6.
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EXERCICE II

Pour tout entier naturel non nul n, on note Mn(K) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n à coeffi-
cients dans le corps K.

Dans cet exercice, A est une matrice de Mn(R) telle que A3 +A2 +A = 0.

II.1. Démontrer que les valeurs propres complexes de A prennent au maximum trois valeurs dis-
tinctes que l’on précisera.

II.2. Justifier que A est diagonalisable dans Mn(C).

II.3. Démontrer que si A est inversible alors det(A) = 1.

PROBLÈME III

Les deux premières parties du problème sont indépendantes. La deuxième partie étudie un exemple
d’interpolation de Hermite et la troisième partie quelques propriétés d’une famille de polynômes qui
portent le nom de ce même mathématicien.

On note R [X] l’algèbre des polynômes à coefficients réels et, pour tout entier naturel n, Rn [X] le
sous-espace vectoriel de R [X] constitué des polynômes de degré inférieur ou égal à n. On note R(X)
le corps des fractions rationnelles à coefficients réels.

Pour tout polynôme P ∈ R [X], on note P′ le polynôme dérivé de P et, pour tout entier naturel n, on
note P(n) le n-ième polynôme dérivé de P. Pour tout entier naturel non nul n, on note Mn(R) l’algèbre
des matrices carrées d’ordre n à coefficients réels.

Première partie : questions préliminaires

Soit n un entier naturel non nul.

III.1. Soit P et Q deux polynômes non nuls à coefficients complexes.

III.1.a. Démontrer que si P et Q n’ont aucune racine complexe commune, alors P et Q sont
premiers entre eux (on pourra raisonner par l’absurde).

III.1.b. On suppose que P et Q sont premiers entre eux. En utilisant le théorème de Gauss, dé-
montrer que si P et Q divisent un troisième polynôme R à coefficients complexes, alors il en est de
même du polynôme PQ.

III.2. Soit (Pi)1≤i≤n une famille de polynômes non nuls de R [X]. On considère le polynôme

P ∈ R [X] et la fraction rationnelle Q ∈ R(X) définis par P =
n

∏
i=1

Pi et Q =
P′

P
.

Démontrer par récurrence que Q =
n

∑
i=1

P′
i

Pi
.
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Deuxième partie : interpolation de Hermite

Soit I un intervalle non vide de R, p un entier naturel non nul, (xi)1≤i≤p une famille d’éléments de I
distincts deux à deux et (ai)1≤i≤p et (bi)1≤i≤p deux familles de réels quelconques.

III.3. Définition du polynôme interpolateur de Hermite

III.3.a. Soit P ∈ R [X ] et a ∈ R. En utilisant la formule de Taylor, démontrer que :
si P(a) = P′(a) = 0 alors (X −a)2 divise P.

III.3.b. En utilisant la question préliminaire III.1, démontrer que l’application ϕ de R2p−1 [X] vers
R2p définie par

ϕ(P) =
(
P(x1),P(x2), . . . ,P(xp),P′(x1),P′(x2), . . . ,P′(xp)

)

est une application linéaire bijective de R2p−1 [X] sur R2p.

III.3.c. Démontrer qu’il existe un unique polynôme PH ∈ R2p−1 [X] tel que, pour tout entier i
vérifiant 1 ≤ i ≤ p, on a PH(xi) = ai et P′

H(xi) = bi.
Le polynôme PH est appelé polynôme d’interpolation de Hermite.

III.4. Étude d’un exemple

Déterminer le polynôme d’interpolation de Hermite (défini à la question III.3) lorsque p= 2, x1 =−1,
x2 = 1, a1 = 1, a2 = 0, b1 =−1 et b2 = 2 (si, au cours de ses calculs, le candidat a besoin d’inverser
une matrice, il pourra le faire sans justification à l’aide de sa calculatrice).

III.5. Une formule explicite

Pour tout entier i tel que 1 ≤ i ≤ p, on considère le polynôme Qi =
p

∏
j=1
j �=i

(
X − x j

xi − x j

)2

.

III.5.a. Soit i un entier vérifiant 1 ≤ i ≤ p. Calculer Qi(xk) pour tout entier k tel que 1 ≤ k ≤ p et
démontrer qu’on a

Q′
i(xk) = 0 si k �= i et Q′

i(xi) =
p

∑
j=1
j �=i

2
xi − x j

On pourra utiliser la question préliminaire III.2.

III.5.b. Démontrer que le polynôme P défini par la formule

P =
p

∑
i=1

[(
1−Q′

i(xi)(X − xi)
)

ai +(X − xi)bi

]
Qi

est le polynôme d’interpolation de Hermite défini à la question III.3.

III.5.c. Retrouver le polynôme de la question III.4 en utilisant cette formule.
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Troisième partie : polynômes de Hermite

Soit (Hn)n∈N la famille de polynômes définie par H0 = 1 et, pour tout n ∈ N, Hn+1 = XHn −H ′
n.

III.6. Démontrer que, pour tout n ∈ N, Hn est un polynôme unitaire de degré n.

III.7. Démontrer que, pour tout n ∈ N, H ′
n+1 = (n+1)Hn.

Pour tous polynômes P et Q à coefficients réels, on pose

〈P | Q〉=
∫ +∞

−∞
P(x)Q(x) f (x)dx,

la fonction f étant définie sur R par f (x) = 1√
2π

exp
(
−x2

2

)
. On rappelle que

∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1.

III.8. Un produit scalaire sur R [X]

III.8.a. Justifier, pour tous polynômes P et Q dans R [X], l’existence de l’intégrale qui définit
〈P | Q〉.

III.8.b. Démontrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur R [X].

III.9. Une famille orthogonale

Dans la suite, R[X ] est muni de ce produit scalaire et de la norme associée notée ‖ .‖.

III.9.a. Démontrer que, pour tout P ∈ R [X] et pour tout n ∈ N, 〈P | Hn〉=
〈

P(n) | H0

〉
.

III.9.b. En déduire que, pour tout n ∈ N, la famille (H0,H1,...,Hn) est une base orthogonale de
Rn[X ].

III.9.c. Calculer ‖Hn‖ pour tout n ∈ N.

III.9.d. Soit P = X3 +X2 +X + 1. Préciser les polynômes H1, H2 et H3 puis déterminer quatre

réels ai (0 ≤ i ≤ 3) tels que P =
3

∑
i=0

aiHi. En déduire la distance d du polynôme P au sous-espace

R0[X ] des polynômes constants, c’est-à-dire la borne inférieure de ‖P−Q‖ quand Q décrit R0[X ].

III.10. Étude des racines des polynômes Hn

Soit n ∈ N. On note p le nombre de racines réelles (distinctes) d’ordre impair du polynôme Hn,
a1, a2, ..., ap ses racines et S le polynôme défini par

S = 1 si p = 0 et S =
p

∏
i=1

(X −ai) sinon.

III.10.a. Démontrer que, si p < n, alors 〈S | Hn〉= 0.

III.10.b. Démontrer que, pour tout x ∈ R, S(x)Hn(x)≥ 0.

III.10.c. En déduire que Hn a n racines réelles distinctes.

Fin de l’énoncé
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PROBLEME 2 

Dans tout le problème, on désigne par n un entier naturel supérieur ou Cgal à 2. 

On note N l'ensemble des entiers naturels. 

On note C le corps des nombres complexes, R celui des réels. 
Pour tout z E C, on note lzl le module de z. 

M, désigne l'algèbre des matrices carrées d'ordre n à coefficients complexes. 

Les Cléments de l'espace vectoriel Cn seront considérés comme des "matrices colonnes", c'est-à- 
dire des matrices à n lignes et une seule colonne. Ainsi, pour tout 2 E Cn et tout A E M,, 
l'expression A 2  désignera un Clément de C". 

Pour toute matrice A E M, , et pour tout couple (i, j )  d'indices compris entre 1 et n, l'expression 
(A)o désigne le coefficient de A d'indice (i, j ) .  Par ailleurs, on écrira simplement A = ( a ~ )  pour 
exprimer que V(i,  j )  E { 1, . . ., n }  , a i  = (A)i.  2 

De même, pour tout 2 E Cn, et pour tout entier k compris entre 1 et n, l'expression (Z)k désigne 
le kè" coefficient de 2. Et on écrira simplement 2 = ( z k )  pour exprimer que 

V k E  ( 1  ,..., n } , ~ k = ( Z ) k .  

Pour toute matrice M, on note 'A4 la matrice transposée de M. 

La matrice identité de M, est notée Z, la matrice nulle simplement O. 

On dira que VI est nonne matricielle si c'est une norme sur l'algèbre M, , autrement dit si v est 
une norme sur l'espace vectoriel M, qui vérifie la condition : 

V(A, B)  E M,2, y w o  5 v (A).v(B). 

Pour toute norme N sur Cn, on notera fi la norme matricielle associée à N, c'est-à-dire la norme 
matricielle définie par 

VAEM, ,  f i ( A ) =  sup - 
N e )  * 

ZECn -{O} 

Pour toute matrice A E M,, on note sp(A) le spectre de A, et p(A) le nombre défini par : 
p(A) = max { 1x1, E wu}. 

Tournez la page S.V.P. 
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Conformément à l'usage, on note N ,  la norme définie sur Cn par 

b f z = ( z k ) E c n ,  N,(z)= max Izk I .  
k ~ ( 1 ,  ... , n }  

Tous les espaces vectoriels considérés dans ce problème étant de dimension finie, on dira qu'une 
suite vecteurs d'un espace vectoriel E converge vers un vecteur u de E si la 

convergence a lieu dans l'espace vectoriel normé obtenu en munissant E d'une norme 
quelconque. 

1.1. Soit N une norme sur c". 
Montrer que V(A, 2) E M, x CI', N(AZ) I N(A>.N(Z). 

1.3. Etablir la formule donnant, pour toute matrice A = ( a ~ )  E MI*, la valeur de Rm(A) en 

fonction des nombres au. 

2.1. Soit 2 E Cn, 2 f O. Montrer que 2'2 est un élément non nul de M,,. 
2.2. Soit A E M, et y~ une norme matricielle. Montrer que p(A) I ~ J ( A ) .  
[on pourra utiliser la question 2.1., en considérant un vecteur 2 bien choisi]. 

3. Le but de cette question est de prouver que, pour toute matrice A E M, et pour tout réel E > O, il 
existe une norme N sur C" telle que N(A)  I p(A) + E . 

Soit donc A E M,, et E > O, quelconques. 
Soit U E M,, une matrice inversible telle que U-lAU soit triangulaire supérieure (le candidat 
admettra l'existence d'une telle matrice U,  quelle que soit la matrice A). 
On pose &AU = T = (tij>. 

3.1. Que représente l'ensemble S = { tjj , i E { 1 ,  . . ., n }  } pour la matrice A ? 

Pour tout 6 > O, on note Ds la matrice de M,, définie par : 

et on note VS la matrice définie par Vs= UDs. 

3.2. Calculer V8-l AVs. 
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3.3. Montrer qu’il existe un réel 6, > O vérifiant la propriété suivante : 

j = i + l  

Dans la suite, on pose V = V6 , où 6, désigne un réel vérifiant la propriété ci-dessus. 
e 

On note \v l’application de M,, dans R définie par : 

V B  E M , , , ~ ( B )  = ~ ~ ( v - l ~ v ) .  
3.4. Prouver que v(A) 5 p ( A )  + E . 
3.5. Montrer qu’il existe une norme N sur C” telle que \v = fl. 

4. Soit A E M,,. 

1 k 4.1. Prouver l’implication lim A = O 3 V Z  E C”, lim A Z = O . 
[ k - + + -  1 [ k++- 

4.2. Prouver l’implication VZ E C”, lim A k Z  = O 3 (p(A) < 1 ) .  

4.3. Prouver l’implication 

4.4. Prouver l’implication 

[ k++- 1 
( p ( ~ )  < 1) 3 (il existe une norme N sur c’’ telle que R(A) < 1 1. 

(Il existe une norme N sur C” telle que $(A> < 1) 3 lim A = O 
[k+- 1 

5. Soient O E ]O,l[, N une norme sur C” et f : C” + C” une application o-lipschitzienne sur l’espace 
vectoriel normé (cn, N>. 

5.1. Soit Z” E C”, un vecteur quelconque. On considère la suite Z 

qui vérifie la relation de récurrence 

de premier terme 20 et ( k ) k E N  

Vk  E N, Zk+l  = f(Zk)* 
Montrer que la suite ( Zk ) k t N  est convergente. 

5.2. Montrer quefadmet un unique point fixe. 

6. Soient W E C’’ et B E M,t. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p(B) pour qu’il existe 
un vecteur X E C” tel que toutes les suites de vecteurs ( Zk ) k E N  vérifiant 

V k  E N, Zk+l = BZk f w 
convergent vers X. 

Tournez la page S.V.P. 
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7. Soit A E M, une matrice inversible, et soit Y E C". 
Soit M E  M, une matrice inversible. On note F la matrice M ' ,  et on pose Q = M - A .  
On suppose que p(FQ) < 1. 
Utiliser F ,  Q et Y pour définir une application f : C" 3 C" telle que toute suite ( Zk )kEN vérifiant 

'v'Ic E N, Zk+l =f(Zk) 
converge vers l'unique solution du système linéaire AX = Y. 

L'expression de l'image par f d'un vecteur quelconque Z E C" sera construite à partir des seules 
matrices F,  Q, Y et 2 et des seules opérations d'addition (ou de soustraction) et de multiplication 
matricielles, mais sans faire appel à l'inversion matricielle. 

Remarque : en pratique, on prend pour M une matrice facile à inverser, par exemple une matrice 
diagonale à coefficients diagonaux non nuls ; ce qui précède fournit alors (sous réserve que la 
condition p(FQ) < 1 soit vérifiée) une méthode numérique de résolution approchée du système 
linéaire AX = Y. 

Fin de 1'CnoncC. 
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Les calculatrices sont interdites

Les trois parties sont, dans une large mesure, indépendantes.

On s’intéresse ici aux propriétés de la fonction polylogarithme, définie comme série entière

et à son prolongement grâce à une représentation intégrale. On établit aussi quelques

formules générales et on complète l’étude par celle d’un cas particulier.

Partie I : le polylogarithme

Dans toute cette partie, α est un réel fixé.

I - 1.1.

Déterminer le rayon de convergence de la série entière Lα définie par :

Lα(x) =
+∞∑

n=1

xn

nα

.

I - 1.2.

Justifier que l’application Lα est de classe C∞ sur ]− 1, 1[.

I - 1.3.

Montrer que :

∀x ∈]− 1, 1[, Lα(−x) + Lα(x) = 21−αLα(x
2).
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I - 2.1.

Pour tout x ∈]− 1, 1[, établir une relation entre L′
α+1(x) et Lα(x).

Exprimer Lα+1(x) sous forme de l’intégrale entre 0 et x d’une certaine fonction.

I - 2.2.

Pour x ∈]− 1, 1[, préciser les valeurs de Lα(x) lorsque α = 0, α = −1 et α = 1.

I - 3.

Dans cette question, on suppose que α� 1.

Montrer que Lα(x) tend vers +∞ quand x tend vers 1 par valeurs strictement

inférieures. Pour cela, on pourra chercher à minorer Lα(x) pour x ∈]0, 1[.

Partie II : prolongement pour α > 1

Dans toute cette partie, α est un réel strictement supérieur à 1.

II - 1.1.

Montrer que la fonction Lα définie en I -1.1 est continue sur [−1, 1].

II - 1.2.

Déterminer lim
x→1
x<1

L′2(x) et préciser si la fonction L2 est dérivable en 1.

II - 2.1.

Montrer que l’application ϕ : u "→
uα−1

eu − 1
est intégrable sur ] 0,+∞ [.

II - 2.2.

Pour tout réel x� 1, justifier l’existence de Kα(x) =

∫ +∞

0

uα−1

eu − x
du.

II - 2.3.

Montrer que l’application Kα ainsi définie est continue sur l’intervalle ]−∞, 1].

II - 2.4.

Dans cette question, on suppose que α > 2.

Montrer que la fonction Kα est de classe C1 sur l’intervalle ]−∞, 1].

II - 2.5.

On revient au cas général où α > 1.

Montrer que la fonction Kα est de classe C1 sur tout segment [a, b] avec a < b < 1,

puis sur l’intervalle ]−∞, 1[.

II - 3.1.

Prouver l’existence de Gα =

∫ +∞

0

tα−1e−t dt et justifier que Gα > 0.
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II - 3.2.

Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] et pour tout u > 0, on a :

1

eu − x
=

+∞∑
k=0

xke−(k+1)u.

II - 3.3.

En déduire que pour tout x ∈ [−1, 1], en utilisant Lα(x) défini dans I - 1.1 et Kα(x)

défini dans II - 2.2, on a la relation :

xKα(x) = GαLα(x).

On précisera avec soin le théorème d’intégration terme à terme utilisé.

II - 4.1.

Pour tout x ∈]−∞, 1], on prolonge la définition de Lα(x) en posant :

Lα(x) =
x

Gα

∫ +∞

0

uα−1

eu − x
du.

Montrer que l’application Lα ainsi définie est continue sur ]−∞, 1] et de classe C1

sur ]−∞, 1[.

II - 4.2.

Montrer que pour tout réel x� 1, on a :

Lα(x) =
x

Gα

∫ 1

0

(− ln(t))
α−1

1− xt
dt.

II - 4.3.

Justifier que l’on peut prolonger la fonction Lα sur IC\]1,+∞[ par la définition :

∀z ∈ IC\]1,+∞[, Lα(z) =
z

Gα

∫ +∞

0

uα−1

eu − z
du.

Montrer alors que pour tout z ∈ IC, tel que z2 #∈]1,+∞[, on a encore la relation :

Lα(z) + Lα(−z) = 21−αLα(z
2).

Partie III : le cas α = 2

On s’intéresse ici, pour tout x ∈ [−1, 1], à : L2(x) =
+∞∑
n=1

xn

n2
.

III - 1.1.

Soit f : IR→ IR, 2π-périodique et impaire, telle que :

∀x ∈]0,π], f(x) =
π − x

2
.

Calculer les coefficients de Fourier 〈〈 bn(f) 〉〉 pour n ∈ IN∗.

III - 1.2.

Grâce à l’égalité de Parseval que l’on précisera, appliquée à f , en déduire la valeur de

L2(1). Calculer aussi L2(−1).
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III - 2.1.

Montrer que la fonction Φ définie par :

∀x ∈]0, 1[, Φ(x) = L2(x) + L2(1− x) + ln(x) ln(1− x)

est de classe C1 sur ]0, 1[.

III - 2.2.

Montrer que la fonction Φ est constante sur ]0, 1[ et vaut L2(1).

III - 2.3.

En déduire la valeur de L2

(

1

2

)

.

III - 2.4.

Prouver aussi que :

∀x ∈

[

−1,
1

2

]

, L2(x) + L2

(

x

x− 1

)

= −
1

2
(ln(1− x))

2
.

III - 3.

Grâce à II - 3, calculer K2(1) =

∫ +∞

0

u

eu − 1
du.

III - 4.

Désormais, on s’intéresse au prolongement de L2 considéré en II - 4, vérifiant en

particulier la relation vue en II-4.2 dont on partira pour traiter les questions suivantes,

c’est-à-dire :

∀x < 0, L2(x) = −
x

G2

∫ 1

0

ln(s)

1− xs
ds.

III - 4.1.

Montrer alors que pour tout x < 0, on a aussi les égalités :

L2(x) = −

∫ 0

x

ln

(

t

x

)

1− t
dt =

∫ 0

x

ln(1− t)

t
dt.

On pourra effectuer un changement de variable et une intégration par parties.

III - 4.2.

Pour tout x < 0, calculer g(x) =

∫ 0

x

ln(1− t)

t− 1
dt.

III - 4.3.

Justifier l’existence de l’intégrale A =

∫ 0

−∞

ln(1− t)

t(t− 1)
dt.

III - 4.4.

Préciser lim
x→−∞

g(x) et lim
x→−∞

(L2(x)− g(x)). En déduire un équivalent simple de

L2(x) quand x tend vers −∞, cet équivalent dépendant de ln(−x).

Fin de l’énoncé
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E.P.I.T.A. 2019
     

Epreuve de mathématiques MP - PC - PSI (3h)      

Pour tout réel strictement positif a, on se propose d'étudier la fonction Sa  de la variable réelle x
définie (sous réserve de convergence) comme somme de la série de fonctions suivante :

SaHxL = ‚
n=0

+¶

e-x na
= 1 + e-x + e-2a x + e-3a x + e-4a x + ... .

On étudie dans la partie I le domaine de définition et les premières propriétés de la fonction Sa.
Dans la partie II, on approfondit le cas particulier a = 2, autrement dit l'étude de la fonction S2.
Puis on introduit dans la partie III des intégrales auxiliaires afin d'obtenir de façon plus générale
des équivalents de SaHxL lorsque x tend vers 0 et +¶.

‡ PARTIE I : Premières propriétés des fonctions Sa (a > 0)
1°) Etude du cas particulier de la fonction S1
a) Etudier la convergence simple et expliciter la somme de la série de fonctions définissant S1 :

S1HxL = ‚
n=0

+¶

e-x n.

b) Préciser la limite et un équivalent de S1HxL quand x tend vers 0.
c) Préciser la limite de S1HxL quand x tend vers +¶, et un équivalent de S1HxL - 1 en +¶.

2°) Etude du domaine de définition des fonctions Sa (a > 0)
a) Examiner pour x § 0 la nature de la série ‚e-x na .

b) Pour tout réel x > 0, déterminer la limite de la suite n # n2 e-x na .
    En déduire la nature de la série ‚e-x na  pour x > 0.
c) Préciser le domaine de définition de la fonction Sa pour a > 0.

3°) Premières propriétés des fonctions Sa (a > 0)
a) Pour tout ¶ε > 0, établir la convergence normale de la série de fonctions ‚e-x na  sur @¶ε, +¶@.
    En déduire la continuité de la fonction Sa sur D 0, +¶@ (on explicitera le théorème utilisé).
b) Comparer SaHxL et SaHyL pour 0 < x § y et préciser le sens de variation de la fonction Sa.
    En déduire que la fonction Sa admet une limite finie ou infinie en 0 et en +¶.
c) A l'aide d'un théorème dont on précisera l'énoncé, montrer que limxØ +¶ SaHxL = 1.
d) En exploitant l'inégalité SaHxL ¥ ⁄n=0

N e-x na  pour tout entier naturel N et pour tout réel x > 0,
    établir, pour tout entier naturel N, que limxØ 0 SaHxL ¥ N + 1.
    Quelle est la limite de SaHxL lorsque x tend vers 0?

Sujet 10



‡ PARTIE II : Etude de la fonction S2
On étudie dans cette partie la fonction définie par :

" x > 0, S2HxL = ‚
n=0

+¶

e-x n2 = 1 + e-x + e-4 x + e-9 x + e-16 x + ... .

4°) Recherche d'un équivalent de S2 en 0
a) Etablir l'inégalité suivante pour tout entier naturel n et tout réel x > 0 :

e-x Hn+1L2 § ‡
n

n+1
e-x t2  dt § e-x n2 .

b) En exploitant l'égalité Ÿ0+¶e-u2  du = p
2

, en déduire la double inégalité suivante :

S2HxL - 1 §
p

2 x
§ S2HxL.

c) Retrouver alors limxØ 0 S2HxL, puis donner un équivalent de S2HxL quand x tend vers 0.

5°) Recherche d'un équivalent de S2 - 1 en +¶
a) Pour tout réel x > 0, établir que :

S2HxL - 1 - e-x § ‚
n=2

+¶

e-x n.

b) En calculant cette dernière somme, démontrer que S2HxL = 1 + e-x + oHe-xL en +¶.
    En déduire un équivalent de S2HxL - 1 quand x tend vers +¶.

6°) Recherche d'une valeur approchée de S2HxL pour x > 0
a) En raisonnant comme à la question 4.a), établir pour tout entier naturel N et tout réel x > 0 :

‚
n=N+1

+¶

e-x n2 § ‡
N

+¶
e-x t2  dt.

b) A l'aide d'un changement de variable dans cette dernière intégrale, en déduire que :

" N e N*, S2HxL - ‚
n=0

N
e-x n2 §

1

2 x
 ‡
x N2

+¶ e-u

u
 du §

e-x N2

2 N x
.

c) En déduire un algorithme permettant d'obtenir une valeur approchée de S2HxL à ¶ε > 0 près.
d) Préciser une valeur approchée de S2H1L à 10-7 près.

‡ PARTIE III : Etude de SaHxL quand x tend vers 0 et +•
7°) Comparaison de deux intégrales
On considère pour tous réels a > 0 et x > 0 les deux intégrales suivantes :

GHaL = ‡
0

+¶
e-u ua-1 du et IHaL = ‡

0

+¶
e-x ta  dt.

a) Pour quelles valeurs de a les intégrales Ÿ01 e-u ua-1 du et Ÿ1+¶ e-u ua-1 du convergent-elles?
    En déduire que l'intégrale GHaL converge pour a > 0.
b) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer GHa + 1L en fonction de GHaL.
    Calculer GH1L et en déduire GHn + 1L pour tout entier naturel n.
    
    
c) Pour tout x > 0, effectuer dans l'intégrale GJ 1

a
N le changement de variables défini par u = x ta.

    Qu'en déduit-on pour l'intégrale IHaL, et quelle relation obtient-on entre GJ 1
a
N et IHaL ?
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a) Pour quelles valeurs de a les intégrales Ÿ01 e-u ua-1 du et Ÿ1+¶ e-u ua-1 du convergent-elles?
    En déduire que l'intégrale GHaL converge pour a > 0.
b) A l'aide d'une intégration par parties, exprimer GHa + 1L en fonction de GHaL.
    Calculer GH1L et en déduire GHn + 1L pour tout entier naturel n.
    
    
c) Pour tout x > 0, effectuer dans l'intégrale GJ 1

a
N le changement de variables défini par u = x ta.

    Qu'en déduit-on pour l'intégrale IHaL, et quelle relation obtient-on entre GJ 1
a
N et IHaL ?

8°) Recherche d'un équivalent de Sa en 0 (a > 0)
a) En raisonnant comme à la question 4.a), établir pour a > 0 et x > 0 l'inégalité suivante :

0 § SaHxL -
1
a

 G
1
a

 
1

x1êa § 1.

b) Retrouver limxØ 0 SaHxL, puis donner un équivalent de SaHxL quand x tend vers 0.

9°) Majoration d'une intégrale auxiliaire (a > 0)
a) Justifier pour tous réels a > 0 et x > 0 la relation suivante :

‡
1

+¶
e-x ta  dt =

1

a x1êa  ‡
x

+¶
e-u u

1
a

-1
 du.

b) Etablir l'égalité suivante pour tous réels a > 0 et x > 0 :

‡
x

+¶
e-u u

1
a

-1
 du = e-x x

1
a

-1
+

1
a

- 1  ‡
x

+¶
e-u u

1
a

-2
 du.

    Justifier ensuite l'inégalité suivante pour tous réels a > 0 et x > 0 :

‡
x

+¶
e-u u

1
a

-2
 du §

1
x

 ‡
x

+¶
e-u u

1
a

-1
 du

    En déduire enfin l'équivalence suivante lorsque x tend vers +¶ :

‡
x

+¶
e-u u

1
a

-1
 du ~

xØ +¶
e-x x

1
a

-1 .

c) En conclure que l'intégrale Ÿ1+¶ e-x ta  dt est négligeable devant e-x lorsque x tend vers +¶.

10°) Recherche d'un équivalent de Sa en +¶ (a > 0)
a) Etablir pour a > 0 et x > 0 l'inégalité suivante :

‚
n=2

+¶

e-x na
§ ‡

1

+¶
e-x ta  dt.

b) En déduire un équivalent de SaHxL - 1 quand x tend vers +¶.
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Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle
Soit (Ω, 𝒜, ℙ) un espace probabilisé, où 𝒜 est une tribu sur Ω et ℙ une probabilité sur (Ω, 𝒜).
Toutes les variables aléatoires sont discrètes, à valeurs réelles ou complexes, définies sur (Ω, 𝒜).
Si la variable aléatoire 𝑋 : Ω → ℝ est d’espérance finie, on note 𝔼(𝑋) son espérance.
Pour tout nombre complexe 𝑧, on note Re(𝑧) sa partie réelle, Im(𝑧) sa partie imaginaire et 𝑧 son conjugué.

On appelle sinus cardinal la fonction définie, pour tout réel 𝑥, par sinc(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

sin 𝑥
𝑥

si 𝑥 ≠ 0,

1 si 𝑥 = 0.
On admet que cette fonction est continue et que pour tout réel 𝑥, |sinc(𝑥)| ⩽ 1.

On étend aux variables aléatoires discrètes à valeurs complexes la notion d’espérance définie pour les variables
aléatoires discrètes réelles. Ainsi, on dit qu’une variable aléatoire discrète à valeurs complexes 𝑍 : Ω → ℂ
est d’espérance finie si les variables aléatoires réelles Re(𝑍) et Im(𝑍) sont d’espérance finie et on définit alors
l’espérance de 𝑍 par

𝔼(𝑍) = 𝔼(Re(𝑍)) + i 𝔼(Im(𝑍)).

On admettra les résultats suivants qui étendent aux variables aléatoires complexes les résultats analogues sur
les variables aléatoires réelles.
— Toute variable aléatoire 𝑍 complexe finie est d’espérance finie. Si 𝑍(Ω) = {𝑧1, …, 𝑧𝑟}, où les 𝑧𝑖 sont deux à

deux distincts, alors

𝔼(𝑍) =
𝑟

∑
𝑘=1

𝑧𝑘ℙ(𝑍 = 𝑧𝑘).

— Théorème du transfert (cas 𝑋(Ω) fini). Soit 𝑋 une variable aléatoire réelle d’image finie 𝑋(Ω) = {𝑥1, …, 𝑥𝑟}
où les 𝑥𝑖 sont deux à deux distincts et soit 𝑓 une application à valeurs complexes définie sur 𝑋(Ω).
Alors 𝑓(𝑋) est d’espérance finie et

𝔼(𝑓(𝑋)) =
𝑟

∑
𝑘=1

ℙ(𝑋 = 𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘).

— Soit 𝑍 une variable aléatoire complexe telle que 𝑍(Ω) soit dénombrable égal à {𝑧𝑛, 𝑛 ∈ ℕ} où les 𝑧𝑛 sont
deux à deux distincts. Alors 𝑍 est d’espérance finie si, et seulement si, la série ∑

𝑛⩾0
𝑧𝑛ℙ(𝑍 = 𝑧𝑛) converge

absolument. Dans ce cas,

𝔼(𝑍) =
+∞

∑
𝑛=0

𝑧𝑛ℙ(𝑍 = 𝑧𝑛).

— Théorème du transfert (cas 𝑋(Ω) dénombrable). Soit 𝑋 une variable aléatoire réelle d’image dénombrable
𝑋(Ω) = {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ ℕ} où les 𝑥𝑛 sont deux à deux distincts et soit 𝑓 une application à valeurs complexes
définie sur 𝑋(Ω).
Alors 𝑓(𝑋) est d’espérance finie si, et seulement si, la série ∑

𝑛⩾0
ℙ(𝑋 = 𝑥𝑛)𝑓(𝑥𝑛) converge absolument. Dans

ce cas,

𝔼(𝑓(𝑋)) =
+∞

∑
𝑛=0

ℙ(𝑋 = 𝑥𝑛)𝑓(𝑥𝑛).

— Soit 𝑍 une variable aléatoire complexe et 𝑍 : 𝜔 ∈ Ω ↦ 𝑍(𝜔) sa variable aléatoire conjuguée.
Si 𝑍 est d’espérance finie, alors 𝑍 est d’espérance finie et 𝔼(𝑍) = 𝔼(𝑍).

— Soit 𝑍1 et 𝑍2 deux variables aléatoires complexes d’espérance finie et soit 𝜆 ∈ ℂ.
Alors 𝑍1 + 𝑍2 et 𝜆𝑍1 sont d’espérance finie et 𝔼(𝑍1 + 𝑍2) = 𝔼(𝑍1) + 𝔼(𝑍2) et 𝔼(𝜆𝑍1) = 𝜆𝔼(𝑍1).
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I Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle
À toute variable aléatoire réelle discrète 𝑋 : Ω → ℝ, on associe une fonction 𝜙𝑋, appelée fonction caractéristique
de 𝑋 et définie par

∀𝑡 ∈ ℝ, 𝜙𝑋(𝑡) = 𝔼 (ei 𝑡𝑋) .

I.A – Premières propriétés
Dans cette sous-partie, 𝑋 est une variable aléatoire réelle discrète.
Q 1. On suppose, dans cette question, que 𝑋(Ω) est un ensemble fini de cardinal 𝑟 ∈ ℕ∗.
On note 𝑋(Ω) = {𝑥1, …, 𝑥𝑟} où les 𝑥𝑖 sont deux à deux distincts, et, pour tout entier 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑟⟧, 𝑎𝑘 = ℙ(𝑋 = 𝑥𝑘).

Montrer que, pour tout réel 𝑡, 𝜙𝑋(𝑡) =
𝑟

∑
𝑘=1

𝑎𝑘ei 𝑡𝑥𝑘 .

Q 2. On suppose dans cette question que 𝑋(Ω) est un ensemble dénombrable. On note 𝑋(Ω) = {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ ℕ}
où les 𝑥𝑛 sont deux à deux distincts. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on pose 𝑎𝑛 = ℙ(𝑋 = 𝑥𝑛).

Montrer que 𝜙𝑋 est définie sur ℝ et que, pour tout réel 𝑡, 𝜙𝑋(𝑡) =
+∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛ei 𝑡𝑥𝑛 .

Q 3. Montrer que 𝜙𝑋 est continue sur ℝ.
Q 4. Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels et 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏. Pour tout réel 𝑡, exprimer 𝜙𝑌(𝑡) en fonction de 𝜙𝑋, 𝑡, 𝑎 et 𝑏.
Q 5. Soit 𝑡 ∈ ℝ. Donner une expression de 𝜙𝑋(−𝑡) en fonction de 𝜙𝑋(𝑡). En déduire une condition nécessaire
et suffisante portant sur l’image 𝜙𝑋(ℝ) pour que la fonction 𝜙𝑋 soit paire.

I.B – Trois exemples
Q 6. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑝 ∈ ]0, 1[. On suppose que 𝑋 : Ω → ℝ suit une loi binomiale ℬ(𝑛, 𝑝) et on note 𝑞 = 1−𝑝.
Montrer que, pour tout 𝑡 ∈ ℝ, 𝜙𝑋(𝑡) = (𝑞 + 𝑝ei 𝑡)𝑛.
Q 7. Soit 𝑝 ∈ ]0, 1[. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de paramètre 𝑝 ?
Q 8. Soit 𝜆 > 0. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de paramètre 𝜆 ?

I.C – Image de 𝜙𝑋
On se donne ici une variable aléatoire réelle discrète 𝑋 : Ω → ℝ, dont on note 𝜙𝑋 la fonction caractéristique.
Pour tout (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, 𝑎 + 𝑏ℤ désigne l’ensemble {𝑎 + 𝑏𝑘, 𝑘 ∈ ℤ}.
Q 9. Montrer que pour tout 𝑡 ∈ ℝ, |𝜙𝑋(𝑡)| ⩽ 1.

Q 10. Montrer que, s’il existe 𝑎 ∈ ℝ et 𝑡0 ∈ ℝ∗ tels que 𝑋(Ω) ⊂ 𝑎 + 2𝜋
𝑡0

ℤ, alors |𝜙𝑋(𝑡0)| = 1.

On suppose réciproquement qu’il existe 𝑡0 ∈ ℝ∗ tel que |𝜙𝑋(𝑡0)| = 1.
Dans la suite de cette sous-partie I.C, on suppose de plus que 𝑋(Ω) est dénombrable et on reprend les notations
de la question 2.

Q 11. Montrer qu’il existe 𝑎 ∈ ℝ tel que
+∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛 exp(i(𝑡0𝑥𝑛 − 𝑡0𝑎)) = 1.

Q 12. En déduire que
+∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(1 − cos(𝑡0𝑥𝑛 − 𝑡0𝑎)) = 0.

Q 13. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, si 𝑎𝑛 ≠ 0, alors 𝑥𝑛 ∈ 𝑎 + 2𝜋
𝑡0

ℤ.

Q 14. En déduire que ℙ (𝑋 ∈ 𝑎 + 2𝜋
𝑡0

ℤ) = 1.
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II Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire
L’objectif de cette partie est de montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire détermine sa loi.
Deux méthodes de démonstration sont proposées.

II.A – Première méthode
Soit 𝑋 une variable aléatoire réelle et discrète et 𝑚 ∈ ℝ.

Pour 𝑇 ∈ ℝ∗
+, on pose 𝑉𝑚(𝑇 ) = 1

2𝑇

𝑇

∫
−𝑇

𝜙𝑋(𝑡) e−i𝑚𝑡 d𝑡.

II.A.1) On suppose que 𝑋(Ω) est fini et on reprend les notations de la question 1.

Q 15. Montrer que, pour tout 𝑇 ∈ ℝ∗
+, on a 𝑉𝑚(𝑇 ) =

𝑟
∑
𝑛=1

sinc(𝑇 (𝑥𝑛 − 𝑚))ℙ(𝑋 = 𝑥𝑛).

Q 16. En déduire que 𝑉𝑚(𝑇 ) →→→→→→→→→→→→
𝑇 → +∞

ℙ(𝑋 = 𝑚).

II.A.2) On suppose que 𝑋(Ω) est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.

Pour 𝑛 ∈ ℕ et ℎ ∈ ℝ∗
+, on pose 𝑔𝑛(ℎ) = sinc (𝑥𝑛 − 𝑚

ℎ
) ℙ(𝑋 = 𝑥𝑛).

Q 17. Montrer que pour tout 𝑇 ∈ ℝ∗
+, on a 𝑉𝑚(𝑇 ) =

+∞

∑
𝑛=0

𝑔𝑛 ( 1
𝑇

).

Q 18. Montrer que la fonction 𝑔𝑛 se prolonge en une fonction ̃𝑔𝑛 définie et continue sur ℝ+.

Q 19. Montrer que la fonction 𝐺 =
+∞

∑
𝑛=0

̃𝑔𝑛 est définie et continue sur ℝ+.

Q 20. Établir que 𝑉𝑚(𝑇 ) →→→→→→→→→→→→
𝑇 → +∞

ℙ(𝑋 = 𝑚).

II.A.3) Application
Q 21. Soient 𝑋 : Ω → ℝ et 𝑌 : Ω → ℝ deux variables aléatoires discrètes telles que 𝜙𝑋 = 𝜙𝑌. Montrer que,
pour tout 𝑚 ∈ ℝ, ℙ(𝑋 = 𝑚) = ℙ(𝑌 = 𝑚), autrement dit que 𝑋 et 𝑌 ont la même loi.

II.B – Deuxième méthode

Si 𝑎 et 𝑏 sont deux réels, on note 𝐾𝑎,𝑏 la fonction définie pour tout réel 𝑡 par 𝐾𝑎,𝑏(𝑡) =
⎧
{
⎨
{
⎩

ei 𝑡𝑏 − ei 𝑡𝑎

2 i 𝑡
si 𝑡 ≠ 0,

𝑏 − 𝑎
2

si 𝑡 = 0.

Q 22. À l’aide de séries entières, montrer que 𝐾𝑎,𝑏 est de classe 𝐶∞ sur ℝ.

Soit 𝑁 un entier naturel et soit 𝐹𝑁 la fonction définie, pour tout réel 𝑥, par 𝐹𝑁(𝑥) =
𝑁

∫
−𝑁

𝐾𝑎,𝑥(𝑡) d𝑡.

Q 23. Montrer que 𝐹𝑁 est de classe 𝐶1 sur ℝ et que, pour tout réel 𝑥, 𝐹′𝑁(𝑥) = 𝑁 sinc(𝑁𝑥).

Q 24. Montrer que
𝑁

∫
−𝑁

𝐾𝑎,𝑏(𝑡) d𝑡 =
𝑁𝑏

∫
𝑁𝑎

sinc(𝑠) d𝑠.

Q 25. Montrer que l’intégrale
+∞

∫
0

sinc(𝑠) d𝑠 est convergente.

On admettra dans la suite que
+∞

∫
0

sinc(𝑠) d𝑠 = 𝜋
2

.

Q 26. En déduire l’existence et la valeur de lim
𝑁→+∞

𝑁

∫
−𝑁

𝐾𝑎,𝑏(𝑡) d𝑡 dans le cas où 𝑎 < 𝑏.

Q 27. Soit 𝑋 : Ω → ℝ une variable aléatoire telle que 𝑋(Ω) est fini. On suppose que les réels 𝑎 et 𝑏
n’appartiennent pas à 𝑋(Ω). Montrer que

1
𝜋

𝑁

∫
−𝑁

𝜙𝑋(−𝑡)𝐾𝑎,𝑏(𝑡) d𝑡 →→→→→→→→→→→→
𝑁 → +∞

ℙ(𝑎 < 𝑋 < 𝑏).
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III Régularité de 𝜙𝑋
On fixe dans cette partie une variable aléatoire réelle 𝑋 : Ω → ℝ, dont l’image 𝑋(Ω) est un ensemble dénombrable
et on reprend les notations de la question 2.
On cherche à établir des liens entre des propriétés de la loi de 𝑋 et la régularité de 𝜙𝑋.
Pour tout 𝑘 ∈ ℕ∗, on dit que 𝑋 admet un moment d’ordre 𝑘 si la variable aléatoire 𝑋𝑘 est d’espérance finie.

III.A –
Soit 𝑘 ∈ ℕ∗. On suppose dans cette sous-partie III.A que 𝑋 admet un moment d’ordre 𝑘.
Q 28. Soit 𝑗 un entier tel que 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘. Montrer que pour tout réel 𝑥, |𝑥|𝑗 ⩽ 1 + |𝑥|𝑘 et en déduire que 𝑋
admet un moment d’ordre 𝑗.
Q 29. En déduire que 𝜙𝑋 est de classe 𝐶𝑘 sur ℝ et donner une expression de la dérivée 𝑘−ième de 𝜙𝑋.
Q 30. En déduire une expression de 𝔼(𝑋𝑘) en fonction de 𝜙(𝑘)

𝑋 (0).

III.B –
On suppose dans cette sous-partie III.B que 𝜙𝑋 est de classe 𝐶2 sur ℝ.

Q 31. On note 𝑓 la fonction qui à tout réel ℎ > 0 associe 𝑓(ℎ) = 2𝜙𝑋(0) − 𝜙𝑋(2ℎ) − 𝜙𝑋(−2ℎ)
4ℎ2 . Quelle est

la limite de 𝑓 en 0 ?

Q 32. Montrer que pour tout ℎ ∈ ℝ∗, 𝑓(ℎ) =
+∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛
sin2(ℎ𝑥𝑛)

ℎ2 .

Q 33. En déduire que 𝑋 admet un moment d’ordre 2.

III.C –
On fixe dans cette sous-partie III.C un entier naturel 𝑘 ∈ ℕ et on suppose à la fois que 𝜙𝑋 est de classe 𝐶2𝑘+2

sur ℝ et que 𝑋 admet un moment d’ordre 2𝑘. On note 𝛼 = 𝔼(𝑋2𝑘).
Q 34. Que peut-on dire de 𝑋 si 𝛼 est nul ?
On suppose dorénavant que le réel 𝛼 est strictement positif.
Q 35. Soit 𝑌 : Ω → ℝ une variable aléatoire vérifiant 𝑌 (Ω) = 𝑋(Ω) et, pour tout 𝑛 ∈ ℕ,

ℙ(𝑌 = 𝑥𝑛) =
𝑎𝑛𝑥2𝑘

𝑛
𝛼

.

Montrer que 𝜙𝑌 est de classe 𝐶2 sur ℝ.
Q 36. En déduire que 𝑋 admet un moment d’ordre 2𝑘 + 2.
Q 37. Soit 𝑘 ∈ ℕ∗. Déduire des questions précédentes que si 𝜙𝑋 est de classe 𝐶2𝑘 sur ℝ, alors 𝑋 admet un
moment d’ordre 2𝑘.

IV Développement en série entière de 𝜙𝑋
Soit 𝑋 : Ω → ℝ une variable aléatoire réelle.

IV.A –
On suppose que 𝑋(Ω) est fini et on reprend les notations de la question 1.

Q 38. Montrer que 𝜙𝑋 est développable en série entière sur ℝ et, pour tout réel 𝑡, 𝜙𝑋(𝑡) =
+∞

∑
𝑛=0

(i 𝑡)𝑛

𝑛!
𝔼(𝑋𝑛).

IV.B –
On suppose que 𝑋(Ω) est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.
On suppose également que, pour tout entier 𝑛 ∈ ℕ, 𝑋 admet un moment d’ordre 𝑛 et qu’il existe un réel 𝑅 > 0
tel que

𝔼(|𝑋|𝑛) = 𝑂 ( 𝑛𝑛

𝑅𝑛 ) quand 𝑛 → +∞.

Q 39. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ et tout 𝑦 ∈ ℝ, ∣ei𝑦 −
𝑛

∑
𝑘=0

(i𝑦)𝑘

𝑘!
∣ ⩽ |𝑦|𝑛+1

(𝑛 + 1)!
.

Q 40. En déduire que pour tout réel 𝑡 ∈ [−𝑅
e

, 𝑅
e

],

𝜙𝑋(𝑡) =
+∞

∑
𝑘=0

(i𝑡)𝑘

𝑘!
𝔼(𝑋𝑘).

• • • FIN • • •
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Notations pour l’ensemble du sujet : 
K désigne   ou  .   
On note, pour n entier naturel, 2n  : 

– nM (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coefficients dans K. 

–  nD   le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de  .nM     
 

EXERCICE 
 
Q1. On munit  nM   du produit scalaire canonique ( BA trace ).( BAt ), déterminer 

  nD
 , l’orthogonal de  nD   pour ce produit scalaire. 

 
PROBLÈME - Théorème de décomposition de Dunford 

 
On admet le théorème suivant que l’on pourra utiliser librement : 
 
Si A est une matrice de  KnM  telle que son polynôme caractéristique A  soit scindé sur K, alors 
il existe un unique couple  ND,  de matrices de  KnM  vérifiant les quatre propriétés : 
(1)  NDA   ;  
(2)  D est diagonalisable dans  KnM  (pas nécessairement diagonale) ; 
(3)  N est nilpotente ; 
(4)  NDDN  . 
 
De plus, D et N sont des polynômes en  A  et A D  . 
 
Le couple  ND,  s’appelle la décomposition de Dunford de A. 
 
Partie I - Quelques exemples 
 
Q2. Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice A de  KnM  lorsque A est 

diagonalisable, puis lorsque la matrice A de  KnM  est nilpotente.  
 Justifier qu’une matrice trigonalisable vérifie l’hypothèse du théorème, admettant ainsi une 

décomposition de Dunford. 

 Le couple de matrices 























00
10

,
20
01

 est-il la décomposition de Dunford de la matrice 









20
11

 ? 

 
Q3. Donner un exemple d’une matrice de  2M   n’admettant pas de décomposition de Dunford 

dans  2M  . 
 

Q4. Soit la matrice 



















502
613
803

A . 
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Calculer son polynôme caractéristique Aχ , puis donner le couple ( )ND, de la décomposition 
de Dunford de A (on utilisera le fait que A Dχ χ= ).

Q5. Application

Pour A ∈ ( )KnM , exp(A)
0

1
!

k

k
A

k

+∞

=
= ∑ est l’exponentielle de la matrice A.

Déduire de la question précédente l’exponentielle de la matrice A définie en Q4.
On pourra utiliser sans démonstration que si M et N sont deux matrices de ( )KnM qui 

commutent, exp ( ) ( )( ) exp expM N M N+ = .

Q6. Soit ( )KnA M∈ telle que 2( ) 0nA A I− = .

Justifier que le polynôme )1( −XX est annulateur de la matrice 2A .
Démontrer que le couple ( )ND, de la décomposition de Dunford de la matrice A est donné 
par : 2D A= et 2N A A= − .

Partie II - Un exemple par deux méthodes

Soit la matrice 
















−

−
=

211
102
113

A .

On note u l’endomorphisme de 3
 canoniquement associé à la matrice A.

On notera id l’application identité de 3.

Q7. La matrice A est-elle diagonalisable dans ( )3M  ?

Démontrer qu’on a la somme directe : 3 2ker( id) ker( 2id)u u= − ⊕ − .

Q8. Déterminer une base ( )1 2 3, ,e e e de 3
 telle que :

=− )idker(u vect{ }1e , =− )id2ker(u vect{ }2e et 2ker( 2id)u − = vect{ }32 ,ee .

Écrire la matrice B de u dans la base ( )1 2 3, ,e e e de 3.

Q9. Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice B et en déduire le couple 
(on calculera ces matrices) de la décomposition de Dunford de la matrice A.

Q10. Décomposer en éléments simples la fraction  2
1

( 1) ( 2)X X− −
et en déduire deux polynômes 

U et V tels que :
2( 1) ( ) ( 2) ( ) 1X U X X V X− + − = avec  2deg <U et  1deg <V .

Q11. On pose les endomorphismes : 2( ) ( 2id)p V u u= − et )id()( −= uuUq  .
Calculer )()( xqxp + pour tout x vecteur de 3.

Démontrer que p est le projecteur sur )idker( −u parallèlement à 2ker( 2id)u − et q est le 
projecteur sur 2ker( 2id)u − parallèlement à )idker( −u .
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Q12. On pose qpd 2+= . Écrire la matrice de d dans la base ( )1 2 3, ,e e e de 3
 (de la 

question Q8).
Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice A en exprimant D et N
comme polynômes de la matrice A (sous forme développée).

Partie III - Une preuve de l’unicité de la décomposition

Q13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. On note 

1 2, ,..., pλ λ λ les valeurs propres de u et pour tout pi ≤≤1 , ( )
i

E uλ le sous-espace propre de u

associé à la valeur propre .iλ
Démontrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.
En déduire qu’il existe une base commune de diagonalisation pour u et v.
Pour tout pi ≤≤1 , on pourra noter iv l’endomorphisme induit par v sur ( )

i
E uλ .

Q14. Soient A et B deux matrices diagonalisables de ( )KnM qui commutent. Démontrer que la 
matrice BA − est diagonalisable.

Q15. Soient A et B deux matrices nilpotentes de ( )KnM qui commutent, démontrer que la matrice 
BA − est nilpotente.

Q16. Déterminer les matrices de ( )KnM qui sont à la fois diagonalisables et nilpotentes.

Q17. Dans cette question, on admet, pour toute matrice carrée A de ( )KnM à polynôme
caractéristique scindé, l’existence d’un couple ( )ND, vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4) 
et tel que D et N soient des polynômes en A.
Établir l’unicité du couple ( )ND, dans la décomposition de Dunford.

Partie IV - Non continuité de l’application A D

Q18. On note D l’ensemble des matrices de ( )nM  qui sont diagonalisables.

 D est-il un espace vectoriel ?
Si P est une matrice inversible de ( )nM  , justifier que l’application de ( )nM  vers 

( )nM  , 1M PMP−
 est continue.

Q19. Démontrer que D est dense dans ( )nM  .

Q20. Si ( )ND, est le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice A, on note ϕ
l’application de ( )nM  dans D qui à la matrice A associe la matrice D.

Justifier que ϕ est l’application identité sur D et en déduire que l’application ϕ n’est pas
continue.
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PROBLÈME 1

File d’attente
Toutes les variables aléatoires sont définies sur un même espace probabilisé (Ω,A,P).

On s’intéresse à une file d’attente à un guichet. À l’instant 0, la file contient un client. On
suppose qu’à chaque instant k ∈ N∗ il peut arriver au plus un nouveau client dans la file.

Pour tout k ∈ N∗, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si un nouveau client arrive à
l’instant k et 0 sinon.

On suppose que (Xk)k∈N∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées selon une loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.

On repère chaque client par un indice qui donne son ordre d’arrivée dans la file : par définition,
le client initialement présent a pour indice n = 0, le premier nouvellement arrivé a pour indice
n = 1, etc.

On rappelle que la fonction génératrice d’une variable aléatoire X à valeurs dans N est la
fonction notée GX définie par :

GX(t) =
+∞∑
j=0

P(X = j)t j.

Partie I - Temps d’arrivée du n-ième client

Q1. On note T1 la variable aléatoire égale au temps écoulé entre le temps 0 et le temps où
arrive le client d’indice 1.
Justifier que pour tout k ∈ N∗, P(T1 = k) = (1 − p)k−1 p.

Q2. On note A l’événement « aucun nouveau client n’arrive dans la file ».
Exprimer A en fonction des événements {T1 = k}, k ∈ N∗. En déduire P(A). Interpréter.

Q3. Déterminer le rayon de convergence R de la fonction génératrice de T1, puis calculer
sa somme.

Q4. En déduire l’espérance et la variance de T1.

Q5. Pour tout n ∈ N∗, on note Tn la variable aléatoire égale au temps écoulé entre l’arrivée
du client d’indice n − 1 et le client d’indice n. On admet que les variables aléatoires Tn

sont indépendantes et de même loi.
On note Dn = T1 + . . . + Tn la variable aléatoire qui donne le temps d’arrivée du client
d’indice n.
Calculer l’espérance, la variance et la fonction génératrice GDn de Dn.

Q6. Rappeler le développement en série entière de (1 + x)α au voisinage de x = 0 pour
α ∈ R.
En déduire le développement en série entière de GDn en 0 et montrer que pour tout
(k, n) ∈ (N∗)2 :

P(Dn = k) =


0 si k < n,(

k − 1
k − n

)
pn(1 − p)k−n sinon.
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Partie II - Étude du comportement de la file

II.1 - Une suite récurrente

Soient a > 0 et f :


R→ R
x �→ exp(a(x − 1))

.

On s’intéresse au comportement de la suite (zn)n∈N∗ définie par :
z1 ∈]0, 1[ et ∀n ∈ N∗, zn+1 = f (zn) .

Q7. Montrer que pour tout n ∈ N∗, zn ∈]0, 1[ et zn+1 − zn est du même signe que z2 − z1.

Q8. En déduire que (zn)n∈N∗ converge vers une limite ℓ ∈ [0, 1] vérifiant f (ℓ) = ℓ.

Q9. Soit la fonction ψ :


]0, 1]→ R
x �→ ln(x) − a(x − 1)

.

Montrer que pour tout x > 0, on a : 0 ⩽ ψ(x) ⇔ f (x) ⩽ x et ψ(x) = 0 ⇔ f (x) = x.
Q10. On suppose dans cette question que a ⩽ 1.

Étudier le signe de ψ et montrer qu’elle ne s’annule qu’en x = 1. En déduire que
zn −→

n→+∞
1.

Q11. On suppose dans cette question que a > 1.
Étudier le signe de ψ et montrer que l’équation f (x) = x d’inconnue x ∈ [0, 1] admet
exactement deux solutions α et 1 avec α ∈]0, 1[ qu’on ne cherchera pas à expliciter.
En distinguant les cas z1 ∈]0, α] et z1 ∈]α, 1[, montrer que zn −→

n→+∞
α.

II.2 - Groupes de clients

On suppose que les clients de la file d’attente sont servis suivant leur ordre d’arrivée par
un unique serveur et que la durée de service de chaque client est une variable aléatoire qui
suit la loi de Poisson de paramètre λ > 0 : pour tout k ∈ N, le service a une durée k avec la

probabilité e−λ
λk

k!
.

On rappelle qu’initialement, la file contient un unique client : le client d’indice 0.

On note S la variable aléatoire égale à la durée de service de ce client : comme à chaque
instant il arrive au plus un nouveau client, il peut arriver entre 0 et S nouveaux clients pen-
dant le temps de passage au guichet du client d’indice 0. Les variables S et (Xn)n∈N∗ sont
supposées indépendantes.

On appelle « clients du premier groupe » les clients qui sont arrivés pendant que le client
d’indice 0 était servi.
Par récurrence, pour tout k ⩾ 2, on définit les clients du k-ième groupe comme étant les
clients qui sont arrivés pendant que ceux du (k − 1)-ième groupe étaient servis.

Pour tout k ⩾ 1, on note Vk la variable aléatoire égale au nombre de clients du k-ième groupe.

Par construction, pour n ∈ N∗, si le n-ième groupe est vide, alors l’événement {Vk = 0} est
réalisé pour tout k ⩾ n.
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Q12. Quelle est la situation concrète décrite par l’événement Z =
∪
n∈N∗
{Vn = 0}?

Q13. Quelle est la loi du nombre Nn de clients qui sont arrivés dans la file d’attente dans
l’intervalle de temps ⟦1, n⟧?

Q14. Pour tout (n, k) ∈ N2, calculer P(V1 = k|S = n).
En déduire que V1 suit une loi de Poisson dont on précisera le paramètre.

Q15. On note zn = P(Vn = 0). Montrer que (zn)n∈N converge et que P(Z) = lim
n→+∞

zn.

Q16. Justifier que pour tout ( j, n) ∈ N2, P(Vn+1 = 0|V1 = j) = P(Vn = 0) j. On distinguera le cas
j = 0.

Q17. Montrer que pour tout n ∈ N∗, zn+1 = exp(λp(zn − 1)).

Q18. Déterminer, suivant les valeurs de λp, la limite de la suite (zn)n∈N∗. Interpréter.

EXERCICE

Équivalent de Stirling

Q19. Soit x ∈ R. Montrer que
∫ +∞

0
tx−1e−tdt converge si, et seulement si, x > 0.

Pour tout x > 0, on note :
Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1e−tdt .

Q20. Montrer que pour tout x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x). En déduire que pour tout n ∈ N∗ :

Γ(n) = (n − 1)! .

Q21. On admet que l’intégrale
∫ +∞

0
e−t2dt converge et qu’elle vaut

√
π

2
.

Montrer que pour tout n ∈ N : Γ
(
n +

1
2

)
=

(2n)!
22nn!

√
π.

Q22. Pour tout k ∈ N∗ on note ρk = ln k −
∫ k+ 1

2

k− 1
2

ln t dt. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

ln Γ(n) =
∫ n− 1

2

1
2

ln t dt +
n−1∑
k=1

ρk .

On remarquera que pour n = 1, par convention, la somme des ρk est nulle.
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