Sujet 1 Agregation interne 2010 épreuve 2
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— NOTATIONS ET PRELIMINAIRES -

La lettre C désigne le corps des nombres complexes ; les espaces vectoriels considérés seront toujours
des espaces vectoriels sur ce corps C, et les symboles N, Z, Q, R ont leur signification habituelle. On
note N* (resp. C*) 'ensemble des entiers > 1 (resp. I'ensemble des complexes non-nuls).

La lettre & désigne 'espace vectoriel des polynomes a coefficients complexes (« polynomes » et
« fonctions polyndmes » seront toujours confondus, puisqu’on travaille sur le corps C, infini). La
partie réelle (resp. la partie imaginaire) du nombre complexe z sera notée Re(z) (resp. Im(z)) en un
endroit du probléme.

On rappelle que le symbole de Kronecker ¢;; vaut 1 et i = j et 0 sinon (i et j étant deux entiers).

[¢]
Enfin, pour une partie A d’un espace vectoriel normé & on note A 'intérieur de A.

L’objectif du probléme est ’étude de 1’équation de Guichard :
(@) flz+1) = f(2) = g(2)

dans un certain espace & de fonctions définies sur C, qui contient &2. Dans cette équation, g € & est
la donnée, f € & l'inconnue.

La partie I étudie I’équation (G) sur &, et donne une application.

La partie II définit I’espace & et établit quelques-unes de ses propriétés qui seront utiles par la suite.
La partie IIT étudie I’équation (G) sur &.

La partie IV, enfin, étudie une variante multiplicative de (G), a savoir I’équation (sur &) :

(H) [flgz) = f(2) = 9(2)

dans laquelle ¢ est un nombre complexe non nul (¢ € C*). Cette partie fait intervenir des considéra-
tions « diophantiennes », en ce sens que la vitesse d’approximation d’un irrationnel par des rationnels
doit étre prise en compte.

— Partie | : L’équation (G) sur & et les opérateurs nilpotentg” —

Soit Ay & — & Vopérateur de différence premiére défini par :
Vze C, (AP)(z)=P(z+1)— P(z), ot AP = A(P) (1)
1. (a) Démontxer que A : & — & est une application linéaire localexfent nilpotente, ¢’est-a-dire
(en notant™M\"” = Ao...0A (n fois) et A% =id ) :
VPe X AdneN tel queA"P =0.
(b) Existe-t-il un entier p €N tel que AP =07
2. Démontrer que A : & — £ n’est pas injective€t décrire son noyau.
3. On définit la suite (Hy)n>o0 des polynomes7de Hilbert sur C par :

-1 — 1
Hoz) =1 e N, s = 2B DEZn D

(a) Démontrer que AHy 0, AH, = H,—1 si n> 1t (Aan)(O) = O k-
(b) Démontrer que (B%),>0 est une base de & et que, plw précisément :

VPe P, P= i (A™P)(0)H, (2)

n=0

Pipliciter les coefficients du polynéme z — 23 sur la base (H,,).
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(c\Démontrer que A : & — & est surjective. Comment conciliez-voug/ela avec la question
?

4. (a) Soit mun entier fixé; on écrit 2P = f(z + 1) — f(2), avec f &/ et f(0) = 0. Démontrer
que N
VNEN, Y nP=fA41) (3)

n=0
(b) Donner une formuls simple pour calculer Zg: en fonction de V.

5. (a) Pour P € &, on pose WP|| = sup |P(z)|. D€montrer que I'on définit ainsi une norme sur

z€[0,1]
L.

(b) L’application linéaire A : &2 X\ egf-elle continue pour la norme précédente ?

(c) Montrer qu'il existe une norme sy & pour laquelle A est continue.
Indication : on pourra utilisepde cadlctére localement nilpotent de A pour définir a partir
de la formule (2) une normgAaisant de™X\ une application linéaire de norme 1.

6. On rappelle le lemme de Bgfre pour les espaces vectoriels normés complets ou « espaces de
Banach » (admis ici) : Si (#7,)n>0 est une suite de féxués d’un espace de Banach dont la réunion

o
est tout I'espace, alorg/l'un au moins de ces fermés, Fpzest d’intérieur non-vide (Fp # 0). On
se donne X un tel gépace de Banach (ici sur C).

[}
(a) Soit Y uAsous-espace vectoriel de X ; montrer que Y # 3= Y = X.
(b) Soit 7 X — X une application linéaire continue localement Wlpotente :

Vee X, IneN:T"(z)=0.
Démontrer que T est nilpotente : il existe n € N tel que T" = 0.

a) L’espace vectoriel &2 est-il complet pour la norme construite au 5)c) ?
p plet p
(b) L’espace vectoriel & est-il complet pour au moins une norme ?

— Partie Il : L'espace & des fonctions entiéres —

Soit & 'espace vectoriel des fonctions entiéres, c’est-a-dire des fonctions f : C — C qui s’écrivent

f(z) = Z an?"
n=0

ol la série entiére figurant au second membre a un rayon de convergence infini. On a immédiatement

P CE.
1. (a) Démontrer que les a,, sont déterminés de fagon unique par f et que I'on a plus précisément :

1 21

Vr >0, Vn e N, apr" = — fre®ye=mtdt . (4)
2T 0
(b) On pose M(f,r) = sup |f(z)|. Démontrer que :
|2|=r
M
Vr >0, Vn € N, |an|<#. (5)

r
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(c) Démontrer que & n’est pas égal a & (il suffira de donner un exemple d’une fonction f € &,
f(z) =372 yanz", qui n'est pas un polynome; on justifiera la réponse).

(d) Démontrer que les seules fonctions de & qui sont bornées sont les constantes.

(e) Démontrer que

o0
fe Y = Z anz" converge uniformément sur C tout entier.

n=0

Cette question a pour but de mettre en place quelques propriétés importantes de I'espace &.

(a) Soit (fx) une suite de fonctions de &, fr(z) = > alf2n. On suppose que (f) converge
n=0

uniformément vers f sur tout compact de C. Démontrer que f appartient a &.

Indication : on pourra commencer par démontrer que :

M

Rn’

(b) Démontrer qu'une fonction f de C dans C appartient & & si et seulement s’il existe une
suite de polynomes (P,) convergeant uniformément vers f sur tout compact de C.

(c) Démontrer que & est stable par produit, c’est-a-dire que f,g € & = fg € &.

(d) Soit f €&, acCetg:C— C définie par g(z) = f(z + a). Montrer que g € &. Ainsi, &
est stable par translation.

VR>0,3IM >0 / Y(nk)eN? |a| <

Une suite (An)n>0 de complexes est dite un multiplicateur de & si, pour toute fonction

f(z) = Zanz” €&,
n=0

[ee]

la série entiére > Apa,z" définit un élément de &, ¢’est-a-dire a un rayon de convergence infini.
n=0

On se propose de montrer qu’on a équivalence entre :

i) (A\,) est un multiplicateur de &;

ii) il existe des constantes A, B > 0 telles que : Vn € N, |\,| < AB™.

(a) Démontrer que ii) implique i).

(b) On suppose que ii) n’est pas réalisée. Montrer qu’il existe une suite strictement croissante
(nj)j>1 d’entiers > 1 avec : Vj > 1, |Ay;[ > j™. Puis montrer qu'il existe une fonction

o0
f €&, delaforme f(z) = ) a,,2", telle que le rayon de convergence de la série entiere
j=1

> an;An; 2" ne soit pas infini. En déduire que ii) implique i).

(a) Démontrer que A, défini par (Af)(z) = f(z+ 1) — f(2), envoie & dans &.

(b) Décrire le noyau ker A de A : & — &, et montrer que ce noyau est de dimension infinie.
Ainsi, A : & — & est trés loin d’étre injective. On verra dans la partie III qu’elle est
cependant surjective.

On rappelle que pour p > 0 et f définie et continue sur le cercle de centre 0 et de rayon p

(lw] = p), & valeurs complexes, l'intégrale curviligne

I= /w:p f(w) dw

2m
I= f(petyipe™ dt . (6)
0

est par définition :



(a) Démontrer que |I| < 2mp M(f,p).
(b) Montrer que si f appartient a & alors I = 0.
(c) Soit un élément h de & et un entier k € Z. On pose :

Ji(h,p) = 1/ _ wFh(w) dw .

2im
Démontrer que J_1(h, p) = h(0) et Ji(h, p) = 0 pour tout k > 0.

6. (a) Montrer qu'il existe une fonction g de & telle que
weC=e"=1+w+w?g(w) avecdeplus |glw)<e—2 si |w| =1.

(b) Soit k € Z, et

k

- 2 |w]=1 ev —1

i) Démontrer que I, est bien définie.
ii) Démontrer que Ip =1 et que I, =0si k > 1.
Indication : on pourra par exemple faire intervenir une série géométrique.

— Partie lll : L’équation de Guichard dans & -

A) Les polynoémes de Bernoulli et une application :
Pour n € N et z € C, on pose :
n! e*v dw

B = L
n(2) =50 wlet (€7 — 1) wn

1. Démontrer que
oo
Ik—n k

K-
k=0

B, (z) =n!

puis que B, est un polynoéme de degré inférieur ou égal a n. Calculer By.
2. (a) Démontrer que
Vz € R, Vn € N*, Bl (x) =nB,_1(x) .
(b) Démontrer que
VzeC, VYn€N* Bu(z+1)— By(z) =nz""",
et que By (1) = B, (0) pour tout entier n > 2.

3. (a) Démontrer que
1
Vn > 1, / Bp(x)dz =0.
0

(b) Calculer By, By, Bs.
Les deux questions suivantes proposent une application (a l'ordre 2) des polynoémes B,,.

4. Soit h:[0,1] — C, de classe €2
(a) Démontrer que

! _h(O) +h(1) [,
/Oh(t)dt_2 /Oh(t)Bl(t)dt.



(b) Montrer ensuite que

! _h(0)+h(1) RO =K@ 1 [ M,
/Oh(t)dt_ e +2/ B'(#)B(t) dt

0

Soit ¢ : [1,00[— C une fonction de classe C!, et N un entier non nul. On pose :

N N
SN:Zgo(n) etIN—/l o(t)dt .
n=1

On désigne par mo la fonction 1-périodique valant % sur [0, 1].

(a) Montrer qu’on a, pour n € N* :

/"+l¢(t)dt: p(n) + p(n+1) +*0/(")“P'("+1>+/n+l¢'(tm(t>dt.

2 12
(b) Démontrer que

s =1 + (50 + () + 5 (¢ 0 - ) - [ Sommar.

(c) On suppose que |¢”| est intégrable sur [1,00[ et que () tend vers 0 quand ¢ tend vers
+00. Démontrer que la série ), -, ¢(n) et l'intégrale généralisée (impropre) I e(t)dt
sont de méme nature. .

(d) Quelle est la nature de la série de terme général ei/\/; ?

B) Solution de I’équation (G) de Guichard

1.

(Question préliminaire) : Soit g(z) = > 2 by2", g € &. On veut résoudre 'équation
Af =g, avec f € &. Pourquoi est-il plausible de prendre

f _ i bn Bn+1 ?
n=0

n—+1

Qu’est-ce qui pourrait empécher ce choix ?
La suite de cette partie est consacrée a une modification des polyndmes de Bernoulli destinée a
contourner cet obstacle.

On se propose d’abord de montrer par ’absurde le fait suivant :
Il existe c > 0tel que: Vn e N, |w|=2n+1)r =¥ —1| > c. (11)

On suppose donc qu’une telle constante ¢ n’existe pas.

i) Montrer qu’on peut trouver des suites (n;);>1 d’entiers positifs et (w;);>1 de complexes telles
que |wj| = (2nj; + 1)m et lim e = 1.
j—00
ii) Démontrer que I'on a : lim Re(w;) =0 et lim (| Im(wj)| — (2n; + 1)7r) = 0.
j—00 j—00
iii) Montrer qu'il existe une suite (¢;), a valeurs dans {41, —1} et telle que la quantité §; =
w; — i€;(2n; + 1)7 tende vers 0 quand j tend vers +oo.

iv) Conclure que (11) est vrai.
Dans ce qui suit, on pose, pour n € N et z € C :
n! e dw

pn=2n+1)m; A,(z) = 2“T/| ‘ @ 1) wn (12)
w|=pn



Démontrer que A,, est dans & , et que
Vn € N*, V2 € C, (AA,)(z)=nz""1.
Montrer qu’il existe des constantes a et b strictement positives telles que :
Vn € N*, Vz € C, |A,(2)| < ae™. (13)

Soit g € &. Démontrer que 'équation de Guichard (G) : f(z + 1) — f(z) = g(z) posséde au
moins une solution dans &. Décrire toutes les solutions de (G).

Partie IV : La version multiplicative (H) de I'équation de Guichard

Soit ¢ € C*. On considére dans cette partie I’équation « aux ¢-différences »

1.

(H) flgz) — f(2) = g(2), avecge & .
On suppose |g| # 1. Démontrer que (H) posséde une solution f € & si et seulement si g(0) = 0.

Décrire alors I’ensemble de toutes les solutions.
Dans la suite, on suppose |q| =1 et plus précisément q = e ou 0 ¢ Q.
(Question préliminaire) : Pour € R, on note ||z|| la distance de x a l'entier le plus proche :

|z|| = d(x,Z) = inf |z —m| = min [z —m| .
meZ meZ

Démontrer que ||z| < 3, et qu’on a la double inégalité :
Ve e R, 4fz| < |e*™ — 1| < 27|z .
Indication : on rappelle que 0 < u < § = sinu > %u
On dit que 0 est lentement approchable (par des rationnels) s’il existe a > 0 et b > 1 tels que
Vn € N*, ||[nf]| = ab™™ . (14)

On dit que 6 est vite approchable si 0 ¢ Q et si § n’est pas lentement approchable. On note
A Tensemble des irrationnels lentement approchables, et B l'ensemble des irrationnels vite
approchables.
(a) Démontrer que V2 € A.
(b) Montrer qu’il existe une suite croissante d’entiers positifs (py)r>1 telle que I'on ait :
=1
k=1
Indication : on pourra définir les p; de proche en proche afin d’avoir une croissance
suffisamment rapide.
Soit 6 un irrationnel, et ¢ = ™.
(a) Montrer la double inégalité :
Vn e N*,  4||nf] < |¢" — 1| < 27||nd]| .

(b) Montrer qu’on a équivalence entre :

i) 0 est lentement approchable, autrement dit 6 € A;
ii) pour toute g € & avec g(0) = 0, I'équation (H) posséde une solution f € &.
Indication : on pourra utiliser la question 3) de la partie IT sur les multiplicateurs de &.

FIN DU SUJET
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ECOLE POLYTECHNIQUE optioN MP

CONCOURS D’ADMISSION 1998

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)
L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

* Kk %

On attachera la plus grande importance a la clarté, & la précision et a la concision de
la rédaction.

* Kk %

On se propose, dans ce probléme, de démontrer quelques propriétés des sous-corps du
corps des complexes C. On rappelle que, si K est un sous-corps d’un corps K’, ce dernier -
est, en particulier, un K-espace vectoriel, ce qui donne un sens a la K-dimension de K,
notée dimg (K').

Si K est un corps, on note K[X] 'anneau des polynémes a coefficients dans K. On
dit qu'un polynéme de degré > 0 est irréductible s’il ne peut pas s’écrire comme produit
de deux polynomes de degrés > 0. Un polynome est unitaire si le coefficient de son terme
de plus haut degré est égal a 1.

La question 1 est classique et servira surtout a fixer quelques notations ; la question 2
n’est pas utilisée dans la suite.

Premiére partie

On désigne par K un sous-corps de C, par o un nombre complexe non nul, par K{a] le
sous- K-espace vectoriel de C engendré par les nombres o™, n = 0,1, 2, ..., enfin par Ix(a)
I'ensemble des polynémes de K[X|] annulés par a.

1.a) Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) dimg(K[e]) < 400
(i)  Ix(e) # {0}.
Si elles sont remplies, on dit que o est K-algébrique, ce que 'on suppose dans la suite

de cette question.

b) Montrer qu'il existe un unique polyndme unitaire P € K[X] tel que tout élément
de Ix(a) soit un multiple de P, et que P est irréductible.
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Ce polyndme P sera noté Py (a) et appelé polynéme K-minimal de a.
c¢) Comparer le degré de Px(a) et dimg (K |a]).
d) Montrer que K[a] est un corps.

2. Applications numériques. On prend K = Q.

a) Déterminer le polynome Q-minimal de a = /2.

1++v5
5

b) Déterminer le polynéme Q-minimal de o =

Deuxiéme partie

On définit K et o comme dans la premiére partie. On suppose que « est K-algébrique
et on pose n = dimg (K/[a]).

3. Montrer que, si P est un élément irréductible de K[X], ses zéros dans C sont tous
simples.

4.a) On note Ay, ..., A, les zéros de Pk(a) dans C. Montrer que, pour tout i = 1,...,n,
il existe un unique morphisme de K-algébres o; de K|[a] dans C tel que o;(a) = X;.

b) Obtient-on de cette fagon tous les morphismes de K-algébres de K[a] dans C?

5. Montrer que si 3 est un élément de Ka] et si les 0;(3) sont deux & deux distincts,
alors on a K[a] = K|[3].

6. Etant donné un élément 3 de K|a], démontrer I'existence de deux éléments 3; et
B, de K|a| vérifiant K[8:] = K[8:] = K[a] et p1 + B, = 0.

[On pourra introduire, pour ¢ # j, I'ensemble E; ; des éléments A de K vérifiant

oi{a+ A8) = oj(a + AB)]

Troisiéme partie

On fixe un nombre complexe Q-algébrique non nul 4, et on pose K = Q[f],
n = dimg(K). On note 0;, i = 1,... ,n, les morphismes de Q-algebres de K dans C.

Dans ce qui suit, a désigne un élément de K ; on appelle M, I'’endomorphisme du
Q-espace vectoriel K défini par M,(5) = af pour tout 8 € K, et A, son polynome
caractéristique défini par A — dét (Al — M,).
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7. On pose m = dimg(Q[a]), d = dimgp(K). Vérifier que, si (ey, ..., e4) est une
Q[a] - base de K, les éléments a”e, ou p =0,....,m—1etr =1,...,d, forment une Q-base
de K.

8.a) Démontrer l'égalité A, = (Pg(a))?.

[On pourra examiner d’abord le cas o Qo] = K]

b) Démontrer 'égalité Tr(M, Za,(a
9. Pour tout n-uple (aj, ..., a,) de K™, on pose

D(ay, ..., &) = dét (Tr(Ma,a,))

ij=l...n

Exprimer D(aj, ..., a,) en fonction de dét (a,(aj))” L

n
10. Soit A = (Al J)i.j:l une matrice a coefficients dans Q, et soit §; = ZAi,pap.

Vérifier que
DBy, ..., 3,) = (dét A)’D(a,...,0n) .
11. Montrer que

D(1,6, ....6" ") = (=1)"=V2T](0:(6) — 0;(8)) -
1#j

12. Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur D(ay, ..., a,,), pour qu'un
n-uple (i, ..., @,) soit une Q-base de K.

13.a) Vérifier que le polynéme X® — X — 1 admet un unique zéro réel, que l'on
note 6.

b) Déterminer le polynéme Q-minimal de 6.

¢) Calculer D(1,8,6%).
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) | Suites du Cauchy (complément du sujet BECEAS 2016 ep 1)'

Une suite réelle (u,) est dite de Cauchy si: Ve € R}, AN € N,Vp,q¢ > N, |u, —uy| < c.

1. Montrer qu’une telle suite est bornée.
2. Montrer que si (u,) admet une suite extraite qui converge, alors la suite converge.
3. Montrer que (u,) converge.

Partie Il : Un cas aléatoire

On considere une suite (Y},) ,,en+ de variables aléatoires réelles discretes, toutes définies sur
le méme espace probabilisé (2, «,P), indépendantes, centrées (c’'est-a-dire d’espérance
nulle) et possédant un moment d’ordre 2.

On admet qu'une suite réelle (u,) ,en+ converge si, et seulement si, on a

Ve>0 INeIN* V(n,p)eN? (p>Netn>N:|u,,—un|<e).

n
On pose, pour tout entier naturel » non nul, S, = Z Y. et on note % 1'ensemble des w € Q

k=1
pour lesquels la suite (S n(w)) ot COTLVErge.
n

A.La convergence presque sfiire

+00
1. On pose, pour toute >0, Be)= | ) [ 1Sn—Spl <e].

N=1 n=N

p=N

a) (i) Justifier, pour tout € > 0, 'appartenance de B(¢) a <f.
(ii) Etablir 'égalité: ¢ = [ B(e).
>0
(iii) Comparer les ensembles B(¢) et B(¢') quand 0 < e < €.

P to ]
(iv) Etablir I'égalité : € = () B(%) et en déduire que € € .
k=1

2. a) Montrer que P (%) = 1 si, et seulement si, pour tout entier naturel k non nul,
P(B( ! ))=1
k - .

b) En déduire que P (%) = 1 si, et seulement si, pour tout € > 0,

+00

P(QlZ%[|sp—sn|>e])=o.

¢) Montrer que P (%) = 1 si, et seulement si, pour toute >0, lim P( U [ 1Sp — Snl>¢€ ]) =0.

N—+o00 nSN
p>N
B.Une inégalité

Quand une variable aléatoire U, définie sur (Q2,</,P), a une espérance on note E (U) sa
valeur.
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Soit € > 0 et N un entier naturel non nul. On note Ty 'application qui, a chaque w € Q,
associe I'élément de IN U {+oo} défini par

Tn(w) = inf{p eIN*; p>N et Sy -Syw)> e}
(avec la convention inf @ = +00).

1. a) Soit A un événement. Etablir I'égalité : E (14) = P (A).

b) Déterminer, pour tout entier naturel N non nul et pour tout entier p > N, les valeurs
des espérances E (S, — Sn) et E((Sp, — SN)Z) en fonction des moments des Y.

2. Exprimer, pour tout entier k > N, I'’ensemble [Ty = k] a 'aide d’événements liés a dif-
férentes variables aléatoires S; et en déduire que I'application Ty est une variable aléa-
toire.

3. a) Prouver, pour tout entier k > N, I'inégalité : EP([Ty=k)) < E((S;C —Sn)? l[TN:k]).

b) Soit p un entier strictement plus grand que N.
Justifier, pour tout k € [N+1, p], 'indépendance des variables S,—Si et (Sx—Sn)1{1y=k-

c¢) En déduire, pour tout (p, k) € IN? vérifiant N < k < p, l'inégalité :
e2P (| Ty = k1) <E((Sp - SN Lpry=ir)-

d) Prouver, pour tout entier p > N, I'inégalité :

p p
e ) PUTv=kD< ) EX).
k=N+1 i=N+1

4. On suppose, de plus, que la série Z E (Y,fl) converge. Etablir I'inégalité :

P(pEJN[ISp—SNI >e|) < g—lzizgllg(yiz).

C.Le résultat

On considere une suite (X;,) e+ de variables aléatoires réelles discrétes, toutes définies sur
le méme espace probabilisé (Q2,</,P), indépendantes et toutes de méme loi que X;. On
suppose que la loi de la variable X; est donnée par

1
P([X1:—1]):P([X1:1]):§.

n Xy
k=1 k

On pose, pour tout entier naturel n non nul, S, =

1. Prouver, pour tout entier naturel N non nul, I'inclusion

U [1sp-Sul>2] < U [ISP—SNI>§ :
et PN

. Xn .
2. Montrer que, presque siirement, la série Z — converge, c’est-a-dire montrer que ’ensemble
Xn(w)

des w € Q pour lesquels la série Z converge est de probabilité 1.
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L’objet du probleme est une étude de la vitesse de convergence de suites réelles. Dans la partie I, on définit la
vitesse de convergence d’une suite a valeurs réelles et on en étudie quelques propriétés. Le but de la partie II
est d’obtenir, dans différents cas issus des probabilités, des majorations de suites convergentes vers 0.

Les parties I et II sont indépendantes.

I Vitesse de convergence d’une suite réelle

Dans cette partie, on utilisera les notations suivantes :

— N désigne ’ensemble des entiers naturels ;

— RN désigne I’espace vectoriel des suites définies sur N & valeurs réelles ;

— E désigne le sous-ensemble de RN constitué des suites (u,,),,c convergentes telles que

AN e N, Vk > N, u;, # lim u,

n—oo

— & toute suite (u,,),c, appartenant a F et de limite égale a ¢, on associe la suite (uf ),y définie & partir d'un
certain rang par
Upi1 — ¢
u, — 4

c __

u =
n

— E° désigne l'ensemble des éléments (u,, ),y de E telles que (uf),,c) soit convergente ;
— soit (u,),cy une suite appartenant a £ et soit £¢ la limite de (uf ),y ; on dit que la vitesse de convergence
de la suite (u,,),,cp est
e lentesi /¢ =1,
e géométrique de rapport £¢ si £¢ € )0, 1],
e rapidesi /°=0;
— soit (u,),ey Une suite appartenant & E et de limite égale & ¢, et soit r un réel strictement supérieur a 1 ;
on dit que la vitesse de convergence de la suite (u,,),cy vers £ est d’ordre r si la suite définie & partir d’un
Upy1 — 4
|un - é"r

— on rappelle qu'une suite (u,,),cy st stationnaire si Ing € N, Vn > ng, u

certain rang par est bornée ;

n uno'

I.A — Des résultats généraux

I.A.1) Montrer que ’ensemble E°€ est non vide.

I.A.2) L’ensemble E€ est-il un sous-espace vectoriel de RN ?

I.A.3) Montrer que E° est strictement inclus dans F.

I.A.4) Soit (u,),en un élément de E°. Montrer que £¢ appartient au segment [0, 1].

I.B — Exemples de calcul de vitesse de convergence

I.B.1) Soit k un entier strictement positif et ¢ un réel appartenant & I'intervalle |0, 1[. Montrer que les suites

1 , 1 . o .
—_— . | nFgm et [ — appartiennent a F° et donner leur vitesse de convergence.
(n+1)F n!
neN neN "/ neN

1\
I.B.2) On consideére la suite (v,,), ¢y définie par Vn € N, v,, = (1 + %> .

e 1
a) Montrer qu’au voisinage de +00, v,, = e — ol + o0 (2—n>
b) Montrer que la suite (v,,) appartient & E€ et donner sa vitesse de convergence.
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+o00

I.B.3) On consideére la suite (I,,),,c définie par [y =0et Vn € N*, I, = / In (1 + f) e dax.
n

L=
0
a) Montrer que la suite (I,,) est bien définie et appartient a E.

b) A Taide d’une intégration par parties, montrer que la suite (I,,) appartient & E° et donner sa vitesse de
convergence.

1
I.B.4) Soit « un réel strictement supérieur a 1. La série de Riemann E — converge vers un réel que 'on
n>1

LN |
notera ¢£. On note (5,,),cn la suite définie par Sy =0et Vn > 1, S, = E T
k=1
1 1 1 1
<l-—8
a—1(Mn+1)1

b) En déduire que (S,,),cn appartient & E° et donner sa vitesse de convergence.

a) Montrer que Vn > 1, n S a_1no1

I.C — Vitesse de convergence d’ordre r d’une suite réelle

I.C.1)  Soit (u,),cy un élément de E dont la vitesse de convergence est d’ordre r, out r est un réel strictement
supérieur & 1. Montrer que la convergence de la suite (u,, ),y est rapide.
1.C.2)

n
1
a) Montrer que la suite (5,,),cy définie par Vn € N, S, = Z o est un élément de E. On note s la limite de
k=0 "
cette suite.

1 1 X1
b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a m <s—8, < m ;0 ok

¢) En déduire que la convergence de la suite (S,,),cn est rapide.

d) Soit r un réel strictement supérieur & 1. Montrer que la convergence de la suite (S,,),,cy vers s n’est pas
d’ordre .

I.C.3) On considére I un intervalle réel de longueur strictement positive, f une application définie sur I &
valeurs dans I et (u,, ),y une suite définie par uy € I'et Vn € N, u,.; = f(u,,). On suppose que la suite (u,,),,c)
converge vers un élément £ de I et que f est dérivable en /.

a) Montrer que f(¢) = ¢.

b) Montrer que si la suite (u,,),cn D'est pas stationnaire alors elle appartient a E°. Donner sa vitesse de
convergence en fonction de f/(¢).

¢) Montrer que si |f'(£)| > 1, alors (u,,),,cy est stationnaire.

d) Soit r un entier supérieur ou égal a 2. On suppose que la fonction f est de classe C" sur I et que la suite

(uy, ) pen Dest pas stationnaire. Montrer que la vitesse de convergence de (u,, ) ey €st d’ordre r si et seulement
siVk € {1,2,...,7 — 1}, f® ) = 0.

IT Autour de la loi faible des grands nombres

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont réelles discrétes et définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P). Pour toute variable aléatoire X d’espérance finie, on note E(X) I'espérance de X.

Soit « un réel strictement positif. On dit que la variable aléatoire réelle discrete X admet un moment exponentiel
d’ordre « si la variable aléatoire e®X| est d’espérance finie.

On pourra utiliser les deux propriétés suivantes sans avoir besoin de les démontrer. Soit n un entier strictement
positif et soit Xy, ..., X,,, n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. Alors :

— sl f est une application définie sur R & valeurs réelles, alors f(X;),..., f(X,,) sont des variables aléatoires

réelles mutuellement indépendantes ;
n

— si les n variables aléatoires X, ..., X,, sont d’espérance finie, alors la variable aléatoire H X, est d’espérance

=1
finie et [E(H Xl) = [ Ex)).
=1

i=1
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II.A — Préliminaires

Les trois questions de ces préliminaires sont indépendantes.
On rappelle que la fonction cosinus hyperbolique, que 1’on note cosh, est définie, pour tout réel ¢, par
et et

cosh(t) = —5 —

II.A.1)

a) Donner le développement en série entiére de la fonction cosinus hyperbolique et celui de la fonction définie
sur R par ¢ — e!”/2. On donnera le rayon de convergence de ces deux séries entieres.

b) En déduire que Vt € R, cosh(t) < et’/2,

IT.A.2) Soit a et b deux réels vérifiant a < b. Montrer que VA € [0, 1], e**(17N8 < Ne® + (1 — N)eb.

IT.A.3) Soit f une fonction & valeurs réelles, définie et continue sur RT, et admettant une limite finie en +oo0.
a) Montrer que f est bornée sur R.

b) En déduire que la fonction g définie sur R* par Vi € RT, g(t) = te? ol 7 est un réel strictement négatif, est
bornée sur R*.

II.B — Variable aléatoire discréte admettant un moment exponentiel

II.B.1) Soit o un réel strictement positif et X une variable aléatoire discrete admettant un moment exponentiel
d’ordre . Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance finie.

I1.B.2) Pour chacune des variables aléatoires réelles suivantes, déterminer les réels « strictement positifs tels
que la variable aléatoire admette un moment exponentiel d’ordre « et calculer E(e®X) dans ce cas.

a) X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A, ou A est un réel strictement positif.

b) Y une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p, ou p est un réel strictement compris
entre 0 et 1.

¢) Z une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametre n et p, olt n est un entier strictement positif
et p est un réel strictement compris entre 0 et 1.

II.C — Une majoration de P (‘i fm‘ > 5)
n

Dans les sous-parties II.C et II.D, on considere € un réel strictement positif, X une variable aléatoire réelle
discréte a valeurs dans {z,,, p € N}, et (X;)cy. une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
et de méme loi que X.

n
Pour tout entier n strictement positif, on définit la variable aléatoire S,, par S,, = ZX .
k=1

Dans cette sous-partie I1.C, on suppose que la variable aléatoire X admet un moment exponentiel d’ordre « ou
« est un réel strictement positif.

I1.C.1)

a) Montrer que la variable X admet une espérance finie. On notera m 1’espérance de X.

b) Appliquer, avec les justifications utiles, la loi faible des grands nombres pour la suite de variables aléatoires
(X,).

I1.C.2)

a) Montrer que la fonction W : ¢ = E(e!™) est définie et continue sur le segment, [—a, a].

b) Montrer que la fonction ¥ est dérivable sur U'intervalle |—«, o et déterminer sa fonction dérivée.

II.C.3) On considére application f. définie par

Iy [—a,a] = R
€ ) ¢t ef(ers)t\II(t)

a) Donner les valeurs de f,(0) et f/(0).
b) En déduire qu’il existe un réel ¢, appartenant a l'intervalle |0, o[ vérifiant 0 < f.(¢,) < 1.

II.C.4) Montrer que pour tout réel ¢ appartenant au segment [—c, ] et tout n appartenant a N*, la variable
aléatoire réelle e"5n admet une espérance égale & (W(t))".
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11.C.5)

a) Soit ¢t un réel appartenant & 'intervalle ]0, ] et soit n appartenant & N*.
S S
Montrer que P (—” >m+ 6) =P (etsn > (et(m+5))n), puis que P (—” >m+ 5) < (fs(t))n
n n
n

b) En déduire qu’il existe un réel r appartenant a I'intervalle |0, 1] tel que Vn € N*, P (— >m+ E) <r'.
n

II.C.6) Montrer que la suite définie par: Vn € N*, P ( - —m
n
nulle et dont la vitesse de convergence est géométrique. Comparer ce résultat a la majoration obtenue avec la

loi faible des grands nombres.
2 E)

Dans cette sous-partie II.D, on suppose qu’il existe un réel c strictement positif tel que la variable aléatoire
réelle discrete X vérifie E(X) =0 et Vw € Q, | X(w)] < c.

I1.D.1) Montrer que la variable aléatoire X admet un moment exponentiel d’ordre @ pour tout réel « stricte-
ment positif.

> 5) est majorée par une suite de limite

S,
II.D — Une majoration de P (‘—"
n

Les fonctions U et f. des questions II.C.2 et II.C.3 sont ainsi définies sur R.

X
I1.D.2) On considére Y la variable aléatoire réelle définie par Y = 3 35
c

a) Vérifier que X = —cY + (1 —Y)ec.

b) Montrer que e¥ < Ye ¢+ (1 —Y)eC.

11.D.3)

a) Montrer que E(e™) < cosh(c).

b) En déduire que V¢ € RT™, U(t) < cosh(ct).

I1.D.4) Montrer que Vi € R™, f_(t) < exp(—te + %CQtQ).

-n

S
II.D.5) Montrer que Vn € N, [P(
n

€
> E) < 2exp(—n@).

I1.D.6) Soit n un entier naturel non nul, p un élément de l'intervalle |0, 1] et Z une variable aléatoire suivant
une loi binomiale de parameétre (n,p).

N Z
A Taide de la question précédente, majorer P (’— —p‘ > 5) en fonction de n, p et .
n

oo e[INe oo
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Sujet 5

L Mathématiques 2

S .

CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrice autorisée

Quelques applications de la formule de Stirling

2023

Ce probleme propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling et de I'appliquer a 1’étude des
marches aléatoires sur 7.

Intégrale de Gauss
+o0

Le but ddgcette partie est de calculer I'intégrale dite de Gauss : / e dt.
0

+o00
Q1. Montrer queNlintégrale / et dt est absolument conve gente.
0

On étudie les fonctions f et g d8{nies par
n—(t2+1)2? r )
flz) = dt et  g(x)= /e’t dt.
0

Q 2. Montrer que f est définie sur B4t qu’ellengst paire. Calculer f(0).
Q 3. Montrer que f est de clasge’C! sur R et donneNexpression de f'(z).
Q 4. Montrer que g est défhie et de classe C! sur R.
Q 5. A T'aide d’un cpfngement de variable affine, montrer que
Ve eR, f[f'(x)=—-2¢(x)g(x).
Q 6. Vérifjet que
Ve eR, f(z)= % —g(z)%
o0

iy
2

Q. En déduire liI+n g(z), puis conclure que / et dt =
T—+00
0
II Formule de Stirling

Dans cette partie, on propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling. On va prouver ’existence
d’une suite (g,,)en- convergente vers 0 telle que

Vn e N*, nl= QWn(n) (1_’_1_’_%).
€

12n  n
+00
II.A - Pour n € N, on pose I,, = / t"e tdt.
0
R
| Qs. Montrer que la suite (I,),,c, est bien définie.
Admis
Q9. Donner une relation entre I, ; et I,,, et en déduire que I,, = n! pour tout entier naturel n.
< II.B - Cette sous-partie est consacrée a la démonstration de la formule de Stirling classique
n n
nl ~ V27mn () . (I1.1)
n—-+00 e
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Q 10. Si n est un entier naturel non nul, déduire de la question précédente que

(e J (o) e

-y
Onnote 1 s | la fonction indicatrice de I'intervalle [—+/n, +-00[ dont on rappelle qu’elle vaut 1 sur [—y/n, +00]
n
* _ Y —yvn
et 0 sur |00, —/n[. On pose pour n € N* et y € R, f,,(y) = L_ /m o0 (¥) (1 + ﬁ) e uvn,

Q 11.  Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R et, pour y € R, préciser 1ir+n fu(y).
n—+oo

—In(1
Pour z € |—1, +o00[ \ {0} on pose ¢(z) = w
Q 12.  Justifier que ¢ est prolongeable en une fonction continue sur |—1,+oo[ que l'on convient de noter

également g.

u
14+ ux

du.

1
Q 13. Démontrer que, pour tout z > —1, ¢(x) = /
0

Q 14. En déduire que ¢ est une fonction décroissante sur |—1, +oo[ et démontrer que pour tout n € N*,

VyeRY, f.(y) <(I+ye ¥ et VyeR, [y <e V2
Q 15.  Déduire des questions précédentes la formule de Stirling (I1.1).

II.C - Pour raffiner la formule de Stirling, on introduit les suites réelles (u,,)nenrs (Un)nens €6 (Wy,) pen
définies par :

_n"e"/n

U
n!

n

1 1
Q 16.  Vérifier que w,, niroo 1 o2 +o (rﬂ) et en déduire la nature de la série numérique > w,,.

ient (a,,),cn+ une suite réelle positive et (b,,),cn- une suite réelle stricte positive, telles que

Q 17.  Soit € > 0. Montrer qu’il existe on nul n, tel que

<

(1+¢)b,.
+00
Q 18. a o~ ; by

+o00o
1
I1.C.2) Si n est un entier naturel non nul, on pose R,, = Z -
k=n k
n+1
Q19 Pour tout n € N*, établir que _ < / ldlf < €
) ’ d (n+1)2 ° 2 T n?’

Q 20. En déduire un équivalent simple de R,, lorsque n — +o0.

I1.C.3)
+oo

Q 21. Déduire des questions précédentes un équivalent de Z wy, lorsque n — +o0.
k=n

Q 22.  En déduire qu’il existe une suite (g, ), e+ convergente vers 0 telle que

Vn € N*, n!l=+v2mn n 1—|—L—|—q—" .
e 12n ~ n
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III Etude de deux séries entiéres et application & une marche aléa-
toire

Un point se déplace sur un axe gradué. Au départ, il se trouve a l'origine et a chaque étape il se déplace suivant
le résultat du lancer d’une piece de monnaie qui n’est pas supposée équilibrée.

Le déplacement du point est formalisé de la maniére suivante. Dans ’espace probabilisé (2, A, P), on consideére
une suite de variables aléatoires (X, ), cy+ & valeurs dans {—1,1}, indépendantes, et telles que, pour tout n € N*,

P(X,=1)=p e P(X,=-1)=¢q, oupel0,lletqg=1—p.

n

Les variables aléatoires (X,,), i+ représentent les résultats des lancers successifs de la piece de monnaie.

L’abscisse S,, du point a I'issue du n-ieme lancer est alors définie par :

SO :O7
k=1

On admet que, si (Y,,),cn- €st une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi alors,
n—~k n

pour tout n > 2, quel que soit 'entier k& compris entre 1 et n—1, les variables aléatoires Z Y, et Z Y, suivent
i=1 i=k+1

la méme loi.

On se propose de calculer la probabilité que le point ne revienne jamais a ’origine.

On remarque que le point ne peut revenir a 'origine (i.e. S}, = 0) qu’aprés un nombre pair de lancers de la piece
de monnaie (i.e. kK = 2n).

On introduit alors les suites (a,,),en €t (b,,)nen définies par ay =1, by = 0 et
vneN,  a,=P(S,=0) et b, =P([S;#0]NN[Sy_4 #0]N[S,, =0])

et les séries entiéres
+o0 400
A(z) = Z a,r®" et B(z) = Z b, "
n=0 n=0
IIT.A -

Q 23.  Quelle est MJoi de la variable aléatoire %(X 1+1) 7 En utilisant une lpf’binomiale, calculer I'espérance

et la variance de la variable S,,.

Q 24. Ecrire une fonction Rython qui prend en argument le nogre n de lancers et renvoie le nombre de
retours au point a l’origine.

On pourra utiliser la fonction Python random.randefi() qui renvoie un nombre flottant pseudo-aléatoire
dans l'intervalle [0, 1].

Q 25.  Vérifier que pour tout n € N* a,, = @' p"q"™.
n

Q 26.  En déduire le rayon de convergéhce R de la sériesgtiere Y a,,z%".

Q 27.  Pour quelles valeurs de pXexpression A(z) est-elle défiNg en =17

Q 28.  En utilisant le déyéloppement en série entiere en 0 de déterminer une expression de A(x).

1—=z
II1.B —

Q 29. Powr’n € N*; en décomposant I’événement {S,,, = 0} selon 'indice de ler rékgur du point a origine,

n
établir lAfelation a, = bya, 4.
k=0
(¥’30.  En déduire une relation entre A(z) et B(z) et préciser pour quelles valeurs de z elle est Yalable.
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Q 31. ure que B(z) =1 — /1 — 4pga? pour x dans un intervalle & préciser.

Q 32. Pour quelles valeurs lexpression obtenue a la
=17 Qu’en est-il de 'expression qui défiTm

on précédente pour B(z) est-elle définie en
mme somme d’une série entiere ?

II1.C -

En déduire que la probabilité de I’événement « le point ne revient jamais en égale & |p — ¢l

IV Loi de ’arcsinus

Dans cette partie, on reprend les notations de la partie III et on se place dans le cas particulier p = ¢ = 1/2.
Dans ce cas tous les « chemins » de la marche aléatoire sont équiprobables : pour n € N*,

1
V(./L'l, ,.’L’n) e {—1, 1}”, [P([Sl = .%'1] n [SQ - -'1:1 + 562] n--N [S'n, = :Ul + -'1:2 + -+ ‘Tn]) = 27

Pour n € N, on s’intéresse désormais au moment de la derniéere visite en 0 de la marche aléatoire au cours des
2n premiers pas, c’est-a-dire a la variable aléatoire T, définie par

T, = max{0 <k < 2n | S, = 0}.

On admet dans la suite que 7,, est une variable aléatoire discréte, définie sur le méme espace probabilisé (2, A, P)
que la suite de variables aléatoires (S,,),cn-

Si z est un réel, on note |z | sa partie entiére.

IV.A - Pour n € N*, on appelle chemin de longueur n toute ligne polygonale reliant les points (0, S,),
(1,5y), ..., (n,S,,).
2 (47 54)
1
0 (0750) v
(27 SQ) (67 SG)
-1

(L Sl)

Figure 1 Un chemin de longueur 7
Dans cette sous-partie IV.A, n, = et y sont des entiers naturels tels que n # 0, z # 0 et y #£ 0.
IV.A.1) On note N,, , le nombre de chemins reliant le point (0,0) au point (n,x).

Q 34.  Vérifier que si @ € [—n,n] et n — x est un entier pair alors

n N n+x
N"’z_<a> ol a=—

et que N, . = 0 dans le cas contraire.

Q 35. En déduire P(S,, = x).

Q 36. Retrouver ce résultat a I'aide d’une variable aléatoire bien choisie.
IV.A.2) Principe de réflexion

Q 37. Montrer que le nombre de chemins reliant (0,z) & (n,y), tout en passant au moins une fois par un
point d’ordonnée 0, est égal au nombre de chemins quelconques reliant (0, —z) & (n,y).

IV.A.3)

Q 38. En utilisant le principe de réflexion, montrer que le nombre de chemins reliant (1,1) & (n,z) sans
jamais rencontrer I’axe des abscisses est égal a

anl,mfl - anl,erl‘
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Q 39. En déduire que pour tout k € N*

P([S; > 0] N - N [Syy_y > 0] N [y, = 2k]) = %(U’(SQ,L_l =92k —1) — P(S,, , =2k + 1)).
+oo
Q 40. En remarquant que [S,, > 0] = U [Sy, = 2k], démontrer que
k=1

P([S) > 0] N1 [S, 1 > 011 [Sy, > 0]) = 2P(S,, = 0)

puis que
P([Sy # 0] NN [Sy,_1 # 0] N [Sy, # 0]) = P(S,, =0).
IV.B — Soit n € N*.
Q 41.  Montrer que pour tout k € [0,n]
P(Ty,, = 2k) = P(Sy, = 0) x P([Sy # 0] N N [Sy,, oy, # 0]).

Q 42. En déduire que pour k € [0, n]

2k 2n—2k\ 1
- (2 (22 4

IV.C — Dans cette sous-partie IV.C « et 8 sont deux réels tels que 0 < a < 5 < 1.
fle) site|0,q

Q 43.  On définit la fonction f par f(t) = t(ll—t) site o, f]
f(B) site]B1].

En utilisant des sommes de Riemann adaptées a f, montrer que
(8]
lim

B
Z ;:/¥dt
novreo, e Vikvn—k N

Q 44. A laide de la partie II justifier qu’il existe une suite (€, ) nen convergente vers 1 telle que

m\ _ 4" (| e
n ) Jnw 8n /)’
Q 45. En déduire que

, oA ok (on—2k) 1 1 1
tm (> (% ) T ) ="
norteo k=|na|+1 n— ™ k=|na|+1 k?(’l’L - k)

Q 46. Montrer alors que

lim P (I;” € [a,ﬂ]) = %(arcsin(\/g) - arcsin(\/a)).

n—-+oo n

P , ; . T. 1 1
Ce résultat a des conséquences assez surprenantes au premier abord. Par exemple lim P | =222 < = | = =
n—-+0oo 2n 2 2

s’interpréte ainsi : si deux personnes parient chacune un euro chaque jour de lannée d un jeu de hasard
équilibré, alors avec la probabilité 1/2, un des deuz joueurs sera en téte du premier juillet au 31 décembre.

o e o[ [Ne oo
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Sujet 6 Mines PC 2021 premiére épreuve

Variables aléatoires entieres symétriques a forte dispersion

Dans tout le sujet, on fixe un espace probabilisé (€2, 4, P) sur lequel toutes les variables
aléatoires considérées sont définies. On utilisera systématiquement la locution « variable
aléatoire » pour parler d’'une variable aléatoire réelle discrete, et « variable aléatoire
entiere » pour parler d’une variable aléatoire a valeurs dans Z. On pourra noter

X)) ={z,,nel}
ou I est un sous-ensemble fini ou dénombrable de N et x,, € R pour tout n € I.

Définition 1 (Dispersion d’ordre «) On fize un réel o > 0. Soit X : Q@ — R une
variable aléatoire. On dit que X vérifie la condition (D,,) - dite de dispersion d’ordre
a - lorsque, quand n tend vers +o0,

P(|X]| zn):3+o(nlz)- (1)

Définition 2 (Variables aléatoires symétriques) On dit que X est symétrique
lorsque —X suit la méme loi que X, autrement dit lorsque

Vee X(Q), P(X=z)=PX =—ux). (2)
On admet le principe de transfert de l’égalité en loi :

Théoréme 1 Etant donné deuz variables aléatoires X et'Y prenant leurs valeurs dans
un méme ensemble E, ainsi qu’une application u : E — F', si X et Y suivent la méme
loi alors u(X) et u(Y) aussi.

Dans tout le sujet, on se donne une suite (X,,),>; de variables aléatoires entieres,
mutuellement indépendantes, toutes de méme loi, symétriques, et vérifiant la condi-
tion (D,). On admet que sous ces conditions la variable X, ;; est indépendante de
X1+ -4+ X, pour tout n € N*.

On pose, pour tout n € N*,

"=

appelée n-ieme moyenne empirique des variables Xj. L’objectif du sujet est d’établir la
convergence simple d'une suite de fonctions associées aux variables M,,.
Les trois premieres parties du sujet sont totalement indépendantes les unes des autres.



Questio

1 > Soit X une variablealéatoire. Rappeler la dé ion de « X est d’espérance finie ».
Montrer alors que X est é

finie.

érance finie.

Généralités sur les variables aléatoires

3 > Soit X une variable aléatoire entiere vérifiant (D,). Montrer que X n’est pas
d’espérance finie, et que X? non plus.

4 > Soit X une variable aléatoire symétrique, et f : R — R une fonction impaire. Mon-
trer que f(X) est symétrique et que si f(X) est d’espérance finie alors E(f(X)) =
0.

5 > Soit X et Y deux variables aléatoires symétriques indépendantes. En comparant
la loi de (=X, =Y) a celle de (X,Y), démontrer que X + Y est symétrique.

Deux sommes de séries

On fixe ici un nombre complexe z tel que z # 1 et |z| < 1. On introduit la fonction

t
L:tr—>/ - du.
0

1—uz

6 > Montrer que, sur le segment [0, 1], la fonction L est convenablement définie et de
classe C*°. Donner une expression simple de sa dérivée n-ieme pour tout n > 1.

7 > Justifier que pour tout ¢ € |0,1], on a 1 — ¢ < |1 — tz|, et plus précisément encore
que 1 —t < |1 —tz].

8 > En déduire successivement que

1 n 1 ~n+1 1 —t n
/ dt — 0 et / udt — 0.
0 n—+00 0o (1 —tz)nt! n—+oo

1—t
1—1tz



nclsj
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n=

10 > Montrer que la fonction

JR? — R
T (t,u) +— |1+ ue|

est continue. En déduire qu'il existe, pour tout a € |0, w[, un réel m, > 0 tel que

v(tau) € [—CL,CZ] X [07 1]7 ’1 +U€it‘ > My,

11 > Montrer que la fonction

1 eit

F:tel-mnlr— .t
0o 1+ ue

est de classe C! et donner une expression de sa dérivée sous la forme d’'une intégrale
a parametre.

12 > Montrer que
tan(t/2) N i

2 2’
et en déduire la valeur de F'(t) pour tout ¢t € |-, 7.

Vit € l-m,w[, F'(t) =

13 > Soit 6 € )0, 27[. Déduire des questions précédentes que

+o0 I 2 +00 o3 2] ]
3 cos(nd) :—1n<281n2) ot Zsm(n ) -0

n n 2

n=1 n=1

Fonction caractéristique d’une variable aléatoire
symeétrique

On fixe dans cette partie une variable aléatoire symétrique X. On pose

B - R —R
Tt »HE(COS(I?X)),

appelée fonction caractéristique de X.

14 > Montrer que ®x est bien définie, paire et que ¥Vt € R, |®x(t)] < 1.



15 > En utilisant le théoreme du transfert, montrer que ®x est continue.

Dans la suite de cette partie, on suppose que X est une variable aléatoire entiere
symétrique vérifiant la condition (D, ). Pour tout n € N, on pose

R, :=P(|X| > n).

16 > On fixe un réel ¢t € |0, 27[. Montrer successivement que

—+00

() = D (Rn — Ruy1) cos(nt)

n=0

puis
+oo
Px(t)=14+>_ R, [cos(nt) — cos((n — 1)t)}.

n=1

On pourra établir au préalable la convergence de la série YR, cos(nt).
n

17 > Montrer qu’il existe un nombre réel C' tel que

+o0 Qa )
S (r-2)er e

+
n—1 n t—0

et en déduire que, quand ¢ tend vers 0T,

= = T
> R, cos(nt) =O(Int) et Y R, sin(nt)= - + o(1).
n=1 n=1

18 > Conclure que, quand ¢ tend vers 07,

Dy(t)=1- %t +o(t).

La fonction ®x est-elle dérivable en 07

Convergence simple de la suite des fonctions
caractéristiques des variables M,

19 > Soit X et Y deux variables aléatoires symétriques indépendantes. Montrer que

VvVt € R, (I)Xer(t) = (Dx(t) (I)y(t)



20 > Démontrer que pour tout entier n > 1, la variable M,, est symétrique et

W ER, O, (t) = (Px,(t/n))".

21 > En déduire que pour tout réel t,

(t) — exp(—ﬁa w)

n——+00 2

Py

n

22 > La convergence établie a la question précédente est-elle uniforme sur R 7

A partir de la, des théorémes d’analyse de Fourier permettraient de démontrer que
la suite (My)n>1 converge en loi vers une variable de Cauchy de parameétre 7*, ce qui
signifie que pour tout segment [a,b] de R,

o fb du
< M, < 2 Jo @1 (ra)2)?
P(CL = Mn — b) n—>—+>00 2 /a u? + (7TCY/2)2

FIN DU PROBLEME



Sujet 7 Mines PC 2005 deuxiéme épreuve Commencer par Il

Racine carrée d’endomorphisme

Pour toute fonction f continue intégrable sur IR, on considére f, dite trans-

formée de Fourier de f, définie sur IR par:

f) = [ rwe as,
—0o0

D’aprés le théoréeme de convergence dominée, on sait que fA‘est continue et
on admet que si, de plus, J/”\est intégrable alors I’égalité suivante est vérifiée
pour tout réel x:

+oo .

2nf@) = [ Fwe a.

— 0o
On note S, 'ensemble, appelé espace de Schwartz, des fonctions f définies
sur IR & valeurs complexes, de classe C* sur IR et telles que pour tous les
entiers j > 0 et k > 0, la fonction fU) soit négligeable devant la fonction

(y — (14 |y/¥)~1) quand |y| tend vers l'infini: pour tout j et tout k entiers,
179 ()|(1 + |y|*) tend vers 0 quand |y| tend vers Iinfini.

On admet que la transformation de Fourier est une bijection de S
dans lui-méme.

Soient I un intervalle de IR et F un sous-espace vectoriel de ’espace
des fonctions définies et indéfiniment dérivables sur IR, & valeurs réelles ou
complexes. On appelle dérivation dans E l'application d qui & tout f de E
associe sa dérivée f’. On suppose que d est un endomorphisme de 'espace
vectoriel E. L’objet du probléme est de chercher ¢’il existe un endomorphisme

0 de E tel que § o = d: on dira alors que § est une racine carrée de d.

Préliminaires



nclsj
Ligne

nclsj
Ligne


IT. Dimension finie

On désigne par E le IR-espace vectoriel des fonctions définies sur IR, a
valeurs réelles, dont une base est (cos x, sinx).
5) Montrer que la dérivation dans E est un automorphisme d de E.
A faire apres IlI
6) Ecrire la matrice D de d dans la base (cosx, sinx). Montrer que D est
diagonalisable dans My (C).

7) Qu’est-ce que cela implique pour §7

8) Pour diagonaliser D, prenons la matrice de passage

Quelles sont les valeurs possibles de la matrice A de § dans cette base?

9) Déterminer, par leur matrice dans la base (cosz, sinz), tous les auto-

morphismes du IR-espace vectoriel £ dont le carré est égal & d.

ITI. Espace de Schwartz

Désormais, on considére ’espace vectoriel £ = S défini dans I'introduc-
tion. Dans ce qui suit, on considére un élément donné f de E. Pour tout

nombre réel y, on note

si >0
r(y) = { vy LU=
/-y si y<O.

On définit la fonction 6(f) par:

U BN
i@ =5 [ rwfwe a.

10) A quelle condition sur le réel ), la fonction ¢y définie sur IR par:

oa(z) = exp(—A.a?),

appartient-elle & E'7


nclsj
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nclsj
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11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)
19)

20)

Soit j un entier naturel. Donner I’expression de la transformée de Fourier,
fU), de la dérivée j-ieme de f en fonction de la transformée de Fourier
de f.

Montrer que d(f) est définie et indéfiniment dérivable sur IR.

Désormais, on suppose de plus que f est nulle en-dehors d’un segment
[—A,A], ou A est un réel strictement positif, et que f est d’intégrale nulle
sur IR, autrement dit telle que ijO: f(z) dz =0.

Montrer que la transformée de Fourier de f est développable en série
entiére au voisinage de ’origine, et donner une expression des coefficients

(an,n > 0) tels que

~ +OO
f(y) = Z any".
n=0

Montrer qu'’il existe une fonction u définie et indéfiniment dérivable sur IR

~

telle que, pour tout réel y, on ait f(y) = yu(y).

Démontrer que pour tout réel non nul z, I'identité suivante est satisfaite :

“+o0o )
/ v 2u(y)e™ dy =
0

+o0 U .
- % (34—\%) + 3y (y) + v/ 2u"(y)> e dy. (1)

Montrer que §(f) est intégrable sur IR.

Pour f € S, on note f la fonction définie sur IR, par f(:):) = f(—x).
Comparer ]AE et }’\

—

Montrer que 76(f) est intégrable sur IR.
Montrer que 62 = d.

Montrer que si f n’est pas la fonction nulle, il n’existe aucun segment en
dehors duquel §(f) est nulle.

FIN DU PROBLEME
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L’objet de ce probléme est d’introduire suivant une méthode originale la fonc-
tion I' et de déterminer, a I'aide de cette fonction, une expression de I'intégrale
I suivante :

/2

= / In (In (tanz)) dz.
/4

Premiére partie

Il est admis que, si la fonction réelle f, définie sur un intervalle I de la
droite réelle R, est convexe, pour toute suite croissante de trois réels x1, x2, x3,
(r1 < 22 < x3) appartenant a l'intervalle I, les valeurs prises par cette fonction
en ces points vérifient la relation suivante :

f(@s) — [ (x2)

f(@2) — f (1) < f(x3) = f (21) < .

X9 — I Tr3 — T1 Tr3 — T2




Soit F' une fonction inconnue, définie sur la demi-droite ouverte ]0, oo[,
prenant des valeurs strictement positives (F' (x) > 0), qui vérifie les propriétés
suivantes :

i. pour tout réel x strictement positif :

Fz+1)=2z F(x).
ii. La fonction x — In F' (z) est une fonction convexe.
iii. La fonction F' prend la valeur 1 en 1 :

F(1)=1.

Encadrement de F'(n+ z) et de F (x) :

Dans les quatre premieres questions, x est un réel appartenant a 'intervalle
semi-ouvert |0, 1] et n un entier naturel supérieur ou égal a 2 (n > 2).

1. Démontrer les inégalités suivantes :

InF(n+z)—InF(n)

InF(n)—InF(n-1)< <InF(n+1)—InF(n).

2. Calculer F' (n). En déduire un encadrement de F' (n + z) a Paide des deux
expressions (n —1)" . (n — 1) et n®. (n — 1)! .

3. Etablir la relation qui lie, pour tout entier p supérieur ou égala 1l (p > 1),
F(p+z)a F(x).

4. En déduire les inégalités suivantes :

n n® n!
az:—l—nF(x)S z(x+1)...(x+n) < Fw).

Unicité de la fonction F' :

Dans les questions 5 et 6, il est admis qu’il existe une fonction F, positive
(F (z) > 0), définie sur la demi-droite ouverte ]0, oo[, vérifiant les hypotheses
i, ii et iii.

Etant donné un entier strictement positif n, soit u,, la fonction définie sur
la demi-droite ouverte ]0, oo par la relation suivante :

n®.n!

un(x):a:(m—l—l)...(x—l—n)'

5. Déterminer, en supposant le réel x appartenir a l'intervalle semi-ouvert
10, 1], la limite de la suite (u, (7)), cy- lorsque 'entier n croit indéfiniment.

6. En déduire la limite de la suite (un (2)),y- lorsque l'entier n croit
indéfiniment, pour tout réel x strictement positif.



7. En déduire qu'il existe au plus une fonction F' définie sur la demi-droite
10, oo[, strictement positive, vérifiant les propriétés i, ii et iii.

Fonction I :
Soit k la fonction définie sur le quart de plan ]0, oo[ x |0, oo par la relation
suivante :

E(z, t) =1t te L

8. Etudier, pour un réel z donné, Iintégrabilité de la fonction : ¢ ——
t* = L.e™ ' sur la demi-droite ouverte |0, ol.

Soit I' la fonction définie sur la demi-droite ouverte |0, co| par la relation
suivante :

o0
I (z) z/ t* ~ te tdt.
0
9. Etablir que cette fonction T est strictement positive (I' () > 0).

10. Etablir que cette fonction T est deux fois continiiment dérivable sur la
demi-droite ouverte ]0, oco[. Donner les expressions de ces dérivées. Préciser
Pexpression de la dérivée de la fonction I' pour z = 1, I'(1), au moyen d’une
intégrale.

Existence de la fonction F' :
11. Démontrer que la fonction I' est la fonction F' étudiée dans les questions
précédentes.

Il est admis, dans la suite, que la constante d’Euler 7 est définie par la
relation suivante :

El

n
'anlinoo (; —lnn) .

Valeur de I'"(1) :
Soit (gn),~, la suite des fonctions définies, pour tout entier n supérieur ou
égal & 1 (n > 1), sur la demi-droite ouverte |0, oo[ par la relation suivante :

n
x
gn () =z 1nn—1na:—21n(1+g).
k=1
12. Déterminer, a I'aide des résultats obtenus précédemment, la limite de
gn (x) lorsque lentier n croit vers l'infini et que le réel x appartient & la demi-
droite ouverte |0, ool.

la suite de fonctions définies, pour tout entier n supérieur ou

Soit (vn)n21
1), sur la demi-droite ouverte ]0, oco[ par les relations suivantes :

égala 1 (n >

v1 (x) = g1 () ; pour tout entier n supérieur ou égal & 2, v, () = gy, (¥)—gn — 1 (2).



13. 11 est admis que chaque fonction v, n € N*, est continiiment dérivable ;
démontrer que la série des fonctions dérivées, de terme général v, (), n € N*,
est convergente pour tout x strictement positif puis uniformément convergente
sur tout segment [a, b] contenu dans la demi-droite ouverte |0, ool.

14. En déduire la limite de la suite des fonctions dérivées gy’

15. Que vaut I"(1) au moyen de la constante d’Euler v ?

Seconde partie

Soit s un réel donné strictement positif (s > 0).

Fonction L :

16. Etudier la convergence de la série de terme général w,,, n € N, défini par
la relation suivante :

Loy
" (2n+ 1)

Soit L la fonction définie sur la demi-droite ouverte ]0, oo[ par la relation :
o0 n
(=D
L=y
— (2n+1)
17. Démontrer que la série entiere de terme général

—1)"
—2( _:1 x2”+1, n €N,
n

est uniformément convergente sur le segment [0, 1]. Soit ¢ (z) la somme de
cette série :

4,0(33) — Z (_1)n x2n+1.

o 2n+1

Déterminer la fonction ¢ définie sur le segment [0, 1]. En déduire L (1).

18. Soit hgs la fonction définie sur la demi-droite ouverte ]0, oo, par la
relation suivante :

B Inz

hs (z) =

x5
Etudier les variations de la fonction hs sur son ensemble de définition. Soit g

P’abscisse du maximum de cette fonction. Préciser les variations de la fonction
S — Tg.



19. Démontrer que la fonction L est contintiment dérivable sur la demi-droite
ouverte |0, oco[. Exprimer la valeur prise en 1 par la fonction dérivée L L'(1),
au moyen de la somme d’une série.

Expression du produit L (s).I'(s) :
20. Calculer, pour tout entier n strictement positif (n € N*), au moyen d’une
valeur prise par la fonction I', I'intégrale suivante :

o0
In:/ et — 1 gg.
0

21. Démontrer la relation :

L(s).F(s):/OOOLtS_ldt.

1+e 2t

Calcul de l’intégrale I :
Il est admis que la fonction s — L (s).I' (s) est continiiment dérivable et
que sa dérivée est donnée par la relation suivante :

%(L(S)I‘(s))—/ooowts_ "t

1+e2¢

22. Apres avoir donné au réel s la valeur 1, effectuer le changement de
variable u = e' dans I'intégrale. Effectuer un nouveau changement de variables
pour obtenir I'intégrale I définie dans le préambule :

w/2
I:/ In(In(tanz)) dz.
/4

En déduire une expression de 'intégrale I a ’aide de la constante d’Euler et
de la somme d’une série.
Remarque : un calcul de L'(1) permet d’obtenir le résultat :

s o I (3/4)
I= /7T/4 In(In (tanz)) dx = §1n (mf(l/él)) .

FIN DU PROBLEME
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Matrices de Hurwitz

Notations

n désigne un entier naturel non nul.
K désigne R ou C.

M, (K) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées de taille n et a coefficients dans K
et pour une matrice M de M, (K), on note xps son polynéme caractéristique.

K[ X] désigne 'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K, K,,[X] désigne le
sous-espace vectoriel de K[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

Re™ = {z € C/Re(z) < 0}.

On désigne par < .,. > le produit scalaire usuel de R" et ||.|| sa norme associée :

n
< (xlua;Qv "‘7:571)7 (y17y2)°"7yn) > = ley’b
i=1

(21,2, ...y xn)|| = Zx?

On confondra abusivement, pour le calcul matriciel, le vecteur X = (x1, z9, ..., z,) de K"
T
Z2

avec la matrice colonne X = ' de ses coordonnées dans la base canonique de K".

T,

Pour X = (z1,x9,...,x,) de C™, on notera son conjugué X = (771, Z3, ..., T), sa partie
X+X X-X

réelle Re(X) = ;L et sa partie imaginaire Im(X) = .

Si M € M,(R), 'endomorphisme de R" (respectivement C") canoniquement associé a

M est
R* — R"

X - MX

respectivement cr - c
P X o MX

Rappels

1)

2)

Deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables dans M,,(K) si il existe une matrice P
de M, (K) inversible telle que A = PBP1L
Deux matrices A et B de M,(R) sont semblables dans M,,(C) si il existe une matrice P
de M, (C) inversible telle que A = PBP~ L.

Soient R et S deux polynomes de K[X]. R est un diviseur de S s’il existe un polynéme
Q de K[X] tel que S = QR.



Les polynoémes irréductibles de R[X] sont les polyndémes de degré 1 et les polynémes de
degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Objectifs

- Il s’agit d’établir pour un systeéme différentiel linéaire d’ordre 1, une équivalence entre des
propriétés qualitatives des solutions et des conditions portant sur la nature de la matrice
asssociée a ce systeme et de son polyndme caractéristique.

- La partie 1 concerne ’étude de propriétés de matrices semi-simples.

- La partie 2 propose de trouver une caractérisation de matrices diagonalisables de M, (C).
- La partie 3 est consacrée a I’étude des polynémes de Hurwitz.

- Les parties 1, 2 et 3 sont indépendantes.

- La partie 4, sur I’équivalence anoncée pour les systémes différentiels, utilise des résultats
des parties 1 et 3.

1 Matrices semi-simples

Définition 1 Une matrice de M,(R) est dite semi-simple si elle est diagonalisable dans
M, (C).

Définition 2 Une matrice M de M, (R) est dite presque diagonale s’il existe :

i) deux entiers naturels p et q;
%) q réels ay,az,...,aq;
14i) q réels non nuls by, ba, ..., by ;
iv) une matrice D diagonale de M,(R) tels que p+2q =n et M est la matrice bloc suivante :

D 0 0 0 0
0 M(al,bl) 0 0 0
0 0 M(CLQ,bQ) 0 0
M=10 0 0 0 0
0
0 0 o o0 . 0

0 0 0 0 0 Mlagb,)

oi, ¥ € [1; gl : Maby) = (_“g, %
J J

la matrice diagonale par blocs M. De méme, si q =0, alors M = D.

). Sip =0, la matrice D n’est pas présente dans

Soit A la matrice de M»(R) définie par :



1 > La matrice A est-elle semi-simple ?

Soit B la matrice de My(R) définie par :

o5

2 > Démontrer que B est semi-simple et en déduire I'existence d’une matrice @@ de Ma(R)
inversible et de deux réels a et b a déterminer tels que :

B=Q (—ab Z) Q.

Indication : on pourra, pour un vecteur propre V de B, introduire les vecteurs W1 = Re(V)
et Wy =Im(V).

Soit M une matrice de Ma(R).
On suppose dans la question 3) seulement que M admet deux valeurs propres complexes
u=a+ibetm=a—ibavecac Retbe R"

3 > Démontrer que M est semi-simple et semblable dans M>(R) & la matrice :

(5 2)

4 > Démontrer que M est semi-simple si et seulement si I’'une des conditions suivantes est
satisfaite :

i) M est diagonalisable dans Ms(R);

ii) xas admet deux racines complexes conjuguées de partie imaginaire non nulle.

5 > Soit N une matrice de M,(R) semblable & une matrice presque diagonale. Démontrer
que N est semi-simple.

6 > Soit N une matrice de M, (R). Donner la forme factorisée de x dans C[X], en précisant
dans les notations, les racines réelles et les racines complexes conjuguées. En déduire que
si N est semi-simple alors elle est semblable dans M,,(R) a une matrice presque diagonale.

2 Une caractérisation des matrices diagonalisables de 1/,,(C)

Dans cette partie, E' désigne un C-espace vectoriel de dimension n et u désigne un endomor-
phisme de F.

On suppose dans les questions 7), 8) et 9) que u est diagonalisable. On note B = (vy, v, ..., Up)
une base de E formée de vecteurs propres de u. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, différent
de {Og} et de E.



7 > Démontrer qu’il existe k € [1 ; n] tel que vy ¢ F et qu’alors F' et la droite vectorielle
engendrée par v sont en somme directe.

On note alors

A= {H sous-espace vectoriel de F tel que u(H) C H et FNH = {OE}}

et
L= {pEN* dHeA:p= dim(H)}.
8 > Démontrer que £ admet un plus grand élément que I’on nommera r.

9 > Démontrer que F' admet un supplémentaire G dans F, stable par u.

10 > On suppose que tout sous-espace vectoriel de E possede un supplémentaire dans F, stable
par u. Démontrer que u est diagonalisable. En déduire une caractérisation des matrices
diagonalisables de M, (C).

Indication : on pourra raisonner par l’absurde et introduire un sous-espace vectoriel, dont
on justifiera l’existence, de dimension n — 1 et contenant la somme des sous-espaces
propres de u.

3 Polynomes de Hurwitz

Définition 3 Un polynéme P € RI[X] est dit polynome de Hurwitz si ses racines dans C
appartiennent d Re™ = {z € C/Re(z) < 0}.

Définition 4 Un polynome P € R[X] est dit a coefficients strictement positifs s’il est non nul

d
et si, d désignant son degré, P = Z ar X" ou, pour tout k € [0,d], ar > 0
k=0

11 > Soit o € R. Démontrer que si « est une racine d’un polynéme P de R[X], a coefficients
strictement positifs, alors a < 0.

12 > Démontrer que tout diviseur d’un polynéme de Hurwitz est un polynéme de Hurwitz.

13 > Soit P un polynéme de Hurwitz de R[X] irréductible et & coefficient dominant positif.
Démontrer que tous les coefficients de P sont strictement positifs.

Soit n € N*. Soient (z1, 22, ..., zn) € C™. On définit les deux polynoémes P(X) et Q(X) de C[X]
par :

P(X):ﬁ(X—zk) et QX)=  J] X-zm—=a)

k=1 (kDe[l 5 n]?



14 > On suppose n = 2 et P € Ry[X]. Si les coefficients de @) sont strictement positifs, P est-il
alors un polynéme de Hurwitz ?

15 > Soient A et B deux polynomes de R[X] dont tous les coefficents sont strictement positifs.
Démontrer que les coefficients du produit AB sont également strictement positifs.

16 > Démontrer que si P et @ sont dans R[X], alors on a 1’équivalence : P est un polynéme
de Hurwitz si et seulement si les coefficients de P et () sont strictement positifs.

4 Systeme différentiel de matrice associée semi-simple

Soit M € M, (R). On note (5) le systeme différentiel :

() X'=MX

ou X est une application de la variable t de R dans R", dérivable sur R.
Soit T' € M, (R). On suppose que M est semblable & T" dans M, (R) et on note (S*) le
systeme différentiel

(S*) Y =TY
17 > Démontrer que les coordonnées d’une solution X de (S) sont combinaisons linéaires des

coordonnées d’une solution Y de (S*).

Dans les deux questions suivantes 18) et 19), on suppose n = 2, on note alors X = (x;y) ou
x et y sont deux fonctions dérivables de R dans R et on pose z = x + y.
a b

On suppose qu’il existe a et b réels tels que M = <—b ol

18 > Démontrer que X est solution de (5) si et seulement si z est solution d’une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 & déterminer. En déduire une expresssion, en fonction de ¢,
des coordonnées des solutions de ().

Résoudre le systéme X' = BX ou B est la matrice de la question 2).

19 > Soit M € Ms(R) semi-simple. Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur
les parties réelles et imaginaires des valeurs propres de M, pour que toute solution de (.5)
ait chacune de ses coordonnées qui tende vers 0 en +oo.

On reprend le cas général n > 2 et on consideére les assertions suivantes :

A1 xs est un polynoéme de Hurwitz ;
Ay Les solutions de (S) tendent vers Or» quand ¢ tend vers 400

A; Il existe a > 0, il existe k > 0 tels que pour toute solution ® de (.5),

V=0 [ @(t)] < kem [ @(0)]-



Soit T' € M, (R). On suppose que T vérifie la condition suivante :

(C) IBeRLVXeR" : <TX,X><-8||X|>%

20 > Démontrer que Ag est vraie avec k = 1 pour toute solution ® de (S*).
Indication : on pourra introduire la fonction t — e*%t||®(t)||.

21 > On suppose que M € M,(R) est semi-simple. Démontrer que les assertions Ay, As et Ag
sont équivalentes.

Indication : on pourra commencer par As implique As.

FIN DU PROBLEME



Sujet 10

L Mathématiques 2
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CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrice autorisée

Objectifs
Ce probléme étudie la dérivation des sommes de séries de fonctions Y f,, de deux fagons différentes : un point de

2022

+00 +00
(K)
vue déterministe et un point de vue probabiliste. Pour conclure a une formule du type < E fn> = E fﬁlK )
n=0 n=0
avec K entier supérieur ou égal a 2, les théorémes usuels contiennent généralement au moins une hypothese

sur les dérivées intermédiaires f/, ..., ffTK -1 (par exemple de convergence simple sur tout U'intervalle ou méme
en un seul point). Le sujet montre que 'on peut affaiblir I’hypothése de controle des dérivées intermédiaires
par une hypothese de convergence de séries numériques de la forme ) f, (z) ot x parcourt un ensemble fini.
Cette derniere hypothese sera de nouveau affaiblie dans la partie probabiliste consacrée a la dérivation de séries
aléatoires de fonctions.

Le sujet est divisé en quatre parties :

— la partie I étudie une inégalité, qualifiée d’inégalité d’interpolation, qui permet de contrdler les dérivées
intermédiaires d’une fonction de classe C¥ ;

— la partie II utilise la partie I pour démontrer un résultat de transfert du caractére €% & une somme de série
de fonctions ;

— la partie I, qui est indépendante des parties I et II, étudie la convergence des séries aléatoires numériques de
la forme Y~ X, a,,, ot (X,,) est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de Rademacher
et (a,,) une suite réelle telle que la série > ai converge ;

— la partie IV utilise les résultats des parties précédentes pour donner une application au caractére €¥ de la
somme d’une série aléatoire de fonctions de la forme > X, f,,.

Notations

— Pour tous entiers i et j vérifiant ¢ < 7, la notation [i, j] désigne l'intervalle d’entiers [z, j] N N.

— La lettre K désigne systématiquement un entier naturel non nul.

— Le symbole Ry _;[X] désigne le R-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal & K — 1 a
coefficients réels.

— Pour tout intervalle I, on note C¥(I) le R-espace vectoriel des fonctions f : I — R de classe CX. Pour tous
feCK() et k € [0, K], on note f*) la dérivée d’ordre k (et donc f© = f, f = ¢/ 2 = f7),

— Dans le cas particulier I = [0, 1], pour toute fonction bornée f : [0,1] — R, on note |f[_ = st[lp] |f(2)].
z€|0,1

I Inégalités d’interpolation des dérivées

Soit K réels distincts 21 < -+ < 2 de I'intervalle [0, 1]. Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant :
il existe une constante C' > 0 (dépendant des réels z, ...,z ) telle que

K
vfeek(on),  max [P <[ +CD I )] (L)
ST =1

Une inégalité du type précédent est appelée inégalité d’interpolation a l'ordre K.

I.LA — Cas particulier K =1
On fixe x; € [0, 1] et on étudie une inégalité d’interpolation & l'ordre 1,
vieet(o,1]),  Ifl, <1+ Clf)l] (L.2)

Q1. Montrer I'inégalité d’interpolation (I.2) avec C' = 1.

Q 2. Soit C' € ]0,1]. A Daide d’un exemple simple de fonction f, montrer que l'inégalité d’interpolation
(I.2) est fausse.

I.B — Cas particulier K =2

On fixe deux réels distincts z; < x4 de [0,1]. On veut construire une constante C' > 0 telle qu’on ait l'inégalité
d’interpolation a l’ordre 2,

viee([0,1]),  max(If] _,1f10) <IN + CUf @)l + (@)D (L.3)

M041/2022-02-08 10:03:22 Page 1/4 (@) BY-NC-sA_|


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

Q 3. Pour tous z € [0,1] et f € €%(]0,1]), démontrer I'inégalité
, xy) — flx

¥l .
2= <,

[f (@)l + [ f(za)]

Q 4. En déduire que, pour toute fonction f € €2([0,1]), on a | f'| _ <[ f"|_ +

1
Lo — T

Q 5. Conclure le cas K = 2 en montrant I'inégalité d’interpolation (I.3) avec C' =1+

I1.C — Cas général par interpolation de Lagrange
On revient a I’étude du cas général d’inégalité d’interpolation a 'ordre K, donnée par (I.1). On fixe K € N*.

Q 6. Démontrer que 'application

o |RealX] = RX
P B (P(2y), ..., P(zg))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Q7. Montrer qu'’il existe K polynomes L, ..., L de Ry_;[X] tels que, pour toute fonction f € €¥([0,1]),
K

le polynome P =Y _ f(x,)L; vérifie
=1

Ve e 1, K], P(z,) = f(xy).

Dans les deux questions suivantes Q8 et Q9, on fixe f € €%(]0,1]) et on note P le polyndome déterminé dans la
question Q7.

Q 8. Pour tout k£ € [0, K — 1], montrer qu'’il existe au moins K — k réels distincts de [0, 1] en lesquels la
fonction f*) — P%*) s’annule.
Q9. En déduire I'inégalité Hf(’€> — P(k)H < ||f<k+1) — PUHI)H pour tout k € [0, K — 1].

Q 10. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 pour laquelle I'inégalité d’interpolation (I.1) est vérifiée.

II Dérivation C¥ pour les séries de fonctions

II.A — Enoncé général
On se propose maintenant de démontrer le résultat annoncé dans le préambule. Soit K € N*, on consideére
— des réels distincts 2 < -+ < 2 d’un intervalle [a,b] (avec a < b);
— une suite de fonctions (f,,) de classe C¥ sur [a,b] & valeurs réelles et vérifiant les deux hypotheses

(H1) la série de fonctions Y (%) converge normalement sur [a,b] ;

(H2) pour tout ¢ € [1, K] la série numérique Y f,,(x,) est absolument convergente.
Q 11. Dans le cas particulier [a,b] = [0, 1], justifier que la série > f,fbk) converge normalement sur [a, b] pour
tout k € [0, K — 1].
Q 12.  Traiter la question précédente dans le cas général d’un segment [a,b] avec a < b.

On pourra examiner f, oo ot o : [0,1] — [a,b] est définie par o(t) = (1 —t)a + tb pour tout ¢ € [0, 1].

+00

D’apreés le résultat de la question précédente, on peut poser F(z) = Z fr(bk)(a:) pour tout x € [a,b].
n=0

Q 13. Démontrer que F| est de classe C¥ sur [a,b] et que F(gk) = F}, pour tout k € [1, KJ.

II.B — Application sur un exemple

Dans cette sous-partie, on considére un exemple ou les dérivées intermédiaires ne s’expriment pas avec les
fonctions usuelles.

Q 14. Pour tout n € N*, justifier qu’il existe une unique fonction f, € €%(]0,+oo[) vérifiant f,(1) = 0,
fa(2)=0et f/(z) = (—1)"27"= pour tout z > 0.

Q 15.  Montrer que la série de fonctions Y f,, (z) converge normalement sur tout segment inclus dans |0, +-o00[
+o00

et que la fonction F : x Z fo(x) est de classe €2 sur |0, +o0].
n=1

Q 16.  Expliciter F”(x).

Q 17.  Montrer que |F(z)| < = pour tout = € [1,2].

W=
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IIT Convergence d’une série aléatoire de Rademacher

Le but de cette partie est de montrer que, si la série ) ai converge, alors la série aléatoire Y X, a, converge
avec probabilité 1.

Notations

— (X,))nen désigne une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes d’un espace probabilisé
(Q, A, P) vérifiant

vneN,  P(X,=-1)=P(X,=1)= 1
— (@) en est une suite réelle telle que la série Y a? converge ;
N
— pour tout N € N, on note Sy = Z X, a,, la somme partielle au rang N de la série > X, a,, ;
n=0

— si (¢(5)) oy ©St une suite strictement croissante d’entiers naturels, pour tout entier j € N et tout entier
m € [¢(j) + 1, ¢(5 4+ 1)], on note les événements

Ay = {[Ss541) = S| > 277},

- S, — S, >2ﬂ},
{ +1I£7?§¢J+1) " ¢(J)‘

Bjm = {‘Sm _S¢(j)’ > 277 et VYn € [¢(j), m — 1], ‘Sn _S¢(j)| < 27j}.

La réalisation de I’événement B; ,, signifie que m est le plus petit entier de I'intervalle [¢(j), #(j + 1)] vérifiant
Sp = Syip| > 277

n

III.A - Construction de la suite (¢(j)>jew et majoration de P(A))

Q 18.  Justifier I'existence d’une suite strictement croissante d’entiers naturels (¢(;)) . vérifiant
J
. , 1
V] S D\‘, E an NS 7‘.
n>¢(j)

On fixe désormais une telle suite (¢(j)) .
j

Q 19.  Exprimer l'espérance et la variance de Sy, 1) — Sy en fonction des termes de la suite (a,,),,cp-

Q 20.  Déduire des deux questions précédentes la majoration P(4;) < 277,

II1.B - Inégalité mazimale de Lévy P(B;) < 2P(A;)

Q 21.  Pour tout j € N, démontrer que les évenements B; ,,, pour m parcourant [¢(j) + 1, ¢(j + 1)], sont
disjoints deux a deux et qu’on a 1’égalité d’évenements

B, = U B,

J Jm:
B(J)<m<(j+1)

o(j+1)
Q 22.  Expliquer comment en déduire la formule P(4;) = Z P(A; N B; ).
m=a¢(j)+1
Q 23.  Soit m € [¢(j) +1,¢(j + 1)], montrer que la fonction

R = R
a B 20U+)—e0) ({‘aS(b (j+1) aSm + Sm - Stﬁ(j)‘ > 2_]} n Bj:m)

est a valeurs dans N et est paire.

Q 24.  Prouver que si I'événement B; se réalise, alors il existe m € [¢(j) + 1,¢(j + 1)] et o € {1, +1} tels
que I’événement

{\a5¢<j+l> —aS, +8S,, — s¢(j>] > z—i} NB;,,

se réalise également.
On pourra exprimer S,,, — S, en fonction des deux nombres .S, 1) — S, + 5, — Sy(; avec a = +1.
Q 25. En déduire que
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III.C - Convergence de la série aléatoire > X, a,,

Q 26. On note B ’événement m U B;. Montrer I'égalité P(B) = 0.
JeN j>J
Q 27. Montrer que I’évenement

(3T eN, VixJ, Vnels()+1,6(G+D], |5, — Sy <27}

se réalise avec probabilité 1.
Q 28. En déduire que I’événement

{la suite (S, ;)  est convergente}

jEN
a également une probabilité 1.
On pourra examiner la série Y ‘S¢(j+1) — S¢>(j)‘-

Q 29. Conclure que I’événement
{la série >_ X, a, est convergente}

a une probabilité 1.

IV Dérivation C¥ pour des séries aléatoires de fonctions
On fixe K € N* et on considere
— une suite de variables aléatoires (X,,),c vérifiant les hypothéses de la partie précédente ;
— des réels distincts 21 < -+ < z) de [0,1] ;
— une suite de fonctions (f,,) de classe CX sur [0,1] & valeurs réelles et vérifiant les deux hypotheses
(H1) la série de fonctions 3 f%) converge normalement sur [0, 1] ;
(H2") pour tout £ € [1, K], la série numérique Y f,(x,)? est convergente.
Q 30. Montrer que 'une des deux hypotheses (H2’) ou (H2) (étudiée dans la partie IT) implique l'autre.

Q 31. Montrer que ’évéenement
{pour tout ¢ € [1, K, la série > X, f,(x,) est convergente}

a une probabilité 1.
Q 32.  Onnote P, € Rg_;[X] un polynéme vérifiant P,(z,) = f,(x,) pour tout £ € [1, K] (cf. question 7),
montrer que 1’évéenement

pour tout k € [0, K], la série de fonctions > X, (f, — P,)" est uniformément convergente sur [0, 1],

+o0o

la fonction Z X, (f, — P,) est de classe C¥,
n=0

pour tout k € [0, K], <+§Xn(fn — Pn))<k> = ioXn(fn — P,k
n=0 n=0

a une probabilité 1.
Q 33. Montrer que ’évenement

pour tout k € [0, K], la série de fonctions Y X, fT(L’“) est uniformément convergente sur [0, 1],

+00
la fonction Z X, f, est de classe C¥,
n=0

+00 +00
(k)
pour tout k € [0, KT, ( E ann> = E X, f®
n=0 n=0
a une probabilité 1.

Q 34. Donner un exemple d’entier K € N* pour lequel ’événement

précédent se réalise avec les fonctions f, définies par

fo =0,
{ﬁ,,(x) =ln (1 +sin (%)) Vn € N*,Vz € [0,1].

oo e[ [Ne oo
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Sujet 11 Mines MP 2020 premiére épreuve

Espaces vectoriels d’endomorphismes nilpotents

Dans tout le sujet, on considere des R-espaces vectoriels de dimension finie. Soit
FE un tel espace vectoriel et u un endomorphisme de £. On dit que u est nilpotent
lorsqu’il existe un entier p > 0 tel que uP = 0; le plus petit de ces entiers est
alors noté v(u) et appelé nilindice de u, et 'on remarquera qu’alors u* = 0 pour
tout entier k£ > v(u). On rappelle que u® = idg. L’ensemble des endomorphismes
nilpotents de E est noté N (F).

Un sous-espace vectoriel V de L£(E) est dit nilpotent lorsque tous ses éléments
sont nilpotents, autrement dit lorsque V C N(E).

Une matrice triangulaire supérieure est dite stricte lorsque tous ses coeflicients
diagonaux sont nuls. On note T,} " (R) I’ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures strictes de M, (R).

L’objectif du probleme est d’établir le théoréme suivant, démontré par Murray
Gerstenhaber en 1958 :

Théoréme de Gerstenhaber

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n > 0, et )V un sous-espace vectoriel
nilpotent de L(E). Alors, dimV < W Si en outre dimV = "(nQ_l) alors il
existe une base de E dans laquelle tout élément de V est représenté par une matrice
triangulaire supérieure stricte.

Les trois premieres parties du sujet sont largement indépendantes les unes des
autres. La partie I est constituée de généralités sur les endomorphismes nilpotents.
Dans la partie I, on met en évidence un mode de représentation des endomorphismes
de rang 1 d’un espace euclidien. Dans la partie III, on établit deux résultats généraux
sur les sous-espaces vectoriels nilpotents : une identité sur les traces (lemme A), et
une condition suffisante pour que les éléments d’un sous-espace nilpotent non nul
posseédent un vecteur propre commun (lemme B). Dans 'ultime partie IV, les résul-
tats des parties précédentes sont combinés pour établir le théoréme de Gerstenhaber
par récurrence sur la dimension de ’espace F.



I Généralités sur les endomorphismes nilpotents

Dans toute cette partie, on fixe un espace vectoriel réel £ de dimension n > 0.

1. Soit u € N(E). Montrer que tru® = 0 pour tout k € N*.

2. On fixe une base B de E. On note N'g I'ensemble des endomorphismes de F
dont la matrice dans B est triangulaire supérieure stricte. Justifier que Ng est
un sous-espace vectoriel nilpotent de L(FE) et que sa dimension vaut nn=l),

3. Soit B une base de E. Montrer que

{v(u) | ueNp} ={v(u) | ueN(E)}=[1n].

4. Soit u € L(E). On se donne deux vecteurs z et y de E, ainsi que deux entiers
p > q > 1 tels que wP(z) = ui(y) = 0 et uP~L(x) # 0. Montrer que la
famille (z,u(z),...,uP~!(x)) est libre, et que si (uP~'(x),ud"1(y)) est libre
alors (x,u(z),...,uP~1(x),y,u(y),...,ui"t(y)) est libre.

5. Soit u € N(E), de nilindice p. Déduire de la question précédente que si p > n—1
et p>2alors Imu?~! = ImunNKeru et ImuP~! est de dimension 1.

II Endomorphismes de rang 1 d’un espace euclidien
On considére ici un espace vectoriel euclidien (F,(— | —)). Etant donné a € F

et x € F, on notera a ® x I'application de F¥ dans lui-méme définie par :

6.

7.

II1

VzeE, (a®z)(z)=(a]z)x

On fixe z € E \ {0}. Montrer que 'application a € E +— a ® z est linéaire et
constitue une bijection de E sur {u € L(F) : Imu C Vect(z)}.

Soit a € E et x € E'\ {0}. Montrer que tr(a ® z) = (a | z).

Deux lemmes

On considére ici un R-espace vectoriel £ de dimension n > 0. Soit V un sous-
espace vectoriel nilpotent de £(E) contenant un élément non nul. On note

p = maxv(u),

appelé nilindice générique de V (cet entier est bien défini grace a la question 3).
On notera que p > 2.



On introduit le sous-ensemble V* de E formé des vecteurs appartenant a au
moins un des ensembles Im u?~! pour u dans V; on introduit de plus le sous-espace
vectoriel engendré

K (V) := Vect(V*).

Enfin, étant donné = € E, on pose
V= {v(x) | v eV}

L’objectif de cette partie est d’établir les deux résultats suivants :
Lemme A. Soit u et v dans V. Alors tr(u*v) = 0 pour tout entier naturel k.

Lemme B. Soit = dans V*\ {0}. Si K(V) C Vect(x) + Vz, alors v(xz) = 0 pour tout
v dans V.

Dans les questions 8 a 11, on se donne deux éléments arbitraires u et v de V.

8. Soit k € N*. Montrer qu'il existe une unique famille ( fék), el f,gk)) d’endo-
morphismes de E telle que

k
VtER, (u+tv)t =3 ¢ "
1=0

ol ) _ b op ) S k1
Montrer en particulier que f;' = u" et f;"/ = > u'vu L
i=0

p—1 )
9. Montrer que > u‘vuP~'=% = 0.
=0

10. Etant donné k € N, donner une expression simplifiée de tr( f1(k+1)), et en
déduire la validité du lemme A.

11. Soit y € E. Démontrer que fl(p_l)(y) € K(V). A l'aide d'une relation entre
u(fl(pfl)(y)) et v(uP~L(y)), en déduire que v(z) € u(K(V)) pour tout x € ImuP~ 1.

12. Soit x € V* \ {0} tel que K(V) C Vect(x) + Vz. On choisit u € V tel que
r € ImuP~L.
Etant donné y € K(V), montrer que pour tout k € N il existe y, € K(V) et
M € R tels que y = A\p 7 + u¥(yx). En déduire que K (V) C Vect(x) puis que
v(z) = 0 pour tout v € V.

IV Démonstration du théoréme de Gerstenhaber

Dans cette ultime partie, nous démontrons le théoreme de Gerstenhaber par
récurrence sur 'entier n. Le cas n = 1 est immédiat et nous le considérerons comme
acquis. On se donne donc un entier naturel n > 2 et on suppose que pour tout
espace vectoriel réel E’ de dimension n — 1 et tout sous-espace vectoriel nilpotent
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V' de L(E'), on a dim V' < W, et si en outre dim)V’ = m_léﬂ alors il

existe une base de E’ dans laquelle tout élément de )V’ est représenté par une matrice
triangulaire supérieure stricte.

On fixe un espace vectoriel réel E de dimension n, ainsi qu’un sous-espace vec-
toriel nilpotent V de £(F). On munit £ d’un produit scalaire (— | —), ce qui en fait
un espace euclidien.

On considére, dans un premier temps, un vecteur arbitraire z de E \ {0}. On
pose,

H :=Vect(z)t, Vz:={v(@)|veV} et W:={veV: v(z)=0}

On note 7 la projection orthogonale de E sur H. Pour u € VW, on note u ’endomor-
phisme de H défini par
Vz € H, u(z) = m(u(z)).

On consideére enfin les ensembles

Vi={ulueW} et Z:={ueW: u=0}

13. Montrer que YV, W, V et Z sont des sous-espaces vectoriels respectifs de E,
V, L(H) et V.

14. Montrer que
dimV = dim(Vz) + dim Z + dim V.

15. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel L de E tel que
Z={a®xz|ac€L} et dimL=dimZ,
et montrer qu’alors z € L.

16. En considérant v et a ® x pour v € V et a € L, déduire du lemme A que
Vo C L*, et que plus généralement u*(x) € L+ pour tout k& € N et tout
ueV.

17. Justifier que Az € Vx pour tout A € R*, et déduire alors des deux questions
précédentes que
dimVz +dimL <n—1.

18. Soit u € W. Montrer que (@)*(z) = m(u*(2)) pour tout k € N et tout z € H.
En déduire que V est un sous-espace vectoriel nilpotent de L£(H).

19. Démontrer que

dimy < =1,

Dans toute la suite du probléme, on suppose que dim) = @
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20. Démontrer que

(n—1)(n—2)

dimV =
imV 5 ,

dim(Vect(z) @ Vz)+dimL =n
et
Lt = Vect(z) ® V.

En déduire que Vect(z) © Vz contient v*(z) pour tout v € V et tout k € N.

21. En appliquant ’hypothése de récurrence, montrer que le nilindice générique
de V est supérieur ou égal & n — 1, et que si en outre Vax = {0} alors il existe
une base de E dans laquelle tout élément de V est représenté par une matrice
triangulaire supérieure stricte.

Compte tenu du résultat de la question 21, il ne nous reste plus qu’a établir que
I'on peut choisir le vecteur z de telle sorte que Vz = {0}.

On choisit x dans V*\ {0} (I’ensemble V* a été défini dans la partie III). On note
p le nilindice générique de V, et I'on fixe u € V tel que € ImuP~!. On rappelle que
p > n — 1 d’apres la question 21.

22. Soit v € V tel que v(x) # 0. Montrer que Im vP~! C Vect(x) @ V. On pourra
utiliser les résultats des questions 5 et 20.

23. On suppose qu'il existe vy dans V tel que vo(z) # 0. Soit v € V. En considérant
v + tvg pour t réel, montrer que ImvP~! C Vect(z) @ V.

24. Conclure.

FIN DU PROBLEME
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Racines carrées de matrices complexes : existence et calcul numérique

Dans ce probleme, on étudie I’existence de racines carrées d’'une matrice
complexe, puis on introduit I'algorithme de Newton pour calculer numérique-
ment I'une de ces racines carrées, avec des considérations sur la convergence et
la stabilité de I'algorithme.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note .#,(C) 'ensemble des ma-
trices carrées d’ordre n a coefficients complexes. La matrice identité de .4, (C)
est notée I,,. On appelle racine carrée de A € 4, (C) toute matrice X € .4, (C)
solution de I'équation X? = A.

On note C 'ensemble des nombres complexes non nuls qui ne sont pas des
nombres réels négatifs.

A. Quelques exemples

1) Montrer que la matrice A = I, admet une infinité de racines carrées (on
pourra utiliser la notion de symétrie). Lesquelles sont des polynomes

en A?
0 0 1
2) Montrer que A= [0 0 0| admet une infinité de racines carrées et
0 0O

qu’aucune d’entre elles n'est un polynome en A.
Dans la question suivante, A € .4, (R) est une matrice symétrique réelle qui est
définie positive, c’est-a-dire que ses valeurs propres sont strictement positives.

3) Montrer que A admet une unique racine carrée symétrique réelle définie
positive.
(On pourra montrer que deux racines carrées de ce type possedent les
meémes valeurs et sous-espaces propres.)

B. Existence et calcul d’'une racine carrée
Dans cette partie A € .4, (C) désigne une matrice inversible quelconque.

4) Soit T = (t;j)1<i,j<n €t U= (U; j)1<i j<n € M»(C) deux matrices com-
plexes triangulaires supérieures. On suppose que T est inversible. Mon-



5)

trer que 'équation U? = T est équivalente au systéme d’équations sui-
vant :

uZ =t (1<i<n)

j-1
(uj;+ uj,j)ul-,j =1ij— Z Ui k Uk, j (I<si<js<n).
k=i+1
Montrer que T étant donnée, on peut résoudre ce systeme en choisissant
une solution U telle que u;; + u; ; # 0 pour tous i, j € {1,2,...,n}. (On
pourra considérer les parties réelles et imaginaires des u; ;.)
En déduire que A admet une racine carrée. Si en outre, les valeurs propres

de A appartiennent 4 C, montrer que A admet une racine carrée dont les
valeurs propres sont de partie réelle strictement positive.

On admet qu'une telle racine carrée est unique et on la notera /A dans
toute la suite du probleme.

C. Algorithme de Newton

Pour tout A = (a;,j)1<i,j<n € #,(C) on pose

n n
TAN=1/>. > lai I
i=1j=1

et on admet que | - || définit une norme sur .4, (C). On note B(X, r) et B(X, 1) les
boules, respectivement ouverte et fermée, de centre X € .4, (C) et de rayon r.
Soit A et B deux matrices quelconques de .4, (C).

6)

Montrer que [|AB| < Al | B]|.

On note m4 le polynd6me minimal de A.

7)

8)

Montrer que la matrice m4(B) est inversible si et seulement si A et B
n’ont aucune valeur propre commune.

En déduire que s’il existe une matrice M € .4, (C) non nulle telle que
AM = MB, alors A et B ont au moins une valeur propre commune.

Réciproquement, si A et B ont au moins une valeur propre commune,
montrer qu’il existe une matrice M € .4, (C) non nulle telle que AM =
MB.

(On pourra considérer une matrice de la forme XY 7 o1 X et Y sont deux
matrices colonnes bien choisies).



Soit F : M, (C) — ,,(C) 'application définie par la formule F(X) = X? — A.

9) Montrer que la différentielle dFx de F en X € .#,(C) est donnée par
VHe #,C), dFx(H =XH+HX.

Déduire des deux questions précédentes une condition nécessaire et
suffisante pour que dFx soit inversible. Montrer que cette condition
implique que X est inversible.

Dans toute la suite du probleme, A désigne une matrice inversible de 4, (C) dont
les valeurs propres appartiennent a C. On pose X* = v/A (la matrice VA a été
définie a la question 5).

On définit, sous réserve d’existence, une suite (Xi) ey d'éléments de .4, (C)
par:
N) Xo € M, (C)
VkeN, Xpp =X —(dFx) H(F(Xp).

Dans les questions suivantes, on étudie I'existence et la convergence de la suite
(Xk) ken-

10) Montrer que dFx- est inversible et qu'il existe r > 0 tel que dFx soit
inversible pour tout X € B(X*, r).

Pour tout Y € B(X*,r) on pose G(Y) = Y — (dFy) }(F(Y)).
11) Calculer G(X™) et montrer que pour tout H € B(0, ),

G(X* + H) - G(X*) = (dFx++p) "' (H?)

(dFx++p) ™" = (Id + (dFx-) " odFy) " o (dFx+) .

12) En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout X de
B(X*,1), |G(X) - X*|| < C|| X — X*|?. (On pourra utiliser le résultat de la
question 6.)

13) Montrer qu’il existe p > 0 tel que pour tout X, € B(X™, p) la suite (Xi) xen
soit bien définie et vérifie, pour tout k e N,

2k
1Xe— X < @

Que peut-on en conclure ?



D. Forme équivalente

Dans cette partie, on étudie deux algorithmes équivalents a celui de Newton.
On rappelle que A désigne une matrice inversible de .#,,(C) dont les valeurs
propres appartiennent a C. Soit Uy et V, deux matrices de .4, (C). Sous réserve
d’existence, on note (Uy) ke la suite de matrices de ., (C) définie par

Uy e M, (C)
(D Ugs1 = Uy + Hy. ou Hy € M, (C) vérifie
UrHi + H Uy = A-U;, pour tout k=0

et (Vi) ren la suite de matrices de ., (C) définie par

(D) VO € '/%n ©
Vie1=3(Ve+V1A) pourtout k = 0.

14) Sila suite (X)ren est bien définie par (N) et Uy = Xy, montrer que la suite
(Ui ken est bien définie par (I) et égale a (Xi)ren- REciproquement si
la suite (Ug) ken est bien définie par (I) et Xy = Uy, montrer que la suite
(X%) ken est bien définie par (N) et égale a (Uy) ken-

On suppose dorénavant ces conditions vérifiées.

15) On suppose que Uy =V commute avec A. Montrer que la suite (Vi) gen
est bien définie par (II) et que pour tout k € N, Uy = V. commute avec A.
(On pourra d’abord montrer que U est inversible pour tout k € N et
considérer la matrice Gy = (U, ' A— Ug).)

On rappelle qu'une matrice symétrique réelle est définie positive si ses valeurs
propres sont strictement positives, et qu'une telle matrice admet une unique
racine carrée définie positive (question 3).

Dans la suite du probleme, A désigne une matrice symétrique réelle définie positive.

On considere la suite (Vi) ren définie par la relation (II) avec Vy = ulj, et
@ > 0. On fixe une matrice orthogonale P de sorte que A = PDPT o1 D est
une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres
A1,...,A, de A, ordonnées par ordre croissant. On note ey,..., e, les vecteurs
propres correspondants.

Soit ke Net ¢ €{],...,n} quelconques.

16) Montrer que V. est symétrique réelle définie positive de mémes vecteurs
propres ey, ..., e, que Adont on notera Ag,..., A , les valeurs propres
correspondantes. Trouver une relation entre Ay ¢ et Ao .



17) Montrer que
2k+l

1k+1,z—\/ﬂ_é: (ﬂ—\//l_f)
Aesre+ Ve \p+vAe

18) Déterminer la limite de la suite (Vi) gen.

E. Stabilité

On considere la suite (Vi) ren définie par la relation (II) avec Vp = V/A. Soit
e>0eti,jdeuxindices distincts de {1,...,n}. On note Cy, ..., C,, les colonnes de
la matrice orthogonale P définie dans la partie précédente et on pose A = €C; C].T.

Soit T/B =V + A. La matrice V; est calculée par la relation (II) a partir de T/B
et on pose A} = V] — V. Ensuite V5 est calculé a partir de V; par la relation (II),
puis V3, V,... de la méme maniere.

19) Montrer les relations suivantes :

{(VO +A) =V - vtAys!
—1 -1 -1
A =3 (A-Vy AV TA).

20) Déterminer la valeur de n € R telle que pour tout k € N,
T/\k =VA+ nk A.

21) On appelle conditionnement de A le rapport entre sa plus grande valeur
propre et sa plus petite. Que doit vérifier le conditionnement de A pour

que la suite (V) x>0 converge ?

FIN DU PROBLEME
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Théoréme de Miintz

On désigne par C([0,1]) 'espace vectoriel des fonctions réelles continues
sur [0, 1]. Pour tout A = 0, on note ¢y 1'élément de C([0, 1]) défini par ¢ (x) = Kt
Par convention on a posé 0° = 1 de sorte que ¢y est la fonction constante 1.

Soit (A1) ren une suite de réels = 0 deux a deux distincts. On note W le sous-
espace vectoriel de C([0,1]) engendré la famille (¢ )ken. Le but du probleme
est d’établir des criteres de densité de I'espace W dans C([0, 1]) pour 'une ou
I'autre des deux normes classiques N, ou N, définies par :

1

1 2

Noo(f) = sup [f(x)] et Nz(f)=(f If(x)lzdx) .
x€[0,1] 0

La question préliminaire et les parties A, B, C et D
sont indépendantes les unes des autres.

Question préliminaire

1) Montrer que (¢)) >0 est une famille libre de C([0, 1]).
A. Déterminants de Cauchy
On considere un entier n > 0 et deux suites finies (ax)1<k<n €t (br)1<k<n de

réels telles que ay + by # 0 pour tout k € {1,2,..., n}. Pour tout entier m tel que
0 < m < n, le déterminant de Cauchy d’ ordre m est défini par :

1 1 1
(l1+b1 a +b2 (l1+bm
1 1 1
a2+b1 d2+b2 a2+bm
D, =
1 1 1
am+b1 am+b2 am+bm

On définit la fraction rationnelle :

n-1
[TX-ap
R(X) = S

[1X+by)
k=1



n

2) Montrer que si R(X) est de la forme R(X) = Z

k
——, alors

AnDy =R(an)Dy-;.

On pourra pour cela considérer le déterminant obtenu a partir de D, en
remplacant la derniére colonne par

R(ay)
R(ay)

R(ay)

3) En déduire que
[l (aj—ank;-by)

1<i<js<n

[T @i+bj

1<i<n
1<j<n

Dn:

B. Distance d’'un point a une partie dans un espace normé

Soit E un espace vectoriel normé par une norme | - ||. On rappelle que la
distance d’'un élément x € E a une partie non vide A de E est le réel noté d(x, A)
défini par:

d(x, A) = inf || x - y|.
YEA
4) Montrer que d(x, A) = 0 si et seulement si x est adhérent a A.
5) Montrer que si (A;);=0 est une suite croissante de parties de E et si
A=Ups0Apalorsd(x, A) =lim, d(x, Ay,).
On considere un sous-espace vectoriel V' de dimension finie de E, et on note
B={y;lly—xl < IlxI}

6) Montrer que BNV est compacte et que d(x,V) = d(x,Bn V) pour tout
xeE.

7) En déduire que pour tout x € E, il existe un élément y € V tel que
d(x,V)=lx-yl.

C. Distance d’'un point a un sous-espace de dimension finie dans
un espace euclidien

Dans cette partie, on suppose que la norme sur I’espace vectoriel E est dé-
finie a partir d'un produit scalaire (-|-) sur E : | x|| = v/(x|x).
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8) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E,
alors pour tout x € E, la projection orthogonale de x sur V est 'unique
élément y € V vérifiant d(x, V) =[x - y|.

Pour tout suite finie (x1, x,..., x,) € E" on désigne par G(x1, X2, ..., X,) le déter-
minant de la matrice de Gram d’ordre n définie par :

(x1lx1)  (x1lx2) -+ (x1lxp)

(x21x1)  (x20x2) -+ (x20xp)
M(x1,%2,...,%x,) = } . .

(xplx1)  (xplx2) -+ (xulxp)

9) Montrer que G(x1, X, ..., X,) = 0si et seulement si la famille (x;, xo, ..., x;)
est liée.

10) On suppose que la famille (x1, x2,...,x,) est libre et 'on désigne par V
’espace vectoriel qu’elle engendre. Montrer que, pour tout x € E,
G(x1,X2,...,Xn, X)

d(x,V)* =
G(x1,x2,...,Xpn)

D. Comparaison des normes N, et N,

Pour toute partie A de C([0,1]) on note A% et Zz les adhérences de A pour
les normes N, et Ny, respectivement. Pour f € C([0,1]) la notation d(f, A) dé-
signe toujours la distance de f a A relativement a la norme N, (on ne considé-
rera jamais, dans I'énoncé, la distance d’'un élément a une partie relativement
alanorme N).

11) Montrer que pour tout f € C([0,1]), N2(f) < No(f). En déduire que pour
toute partie Ade C([0,1])) ona A cA

On considere I'ensemble V; = {f € C([0,1]) ; f(0) = 0}, et on rappelle que ¢y
désigne la fonction constante 1.
12) Montrer que ¢g € 702.

13) En déduire que Vj est dense dans C([0, 1]) pour la norme N>, mais n’est
pas dense pour la norme Ny

14) Montrer que si V est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé,
alors son adhérence V est également un espace vectoriel.

15) Montrer qu'un sous-espace vectoriel V de C([0, 1]) est dense pour lanorme
Ny si et seulement si pour tout entier m =0, ¢, € v

16) En déduire qu'un sous-espace vectoriel V de C([0,1]) est dense pour la
—2
norme N si et seulement si pour tout entier m=0, ¢, €V .



E. Uncritere de densité de IV pour la norme N,

Pour tout n € N, on note W, I'espace vectoriel engendré par la famille finie
(¢Ak)0<ksn-
17) Montrer que I'espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N si et
seulement si lim, d(¢,, Wy) = 0 pour tout entier = 0.

18) Montrer que pour tout y =0,

Ak —
[1

d(py, Wy) = .
P Wn Vou+1 k:0/1k+y+1
. | Ak — pl .
19) Montrer que pour tout u = 0, la suite (—) tend vers 1 si et
Ak +p+1/keN

seulement si la suite (A1) ren tend vers +oo.
(On pourra pour cela étudier les variations de la fonction

xe[0,u]— )

X+pu+1l .
20) En déduire que I'espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N> si et
seulement si la série Z T est divergente.
Kk Mk

E Un critere de densité de W pour la norme N,

21) Montrer que si W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors la série

1

Z — est divergente.

Ak

22) Soity =3}, axpy, un élément quelconque de W,. Montrer que si A > 1
pour tout k€ 1{0,1,...,n}, alors pour tout y=1,0na:

Noo (=) < No(pipp—1— Y, arAipa,—1)-
k=0

23) On suppose que la suite (A1) reny Vérifie les deux conditions suivantes :

(l') : /10 =0
(ii): Ag=1pourtout k=1.
1
Montrer que sous ces conditions, si la série Z — est divergente, alors W

k Vk
est dense dans C([0,1]) pour la norme No.

24) Montrer que la conclusion précédente est encore valable si on remplace
la condition (i7) par la condition plus faible :

(ii): ]icr>1£/lk>0.

FIN DU PROBLEME





