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Introduction

C’est avec l’insistance de nos étudiants et enrichis de notre expérience auprès d’eux
que nous avons réalisé cet ouvrage, qui s’inspire étroitement des programmes publiés
en 2004 à destination des classes préparatoires scientifiques MP, PC, PSI et PT :

• mécanique (des systèmes, des solides, des fluides) ;

• électrocinétique et électronique ;

• électromagnétisme (électrostatique, magnétostatique, équations de Maxwell) ;

• optique ondulatoire ;

• physique des ondes (cordes vibrantes, ondes sonores, ondes électromagnétiques) ;

• thermodynamique (conduction thermique, rayonnement, diffusion de particules,
potentiels thermodynamiques) ;

• thermodynamique des systèmes chimiques ;

• réactions d’oxydo-réduction.

La conception de ce livre a été guidée par le soucis permanent d’en rendre chaque
chapitre accessible, au moins partiellement, aux étudiants de ces quatre filières. C’est
pourquoi la chimie organique, dédiée exclusivement aux étudiants en PC, n’apparaît
pas dans cet ouvrage.
Bien qu’il s’agissse essentiellement d’un recueil de sujets de contrôles et de concours,
des rappels de cous y figurent parfois avec des détails qui ne manqueront pas d’éveiller
la curiosité des étudiants, lesquels y trouveront au demeurant de nombreux exercices
d’illustration, brefs et néanmoins nécessaires à l’assimilation des concepts capitaux.
Pour autant, ces rappels ne pourront se substituer à un cours structuré dispensé par un
enseignant et qui aura fait l’objet d’un apprentissage méticuleux. C’est à l’aune de ce
travail préalable que se mesurera l’efficacité des pages qui suivent ; les notions de cours
qui y sont développées doivent, tout au plus, enrichir des connaissances supposées
déjà acquises. De même, la réussite aux concours ne saura s’affranchir d’une révision
approfondie des leçons apprises en première année et fréquemment sollicitées pendant
les épreuves.
Les sujets de contrôles ou de concours proposés ont été selectionnés de manière à illus-
trer chaque notion introduite en cours, lesquelles notions sont d’ailleurs mentionnées
avec chaque énoncé. Y figurent également des suggestions de durées que le candidat
est invité à respecter au cours d’une épreuve en temps limité. En aucun cas, cepen-
dant, ces durées ne doivent limiter un étudiant en phase d’apprentissage : une période
d’assimilation sera nécessaire avant d’entreprendre l’entraînement aux concours, dans
des conditions fatalement limités dans le temps. Signalons quand même que la durée
suggérée pour la résolution d’un exercice en indique souvent aussi le niveau de diffi-
culté. Quant aux corrigés proposés, ils on été volontairement détaillés de sorte que les
calculs n’en compromettent pas la compréhension des raisonnements physiques. Insis-
tons enfin sur le bon usage qui doit être fait de ces corrigés : dans le meilleurs des cas,
ils permettrons à l’étudiant de vérifier la justesse de son travail, sinon leur consulta-
tion ne devra être qu’un ultime recours, suite à des recherches personnelles obstinées
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mais vaines. C’est à ces conditions que nous espérons partager le plaisir de vous avoir
modestement accompagné dans votre réussite.

Les auteurs
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Chapitre 1

Mécanique

1.1 Cinématique des systèmes matériels

1.1.1 Mouvement relatif de deux référentiels

1.1.1.1 Repère et référentiel

Définition 1 On appelle référentiel un ensemble de points fixes les uns par rapport
aux autres.

Définition 2 On appelle repère la donnée d’une origine O et de trois vecteurs de
base : ~ex, ~ey, ~ez .

Pour illustrer la notion de référentiel on peut donner comme exemple le mouvement
d’un train par rapport au quai :

Cette situation permet de définir deux référentiels différents, celui du quai et celui du
train. Un passager assis dans un wagon est en mouvement par rapport au premier et
immobile par rapport au second.

Le mouvement d’un système dépendra donc du référentiel choisi pour en faire l’étude.

Remarque – Quand un repère est fixe dans un référentiel, on a pour habitude de
confondre les deux notions.

1.1.1.2 Dérivation d’un vecteur

Définition 3 ~ΩR2/R1
est le vecteur rotation du référentiel R2 par rapport au référen-

tiel R1.

9
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On détermine ~ΩR2/R1
en utilisant les trois relations ci-dessous :






(
d~ex2

dt

)

/R1

= ~ΩR2/R1
∧ ~ex2

(
d~ey2
dt

)

/R1

= ~ΩR2/R1
∧ ~ey2

(
d~ez2
dt

)

/R1

= ~ΩR2/R1
∧ ~ez2

Soient deux référentiels R1 et R2 auxquels on associe les repères : (O1, ~ex1
, ~ey1 , ~ez1)

et (O2, ~ex2
, ~ey2 , ~ez2). Considérons un vecteur ~A étudié dans ces deux référentiels.

ey1O1

ez1

ex1

ey2

O2

ez2

ex2

(R2)

(R1)

A

Les dérivées temporelles de ~A dans R1 et R2, sont liées par la relation :
(

d ~A

dt

)

/R1

=

(

d ~A

dt

)

/R2

+ ~ΩR2/R1
∧ ~A (1)

1.1.1.3 R2 en translation par rapport à R1

Définition 4 R2 est en translation par rapport à R1 si les vecteurs de bases de R2

sont constants dans R1

De ce fait : (
d~ex2

dt

)

/R1

=

(
d~ey2
dt

)

/R1

=

(
d~ez2
dt

)

/R1

= ~0

~ΩR2/R1
est donc, d’aprés sa définition, colinéaire aux vecteurs ~ex2

, ~ey2 et ~ez2 . Ceci

n’est possible que si ~ΩR2/R1
est nul.

Pour un mouvement de translation :

~ΩR2/R1
= ~0.

Dans ce cas, conformément à la relation (1), la dérivée temporelle de ~A est la même
dans les deux référentiels.

(

d ~A

dt

)

/R1

=

(

d ~A

dt

)

/R2

Exemple : la translation circulaire :
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Une nacelle est attachée à une grande roue de
fête forraine. On note (O,~ex, ~ey, ~ez) le référen-
tiel attaché au sol et (O1, ~ex1

, ~ey1 , ~ez1) le réfé-
rentiel attaché à la nacelle. On remarque qu’au
cours du mouvement de la nacelle, les vecteurs
~ex1

, ~ey1 et ~ez1 sont constants en direction, sens
et norme. Ils sont donc fixes dans R donc :

~ΩR1/R = ~Ωnacelle/sol = ~0

Remarque – Cet exemple doit rappeler que
les mouvements de translation ne se limitent
pas au cas de la translation rectiligne.

O1

ey

O
ex

(R1)

O1

ey1

ex1

ey1

ex1

(R1)

1.1.1.4 R2 en rotation autour d’un axe fixe de R1

On peut choisir ~ez1 et ~ez2 confondus avec la direction de l’axe
fixe, θ étant l’angle caractéristique de la rotation :

θ = (~ex1
, ~ex2

) = (~ey1 , ~ey2)

Nous avons : ~ex2
= cos θ ~ex1

+ sin θ ~ey1 , d’où :
d~ex2

dt /R1

= θ̇ (− sin θ ~ex1
+ cos θ ~ey1) = θ̇ ~ez1 ∧ ~ex2

.

De même on montre que :

•
d~ey2
dt /R1

= θ̇ ~ez1 ∧ ~ey2 .

•
d~ez2
dt /R1

= ~0.

Dans ce cas :

~ΩR2/R1
=

dθ

dt
~ez1

ey1
O1 = O2

ez1

ex1

ey2

ez2

ex2

θ

Remarque – La rotation est dite uniforme lorsque θ̇ = cte.

1.1.1.5 Composition des vecteurs rotation

Considérons trois référentiels R1, R2 et R3, en mouvement relatif :

~ΩR3/R1
= ~ΩR3/R2

+ ~ΩR2/R1

De cette relation on déduit : ~ΩR2/R1
= −~ΩR1/R2

. PosonsR3 = R1, nous avons alors :
~ΩR3/R3

= ~0 = ~ΩR1/R2
+ ~ΩR2/R1

⇒ ~ΩR2/R1
= −~ΩR1/R2

.
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Soit une tige de centre G contenue dans le plan Ox1y1.

Les extrémités A et B sont contraintes à se déplacer le long des
axes Ox1 et Oy1. On définit le référentiel RT attaché à la tige et
on note R1 le référentiel associé au plan (O, x1, y1).

Déterminer ~ΩRT /R1
en fonction de α =

(

~ex1
,
−−→
OG
)

G

ex1 A

B

O

ey1

α

Réponse Notons (G,~exT , ~eyT ) le référentiel RT attaché à la tige et (G,~ex2 , ~ey2 ) le référentiel R2

centré en G en translation par rapport à R1.

~ΩRT /R1
= ~ΩRT /R2

+ ~ΩR2/R1
= ~ΩRT /R2

Par rapport àR2 le mouvement deRT correspond à une rotation autour de l’axe fixe

(G,~ez), paramétré par l’angle θ =
π

2
− α = (~ex2 , ~eyT ).

On en déduit ~ΩRT /R1
= θ̇ ~ez = −α̇ ~ez

G

ex1 A

B

O

ey1

α

ey2

ex2

exT

eyT
-απ

2

1.1.1.6 Composition des vitesses

Soit un point M mobile par rapport aux deux référentiels R1 et R2. On rappelle la
relation de composition des vitesses :

~V (M)/R1
= ~V (M)/R2

+ ~V (O2)/R1
+ ~ΩR2/R1

∧ −−−→
O2M (2)

Définition 5 On appelle point coïncident de M dans R2, noté M2 , le point fixe dans
R2 qui à chaque instant se trouve confondu avec M .

Définition 6 On appelle vitesse d’entraînement ~Ve la vitesse de M2 par rapport à R1

Conformément à la relation (2) l’expression de la vitesse d’entraînement est :

~Ve = ~V (M2)/R1
= ~V (M2)/R2

+ ~V (O2)/R1
+ ~ΩR2/R1

∧ −−−→
O2M2

À chaque instant M2 est confondu avec M , et sa vitesse est nulle dans R2 :

~V (M2)/R2
= ~0 ⇒ ~Ve(M) = ~V (O2)/R1

+ ~ΩR2/R1
∧ −−−→
O2M

On en déduit alors une relation équivalente à (2) :

~V (M)/R1
= ~V (M)/R2

+ ~Ve(M) (3)

1.1.1.7 Composition des accélérations

La relation entre les accélérations de M dans R1 et R2 est donnée par :
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~a (M)/R1 = ~a (M)/R2
+ ~a (O2)/R1

+
d~ΩR2/R1

dt
∧ −−−→
O2M

+ ~ΩR2/R1
∧
(

~ΩR2/R1
∧ ~O2M

)

+ 2~ΩR2/R1
∧ ~V (M)/R2

(4)

1.1.1.8 Accélérations d’entraînement et de Coriolis

L’accélération d’entraînement correspond à l’accélération du point coïncidant M2 par
rapport au référentiel R1.
Pour le point M2 on a : 2~Ω ∧ ~V (M2)/R2

= ~0 et ~a (M2)/R2
= ~0, d’où l’on déduit :

~a(M2)/R1
= ~ae(M) = ~a (O2)/R1

+
d~ΩR2/R1

dt
∧−−−→O2M+~ΩR2/R1

∧
(

~ΩR2/R1
∧ −−−→
O2M

)

Définition 7 On appelle ~ac(M) l’accélération de Coriolis du point M le terme :

~ac(M) = 2~ΩR2/R1
∧ ~V (M)/R1

On en déduit alors une relation équivalente à (4) :

~a (M)/R1
= ~a (M)/R2

+ ~ae (M)/R2
+ ~ac (M)/R2

(5)

Exprimer les accélérations d’entraînement et de Coriolis pour les cas où :

• R2 a un mouvement de translation par rapport à R1.

• R2 a un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe fixe de R1.

Réponse Notons ~Ω le vecteur rotation de R2 par rapport à R1.

• Pour une translation relative entre R1 et R2 on a : ~Ω = ~0 donc ~ae (M) = ~a (O2)/R1
et ~ac (M) = ~0.

• Pour la rotation uniforme autour d’un axe fixe, on peut choisir O2 ~ez2 et O1 ~ez1 confondus avec l’axe
de rotation.

O2 étant sur l’axe de rotation ~V (O2)/R1
= ~0, tandis que la rotation est

uniforme, il s’ensuit que :
d~Ω

dt
= ~0.

On définit H projeté orthogonal de M sur l’axe de rotation,
−−−→
O2H étant

parallèle à l’axe de rotation, nous avons :

~Ω ∧
(
~Ω ∧ −−−→

O2M
)

= ~Ω ∧
(
~Ω ∧

(−−−→
O2H +

−−→
HM

))

= ~Ω ∧
(
~Ω ∧ −−→

HM
) ey1

O1 = O2

ex1

ey2

ez1 
= ez2

ex2

θ

MH

Le développement du double produit vectoriel donne :

~Ω ∧
(
~Ω ∧ −−→

HM
)

= ~Ω
(
~Ω · −−→HM

)

− Ω2 −−→HM

Comme ~Ω est perpendiculaire à
−−→
HM nous en déduisons :

~Ω ∧
(
~Ω ∧ −−→

HM
)

= −Ω2 −−→HM

Pour le cas de la rotation uniforme autour d’un axe fixe : ~ae(M) = −Ω2 −−→HM .

L’accélération de Coriolis est donnée par : ~ac (M) = 2~Ω ∧
(

d
−−→
HM

dt

)

/R1
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1.1.2 Description d’un système matériel
1.1.2.1 Représentation discrète d’un système matériel

Un système matériel peut être décrit par une répartition dis-
crète de masses, c’est-à-dire comme un ensemble de N points
matériels Mi, chacun affecté d’une masse mi. Ces points Mi

peuvent représenter les particules qui constituent le système.
On note m la masse du système :

ey1O1

ez1

ex1 (R1)

Mi(mi)

m =

N∑

i=1

mi

1.1.2.2 Représentation continue d’un système matériel

Les systèmes matériels que nous allons étudier seront souvent composés d’un très
grand nombre de particules. Nous pourrons alors ignorer l’aspect corpusculaire de la
matière et substituer au modèle discret pour la répartition de masse, un modèle continu.
Comme nous définissons en électromagnétisme des distributions continues de charge,
nous pourrons faire de même avec la masse.

Définition 8

Dans le cas d’une distribution volumique, conti-
nue, de masse on considère que chaque élément
de volume dτM contient la masse :
δm = µ(M) dτM
On appelle µ la masse volumique du système
définie en chaque point M du système :

ey 
O 

ez 

ex 

dτM

M

δm = ρ(M) dτM

µ(M) =
δm

dτM
kg · m−3

Définition 9 Dans le cas d’une distribution continue surfacique de masse, on consi-
dère que chaque élément dSM contient la masse δm = σ(M) dSM .
On appelle σ(M) la densité surfacique de masse définie en chaque point M du sys-
tème :

σ(M) =
δm

dSM
( en kg · m−2)

ey 
O 

ez 

ex 

δm = σ(M) dSM

M dSM
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Définition 10 Dans le cas d’une distribution continue linéique de masse, on considère
que chaque élément dℓM contient la masse δm = λ(M) dℓM .
On appelle λ(M) la masse linéique définie en chaque point M du système :

λ(M) =
δm

dℓM
(en kg · m−1)

ey 
O 

ez 

ex 

δm = λ(M) dℓMM

dℓM

Dans les trois cas, la masse m du système est donnée par :

m =

∫

Distribution
δm

L’intégrale sera triple, double ou simple selon la modélisation considérée. Pour chaque
cas, l’élément dτ , dS ou dℓ de masse δm est l’équivalent du point matériel Mi de
masse mi.

1.1.2.3 Centre d’inertie d’un système matériel

Pour introduire cette notion, commençons par considérer une répartition discrète de
masse {Mi(mi)}.

m =

i=N∑

i=1

mi est la masse de ce système.

Définition 11 On appelle centre d’inertie du système matériel le point G donné par
la relation :

−−→
OG =

1

m

N∑

i=1

mi
−−→
OMi

Cette définition se transpose aisément pour les répartitions continues de masse. Chaque
élément de volume dτM (de surface dSM ou de segment dℓM ), construit autour du
point M est assimilable à un point matériel de masse δm = µ(M) dτM (σ(M) dSM
ou λ(M) dℓM ).
Pour une répartition volumique nous aurons :

−−→
OG =

1

m

∫∫∫

V

µ(M) dτM
−−→
OM

Pour une répartition surfacique nous aurons :

−−→
OG =

1

m

∫∫

S

σ(M) dSM
−−→
OM

Pour une répartition linéique nous aurons :

−−→
OG =

1

m

∫

L

λ(M) dℓM
−−→
OM



16 Chapitre 1

Remarque – G est en fait le barycentre de l’ensemble des points du système, affectés
de leurs masse. Il sera souvent facile de le positionner en utilisant des arguments de
symétrie.
Il sera utile par la suite de retenir les relations donnant la vitesse et l’accélération de G
par rapport à un référentiel R :

~V (G)/R =
1

m

N∑

i=1

mi
~V (Mi)/R et ~a(G)/R =

1

m

N∑

i=1

mi ~a(Mi)/R

1.1.2.4 Résultante cinétique d’un système matériel

Définition 12 On appelle résultante cinétique d’un système matériel, la somme des
quantités de mouvement de chacun de ses points.

Considérons une répartition volumique de masse étudiée dans un référentiel R.

~V (G)/R =
1

m

∫∫∫

V

δm ~V (M)/R

ey 
O 

ez 

ex 

dτM

M

δm = ρ(M) dτM

δp(M)
 

Chaque volume dτM , de masse δm = µ(M) dτM et de vitesse ~V (M)/R, a pour quan-

tité de mouvement élémentaire : δ~p(M)/R = δm ~V (M)/R.
La résultante cinétique s’écrit :

~P/R =

∫∫∫

V

µ(M) dτM ~V (M)/R = m~V (G)/R

1.1.2.5 Résultante dynamique d’un système matériel

Définition 13 On appelle résultante dynamique d’un système matériel, la somme des
résultantes dynamiques de chacun de ses points.

Considérons une répartition volumique de masse étudiée dans un référentiel R.
On note ~S/R, la résultante dynamique du système matériel de masse m de
centre d’inertie G, étudié dans le référentiel R. Chaque volume dτM , de masse
δm = µ(M) dτM et d’accélération ~a(M)/R, a pour résultante dynamique élémen-
taire : δ~s(M)/R = δm~a(M)/R.
La résultante dynamique s’écrit :

~S/R =

∫∫∫

V

µ(M) dτM~a(M)/R = m~a(G)/R

1.1.2.6 Moment cinétique d’un système matériel

Définition 14 Le moment cinétique en un point A d’un système est la somme des
moments cinétiques de chacun de ses points calculés au même point A.
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Cette grandeur calculée au point A, dans le référentiel R, se note
(

~LA

)

/R
.

Remarque – Quand il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix du référentiel on peut se
contenter de la notation : ~LA .

(

~LA

)

/R
=

N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

~V (Mi)/R

−−→
AMi ∧mi

~V (Mi)/R étant le moment cinétique au point A du point matériel Mi(mi)

de vitesse ~V (Mi)/R.

Remarque – Pour une répartition volumique de masse, on aura :
(

~LA

)

/R
=

∫∫∫

V

−−→
AM ∧ µ(M) dτM ~V (M)/R

1.1.2.7 Changement de point pour le calcul du moment cinétique

Le moment cinétique dépend du point où on le calcule. Il existe une relation de passage
permettant de l’exprimer au point B lorsqu’on le connaît en un point A :

(

~LB

)

/R
=
(

~LA

)

/R
+
−−→
BA ∧ ~P/R (6)

Démontrer la relation :
(

~LB

)

/R
=
(

~LA

)

/R
+
−−→
BA ∧ ~P/R.

Réponse Pour la démonstration utilisons le modèle de la répartition discrète de masse, le moment
cinétique s’exprime au point A comme :

(
~LA

)

/R
=

N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

~V (Mi)/R

De même au point B, il s’écrit :

(
~LB

)

/R
=

N∑

i=1

−−−→
BMi ∧mi

~V (Mi)/R

=
N∑

i=1

mi
−→
BA ∧ ~V (Mi)/R +

N∑

i=1

mi
−−→
AMi ∧

−→
V (Mi)/R

︸ ︷︷ ︸

(~LA)
/R

De plus :
N∑

i=1

mi
−→
BA ∧ ~V (Mi)/R =

−→
BA ∧

N∑

i=1

mi
~V (Mi)/R

︸ ︷︷ ︸

m~V (G)

=
−→
BA ∧ ~P/R

Nous retrouvons bien la relation (6).
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1.1.2.8 Moment cinétique par rapport à un axe

Définition 15
Soit un axe ∆, de vecteur directeur unitaire ~u∆, passant par un point
A. On note (L∆)/R le moment cinétique du système, étudié dans le ré-
férentiel R, par rapport à l’axe ∆.

(L∆)/R =
(

~LA

)

/R
· ~u∆

B

u∆

A

(∆)

Cette grandeur est indépendante du point de l’axe ∆. Considérons en effet deux points
A et B appartenant à cet axe. La relation (6) nous permet d’écrire que :

(

~LB

)

/R
· ~u∆ =

(

~LA

)

/R
· ~u∆ +

(−−→
BA ∧ ~P/R

)

· ~u∆
︸ ︷︷ ︸

0

Le dernier terme est nul, puisqu’on retrouve dans ce produit mixte deux vecteurs coli-
néaires (

−−→
BA et ~u∆).

1.1.2.9 Moment dynamique d’un système matériel.

Définition 16 Le moment dynamique d’un système est la somme des moments dyna-
miques de chacun de ses points.

Cette grandeur se calcule en un point A, dans le référentiel R, on la note
(

~DA

)

/R
.

Remarque – Quand il n’y aura pas d’ambiguïté sur le choix du référentiel on pourra
se contenter de la notation : ~DA.

(

~DA

)

/R
=

N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi ~a(Mi)/R

−−→
AMi ∧mi ~a(Mi)/R étant le moment dynamique du point matériel Mi(mi) d’accélé-
ration ~a(Mi)/R.

Remarque – Pour une répartition volumique de masse , on aura :
(

~DA

)

/R
=

∫∫∫

V

−−→
AM ∧ µ(M) dτM~a(M)/R

Comme pour le moment cinétique, cette grandeur dépend du point où on la calcule.
Il existe une relation de passage permettant de l’exprimer au point B lorsqu’on la
connaît au point A :

(

~DB

)

/R
=
(

~DA

)

/R
+

−−→
BA ∧ ~S/R (7)

1.1.2.10 Moment dynamique par rapport à un axe.

Définition 17 Soit ∆ un axe de vecteur directeur ~u∆ passant par un pointA. On note
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(D∆)/R le moment dynamique du système, étudié dans le référentiel R par rapport à
l’axe ∆ :

(D∆)/R =
(

~DA

)

/R
· ~u∆

Comme pour le moment cinétique, cette grandeur est indépendante du point de l’axe
∆. Considérons en effet deux points A et B appartenant à l’axe ∆. La relation (7) nous
permet d’écrire que :

(

~DB

)

/R
· ~u∆ =

(

~DA

)

/R
· ~u∆ +

(−−→
BA ∧ ~S/R

)

· ~u∆
︸ ︷︷ ︸

0

le dernier terme étant nul, comme produit mixte contenant deux vecteurs colinéaires
(
−−→
BA et ~u∆).

1.1.2.11 Relation entre résultante cinétique et résultante dynamique.

Il est aisé de remarquer que, pour un système fermé, m = cte, la dérivée par rapport
au temps, dans un référentiel R, de la résultante cinétique est égale à la résultante
dynamique :

~S/R =

(

d~P/R

dt

)

/R

1.1.2.12 Relation entre moment cinétique et moment dynamique, calculées en un
point fixe ou au point G

La relation entre moments cinétique et dynamique mérite que l’on s’y attarde un peu
plus. Exprimons la dérivée temporelle du moment cinétique calculé en un point A, par
rapport au référentiel R :

d~LA
dt

=
N∑

i=1

d
−−→
AMi

dt
∧mi

~V (Mi) +
N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

d~V (Mi)

dt
︸ ︷︷ ︸

~DA

=

N∑

i=1

d
−−→
AMi

dt
∧mi

~V (Mi) + ~DA

Développons le premier terme du membre de droite :

N∑

i=1

d
−−→
AMi

dt
∧mi

~V (Mi) =
N∑

i=1

d
−→
AO

dt
∧mi

~V (Mi) +
N∑

i=1

d
−−→
OMi

dt
∧mi

~V (Mi)
︸ ︷︷ ︸

~0

= − d
−→
OA

dt
︸ ︷︷ ︸

−~V (A)

∧
N∑

i=1

mi
~V (Mi)

︸ ︷︷ ︸

m~V (G)
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Le programme limite cependant l’utilisation de cette dernière relation en un point fixe
du référentiel d’étude ou au point G, centre d’inertie du système matériel. Dans les
deux cas nous retiendrons que :

(

d~LA
dt

)

/R

=
(

~DA

)

/R
(8)

1.1.2.13 Énergie cinétique d’un système matériel

On note EC l’énergie cinétique du système matériel, par rapport au référentiel R :

EC =

N∑

i=1

1

2
mi V

2(Mi)/R

Les vitesses étant exprimées par rapport au référentiel R.

Remarque – Pour une répartition volumique de matière :

EC =

∫∫∫

V

1

2
µ(M) dτM V 2(M)/R

1.1.3 Référentiel du centre de masse
1.1.3.1 Définition

Définition 18 On appelle référentiel du centre
de masse, ou référentiel barycentrique, le référen-
tiel d’origineG, qui est en translation par rapport
au référentiel d’étude ; on le note R∗. ey

O

ez

ex

G

ez

(R*)
(R)

*

ex
*

ey
*

Prenons l’exemple d’une roue en mouvement par rapport au
sol.
Pour cette situation on peut définir trois référentiels :
le référentiel d’étude attaché au sol (O,~ex, ~ey, ~ez), celui at-
taché à la roue : (G,~ex2

, ~ey2 , ~ez2) et son référentiel bary-
centrique :

(
G,~e∗x, ~e

∗
y, ~e

∗
z

)
.

G

ex

ey ey2 ex2

ex
*

ey
*

θ

O

Remarque – On exprime généralement les grandeurs calculées dans R∗ en rajoutant
l’exposant ∗.
R∗ ayant un mouvement de translation par rapport à R on retiendra que :

~ΩR∗/R = ~0

1.1.3.2 Grandeurs cinétiques dans R∗

Par définition G est fixe dans R∗.
Dans le référentiel barycentrique, les résultantes cinétique et dynamique sont nulles :

~P ∗ = m ~V ∗(G) = ~0 et ~S∗ = m~a∗(G) = ~0
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Dans le référentiel barycentrique les moments cinétique et dynamique sont indépen-
dants des points où on les calcule. Ceci se déduit des relations (6) et (7) :

~L∗
B = ~L∗

A +
−−→
BA ∧ ~P ∗ = ~L∗

A et ~D∗
B = ~D∗

A +
−−→
BA ∧ ~S∗ = ~D∗

A

Exprimer la vitesse et l’accélération d’un point M dans le référentiel bary-
centrique en fonction de sa vitesse et de son accélération dans le référentiel R.

Réponse Pour exprimer ~V ∗(M) utilisons la relation (2), appliquée entre R et R∗ :

~V (M)/R = ~V (M)/R∗ + ~V (G)/R + ~ΩR∗/R ∧ −−→
GM

où :
~ΩR∗/R = ~0 ⇒ ~V (M)/R∗ = ~V (M)/R − ~V (G)/R

De même on montre que : ~a (M)/R∗ = ~a (M)/R − ~a (G)/R.

1.1.3.3 Théorèmes de Koenig pour les moments cinétique et dynamique

Considèrons un système de massem, de centre d’inertieG, étudié dans le référentielR.
Notons R∗ son référentiel barycentrique. Les théorèmes qui suivent lient les moments
cinétique et dynamique calculés dans R à ceux calculés dans R∗.

(

~LA

)

/R
= ~L∗ +

−→
AG ∧m ~V (G)/R (9)

(

~DA

)

/R
= ~D∗ +

−→
AG ∧m~a(G)/R (10)

Le moment cinétique dans R au point A se calcule comme la somme du moment ci-
nétique dans R∗ et du moment cinétique d’une particule fictive de masse m placée en
G.
Il en est de même pour le moment dynamique.

Démontrer le théorème de Koenig pour le moment cinétique.

Réponse Pour démontrer ce théorème utilisons le modèle de la répartition discrète de matière
{Mi(mi)}. On sait que dans R∗ le moment cinétique est indépendant du point où on le calcule ;
choisissons le point G.

Par définition : ~L∗ =

N∑

i=1

−−−→
GMi ∧mi

~V ∗(Mi).

D’après la relation de composition des vitesses : ~V (Mi)/R∗ = ~V (Mi)/R − ~V (G)/R, on peut écrire
pour tout point A :

~L∗ =
N∑

i=1

(−→
GA+

−−→
AMi

)

∧mi

(
~V (Mi)/R − ~V (G)/R

)

=
N∑

i=1

−→
GA ∧mi

~V (Mi)−
N∑

i=1

−→
GA ∧mi

~V (G)/R

+
N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

~V (Mi)/R −
N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

~V (G)/R

=
−→
GA ∧m~V (G)/R −−→

GA ∧m~V (G)/R +
(
~LA

)

/R
−−→
AG ∧m~V (G)/R
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On en déduit donc que :
(
~LA

)

/R
= ~L∗ +

−→
AG ∧m~V (G)/R

Il est intéressant de remarquer que les moments cinétique et dynamique dansR∗ s’iden-
tifient aux moments cinétique et dynamique dans R exprimés au point G :

~L∗ =
(

~LG

)

/R
et ~D∗ =

(

~DG

)

/R

1.1.3.4 Théorème de Koenig pour l’énergie cinétique

On note E∗
C l’énergie cinétique du système calculée dans R∗ :

(EC)/R = E∗
C +

1

2
mV 2(G)/R (11)

L’énergie cinétique du système par rapport au référentiel R est égale à son énergie
cinétique par rapport au référentiel R∗ à laquelle on ajoute celle d’une particule fictive
placée en G, de masse m.

Démontrer le théorème de Koenig pour l’énergie cinétique.

Réponse On représente toujours le système par un ensemble de points matériels {Mi(mi)} :

E∗
C =

N∑

i=1

1

2
mi (V ∗(Mi))

2

et :

~V ∗(Mi) = ~V (Mi)/R − ~V (G)/R

⇒ V ∗2(Mi) = V 2(Mi)/R + V 2(G)− 2~V (Mi)/R · ~V (G)/R

On en déduit que :

E∗
C = (EC)/R +

N∑

i=1

1

2
mi V

2(G)/R −
N∑

i=1

mi
~V (Mi)/R · ~V (G)/R

ce qui s’écrit aussi :

E∗
C = (EC)/R +

1

2
mV 2(G)/R − ~V (G)/R ·m ~V (G)/R

d’où l’on déduit la relation :

(EC)/R = E∗
C +

1

2
mV 2(G)/R

1.1.4 Champ de vecteurs, torseurs
1.1.4.1 Champ de vecteurs

Définition 19 Un champ de vecteurs C est l’application qui tout pointM d’une partie
de l’espace fait correspondre un vecteur ~A(M).
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On peut citer comme exemple le champ de gravitation au voisinage de la Terre, qui à
chaque point M fait correspondre le vecteur ~g(M) = ~g. De même le champ électro-
statique créé par une charge ponctuelle q placée en O, qui à chaque point M différent

de O fait correspondre le vecteur : ~E(M) =
q
−−→
OM

4πε0 (OM)
3

eyO

ez

ex
q

g

g

g
g

E

1.1.4.2 Résultante et moment associés à un champ de vecteurs

Définition 20 Considérons un champ de vecteurs qui à tout point Mi fait corres-
pondre le vecteur ~A(Mi). La résulante du champ de vecteurs est définie par :

~R =
N∑

i=1

~A(Mi)

Définition 21 Le moment, au point O, du champ de vecteurs est la somme :

~MO =

N∑

i=1

−−→
OMi ∧ ~A(Mi)

1.1.4.3 Changement de point pour le calcul du moment

Considérons deux points O et O′. Il existe une relation simple entre ~MO et ~MO′ :

~MO′ =
N∑

i=1

−−−→
O′Mi ∧ ~A(Mi) =

N∑

i=1

−−→
O′O ∧ ~A(Mi)

︸ ︷︷ ︸
−−→
O′O∧ ~R

+
N∑

i=1

−−→
OMi ∧ ~A(Mi)

︸ ︷︷ ︸

~MO

(12)

⇒ ~MO′ = ~MO +
−−→
O′O ∧ ~R (13)

1.1.4.4 Torseurs

Un torseur T , associé au champ de vecteurs C se définit par la donnée du couple de

vecteurs :
(

~R, ~MO

)

Définition 22 On appelle éléments de réduction au point O du torseur TO , la résul-
tante ~R et le moment ~MO du champ de vecteurs auquel il est associé.
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1.1.4.5 Opérations sur les torseurs

Soient deux torseurs dont on se donne les éléments de réduction au même point O :
(T1)O et (T2)O. On définit les opérations suivantes :

• Somme de deux torseurs : on peut définir le torseur somme, dont les éléments de
réduction au point O sont donnés par :

TO
(

~R = ~R1 + ~R2, ~MO = ~M1O + ~M2O

)

• Egalité de deux torseurs : l’égalité de deux torseurs se traduit par l’égalité entre
leurs résultantes et entre leurs moments en un point (donc de leurs moments en tout
point) .

On définit de plus le torseur nul, ayant pour résultante ~R = ~0 et pour moment en tout
point ~M = ~0 (pour cela il suffit qu’il soit nul en un point).

1.1.5 Notion de solide
1.1.5.1 Définition

Définition 23 On appelle solide un ensemble de points dont les distances mutuelles
ne varient pas au cours du temps.

À tout solide S on associe un référentiel RS = {OS , ~exS
, ~eyS , ~ezS}, qui lui est attaché.

À chaque instant le solide est immobile dans RS .

ey
O

ez

ex

eys

Os

ezs

exs

(Rs)

(R)

Remarque – Il ne faut pas confondre le référentiel attaché au solide et le référentiel
barycentrique : le solide est immobile dans RS , pas dans R∗.

1.1.5.2 Champ des vitesses d’un solide

Considérons deux points M et N appartenant à un même solide. La relation de com-
position des vitesses entre un référentiel R et le référentiel RS (2) donne pour M et
N : {

~V (M)/R = ~V (M)/RS
+ ~V (OS)/R + ~ΩRS/R ∧ −−−→

OSM
~V (N)/R = ~V (N)/RS

+ ~V (OS)/R + ~ΩRS/R ∧ −−−→
OSN

avec ~V (M)/RS
= ~V (N)/RS

= ~0.

De ces égalités on déduit, en éliminant le terme ~V (OS)/R, la relation du champ des
vitesses pour un solide :

~V (N)/R = ~V (M)/R +
−−→
NM ∧ ~ΩRS/R (14)
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1.1.5.3 Solide en translation dans un référentiel R

Définition 24 Un solide est dit en translation par rapport au référentiel R lorsque
~ΩRS/R = ~0

Il en découle : ~V (N)/R = ~V (M)/R. Tous les points du solide ont même vitesse ; ce
sera aussi la vitesse de G, centre d’inertie du solide.
On peut se donner comme exemple une demi-sphère qui glisse le long de la plus grande
pente d’un plan incliné d’un angle α : tous les points de la demi-sphère ont même
vitesse.

O

α

g

ex

ez

G
M

vG

vM = vG

L’égalité des vitesses entraîne des propriétés intéressantes :

• l’énergie cinétique du solide dans ce référentiel s’exprime alors simplement :

EC =

N∑

i=1

1

2
miV

2
i =

1

2
mV 2(G)

m étant la masse du système. On reconnaît l’énergie cinétique d’un point matériel
fictif positionné en G, de masse égale à celle du système.

• le moment cinétique calculé en un point A s’écrit :

~LA =

N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

~V (Mi) =

(
N∑

i=1

mi
−−→
AMi

)

∧ ~V (G)

⇒ ~LA =
−→
AG ∧m ~V (G)

On reconnaît le moment cinétique, au point A, d’un point matériel fictif placé en G
et ayant pour masse celle du système.

Dans le cas d’un mouvement de translation, tout se passe comme si le solide était
équivalent à un point matériel de masse m positionné en G.

1.1.6 Rotation d’un solide autour d’un axe fixe
1.1.6.1 Moment cinétique par rapport à un point de l’axe

Considérons R1 le référentiel d’étude, S le solide et RS le ré-
férentiel attaché au solide. À chaque instant l’origine OS est
confondue avec O1, et ~ezS = ~ez1 . On note ~Ω = α̇ ~ez1 le vec-
teur rotation de RS par rapport à R1. On désigne par ∆ l’axe
commun O1 ~ez1 , O1 ~ezS .

ey1

O1 = OS

ez1

ex1

eyS

ezS

exS

θ

MiHi
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Pour tout point Mi du solide, la vitesse par rapport au référentiel R1 s’écrit :

~V (Mi) = ~V (Hi) + ~Ω ∧ −−−→
HiMi

Hi étant le projeté orthogonal de Mi sur l’axe de rotation :

~V (Hi) = ~0 ⇒ ~V (Mi) = ~Ω ∧ −−−→
HiMi

Exprimons le moment cinétique du solide en un pointA appartenant à l’axe de rotation :

~LA =
N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

~V (Mi) =
N∑

i=1

−−→
AMi ∧mi

(

~Ω ∧ −−−→
HiMi

)

Développons le double produit vectoriel :

−−→
AMi ∧

(

~Ω ∧ −−−→
HiMi

)

= ~Ω
(−−→
AMi ·

−−−→
HiMi

)

−−−−→
HiMi

(−−→
AMi · ~Ω

)

et remarquons que
−−→
AMi ·

−−−→
HiMi =

(−−→
AHi +

−−−→
HiMi

)

· −−−→HiMi = (HiMi)
2 puisque

−−→
AHi

et
−−−→
HiMi sont perpendiculaires. Il s’ensuit que :

~LA =

(
N∑

i=1

miHiM
2
i

)

~Ω−
(

N∑

i=1

mi
−−−→
HiMi

(−−→
AMi · ~Ω

)
)

Nous obtenons deux termes, le premier indépendant de A et colinéaire à ~Ω, le second
dépendant de A et perpendiculaire à ~Ω.

Définition 25 On appelle moment d’inertie du solide par rapport à l’axe ∆, la quan-
tité :

J =

N∑

i=1

miHiM
2
i (en kg · m2)

Remarque – Par définition le moment d’inertie est un grandeur additive.

Posons ~LA⊥ =

N∑

i=1

mi
−−−→
HiMi

(−−→
AMi · ~Ω

)

, composante du moment cinétique au point

A perpendiculaire à ~Ω. Le moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe
fixe, calculé en un point A de cet axe, est donné par :

(

~LA

)

/R
= J∆ ~Ω+ ~LA⊥ (15)

Remarque – Le moment cinétique par rapport à l’axe ∆ est donné par la relation :
L∆ = ~LA · ~u∆ = J∆ Ω, puisque ~u∆ est colinéaire à ~Ω. On retrouve bien le fait que
cette grandeur est indépendante du point A de l’axe.
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Toutes les relations précédentes ont été établies pour le cas
d’une répartition discrète de masse. Dans le cas d’une répar-
tition continue, de type volumique par exemple, le moment
d’inertie s’exprime par :

J∆ =

∫∫∫

V

dm (HM)
2
=

∫∫∫

V

µ(M) dτM r2

r étant la distance du point M à l’axe ∆ de rotation.

M

u∆

(∆)
δmr

Exprimer le moment d’inertie d’un cerceau, C, de rayon a et de centre C,
contenu dans le plan (O,~ex, ~ey) par rapport à l’axe (C,~ez).

Réponse

Tous les éléments δℓ de masse δm sont à égale distance a de l’axe (C,~ez), auquel cas :

J(C,~ez) =

∮

C

δm (CM)2 =

∮

C

δma2 = a2
∮

C

δm = ma2 C

δm
a

ez

1.1.6.2 Cas remarquables.

Nous admettrons que ~LA⊥ = ~0 pour les cas suivants :
1. L’axe de rotation est aussi axe de symétrie de révolution pour le solide, par exemple

un cylindre qui tourne autour de son axe de révolution (fig. 1).
2. Le solide est contenu dans un plan perpendiculaire à l’axe de rotation auquel ap-

partient aussi le point A ; par exemple un disque qui tourne dans le plan (O, x, y)
(fig. 2).

LA⊥= 0
A

(
�)

figure 1

ey

ez

ex

A

LA⊥= 0

figure 2

1.1.6.3 Énergie cinétique

Exprimons l’énergie cinétique par rapport au référentiel R d’étude :

EC =

N∑

i=1

1

2
mi V

2
i =

N∑

i=1

1

2
mi

(

~Ω ∧ −−−→
HiMi

)2

avec ~Ω perpendiculaire à
−−−→
HiMi. Ainsi :

EC =
N∑

i=1

1

2
mi Ω

2HiM
2
i =

Ω2

2

N∑

i=1

miHiM
2
i =

1

2
J∆Ω

2 (16)

⇒ (EC)/R =
1

2
J∆Ω

2 (17)
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1.1.6.4 Théorème de Huygens

Soit J∆G le moment d’inertie d’un solide par rapport à un axe
∆G passant par le centre d’inertie G et soit J∆ son moment
d’inertie par rapport à un axe ∆ parallèle à l’axe ∆G. Si m
désigne la masse du solide et d la distance entre les deux axes,
le théorème de Huygens stipule que :

J∆ = J∆G +md2

G

(∆)

(∆G)

d

On considère le système constitué d’une tige de longueur L et d’un disque de
centre C et de rayon a, contenus dans le plan Oxy.

La tige et le disque ont même massem. On donne le moment d’iner-

tie de la tige par rapport à O~ez : (J1)O~ez =
mL2

3
et le moment

d’inertie du disque par rapport à l’axe C ~ez : (J2)C ~ez =
ma2

2
.

Exprimer le moment d’inertie de l’ensemble par rapport à l’axe
O~ez .

ex
O

ey

a

ez

L

C

Réponse Par additivité, le moment d’inertie de l’ensemble s’écrit :

JO~ez = (J1)O~ez
+ (J2)O~ez

tandis que le théorème de Huygens fournit

(J2)O~ez
= (J2)C ~ez

+mL2 =
ma2

2
+mL2

Il s’ensuit que :

JO~ez =
mL2

3
+
ma2

2
+mL2 =

4

3
mL2 +

ma2

2

1.1.7 Cinématique des solides en contact

1.1.7.1 Vitesse de glissement

Considérons deux solides S1 et S2 en mouvement par rapport à un référentielR, de ma-
nière à ce qu’une partie de leurs surfaces soient en contact. Supposons, pour simplifier,
que le contact soit ponctuel. Au niveau du contact, il est possible de définir :

• le point géomètrique de contact : I .

• le point coïncident de I par rapport à S1 : I1 .

• le point coïncident de I par rapport à S2 : I2.

Définition 26 On appelle vitesse de glissement du solide S2 par rapport au solide
S1 :
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−→
V gS2/S1

= ~V (I2)/S1
= ~V (I2)/R − ~V (I1)/R

Remarquons que :

•
−→
V gS2/S1

appartient au plan tangent à
S2 et S1.

•
−→
V gS2/S1

est indépendante du référen-
tiel d’étude R.

Vg

Plan tangent

S2

S1

1.1.7.2 Cas du non glissement

Lorsque les solides ne glissent pas l’un sur l’autre on retiendra les deux relations équi-
valentes :

−→
V gS2/S1

= ~0 ⇔ ~V (I2)/R = ~V (I1)/R

On considère un disque de centreG, de rayon a, qui roule sur un plan horizon-
tal. On admet qu’au cours du mouvement, G reste dans le même plan horizontal. On
note x(t) l’abscisse de G et θ l’angle qui mesure la rotation.

1. Exprimer la vitesse de glissement du disque sur le plan ho-
rizontal.

2. En déduire une relation entre ẋ et θ̇ dans le cas du roule-
ment sans glissement.

G
ex

ey

θa

x(t)

Réponse

1. Notons x(t) l’abscisse du centre G du disque D de rayon a et θ(t) l’angle de rotation. Exprimons la

vitesse de glissement du disque par rapport au sol S :
−→
V gD/S . Par définition :

−→
V gD/S =

−→
V (ID)/S −−→

V (IS)/S

ID étant le point coïncident à I (point de contact entre le cylindre et le sol) par rapport au disque et IS
étant le point coïncident à I par rapport au sol.
~V (IS)/S = ~0 de plus en utilisant la relation (14) :

~V (ID)/S = ~V (G)/S + ~ΩD/S ∧ −→
GI = ẋ ~ex + θ̇ ~ez ∧ (−a~ey) =

(

ẋ+ aθ̇
)

~ex

2. Le cas du roulement sans glissement donne donc : ẋ = −aθ̇.
Il est intéressant de donner une interprétation géométrique de cette dernière
relation : au cours d’une évolution temporelle élémentaire, nous avons :
|dx| = a|dθ|. Le terme |dx| représente la distance parcourue par G pendant
dt, celle-ci est égale à |adθ|, longueur dont a tourné le disque pendant le même
intervalle de temps dt.

G

a dθ

dx

dθ

1.2 Dynamique des systèmes matériels
1.2.1 Torseur des efforts
1.2.1.1 Cas général

Soit un système S constitué de N points matériels Mi chacun de masse mi, étudié
dans un référentielR. Chaque pointMi est soumis à la force ~Fi. L’ensemble des forces
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auquel S est soumis constitue un champ de vecteurs auquel il est possible d’associer
un torseur : le torseur des efforts.
Le torseur des efforts se caractérise par ses éléments de réduction en un point O :

~R =

N∑

i=1

~Fi et ~MO =

N∑

i=1

−−→
OMi ∧ ~Fi

Le système pourra, dans certains cas, être représenté par une dis-
tribution continue de matière. Dans le cas d’une répartition vo-
lumique par exemple, chaque élément dτM , de masse δm, équi-
vaut à un point matériel soumis à la force δ ~F . Les éléments de
réduction du torseur en un point O seront alors :

ey 
O 

ez 

ex 

dτM

M

F(M)
 

δ

~R =

∫∫∫

V

δ ~F et ~MO =

∫∫∫

V

−−→
OM ∧ δ ~F

1.2.1.2 Glisseur et couple

• On appelle glisseur un torseur pour lequel il existe au moins un point A où le
moment s’annule. Le calcul du moment en un point C, donne donc :

~MC = ~MA +
−→
CA ∧ ~R =

−→
CA ∧ ~R

Dans ce cas le glisseur est équivalent à une force de point d’application A.

• On appelle couple, un torseur pour lequel la résultante est nulle. Dans ce cas le
moment du torseur est indépendant du point où on le calcule :

~MB = ~MA +
−−→
BA ∧~0 = ~MA

1.2.1.3 Torseur des efforts de pesanteur

Considérons une répartition volumique de masse, de
centre d’inertie G et de masse m, étudiée dans un
référentiel R. Chaque élément de volume dτM de
masse δm subit la force δ ~P = δm~g.
On peut exprimer la somme des forces élémentaires
comme étant la résultante des efforts de pesanteur :

~R =

∫∫∫

V

δm~g =

(∫∫∫

V

δm

)

~g = m~g = ~P
ey 

O 

ez 

ex 

dτMM

δF(M)
 
= δmZg

On retrouve alors ce que l’on a défini jusque là comme le poids du système.
Exprimons de même le moment des efforts au point O. Chaque volume élémentaire
dτM , construit autour d’un point M du système subissant la force δ ~P de moment en
O : δ ~MO =

−−→
OM ∧ δ ~P . On en déduit alors le moment résultant :

~MO =

∫∫∫

V

−−→
OM ∧ δm~g =

∫∫∫

V

δm
−−→
OM

︸ ︷︷ ︸

m
−−→
OG

∧~g

⇒ ~MO =
−−→
OG ∧ ~P
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Les efforts de pesanteur peuvent donc être représentés par un torseur dont les éléments
de réduction au point O sont donnés par :

~R = ~P et ~MO =
−−→
OG ∧m~g

Étant donné que ~MG = ~0, les efforts de pesanteur sont équivalents à un glisseur de
point d’application G.

1.2.1.4 Torseur des efforts intérieurs à un système

Définition 27 On appelle efforts intérieurs, les efforts qui ont pour origine une partie
qui appartient au système, les autres seront nommés efforts extérieurs.

Pour distinguer les efforts intérieurs des efforts extérieurs il faudra préciser avec soin
le système sur lequel on travaille. Par exemple pour l’ensemble Terre-Lune :

• Si le système étudié est la Terre, l’action de la Lune sur cette dernière sera un effort
extérieur .

• Si le système étudié est l’ensemble Terre-Lune, l’action de la Lune sur la Terre sera
un effort intérieur.

Lune Terre

FL/T

FT/L

Considérons une prépartition discrète de masse {Mi(mi)} définissant un système S .
Notons ~Fi→j la force qu’exerce Mi sur Mj et ~Fj→i la force qu’exerce Mj sur Mi.
D’après la troisième loi de Newton, énoncée en première année :

~Fi→j = −~Fj→i

Si on applique ce raisonnement au système entier, les forces qui agissent sur les points
Mi vont s’annuler deux à deux ; on arrive à la conclusion que la résultante des efforts
intérieurs est nulle :

~Rint = ~0

De même, si l’on définit la somme des moments de ces deux forces en un point O :
−−→
OM i ∧ ~Fj→i +

−−→
OM j ∧ ~Fi→j =

(−−→
OM i −

−−→
OM j

)

∧ ~Fj→i =
−−−−→
MjMi ∧ ~Fj→i = ~0

car, toujours d’après la troisième loi de Newton, ~Fj→i est colinéaire à
−−−−→
MjMi. Il s’ensuit

que :

~M(O)int = ~0

Ce raisonnement, appliqué au système entier, nous pousse à conclure que le moment,
en tout point, des efforts intérieurs est nul :

Le torseur des efforts intérieur est équivalent au torseur nul : Tint = 0
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1.2.2 Les principes de la dynamique en référentiel galiléen.
1.2.2.1 Principe fondamental de la dynamique.

Dans un référentiel galiléen, le torseur dynamique d’un système matériel
fermé de masse m, est égal au torseur des efforts extérieurs qui agissent sur le
système.

Remarque – En chaque point, les éléments de réduction des deux torseurs sont donc
égaux.

1.2.2.2 Théorème de la résultante dynamique

L’égalité précédente entre torseurs implique une première relation, traduisant le fait
que dans un référentiel galiléen R la résultante dynamique m~a(G)/R est égale à la

résultante du torseur des efforts extérieurs ~Rext :

~Rext = m~a(G)/R (18)

1.2.2.3 Théorème du moment cinétique en un point fixe ou en G

Le principe fondamental implique aussi une seconde relation associée à l’égalité des
moments. Effectivement, en tout point A le moment du torseur des efforts extérieurs
~MAext est égal au moment dynamique du système ~DA.

Le programme limitant l’utilisation de cette relation en un point fixe ou au point G :

~DA =
d~LA
dt

. Nous retiendrons donc la relation suivante appelée théorème du moment

cinétique :
(

d~LA
dt

)

/R

= ~MAext (19)

Remarque – Cette dernière relation ne peut être appliquée qu’en un point fixe de R
ou en G .

1.2.2.4 Principe des actions réciproques

Considérons deux systèmes S1 et S2 en intéraction. Notons T1→2 le torseur des efforts
qu’exerce S1 sur S2 et T2→1 le torseur des efforts qu’exerce S2 sur S1. Le principe des
actions réciproques stipule que :

T1→2 = −T2→1

ce qui signifie qu’en tout point A :

~R(T2→1) = − ~R(T1→2) et ~MA(T2→1) = − ~MA(T1→2)

1.2.2.5 Cas de la statique

Lorsque chaque point du système est immobile, on se trouve dans le cas de la statique
où, quel que soit le point A :

~a(G)/R = ~0 ⇒ ~Rext = ~0 et ~LA = ~0 ⇒ ~MAext = ~0
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1.2.3 Référentiels non galiléens

1.2.3.1 Efforts d’inertie d’entraînement

Soient deux référentiels R (galiléen) et R′ (non galiléen). Considérons un système
matériel de masse m et de centre d’inertie G étudié dans R′.

1. R′ en translation par rapport à R

Pour exprimer les efforts d’inertie d’entraînement considérons que le système est
modélisé par une répartition discrète de masse {Mi(mi)}.

O1

ez

ex (R)
O'

ey

(R')

Mi(mi)

Fi=-mi ae(Mi)

e 'x

e 'y

e 'z

Chaque point matériel Mi subit la force d’inertie dans R′ : ~Fi = −mi ~ae(Mi) avec
~ae(Mi) = ~a(O′)/R. Donc ~Fi = −mi ~a(O

′)/R, d’où l’on déduit la résultante des
efforts d’inertie :

~R = −
N∑

i=1

mi ~a(O
′)/R = −~a(O′)/R

N∑

i=1

mi = −m~a(O′)/R

Quant au moment des efforts, il est donné au point O′ par :

~MO′ = −
N∑

i=1

−−−→
O′M i ∧mi ~a(O

′)/R = −
(

N∑

i=1

mi

−−−→
O′Mi

)

∧ ~a(O′)/R

⇒ ~MO′ = −m
−−→
O′G ∧ ~a(O′)/R =

−−→
O′G ∧ ~R

Ce moment étant nul en G, ces efforts sont équivalents à un glisseur de point d’ap-
plication G.

Pour un mouvement de translation de R′ par rapport àR, les efforts d’iner-
tie d’entraînement sont équivalents à une force de point d’application G :
~R = −m~a(O′)/R.

2. R′ a un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe fixe de R

Dans ce cas : ~ae(Mi) = −ω2−−−→HiMi, avec ~ΩR′/R = ω~ez , Hi étant le projeté or-
thogonal de Mi par rapport à l’axe de rotation (O1, ~ez). D’où l’expression de la
résultante :

~R = mω2−−−→HGG

HG étant le projeté de G sur l’axe de rotation.

Remarque – Dans ce cas le calcul du moment n’est pas aussi simple que précé-
demment. Il faut faire le calcul pour chaque cas.
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ey1
O1 = O2

ez1

ex1

ey2

ez2

ex2

θ

On retiendra donc pour les deux cas (translation et rotation) l’expression de la résul-
tante des efforts d’inertie d’entraînement :

~R = −m~ae(G)/R

1.2.3.2 Efforts d’inertie de Coriolis

• Dans le cas où R′ est en translation par rapport à R, ces efforts sont nuls puisque
~ΩR′/R = ~0.

• Dans le cas où R′ est en mouvement de rotation autour d’un axe fixe de R la
résultante des efforts est donnée par :

~R = −m ~ac(G)/R = −2m~ΩR′/R ∧ ~V (G)/R

Remarque – Le calcul du moment des efforts de Coriolis n’est pas simple en général.

1.2.3.3 Théorèmes de la résultante cinétique et du moment cinétique en référen-
tiel non galiléen.

En référentiel non galiléen les théorèmes du moment cinétique et de la résultante ciné-
tique pour un système fermé sont modifiés comme suit :

m~a(G)/R′ = ~Rext + ~Rinertie et

(

d~LA
dt

)

/R′

= ~MA ext + ~MA inertie

Remarque – Le théorème du moment cinétique ne s’applique qu’en un point fixe de
R′ ou en G.

1.2.3.4 Théorème du moment cinétique dans le référentiel barycentrique

Soit un système fermé, de masse m, étudié dans un référentiel R galiléen et R∗ son ré-
férentiel barycentrique. Nous allons expliciter une forme utile du théorème du moment
cinétique. Dans R∗, le moment cinétique est indépendant du point où on l’exprime ; on
le note ~L∗. D’après le théorème de Koenig pour le moment cinétique :

~L∗ = ~L(G)/R

Comme

(

d~L(G)

dt

)

/R

= ~MGext , nous en déduisons que :

d~L∗

dt
= ~MGext
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Remarque – R∗ n’est pas a priori un référentiel galiléen, toutefois le moment des
efforts d’inertie d’entraînement n’apparaît pas dans cette relation puisqu’il est nul
au point G. Ceci n’a rien de surprenant : les efforts d’inertie d’entraînement étant
équivalents dans ce cas à un glisseur de point d’application G.

1.3 Lois de Coulomb pour le contact entre deux solides
1.3.1 Types de contact
Suivant les situations nous rencontrerons des contacts de type ponctuels, linéiques ou
surfaciques.

1.3.2 Vitesse de glissement
Considérons deux solides S1 et S2 en contact. Pour simplifier considérons le contact
ponctuel. On définit au niveau du point de contact I , les points I1 et I2 coïncident
respectivement à S1 et S2. Nous avons précédemment défini la vitesse de glissement
de S2 par rapport à S1 :

~VgS2/S1
= ~V (I2)/R − ~V (I1)/R

Le contact est dit sans glissement lorsque ~VgS2/S1
= ~0, ce qui se traduit aussi par :

~V (I2)/R = ~V (I1)/R

Cette égalité sera très importante pour la suite puisqu’elle fournira, lors de l’étude des
systèmes, une équation supplémentaire.

1.3.3 Actions de contact
1.3.3.1 Description des efforts

Notons P le plan tangent aux deux solides en contact. Dans le cas d’un contact ponc-
tuel, les efforts de contact sont équivalents à un glisseur de point d’application I .

RN2    1NN

Plan tangent

RRT2    1TT

I

R2   1

On note T2→1 le torseur des efforts exercés par S2 sur S1, dont les éléments de réduc-
tion au point O sont donnés par : ~R2→1 et ~MO2→1

(la resultante et le moment au point
O de ces efforts). D’une manière générale on peut écrire : ~R2→1 = ~RT2→1

+ ~RN2→1

• ~RT2→1
est la composante tangente à P . Elle est directement liée au phénomène de

frottement entre les solides. Elle s’annule pour un contact sans frottements.

• ~RN2→1
est la composante normale à P , dirigée de S2 vers S1. Elle s’oppose à

l’interpénétration des solides. Elle s’annule lors d’une rupture de contact.
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1.3.3.2 Cas d’un contact sans glissement

Les lois de Coulomb donnent alors une relation d’inégalité entre les composantes tan-
gentielles et normales :

~V gS2/S1
= ~0 ⇒

∥
∥
∥ ~RT2→1

∥
∥
∥ 6 µS

∥
∥
∥ ~RN2→1

∥
∥
∥ (20)

µS étant le coefficient de frottement statique, il dépend de la nature des matériaux en
contact.

1.3.3.3 Cas du contact avec glissement

Les lois de Coulomb donnent cette fois une égalité entre les composantes tangentielles
et normales :

~VgS2/S1
6= ~0 ⇒

∥
∥
∥ ~RT2→1

∥
∥
∥ = µd

∥
∥
∥ ~RN2→1

∥
∥
∥ (21)

~RT2→1
· ~VgS2/S1

< 0 (22)

~RT2→1
∧ ~VgS2/S1

= ~0 (23)

µd étant le coefficient de frottement dynamique, il dépend de la nature des matériaux
en contact.

Remarque – Généralement les coefficients de frottement statique et dynamique sont
très proches ; on pourra alors les confondre.

Remarque – Dans le cas du glissement l’égalité
∥
∥
∥ ~RT2→1

∥
∥
∥ = µd

∥
∥
∥ ~RN2→1

∥
∥
∥ fournit

une équation supplémentaire qu’il faudra considérer lors de l’étude d’un problème de
mécanique.

Remarque – Dans le cas d’un contact de type linéique (cylindre sur une table), ces
lois restent utilisables, les efforts sont toujours équivalents à un glisseur de point d’ap-
plication le milieu de la ligne.

1.4 Énergie en mécanique
1.4.1 Travail et puissance des efforts
1.4.1.1 Point matériel

Considérons un point matériel Mi(mi), étudié dans un référentiel R, de vitesse
~V (Mi)/R. Ce dernier est soumis à la force ~F (Mi), au cours d’un déplacement
élémentaire. Le travail de la force est donné par :

δWi = ~Fi · ~V (Mi)/R dt

Sur un trajet (AB) le travail total est donc égal à :

WA→B =

∫ B

A

δW =

∫ B

A

~Fi · ~V (Mi)/R dt
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À chaque instant la puissance est donnée par :

P =
δWi

dt
= ~Fi · ~V (Mi)/R

Remarque – WA→B et P sont des grandeurs qui dépendent du référentiel. Le travail
s’exprime en Joules (J) et la puissance en Watts (W).

1.4.1.2 Puissance et travail des efforts pour un système matériel

Soit un système constitué deN points matérielsMi(mi). Dans le référentielR d’étude
chaque point Mi, subissant la force ~F (Mi) = ~Fi, a pour vitesse ~V (Mi)/R.
Au cours d’une évolution élémentaire du système, le travail des efforts correspond à la
somme des travaux pour chaque point matériel :

δW/R =

N∑

i=1

δWi =

N∑

i=1

~F (Mi) · ~V (Mi)/R dt

de même la puissance est donnée par :

P/R =

N∑

i=1

~F (Mi) · ~V (Mi)/R

Remarque – Par définition le travail et la puissance des efforts sont nuls dans un
référentiel où chaque point du système est immobile.

1.4.1.3 Changement de référentiel pour le calcul de la puissance

Considérons deux référentiels R et R′, ainsi qu’un système de N points matériels sou-
mis à des efforts dont les éléments de réduction au point O′ sont donnés par ~R et
~MO′ . Il existe une relation entre les puissances exprimées dans chaque référentiel P/R

et P/R′ :

P/R = P/R′ + ~R · ~V (O′)/R + ~MO′ · ~ΩR′/R

Remarque – Tout point fixe dans R′ peut être choisi à la place de O′.

Démontrer la relation existant entre P/R et P/R′ .

Réponse La relation de composition des vitesses pour un point Mi du système entre les référentiels R
et R′ donne :

~V (Mi)/R = ~V (Mi)/R′ + ~V (O′)/R + ~ΩR′/R ∧
−−−→
O′Mi

On peut alors en déduire que :

~F (Mi) · ~V (Mi)/R = ~F (Mi) · ~V (Mi)/R′ + ~F (Mi) · ~V (O′)/R + ~F (Mi) ·
(
~ΩR′/R ∧

−−−→
O′Mi

)

︸ ︷︷ ︸

~ΩR′/R·

(

−−−→
O′Mi∧

~F (Mi)

)
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d’où :

N∑

i=1

(
~F (Mi) · ~V (Mi)/R

)

=

N∑

i=1

(
~F (Mi) · ~V (Mi)/R′

)

+

N∑

i=1

(
~F (Mi) · ~V (O′)/R

)

+

N∑

i=1

(
~ΩR′/R ·

(−−−→
O′Mi ∧ ~F (Mi)

))

ce qui implique :

P/R = P/R′ +

(
N∑

i=1

~F (Mi)

)

· ~V (O′)/R + ~ΩR′/R ·
N∑

i=1

(−−−→
O′Mi ∧ ~F (Mi)

)

On retrouve bien : P/R = P/R′ + ~R · ~V (O′)/R + ~MO′ · ~ΩR′/R.

1.4.1.4 Cas du solide

Pour tout solide, S, étudié dans un référentiel R, on peut appliquer la relation précé-
dente, en posant R′ = RS . Le solide étant immobile dans RS , la puissance des efforts
par rapport à ce référentiel est nulle ; on obtient alors :

P/R = ~R · ~V (OS)/R + ~MOS
· ~ΩRS/R (24)

Remarque – OS peut être remplacé par un point quelconque du solide. Lorsque les
efforts sont équivalents à un glisseur il sera intéressant de choisir le point d’application
de la resultante.

1.4.1.5 Puissance des efforts intérieurs

La résultante et le moment en tout point étant nuls, la puissance des efforts intérieurs
est indépendante du référentiel.

Remarque – La puissance des efforts intérieurs n’est pas nulle en général.

Pourquoi la puissance des efforts intérieurs est-elle nulle pour un solide ?

Réponse Cette puissance est indépendante du référentiel. Comme elle est nulle dans RS , elle est nulle

dans tout référentiel.

La puissance des efforts intérieurs est nulle pour un solide.

1.4.2 Efforts conservatifs

1.4.2.1 Définition

Définition 28 Des efforts sont dits conservatifs s’il existe une fonction énergie poten-
tielle EP telle que pour une évolution élémentaire : δW = −dEP
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1.4.2.2 Énergie potentielle de pesanteur

Considérons un solide de masse m, dans un référentiel R, soumis aux efforts de pesan-
teur. La puissance élémentaire des efforts est donnée d’après la relation (24) par :

P/R = m~g · ~V (G)/R + ~MG · ~ΩRS/R = m~g · ~V (G)/R

puisque le moment des efforts de pesanteur est nul en G. On en déduit que :

δW = P dt = m~g · ~V (G)/R dt

Cherchons la fonction EP telle que : δW = −dEP . Si elle existe, cette fonction
vérifie :

dEP = −m~g · ~V (G)/R dt = −m~g · d−−→OG = d
(

−m~g · −−→OG
)

On déduit ainsi l’expression de l’énergie potentielle de pesanteur :

EP = −m~g · −−→OG+ cte

Remarque – Cette relation se généralise au cas des systèmes déformables.

1.4.2.3 Énergie potentielle élastique

Considérons un système lié à un ressort idéal de longueur
à vide L0 et de constante de raideur k. Lorsque la lon-
gueur du ressort est L, l’ensemble possède l’énergie po-
tentielle :

C

L

EP =
1

2
k (L− L0)

2
+ cte

1.4.2.4 Énergie potentielle d’entraînement

Soit un système S , de masse m, étudié dans un référentiel R′ non galiléen en mouve-
ment de translation par rapport à un référentiel galiléen R.
O′ étant l’origine de R′, le système posséde une énergie potentielle d’entraînement
donnée par :

EP = m~ae(O
′)/R ·

−−→
O′G+ cte

1.4.2.5 Énergie potentielle centrifuge

Considérons un système S , étudié dans un référentiel R′ non galiléen, en rotation uni-
forme autour d’un axe fixe ∆ d’un référentiel galiléenR. On note J∆ le moment d’iner-
tie du solide par rapport à ∆. Le système possède alors une énergie potentielle donnée
par :

EP = −1

2
J∆ Ω2

R′/R + cte
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1.4.3 Théorèmes de l’énergie cinétique et de la puissance cinétique
1.4.3.1 Théorème de l’énergie cinétique

Pour un système qui évolue dans un référentiel R, entre deux instants t1 et t2 :

EC(t2)− EC(t1) =Wext +Wint

Wext représente la somme des travaux des efforts extérieurs et Wint la somme des tra-
vaux des efforts intérieurs.

1.4.3.2 Théorème de la puissance cinétique

Définition 29 On appelle puissance cinétique :

PC =

(
dEC
dt

)

/R

Au cours d’une évolution du système dans un référentiel R la puissance cinétique vé-
rifie la relation :

(
dEC
dt

)

/R

= Pext + Pint

Pext représente la puissance des efforts extérieurs et Pint la puissance des efforts inté-
rieurs dans le référentiel R.

1.4.4 Théorème de l’énergie mécanique

1.4.4.1 Énergie mécanique

Définition 30 L’énergie mécanique est la somme de l’énergie cinétique et de l’en-
semble des énergies potentielles correspondants aux efforts extérieurs et intérieurs :

Em = EC + EP

Remarque – EP représente l’ensemble des énergies potentielles correspondant aux
efforts extérieurs et intérieurs.

1.4.4.2 Théorème de l’énergie mécanique

Il est possible d’expliciter ce théorème de deux façons : pour un système qui évolue
dans un référentiel R, entre deux instants t1 et t2 :

Em(t2)− Em(t1) =W (nc)ext +W (nc)int

W (nc)ext étant le travail des efforts extérieurs non conservatifs, W (nc)int celui des
efforts intérieurs non conservatifs.

Remarque – On ne doit prendre en compte que les travaux des efforts non conservatifs
(nc).
La relation précédente équivaut à :
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(
dEm
dt

)

/R

= P (nc)ext + P (nc)int

Remarque – On ne doit prendre en compte que les puissances associées aux efforts
non conservatifs, extérieurs et intérieurs.

1.4.4.3 Systèmes conservatifs

Définition 31 Un système est dit conservatif lorsque son énergie mécanique se
conserve au cours du temps.

Ceci se produit lorsque les efforts non conservatifs sont nuls ou lorsque ces derniers ne
travaillent pas (ce sera le cas par exemple des efforts d’un contact ponctuel lors d’un
mouvement avec roulement sans glissement).

Définition 32 L’égalité Em = cte s’appelle intégrale première du mouvement, la
valeur de la constante étant fixée par les conditions initiales.

Lorsque le système conservatif est paramétré par une seule variable, l’égalité :
dEm
dt

= 0, donne directement l’équation du mouvement.

1.4.5 Théorèmes de l’énergie en référentiel non galiléen

1.4.5.1 Cas général

On peut appliquer les théorèmes relatifs à l’énergie à un système S étudié dans un ré-
férentiel non galiléen R′. Il suffit pour cela de comptabiliser la puissance et les travaux
des efforts d’inertie d’entraînement.

Remarque – Rappelons que les efforts d’inertie de Coriolis ne travaillent pas.

1.4.5.2 Cas du référentiel barycentrique

R∗ est en mouvement de translation par rapport à R, chaque point Mi de masse mi du
système est soumis à la force ~Fi = −mi ~ae(Mi) = −mi ~a(G)/R.

La puissance dans R∗ de cette force étant Pi = −mi ~a(G) · ~V ∗(Mi), on en déduit
la puissance associée aux efforts d’inertie d’entraînement dans le référentiel barycen-
trique :

P = −
i=N∑

i=1

mi ~a(G)/R · ~V ∗(Mi) = −~a(G)/R ·
i=N∑

i=1

mi
~V ∗(Mi) = 0

Effectivement on reconnaît :

~P ∗ =

i=N∑

i=1

mi
~V ∗(Mi) = ~0

Remarque – On peut appliquer dans R∗ les théorèmes de l’énergie sans tenir compte
de la puissance des efforts d’inertie.
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1.4.6 Puissance des efforts de contact

1.4.6.1 Contact quelconque

R 1  
 2RN

S2SS I
RT

S2 est le support, immobile dans R, du solide S1.

Considérons I1 un point de la surface de contact appartenant à S1, la relation (24)
donne :

P/R =
(

~RT + ~RN

)

· ~V (I1)/R + ~MI1 · ~ΩS1/R

1.4.6.2 Contact ponctuel

Dans ce cas les efforts sont alors équivalents à un glisseur de point d’application le
point de contact : ~MI1 = ~0 tandis que ~V (I1)/R représente la vitesse de glissement de
S1 par rapport à S2, contenue dans le plan tangent aux deux solides, ce qui implique :
~RN · ~V (I1)/R = 0. On retiendra donc l’expression ci dessous, I1 étant le point de
contact :

P = ~RT · ~V (I1)/R (25)

Cette puissance est nulle dans deux cas très importants :

• absence de glissement de S1 sur S2 : ~V (I1)/R = ~0.

• absence de frottements entre S1 et S2 : ~RT = ~0.

Remarque – Ce qui vient d’être établi pour le contact ponctuel reste vrai pour le
contact qui se fait le long d’une ligne, le point I1 etant alors le milieu de cette ligne.
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Un cylindre C0, de rayon a, de masse m, et de centre G roule sans glisser le
long de la plus grande pente d’un plan incliné d’un angle α. On paramètre le mouve-
ment de ce dernier par l’abscisse x(t) de son centre d’inertie G et l’angle de rotation
θ(t).
À t = 0, G se trouve en O, le cylindre est alors immobile.
On donne le moment d’inertie du cylindre par rapport à son axe de symétrie de révolu-

tion : J =
ma2

2

O

α

θ G
g

ez

RT I

RN

ex

1. Démontrer que le système est conservatif.

2. Exprimer x(t) et θ(t).

Réponse

1. Le roulement étant sans glissement : ~V (I1)/R = ~0 et le contact étant de plus ponctuel :

P = ~RT · ~V (I1)/R = 0. Les efforts de contact ne travaillent pas auquel cas le système est

conservatif :
dEm

dt
= 0

2. D’aprés le théorème de Koenig pour l’énergie cinétique : EC = E∗
C +

1

2
mV 2(G). Or, dans R∗, le

cylindre a un mouvement de rotation autour de l’axe fixe (G, ~ey), ce qui se traduit par :

E∗
C =

1

2
JG~ez × Ω2

C/R =
1

2

(
ma2

2

)

θ̇2 ⇒ EC =
1

4
ma2θ̇2 +

1

2
mẋ2

L’énergie potentielle est donnée, quant à elle, par :

EP = −m~g · −−→OG = −mgx sinα+mga cosα

On en déduit l’énergie mécanique :

Em = EC + EP =
1

4
ma2θ̇2 +

1

2
mẋ2 −mgx sinα+mga cosα

Cette expression fait intervenir les variables x et θ, en conséquence de quoi l’application de
dEm

dt
= 0

n’aura d’intérêt que si l’on ramène la dépendance seulement sur x ou θ. Pour cela utilisons la condition
de roulement sans glissement ~V (I1)/R = ~0 ; la relation (10) donne :

~V (I1)/R = ~V (G) + ~ΩC/R ∧ −−→
GI1 = ẋ ~ex − aθ̇ ~ex = ~0

Le roulement sans glissement est donc équivalent à ẋ = aθ̇ ce qui implique :

Em =
3

4
mẋ2 −mgx sinα+mga cosα ⇒ dEm

dt
=

3

2
mẋẍ−mgẋ sinα = 0

⇒ ẍ =
2

3
g sinα et θ̈ =

(
2g

3a

)

sinα

Les conditions initiales imposent alors :

x(t) =

(
1

3
g sinα

)

t2 et θ(t) =

(
g sinα

3a

)

t2
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1.4.7 Étude des liaisons
1.4.7.1 Liaison glissière

Le solide S1 ne peut avoir qu’un mouvement de translation par rapport à S2.

Liaison glissière

S2

S1

1.4.7.2 Liaison pivot

Les solides S1 et S2,sont liés de façon à ce que S1 ne puisse effectuer qu’un mouvement
de rotation autour d’un axe fixe de S2.

u∆

Liaison pivot

S2

S1

O

1.4.7.3 Liaison pivot glissant

Pour cette liaison, le solide S1, peut effectuer un mouvement de rotation autour d’un
axe fixe de S2, tout en se translatant le long de cet axe.

u∆

Liaison pivot-glissement

S2

S1

O

1.4.7.4 Liaison rotule

Liaison rotule

S2

S1

O

Pour une liaison rotule, le solide S1 est mobile autour d’un point fixe de S2.
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1.4.7.5 Puissance d’une liaison

La puissance d’une liaison entre deux systèmes S1 et S2, correspond à la puissance
totale des actions de contact :

Pliaison = P1→2 + P2→1

Cette puissance, qui correspond à des efforts intérieurs, est indépendante du référentiel
où on la calcule.

Remarque – Très souvent un des deux solides est fixe dans le référentiel d’étude R.
Par exemple si S2 est fixe dans R : P1→2 = 0 ⇒ Pliaison = P2→1.

Une liaison est dite parfaite lorsque :Pliaison = 0.

1.4.7.6 Liaison glissière parfaite

Supposons que le solide S2 soit fixe dans le référentiel d’étude :

Pliaison = ~R2→1 · ~VgS1/S2

où I1 étant un point de S1. La liaison sera parfaite en l’absence de frottements

RT2→1 = ~0

1.4.7.7 Liaison pivot parfaite

S2 est fixe dans le référentiel d’étude :

Pliaison = PS2→S1
= ~R2→1 · ~V (O)/R + ~M2→1(O) · ~ΩS1/R

O étant un point de S1 qui appartient aussi à l’axe de rotation on a :

Pliaison = ~M2→1(O) · ~ΩS1/R

La liaison pivot est parfaite si le moment des efforts exprimé en un point de l’axe de
rotation est perpendiculaire à cet axe :

~M2→1(O) · ~ΩS1/R = 0

1.4.7.8 Liaison pivot glissant parfaite

S2 est fixe dans le référentiel d’étude :

Pliaison = PS2→S1
= ~R2→1 · ~V (O)/R + ~M2→1(O) · ~ΩS1/R

Cette liaison combine en fait la liaison glissière et la liaison pivot, elle sera parfaite si :
{

~R2→1 · ~V (O)/R = ~0 ce qui traduit l’absence de frottement

~M2→1(O) · ~ΩS1/R le moment en un point de l’axe de rotation perpendiculaire à ~ΩS1/R
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1.4.7.9 Liaison rotule parfaite

S2 est fixe dans le référentiel d’étude :

Pliaison = PS2→S1
= ~R2→1 · ~V (O)/R + ~M2→1(O) · ~ΩS1/R

O étant le point fixe de S1. Il s’ensuit que :

Pliaison = ~M2→1 · ~ΩS1/R

Le vecteur rotation peut prendre une infinité de directions. La liaison est parfaite si
~M2→1(O) = ~0, c’est-à-dire si les efforts sont équivalents à un glisseur de point d’ap-

plication O.

1.4.8 Applications à la rotation d’un solide autour d’un axe fixe

1.4.8.1 Théorème du moment cinétique

ey

g

O

θ

G

ex

er

eθ

u∆

Considérons un solide S , de masse m, en rotation autour d’un axe fixe ∆. Étudié dans
un référentiel R, cette rotation est assurée par une liaison pivot. Notons ~Ω le vecteur
rotation du solide dans R. Le théorème du moment cinétique, appliqué à ce système en
un point O de l’axe de rotation, donne :

d~LO
dt /R

= ~MOext + ~MO
′

ext

• ~MOext représente le moment en O des efforts de contact exercés par l’axe de rota-
tion.

• ~M′
Oext est le moment associé aux autres efforts (pesanteur , inertie,...).

~LO = J~Ω+ ~L(O)⊥
Dans le cas d’une liaison pivot parfaite, la projection du théorème sur la direction de
l’axe de rotation donne une relation qui permet de déterminer θ :

Jθ̈ = ~M′(O) · ~u∆

1.4.8.2 Théorème de la résultante cinétique

L’application du théorème de la résultante cinétique au système S donne, dans le réfé-
rentiel d’étude R :

m~a(G) = ~R+ ~R′

où ~R est la resultante des efforts qu’exerce l’axe sur S et ~R′ la résultante associée aux
autres efforts.
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G ayant une trajectoire circulaire de rayon OG = a, son accélération s’exprime sim-
plement en coordonnées polaires :

~a(G) = −aθ̇2 ~er + a θ̈ ~eθ

L’application du théorème de la résultante cinétique permetta alors de déterminer la
résultante des efforts qu’exercent l’axe sur S .

1.5 Cinématique des fluides
1.5.1 Description d’un fluide
1.5.1.1 Particule de fluide

Pour réaliser l’étude cinématique et dynamique d’un fluide, on découpe ce dernier en
cellules élémentaires de taille intermédiaire entre les échelles microscopique et macro-
scopique : l’échelle mésoscopique.
Chaque cellule représente ce que l’on va appeler par la suite, la par-
ticule de fluide.
Cette particule de fluide doit-être assez grande pour nous permettre
d’ignorer l’aspect corpusculaire de la matière, et assez petite pour
rendre compte des propriétés locales du fluide étudié.
Chaque particule, repérée par M à t, sera affectée d’un volume
δτ(M, t), d’une masse constante δm(M) et, du point de vue ciné-
matique, on lui associera une vitesse ~V (M, t) et une accélération
~a(M, t).

M
δm(M)
δτ(M){

V(M ,t)

Par exemple pour un fluide comme l’eau dans les conditions normales de température et
de pression, la particule de fluide pourra être définie à partir d’un volume δτ = 1 µm3,
très petit à l’échelle macroscopique. Ce volume reste très grand par rapport à l’échelle
microscopique puisqu’il contient environs : 1022 molécules d’eau.
Du point de vue thermodynamique, la pression et la température de la particule de
fluide seront prises égales à la pression et la température du fluide au pointM à l’instant
t.

1.5.1.2 Masse volumique

En tout point M , où se trouve la particule de masse δm et de volume δτ , on définit la
masse volumique du fluide comme :

ρ(M) =
δm

δτ

On définit le coefficient de compressibilité isotherme comme :

χT = − 1

V

(
∂V

∂P

)

T

Démontrer que : χT =
1

ρ

(
∂ρ

∂P

)

T

Réponse Par définition χT = − 1

V

(
∂V

∂P

)

T

.

Considérons une particule de fluide de masse m et de volume V , nous pouvons écrire : V =
m

ρ
.
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D’où :

(
∂V

∂P

)

T

=
∂

∂P

(
m

ρ

)

T

= −m ∂

∂P

(
1

ρ

)

T

. Il s’ensuit que :

(
∂V

∂P

)

T

= −m

ρ2

(
∂ρ

∂P

)

T

= −V
ρ

(
∂ρ

∂P

)

T

D’où l’on déduit :

χT =
1

ρ

(
∂ρ

∂P

)

T

1.5.1.3 Vitesse et accélération de la particule de fluide : description Lagrangienne
d’un fluide

Dans cette description, lorqu’un fluide est en écoulement, on affecte un numéro à
chaque particule pour la suivre au cours de son déplacement.
À t = 0, chaque particule (i) sera repérée dans le référentiel d’étude par ~ri(t = 0), sa
vitesse s’écrira ~Vi(t = 0) et son accélération : ~ai(t = 0).
À l’instant t on notera les grandeurs position, vitesse et accélération : ~ri(t), ~Vi(t),~ai(t).
Le point de vue Lagrangien, permet l’étude de la particule à la manière dont on étu-
diait le point matériel en mécanique. On pourra donc lui appliquer les principes de la
mécanique classique. Il sera possible de définir, pour chaque particule, une trajectoire
au sein du fluide.

vi(t = 0) vi(t) 

ai(t = 0) ai(t) 

vj(t = 0) 

vj(t) 

aj(t = 0) 

aj(t) 

particule i à t=0 particule i à t

particule j à t=0

particule j à t

1.5.1.4 Champ des vitesses et des accélérations : description eulérienne d’un
fluide.

Considérons l’écoulement d’un fluide dans un référentiel R. À un instant t donné, on
définit la vitesse (ou l’accélération) en un point M du fluide : ~V (M, t), comme la
vitesse de la particule qui à t se trouve au point M .
Entre t et t+ dt, au même point M se succèdent deux particules différentes. ~V (M, t)
représente donc à chaque instant la vitesse du point de vue Lagrangien de la particule
de fluide qui passe en M à la date t.
Dans cette description que l’on nomme eulérienne, les variables de temps et d’espace
sont indépendantes.
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1.5.1.5 Lignes et tubes de courant

Définition 33 Les lignes de courant sont les lignes
de champ de ~V (M, t). Elles sont tangentes en chaque
point à la vitesse de la particule de fluide qui s’y
trouve.

Les équations des lignes de courant sont données par :

~V (M) ∧ d
−−→
OM = ~0

ey O 

ez 

ex 

M
N

V(M, t)
V(N, t)

Définition 34 On appelle tube de courant, tout volume délimité par un ensemble de
lignes de courant.

1.5.1.6 Taux de variation dans le temps d’une grandeur caractéristique d’une
particule.

Considérons une grandeur scalaire f(x, y, z, t) associée au fluide.
Pour une particule donnée, en mouvement, on s’intéresse à l’évolution de f au cours
du temps. Entre t et t+ dt, pour deux positions voisines de la particule, la variation de
f est donnée par : D f = f(~r + d~r, t+ dt)− f(~r, t).
Le vecteur d~r représente le déplacement élémentaire de la particule pendant dt. Si
l’on note ~V la vitesse de cette dernière, il est donné par : d~r = ~V dt. L’évolution de f
s’écrit donc :

D f = f(~r + ~V dt, t+ dt)− f(~r, t)

Il s’ensuit que :

D f = f(x+ Vx dt, y + Vy dt, z + Vz dt, t+ dt)− f(x, y, z, t)

d’où :

D f =
∂f

∂x
Vx dt+

∂f

∂y
Vy dt+

∂f

∂z
Vz dt+

∂f

∂t
dt

Sachant que :
−−→
grad f =

∂f

∂x
~ex +

∂f

∂y
~ey +

∂f

∂z
~ez , nous avons :

Df =

(

~V · −−→grad f +
∂f

∂t

)

dt

Nous noterons cette dérivée particulaire :

D f

Dt
=
∂f

∂t
+ ~V · −−→grad f

Généralisons cette relation à toute grandeur vectorielle : ~f = fx ~ex + fy ~ey + fz ~ez .
Il suffit pour cela de l’appliquer à chacune des composantes fx, fy et fz :
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D~f
Dt

=
(

~V · −−→grad
)

~f +
∂ ~f

∂t

Considérons une fusée effectuant un vol vertical dans une atmosphère où la
température décroît linéairement à partir du sol selon la loi :

T (x, y, z) = T0 − αz

La fusée est munie d’un capteur de température.
Calculer le taux de variation de la température quand la fusée s’élève
avec une vitesse v.
On donne α = 10−2 K · m−1 et v = 400 m · s−1.

ey

O

v = v ez

Réponse Le taux de variation de T est défini comme :
DT

dt
.

Nous avons :
DT

Dt
= ~v · −−→gradT +

∂T

∂t
. La température ne dépend pas explicitement du temps, donc :

∂T

∂t
= 0.

Le mouvement étant vertical ascendant : ~v · −−→gradT = v ~ez · ∂T
∂z

~ez = −αv.

On calcule donc :
DT

Dt
= −400 · 10−2 K · s−1.

1.5.1.7 Accélération d’une particule de fluide

L’accélération de la particule de fluide est donnée par : ~a(M, t) =
D~v

Dt
. Nous avons

donc :

~a(M, t) =
∂

∂t

[

~V (M, t)
]

+
[

~V (M, t) · −−→grad
]

~V (M, t)

Rappelons, pour toute grandeur ~X , l’égalité :
(

~X · −−→grad
)

~X =
−−→
grad

(
X2

2

)

+
−→
rot ~X ∧ ~X

ce qui nous permet de donner une autre expression pour l’accélération de la particule
de fluide :

~a(M, t) =
∂

∂t

[

~V (M, t)
]

+
1

2

−−→
grad

(
V 2(M, t)

)
+
[−→
rot ~V (M, t)

]

∧ ~V (M, t)

1.5.1.8 Débits volumiques et massiques

Définition 35 On appelle débit massique à travers une surface S :

Dm =

∫∫

S

ρ ~V (M, t) · d~S
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Dm s’exprime en kg · s−1.

Définition 36 On appelle débit volumique à travers une surface S :

Dv =

∫∫

S

~V (M, t) · d~S

Dv s’exprime en m3 · s−1.

1.5.1.9 Équation de conservation de la masse

Considérons un volume, V , fixe, limité par une surface S au sein d’un fluide de masse
volumique ρ(M, t), en écoulement.

dSM

dSN

v(M)

v(N)

δ
2
m

δ
2
m'

M

N

La masse de fluide contenue dans le volume peut évoluer au cours du temps. On la
note :

m(t) =

∫∫∫

V

ρ(M, t) dτ(M)

Notons δm, la variation de masse à l’intérieur de V , entre t et t+ dt, nous avons :

δm = m(t+ dt)−m(t) =

∫∫∫

V

ρ(M, t+ dt) dτ(M)−
∫∫∫

V

ρ(M, t) dτ(M)

=

∫∫∫

V

[ρ(M, t+ dt)− ρ(M, t)] dτ(M) =

(∫∫∫

V

∂ρ(M, t)

∂t
dτ(M)

)

dt

Pendant dt, chaque surface élémentaire d~S est traversée par la quantité de masse
δ2m = ρ~V · d~S dt, ~V étant la vitesse du fluide au niveau de d~S.
Si ~V (M) · d~SM > 0, alors δ2m est perdue par V , puisque la masse sort du volume.
Réciproquement, si ~V (M) · d~SM < 0, alors δ2m est gagnée par V . On peut donc
donner la variation de masse du volume V pendant dt :

δm = −
(∫∫

©
S

ρ~V d~S

)

dt

En identifiant les deux expressions de δm, nous obtenons :
∫∫

©
S

ρ~V · d~S = −
∫∫∫

V

∂ρ(M, t)

∂t
dτ

Or, d’après le théorème de Green-Ostrogradsky :
∫∫

©
S

ρ~V · d~S =

∫∫∫

V

div
(

ρ~V
)

dτ .

Nous en déduisons l’égalité :
∫∫∫

V

[
∂ρ

∂t
+ div

(

ρ~V
)]

dτ = 0.
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Cette dernière doit être vérifiée quel que soit le volume V , ce qui implique la nullité du

terme : div
(

ρ~V
)

+
∂ρ

∂t
.

On démontre ainsi l’équation locale de conservation de la masse :

div
(

ρ~V
)

+
∂ρ

∂t
= 0

1.5.1.10 Écoulement permanent

Définition 37 Un écoulement est dit permanent si toute grandeur ~f caractéristique
du fluide en un point donné, ne dépend pas du temps :

∂ ~f

∂t
= ~0

L’équation de conservation de la masse s’écrit, dans le cas d’un écoulement permanent,
sous sa forme locale ou sous sa forme intégrale équivalente :

div
(

ρ~V
)

= 0 ⇔
∫∫

©
S

(

ρ~V · d~S
)

= 0

Le débit massique à travers une surface fermée étant nul, il se conserve le long d’un
tube de courant :

Dm1 = Dm2 ⇒
∫∫

S1

(

ρ~V
)

· d~S1 =

∫∫

S2

(

ρ~V
)

· d~S2

S1

S2

V1

V2

On admettra que, dans le cas du régime permanent, il y a identité entre les lignes de
courant et les trajectoires des particules.

1.5.1.11 Écoulement incompressible

Définition 38 Un écoulement est dit incompressible lorsqu’au cours de son évolution
chaque particule de fluide garde une masse volumique constante.

Écoulement incompressible :

(
Dρ
Dt

)

= 0

La masse de la particule de fluide étant invariable, on en déduit que son volume aussi.

Exploitons l’égalité
Dρ

Dt
= 0 :

Dρ

Dt
=
∂ρ

∂t
+ ~V · −−→grad ρ

L’équation de conservation de la masse donne quant à elle :

∂ρ

∂t
= − div

(

ρ~V
)

avec div
(

ρ~V
)

= ρdiv ~V + ~V · −−→grad ρ



Mécanique 53

Nous déduisons alors :
∂ρ

∂t
+ ρdiv ~V + ~V · −−→grad ρ = 0 ⇒ Dρ

Dt
= −ρdiv ~V = 0

Le champ des vitesses d’un écoulement incompressible vérifie donc :

div ~V = 0

Cette dernière égalité s’écrit aussi sous une forme intégrale :

∫∫

©
S

~V · d~S = 0

Pour un écoulement incompressible, le débit volumique est nul à travers toute surface
fermée ; il se conserve donc le long d’un tube de courant.

1.5.1.12 Vecteur tourbillon

Définition 39 On appelle vecteur tourbillon le vecteur : ~Ω =
1

2

−→
rot ~V

Ce vecteur est caractéristique de certains écoulements comme les vortex.

Exprimer le vecteur tourbillon de l’écoulement plan défini par le champ des
vitesses, en coordonnées polaires :







~V (r < a) =
Γr2

2πa
~eθ

~V (r > a) =
Γa

2πr
~eθ

On rappelle l’expression du rotationnel d’un vecteur
~A = Ar ~er +Aθ ~eθ +Az ~ez en coordonnées polaires :

ex

ey

−→
rot ~A =










1

r

∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r
1

r

∂r Aθ

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ










Réponse

• Pour r < a, nous avons :
−→
rot ~V =

1

r

∂

∂r
(rVθ) ~ez =

1

r

∂

∂r

(
Γr2

2πa

)

~ez =
Γ

πa
~ez . D’où :

~Ω(r < a) =
Γ

2πa
~ez

• Pour r > a nous avons
∂

∂r
(rVθ) = 0 ⇒ −→

rot ~V = ~0. D’où :

~Ω(r > a) = ~0
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1.5.1.13 Écoulement irrotationnel ou potentiel

Définition 40 Un écoulement est dit irrotationnel ou potentiel lorsqu’en tout point du
fluide le vecteur tourbillon est nul.

−→
rot ~V(Potentiel) = ~0

Remarque – Pour définir l’écoulement potentiel il faut que la vitesse soit définie en
tout point du fluide.
L’égalité

−→
rot ~V = ~0 est équivalente à ~V =

−−→
gradφ, il existe donc une fonction potentiel

φ qui caractérise le champ des vitesses de l’écoulement.

~VPotentiel =
−−→
gradφ

1.5.1.14 Écoulement parallèle uniforme plan.

ex O 

ey 

V0 

V0 
V0 

V0 

Le champ des vitesses pour cet écoulement plan est donné par : ~V = V0 ~ex. Le potentiel
des vitesses est donné par la relation :
V0 ~ex =

−−→
gradφ, ce qui donne :

∂φ

∂x
= V0 et

∂φ

∂y
= 0

Nous en déduisons donc :

φ = V0x+ cte

1.5.1.15 Sources et puits

Nous allons étudier ici des sources et des puits d’écoulement, de type linéiques :
considérons l’axe Oz à partir duquel est émis le fluide avec une vitesse radiale :

~V =
K

r
~er. Si K > 0, on se trouve en présence d’une source d’écoulement. Si K < 0,

il s’agit d’un puits d’écoulement.

V

V

V

V

V

V

V

V

ez

O

V

V

V

V

V

V

V

V

ez

O

Source Puits
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Dans les deux cas l’axe Oz joue le rôle d’une source ou d’un puits linéique d’écoule-
ment. On peut définir le débit volumique de cet écoulement à travers un cylindre d’axe
Oz, de rayon r et de hauteur h :

∫∫

S

~V · d~S =

∫∫

SLat

K

r
~er · dS ~er

le flux de la vitesse étant non nul seulement à travers la surface lattérale. Nous avons
donc : ∫∫

S

~V · d~S =

∫∫

SLat

K

r
r dz dθ = 2πhK = DV

Nous avons donc K =
DV

2πh
, d’où l’expression du champ des vitesses :

~V =
DV

2πhr
~er

Il est alors possible de définir le débit volumique par unité de longueur : dV =
DV

h
, ce

qui donne :

~V =
dV
2πr

~er

Le potentiel des vitesses d’un tel écoulement vérifie donc :
∂φ

∂r
=

dV
2πr

, soit encore :

φ =
dV
2π

ln r + cte

1.5.1.16 Sources et puits bidimensionnels.

k>0 k<0

On peut étudier l’écoulement précédent en se limitant à un plan perpendiculaire à Oz.
On travaille alors en coordonnées polaires : (r, θ). La fonction potentiel va s’écrire :

φ =
d

2π
ln r, si d > 0, il s’agit d’une source, si d < 0, il s’agit d’un puit.

1.5.1.17 Additivité des fonctions potentiel, exemple du doublet.

ex

P

ey

S

r1

O

M

r2 r

a
θ
a
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Considérons un écoulement plan conséquence de la superposition d’une source et d’un
puits.
Exprimons le potentiel des vitesses de l’écoulement au point M(r, θ).

La source située en S a pour fonction potentiel : φS =
d

2π
ln r1 + cte1 avec d > 0.

Le puits situé en P a pour fonction potentiel : φP = − d

2π
ln r2 + cte2.

La fonction φ s’écrit :

φ(M) = φS(M) + φP (M) =
d

2π
(ln r1 − ln r2) + cte

Dans le cas où a≪ r, l’association puits-source s’appelle un doublet.
Exprimons le potentiel des vitesses du doublet :

{
r21 = a2 + r2 − 2ar cos θ

r22 = a2 + r2 + 2ar cos θ

r21 = r2
(

1− 2a

r
cos θ +

a2

r2

)

⇒ r1 ≃ r
(

1− a

r
cos θ

)

De la même manière :
r2 ≃ r

(

1 +
a

r
cos θ

)

on en déduit :

φ =
d

2π

[

ln r + ln
(

1− a

r
cos θ

)

− ln r − ln
(

1 +
a

r
sin θ

)]

En utilisant le fait que : ln (1 + x) ≃ x, pour x≪ 1, on a :

φ = −da cos θ
πr

1.5.1.18 Écoulement incompressible et potentiel.

Lorsqu’un écoulement est à la fois incompressible et potentiel, nous avons deux rela-
tions :

div ~V = 0 et ~V =
−−→
gradφ⇒ div

(−−→
gradφ

)

= 0

Or pour toute fonction X , nous avons l’égalité : div
(−−→
gradX

)

= ∆X . Nous en dédui-

sons que pour un écoulement incompressible et potentiel, la fonction potentiel obéit à
l’équation de Laplace :

∆φ = 0

1.5.1.19 Écoulement d’un fluide au voisinage d’un obstacle solide immobile.

Soit un fluide en contact avec un solide immobile. En chaque point C de contact il
est possible de décomposer la vitesse du fluide en une composante normale et une
composante tangentielle à la surface :

~V = ~VN + ~VT
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N

Vf

• Étude de la composante normale :

Le fluide ne peut ni entrer ni sortir du solide ; la composante normale doit donc
être nulle : ~VN = ~0.

• Étude de la composante tangentielle :

• Considérons un fluide où les frottements avec le solide sont négligeables (fluide
non visqueux). Dans ce cas les particules de fluide vont simplement glisser sur
le solide sans intéragir avec ce dernier. De ce fait, on ne peut rien affirmer sur
la composante tangentielle de la vitesse du fluide. Le fluide est dit parfait.

• Lorsque les frottements entre le solide et le fluide ne sont plus négligeables,
les particules de fluide vont au contraire s’accrocher à la surface du solide.
La composante tangentielle de la vitesse du fluide sera donc nulle. Ces fluides
seront dits réels.

1.5.1.20 Écoulement d’un fluide au voisinage d’un obstacle solide en mouvement.

Dans le cas où le solide est lui même en mouvement dans le référentiel d’étude R,
nous pourrons tenir le même raisonnement que précedemment mais cette fois dans le
référentiel lié au solide : RS .

• Étude de la composante normale :

Si, dans RS , la composante normale du fluide en tout point du solide est nulle,
alors dans le référentiel d’étude, où le fluide et le solide sont en mouvement, les
composantes normales des vitesses du fluide et du solide seront égales :

~Vfluide · ~N = ~Vsolide · ~N
• Etude de la composante tangentielle :

• Si le fluide est parfait les composantes tangentielles du fluide et du solide seront
différentes dans R.

• Si le fluide est réel les composantes tangentielles du fluide et du solide seront
égales dans R.

1.6 Dynamique des fluides.
1.6.1 Efforts sur une particule de fluide
1.6.1.1 Fluide au repos

Considérons une particule de fluide dans un fluide au repos. Il a été vu en première
année que si la particule est de volume dτ , alors elle est soumise à la force de pression :
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d~F = −−−→
gradP dτ

1.6.1.2 Fluide en mouvement.

Lorsque le fluide est en mouvement, toute surface d~S de la particule sera soumise de
la part du reste du fluide à une force : d~F = −P d~S+ d

−→
FT , d

−→
FT étant la composante

tangentielle à la surface d~S.

Remarque – Lorsque le fluide est au repos d
−→
FT = ~0 .

Explicitons d~FT à partir de l’exemple ci-dessous :

ex 

O 

ey 

ez 

a

P2

V0

P1

Le plan Oxz est matérialisé par une plaque P2 immobile dans le référentiel :
R (O~ex ~ey ~ez).
On considère une plaque P1, identique à P2 contenue dans le plan y = a.
On déplace à la vitesse ~V = V0 ~ex la plaque P1 par rapport à la plaque P2 jusqu’à ce
qu’un régime permanent soit établi.
On constate alors qu’entre les deux plaques, le fluide a été mis en mouvement avec un
profil des vitesses du type :

~V (M) = V0 ×
(y

a

)

~ex

On peut interpréter ce résultat de la façon suivante : la plaque P1 a entraîné la couche
de fluide juste au dessous et lui a donné une vitesse dirigée vers la droite. Cette même
couche de fluide entraîne alors une autre couche située immédiatement au dessous
d’elle. Ainsi de proche en proche, le mouvement se transmet de la plaque P1 au reste
du fluide. On peut donc considérer qu’au sein du fluide une couche de fluide située en
y entraîne la couche de fluide située en : y− dy. Ceci n’est possible que par l’intermé-
diaire d’une force tangentielle dirigée de la gauche vers la droite, exercée par la couche
supérieure sur la couche inférieure.
D’après le principe des actions réciproques la couche inférieure va exercer, sur la
couche supérieure, une force tangentielle dirigée de la droite vers la gauche.
Ces efforts entre les couches auront tendance à accélérer les couches inférieures et à
freiner les couches supérieures.
On nomme ces efforts : les efforts de viscosité du fluide.
Expérimentalement, pour le cas précédemment décrit, on détermine la force ~F exercée
par le fluide sur la plaque mobile :

~F = −η ×
(
V0
a

)

S ~ex

On nomme : η le coefficient de viscosité dynamique, caractéristique du fluide consi-
déré ; il se mesure en poiseuille ou en kg·m−1·s−1.
Exemples :
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• ηeau = 10−3 poiseuille

• ηverre fondu = 10 poiseuille

• ηair = 10−5 poiseuille

1.6.1.3 Expression des efforts de viscosité au sein d’un fluide

ex O 

ey 

ez 

y+dy
y

ex dF = -ηS(    )
y

bV
by

ex dF" = ηS(    )
y+dy

bV
by

Basons notre raisonnement toujours sur l’exemple précédent et considérons une couche
de fluide comprise entre y et y + dy. Par analogie avec l’expression de la force de
viscosité précédemment établie, on admet que la couche située immédiatement au

dessous exerce une force sur la couche étudiée du type : d~F = −ηS
(
∂V

∂y

)

y

~ex.

De même, la couche étudiée exerce sur la couche immédiatement au dessus la force

d~F ′ = −ηS
(
∂V

∂y

)

y+dy

~ex. Le principe des actions réciproques permet d’écrire que

la couche au dessus du plan situé en y + dy exerce sur la couche étudiée la force
d~F ′′ = −d~F ′. Les efforts de viscosité qui agissent sur la couche s’écrivent donc :

d~Ftot = d~F + d~F ′′ = ηS

[(
∂V

∂y

)

y+dy

−
(
∂V

∂y

)

y

]

~ex

On reconnait le taux d’accroissement de la fonction
∂V

∂y
. Nous avons donc, en notant

δτ = S dy le volume élémentaire de la couche de fluide étudiée :

d~F = ηS
∂2V

∂y2
dy ~ex = η

∂2V

∂y2
δτ ~ex

Soit un écoulement plus complexe où la vitesse s’écrit : ~V = Vx ~ex + Vy ~ey + Vz ~ez .
On admet que sur chaque particule de fluide de volume δτ , le reste du fluide exerce la
force :

d~F = ηδτ ~∆~V

On reconnaît ici l’opérateur Laplacien vectoriel. On définit donc la densité volumique
des efforts de viscosité :

d~F

δτ
= η~∆~V
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1.6.2 Écoulement laminaire et turbulent, nombre de Reynolds.

1.6.2.1 Écoulement laminaire et turbulent.

Définition 41 Un écoulement est dit laminaire lorsque les lignes de courant ont un
aspect régulier. Les couches de fluides glissent les unes sur les autres.

Définition 42 Un écoulement est dit turbulent lorsque les lignes de courant ont un
aspect irrégulier et varient de façon imprevisible dans le temps.

Un écoulement aura d’autant plus de chance d’être laminaire qu’il se fera à petite vi-
tesse et qu’il concernera les fluides visqueux.
L’écoulement de l’eau dans une conduite sera régulier, donc laminaire, aux petites vi-
tesses et turbulent aux vitesses élevées.
De même l’écoulement d’un fluide plus visqueux, comme l’huile, restera laminaire
même pour des vitesses élevées ; la viscosité va assurer la régularité des lignes de cou-
rant même pour les grandes vitesses d’écoulement.

laminaire{
turbulent{

1.6.2.2 Nombre de Reynolds.

Les écoulements laminaires seront plus faciles à étudier que les écoulements turbu-
lents ; il est donc important de préciser les conditions d’obtention de tels écoulements.
Considérons l’écoulement d’un fluide de masse volumique ρ et de viscosité η, pour
lequel on se donne V , vitesse caractéristique de l’écoulement et L dimension caracté-
ristique sur laquelle la vitesse de l’écoulement varie de façon conséquente.

Définition 43 On définit le nombre de Reynolds RE , comme la grandeur sans dimen-
sion :

RE =
ρV L

η

Expérimentalement on constate que les écoulements à faible nombre de Reynolds se-
ront généralement laminaires contrairement à ceux à grand nombre de Reynolds qui
seront turbulents.
RE relie aussi les termes ρ

(

~V · −−→grad
)

~V et η~∆~V , par :

RE ≃
ρ |
(

~V · −−→grad
)

~V |
|η~∆~V |

Pour les écoulements à grand nombre de reynolds (RE ≃ 10 000), on pourra négliger

le terme |η~∆~V | par rapport au terme |ρ
(

~V · −−→grad
)

~V |.
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Réciproquement pour les écoulements à faibles nombre de Reynolds, nous pourrons

négliger le terme |ρ
(

~V · −−→grad
)

~V | par rapport au terme |η~∆~V |.

1.6.3 Équation d’Euler.

1.6.3.1 Équation d’Euler.

Considérons une particule de fluide de masse δm et de volume δτ . Appliquons lui le
principe fondamental de la dynamique :

δm~a = δm~g +
(

−−−→
gradP + η ~∆~V + ~f

)

dτ

où ~f comptabilise toutes les forces volumiques autres que pesanteur, pression et visco-
sité.
Étant donné que δm = ρdτ , nous obtenons l’équation d’Euler :

ρ
d~V

dt
= ρ~g −−−→

gradP + η ~∆~V + ~f

1.6.3.2 Fluide parfait

Définition 44 Un fluide est dit parfait si les efforts de viscosité sont nuls.

η = 0

Dans ce cas l’équation se simplifie et devient :

ρ
d~V

dt
= ρ~g −−−→

gradP + ~f

Nous pourrons, au besoin, utiliser l’égalité :

d~V

dt
=
∂~V

∂t
+
(

~V · −−→grad
)

~V , où
(

~V · −−→grad
)

~V =
−−→
grad

(
V 2

2

)

+
−→
rot ~V ∧ ~V

1.6.3.3 Statique des fluides

Dans le cas où le fluide est au repos (~V = ~0), et où les efforts à considérer sont seule-
ment ceux de pression et de pesanteur (~f = ~0), on retrouve l’équation fondamentale
de la statique des fluides en équilibre dans le champ de pesanteur :

−−→
gradP = ρ~g

Soit un fluide de masse volumique ρ, au repos dans le champ de pesanteur.
Exprimer P (z) sachant que P (0) = P0.
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Réponse L’équation de la statique des fluides en projection surOz s’écrit :
dP

dz
= −ρg, ce qui donne :

P (z) = cte − ρgz. La constante se détermine à l’aide de l’égalité : P (0) = P0 ⇒ cte = P0.
L’évolution de la pression avec l’altitude est donc donnée par :

P (z) = P0 − ρgz

Dans le cas des gaz la masse volumique est de l’ordre de 10−1kg ·m−3. Si P0 est de l’ordre de 105 Pa, le
terme : ρgz est négligeable devant P0 et on peut considérer que la pression est uniforme dans le gaz .

P (z) ≃ P0

1.6.4 Taux de variation d’une intégrale de volume dans le temps.
1.6.4.1 Volume de contrôle et volume matériel.

Définition 45 On appelle volume de contrôle, tout volume V fixe limité par une
surface fermée S.

Entre t et t+ dt ce volume est traversé par des particules de fluide. De ce fait sa masse
peut varier au cours du temps.

Définition 46 On appelle volume matériel, tout volume délimité par une surface fer-
mée qui contient le même nombre de particules au cours du temps.

Ce volume suit donc le fluide dans son mouvement ; il pourra pour cela se déformer.
Contrairement au volume de contrôle la masse du volume matériel est constante.

t t+dt

V(t)

V(t+dt)

1.6.4.2 Taux de variation d’une intégrale de volume dans le temps.

Notons F une grandeur associée au fluide et f =
dF

dτ
la grandeur volumique

correspondante. À chaque instant : F =

∫∫∫

V

f dτ . Cherchons à évaluer
dF

dt
:

dF

dt
= lim

∆t→0

1

∆t
[F (t+∆t)− F (t)]

= lim
∆t→0

1

∆t

(
∫∫∫

V(t+∆t)

f(t+∆t) dτ −
∫∫∫

V(t)

f(t) dτ

)
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Remarquons que V(t+∆t) = V(t) + V2 − V1, d’où :
∫∫∫

V(t+∆t)

f(t+∆t) dτ

=

∫∫∫

V(t)

f(t+∆t) dτ +

∫∫∫

V2

f(t+∆t)δV2 −
∫∫∫

V1

f(t+∆t)δV1

Il s’ensuit :

dF

dt
= lim

∆t→0

1

∆t

(
∫∫∫

V(t)

f(t+∆t) dτ −
∫∫∫

V(t)

f(t) dτ

)

+ lim
∆t→0

(∫∫∫

V2

f(t+∆t)δV2 −
∫∫∫

V1

f(t+∆t)δV1

)

V1

V(t)

V(t+dt)

V2

V(t)-V1

}
+

Remarquons que V2 peut se décomposer en volumes élémentaires : δV2 = ~V2∆t · d~S2.
De même V1 se décompose en : δV1 = −~V1 · d~S1∆t.

MMM

d 2

N

dS1SS

V1dS1∆
t V2VV dS2∆

t

D’où :
∫∫∫

V2

f(t+∆t) dV2 =

∫∫

S2

f(t+∆t)~V2·d~S2∆t et
∫∫∫

V1

f(t+∆t) dV1 = −
∫∫

S1

f(t+∆t)~V1·d~S1∆t

Nous obtenons donc :
∫∫∫

V2

f(t+∆t) dV2−
∫∫∫

V1

f(t+∆t) dV1 =

∫∫

S2

f(t+∆t)~V2·d~S2∆t+

∫∫

S1

f(t+∆t)~V1·d~S1∆t =

∫∫

©
S

f(t+∆t)~V ·d~S∆

la somme étant réalisée sur toute la surface qui délimite V .
Il s’ensuit que :

lim
∆t→0

(
1

∆t

∫∫

©
S

f(t+∆t)~V · d~S∆t
)

=

∫∫

©
S

f(t)~V · d~S
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Étant donné que :

dF

dt
= lim

∆t→0

1

∆t

∫∫∫

V

(f(t+∆t)− f(t)) dτ =

∫∫∫

V

∂f

∂t
dτ

Nous en déduisons alors la relation :

dF

dt
=

∫∫∫

V

∂f

∂t
dτ +

∫∫

©
S

f ~V · d~S

Cette dernière relation se généralise au cas où les grandeurs sont de nature vectorielle :

~F et ~f =
d~F

dτ
:

d~F

dt
=

∫∫∫

V

∂ ~f

∂t
dτ +

∫∫

©
S

~f
(

~V · d~S
)

1.6.4.3 Application : théorème de la quantitié de mouvement.

Posons ~F = ~P quantité de mouvement du volume matériel. Le théorème de la résul-

tante cinétique donne :
d~P

dt
= ~FV .

~FV correspond aux efforts qui agissent sur le volume matériel.

Par définition : ~P =

∫∫∫

V

δm ~V =

∫∫∫

V

ρdτ ~V . On obtient alors le théorème de la

quantité de mouvement :

∫∫∫

V

∂ρ~V

∂t
dτ +

∫∫

©
S

ρ~V
(

~V · d~S
)

= ~FV

Cette équation nous permettra donc d’exprimer les efforts qui s’exercent sur un fluide,
si on connaît le profil de l’écoulement et réciproquement.

1.7 Dynamique des fluides parfaits.
Nous supposerons dans cette partie que le fluide considéré est incompressible (ρ = cte)
et parfait (η = 0).

1.7.1 Équation de Bernoulli.

1.7.1.1 Écoulement permanent incompressible.

Considérons un fluide incompressible et parfait, soumis seulement aux efforts de pres-
sion et de pesanteur. L’équation du mouvement du fluide s’écrit :

ρ
d~V

dt
= ρ~g −−−→

gradP

L’écoulement étant permanent,
∂~V

∂t
= ~0, il s’ensuit :

d~V

dt
= (~V · −−→grad )~V =

1

2

−−→
gradV 2 +

−→
rot ~V ∧ ~V
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Définissons un repère Oxyz orthonormé direct, dans lequel on peut écrire
~g = −−−→

grad (gz). L’équation du mouvement devient :

−−→
grad

(
ρV 2

2
+ ρgz + P

)

+ ρ
−→
rot ~V ∧ ~V = ~0

Projetons cette dernière égalité le long d’une ligne de courant :

−−→
grad

(
ρV 2

2
+ ρgz + P

)

· d−−→OM +ρ
(−→
rot ~V ∧ ~V

)

· d−−→OM = 0 avec d
−−→
OM = ~V dt

Le vecteur
−→
rot ~V ∧ ~V est perpendiculaire à ~V donc aussi à d

−−→
OM . De ce fait l’égalité

précédente devient :

−−→
grad

(
ρV 2

2
+ ρgz + P

)

· d−−→OM = 0

Comme :

−−→
grad

(
ρV 2

2
+ ρgz + P

)

· d−−→OM = d

(
ρV 2

2
+ ρgz + P

)

Il s’ensuit la relation de Bernoulli sur une ligne de courant :

1

2
ρV 2 + ρgz + P = cte

La somme de ces trois termes est indépendante du point de la ligne de courant. Rappe-
lons que cette dernière égalité n’est vraie que pour un fluide parfait, incompressible, en
écoulement permanent.
La valeur de la constante change d’une ligne de courant à l’autre.

1.7.1.2 Écoulement permanent, incompressible et irrotationnel.

Étant donné que
−→
rot ~V = ~0, l’équation du mouvement s’écrit dans ce cas :

ρ
−−→
grad

(
V 2

2

)

= ρ~g −−−→
gradP

Par le même raisonnement que précédemment on obtient à nouveau l’égalité :

P + ρgz + ρ
V 2

2
= cte

Toutefois, la valeur de la constante est cette fois indépendante de la ligne de courant
considérée ; l’égalité est vraie en tout point du fluide.

1.7.1.3 Exemple d’application : chute de pression lors d’une augmentation de vi-
tesse.

SAAASS

SBSS
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On peut ainsi justifier la diminution de pression dans une veine de fluide dont la
section diminue.
Considérons l’écoulement permanent d’un fluide incompressible, non visqueux, dont
les grandeurs caractéristiques sont constantes sur toute surface perpendiculaire à
l’écoulement.
Le long de la ligne de courant passant par les points A et B, la relation de Bernoulli
s’écrit :

PA + ρgzA + ρ
V 2
A

2
= PB + ρgzB + ρ

V 2
B

2

La conservation du débit volumique impose : VBSB = VASA, ce qui montre que
lorsque la section diminue le long de la veine de fluide la vitesse augmente :

SB < SA ⇒ VB > VA

En considérant qu’il est possible de négliger la différence d’altitude entre les points A
et B, nous obtenons :

PA + ρ
V 2
A

2
= PB +

ρV 2
B

2

D’où comme : VB > VA, on en déduit : PB < PA.

1.7.1.4 Tube de Venturi

A VA

B' 

A' 

B VB

HA

HB

ex

Le tube de Venturi, utilise les propriétes du fluide parfait pour mesurer la vitesse
d’écoulement d’un gaz ou d’un liquide.
Soit l’écoulement unidimensionnel, uniforme et incompressible, d’un fluide parfait. On
admet qu’en tout point du fluide assez éloigné des parois, la vitesses s’écrit : ~V = V ~ex
Écrivons le théorème de Bernoulli sur la ligne de courant passant par A et B :

PA + ρ
V 2
A

2
= PB + ρ

V 2
B

2

Loin des parois, l’équation du mouvement du fluide s’écrit :

ρ
d~V

dt
= ρ~g −−−→

gradP

Projetons cette équation sur l’axe Oz, nous obtenons :
dP

dz
= −ρg, ce qui donne, pour

les variations de la pression :

P (z) = −ρgz + cte
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Les points A′ et B′ étant en contact avec l’atmosphère : PA′ = PB′ = P0, donc :
PA = P0 + ρgHA et PB = P0 + ρgHB .
SA et SB étant les sections de l’écoulement, respectivement, au niveau du point A et
du point B, la conservation du débit volumique donne : VASA = VBSB .
Il existe donc deux relations simples entre les pressions et les vitesses :







VA = VB

(
SB
SA

)

PA − PB = ρg(HA −HB) = ρg∆H , si on pose : ∆H = HA −HB

L’application de la relation de Bernoulli le long de ligne de fluide (AB) donne :

PB + ρ
V 2
B

2
= PA +

1

2
ρ

(
VBSB
SA

)2

Il s’ensuit :

PA − PB =
1

2
ρV 2

B

[

1−
(
SB
SA

)2
]

= ρg∆H

On en déduit alors la vitesse du fluide en B :

VB =

√
√
√
√
√

2g∆H

1−
(
SB
SA

)2

Si on connaît les sections des tubes et si on mesure ∆H , on peut calculer la vitesse du
fluide au point B.

1.7.2 Écoulement potentiel.

1.7.2.1 Équation de Bernoulli généralisée.

Rappelons que l’écoulement est dit potentiel s’il existe une fonction φ telle que :

~V =
−−→
gradφ

Cette dernière relation est équivalente à :
−→
rot ~V = ~0. Supposons que les seuls efforts qui

agissent sur le fluide sont ceux de pression et de pesanteur, l’équation du mouvement
devient :

ρ
∂~V

∂t
+ ρ

(

~V · −−→grad
)

~V = ρ~g −−−→
gradP

Définissons un référentiel Oxyz, où l’accélération de la pesanteur s’écrit : ~g = −g ~ez :

ρ
∂~V

∂t
+ ρ

−−→
grad

(
V 2

2

)

= −−−→
grad (ρgz)−−−→

gradP

En utilisant le fait que ~V =
−−→
gradφ et qu’il est possible de permutter les dérivées

d’espace et de temps, on obtient :
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ρ
∂~V

∂t
= ρ

∂

∂t

(−−→
gradφ

)

=
−−→
grad

(

ρ
∂φ

∂t

)

D’où l’équation :
−−→
grad

(

ρ
∂φ

∂t
+ ρ

V 2

2
+ P + ρgz

)

= ~0

Donc, en tout point du fluide on obtient la relation de Bernoulli généralisée :

ρ
∂φ

∂t
+ ρ

V 2

2
+ P + ρgz = cte(t)

Remarque – Cette égalité est vérifiée à chaque instant en chaque point du fluide.
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• 1 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

On considère une barre homogène de longueur L, de centre d’inertie G qui repose sur
deux axes perpendiculaires.
on suppose qu’il n’y a pas de frottements en B et qu’il existe un coefficient de frotte-
ment f en A.
On note α l’angle entre les axes OA et OG.

exA

G

ey

B
g

O

1. Quelle est la trajectoire du point G, si la tige glisse ?

2. Trouver la condition sur α pour que la barre reste immobile.

• 2 Lycée Saint-Exupéry, Mantes la Jolie
25 min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

ex

A

ey

B

g

O'O

Un fil sans masse, inextensible, de tension constante T porte deux perles identiques A
et B, de masse m espacées de a. Les extrémités du fil sont fixées en O et O′ de sorte
que OA = BO′ = a.
les masses peuvent effectuer de petits mouvements parallèlement à l’axe Oy, on négli-
gera les efforts de pesanteur par rapport aux efforts de tension des fils. On note y1 et y2

les positions respectives de ces deux masses. On posera ω0 =

(
T

ma

)1/2

.

1. Etablir les équations différentielles vérifiées par y1 et y2.

2. On donne y1(0) = y2(0) = a, les perles étant abandonnées sans vitesse exprimer
y1(t) et y2(t).

3. On donne y1(0) = −y2(0) = a, les perles étant abandonnées sans vitesse exprimer
y1(t) et y2(t).

4. On donne y1(0) = 0 et y2(0) = a, les perles étant abandonnées sans vitesse expri-
mer y1(t) et y2(t).
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• 3 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

On considère une tige AB de longueur L et de masse m, on note JAz
=

mL2

3
son

moment d’inertie par rapport à l’axe Az .
A t = 0, la tige est abandonnée sans vitesse à la position repérée par θ0 ≃ 0.
Pendant la chute le point A reste immobile.

exA

G
θ eθ

erey

B

g

1. Calculer l’accélération du point G, centre d’inertie de la tige.

2. Montrer que l’énergie mécanique de la tige est constante.

3. Calculer l’énergie cinétique et l’énergie potentielle de AB.

4. Quelle est l’équation différentielle vérifiée par θ au cours de la chute de la tige.

5. Exprimer la résultante des efforts du sol sur la tige.

• 4 Concours Mines-Ponts
30 mn min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

g

ez

α θ

a C

On considère l’ensemble constitué par un disque D de rayon a, de centre C,de masse
m et par un cube de masse M . Le cube peut se déplacer sans frottements sur un plan
incliné d’un angle θ, le disque peut quant à lui rouler sans glisser sur un plan incliné
d’un angle α.
Le centre du disque est relié au cube par un fil inextensible, sans masse, qui passe par
une poulie idéale.

On noteϕ l’angle entre la verticale descendante et
−→
CA,A étant un point de la périphérie

du disque.
Exprimer l’accélération du cube.

On donne le moment d’inertie du disque par rapport à l’axe C~ez : J =
ma2

2
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• 5 Lycée Janson de Sailly, Paris
30 min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

Soit un tube fermé de section S aux parois adiabatiques contenant un gaz parfait de

coefficient constant γ =
Cp
Cv

.

Dans ce tube se trouvent deux pistons , interdisant les échanges thermiques, chacun de
masse m.
Initialement ces pistons à l’équilibre définissent trois volumes identiques V0 à la pres-
sion P0 et la température T0. Un dispositif non précisé permet de déplacer légérement
les pistons par rapport à leurs positions d’équilibre et à les abandonner par la suite sans
vitesse initiale.
On constate alors que ces derniers se mettent à osciller. Les déplacements des pistons
pourront être considérés comme élémentaires, et toutes les transformations pourront
être considérées comme réversibles.

x1(t)

P0,V0,T0

g

P0,V0,T0 P0,V0,T0

P2,V2,T2 P3,V3,T3P1,V1,T1

x2(t)

1. Quand le piston 1 est déplacé de x1 par rapport à la position d’équilibre, la pression
du compartiment devient P1 = P0 + p1,avec p1 ≪ P0.

Démontrer qu’au premier ordre p1 = −P0Sγx1
V0

.

2. De même les pressions dans les compartiments 2 et 3 deviennent P0+p2 et P0+p3,
exprimer p2 en fonction de P0, V0, γ, S, x1 et x2, et p3 en fonction de P0, V0, γ, S
et x2. On tiendra compte du fait que p2 ≪ P0 et que p3 ≪ P0.

3. Exprimer les équations différentielles vérifiées par x1 et x2, on posera :

ω2
0 =

P0S
2γ

mV0
4. Exprimer x1(t) et x2(t) pour x1(0) = x2(0) = a.

5. Exprimer x1(t) et x2(t) pour x1(0) = −x2(0) = a.

6. Exprimer x1(t) et x2(t) pour x1(0) = 0 et x2(0) = a.

• 6 Concours Mines-Ponts
35 mn min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

Un satellite est constitué d’une barre rigide sans masse de longueur L et de deux
masses, m ponctuelles A et B telles que L = (AB). Ce dernier se trouve dans le
champ de gravitation terrestre et son centre S effectue une trajectoire circulaire uni-
forme de rayon r ≫ L autour de T . On note MT , la masse de la Terre.
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ey

eθ
er

ex
θ

T

B

A

S

α

1. Démontrer que les efforts qu’exerce le Terre sur le satellite ont pour résultante :

~F ≃ −2GmMT

r2
~er

2. Exprimer le moment en S des efforts exercés par la Terre sur le satellite.

3. Déterminer l’équation différentielle vérifiée par l’angle α.

4. En déduire la période des petites oscillations du satellite autour de ses positions
d’équilibre stables.

• 7 CCP 2006
60 mn min.

Mécanique 1 MP-PC-PSI-PT

Le théorème du viriel affirme que si un point matériel M(x, y, z) possède une énergie
potentielle EP (x, y, z) vérifiant la propriété suivante :

EP (λx, λy, λz) = λkEP (x, y z)

pour tout réel λ, alors il existe une relation suivante entre les valeurs moyennes tempo-
relles au cours du mouvement de M : k 〈EP 〉 = 2 〈EC〉 à condition que la trajectoire
soit bornée.
EC désigne l’énergie cinétique deM et 〈f〉 la valeur moyenne de f au cours du temps.
Nous ne considérerons que des mouvements périodiques. Les moyennes seront donc
calculées sur une période.
Dans tout l’exercice l’étude est faite dans un référentiel R auquel est associé un repère
orthonormé (O, x, y, z).
On considère un satellite de masse m se trouvant à une distance r du centre O de la
Terre. On note G la constante de gravitation, Mt la masse de la Terre et r la distance
entre O et le satellite.

eθ er

θ
O

S

ex
ey

1. (a) Comment s’écrit la force subie par le satellite ?

(b) Déterminer l’énergie potentielle EP du satellite (avec la convention EP = 0 à
l’infini).
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(c) Comment s’exprime ici le théorème du viriel ? Quelle propriété de l’énergie
retrouve-t-on pour un état lié ?

(d) Dans le cas où la trajectoire du satellite est circulaire de rayon r0, déterminer
sa vitesse vC .
On admettra pour la suite, que le satellite est lancé d’une distance r0, avec une

vitesse orthordiale de module v0 = α

√
GMt

r0
. avec 1 < α <

√
2

2. (a) Montrer que le mouvement du satellite est plan. Celui-ci est repéré en coordon-

nées polaires (r, θ) dans son plan. Montrer que la quantité r2
dθ

dt
est constante.

Déterminer la valeur de cette constante que l’on notera C.

(b) Montrer que la trajectoire est bornée.

(c) Montrer que l’équation en coordonnées polaires de la trajectoire peut s’écrire :

r =
p

1 + e cos θ

avec p =
C ′

GMt
où C ′ est une constante que l’on déterminera.

(d) Déterminer le paramète p de la trajectoire du satellite en fonction de r0 et e.

(e) Déterminer l’excentricité de la trajectoire en fonction de α seulement.

(f) Calculer les rayons au périgé et à l’apogé. Représenter la trajectoire en précisant
le point de départ, l’axe polaire, les foyers.

3. (a) Exprimer l’énergie cinétique du satellite en fonction de G, Mt, p, e et θ.

(b) Exprimer de même l’énergie potentielle du satellite en fonction de G, Mt, p, e
et θ.

(c) Déduire du théorème du viriel que 〈cos θ〉 = −e. Ce résultat vous surprend-il ?
Que pensez vous de 〈sin θ〉 ?

4. Pour mieux cerner le résultat précédent on cherche à évaluer les durées de passage

du satellite ∆t1 pour un angle θ passant de −π
2

à
π

2
et ∆t2 pour un angle θ passant

de
π

2
à
3π

2
.

(a) On rappelle la troisième loi de Kepler
T 2

a3
=

4π2

GMt
; exprimer la période T en

fonction de p, C et e.

(b) Exprimer la durée ∆t que met le satellite pour passer d’un angle polaire θ1
à θ2 ; on donnera le resultat en fonction de la période et d’une intégrale sans
dimensions.

Si e =
1

2
le calcul numérique donne le résultat suivant :

∫ π/2

−π/2

dθ

(1 + e cos θ)
2 = 0,195

Ce résultat est-il en accord avec celui obtenu au 3.(c) ?
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• 8 Concours Commun Polytechnique
45 min.

Dynamique en référentiel galiléen MP-PC-PSI-PT

O

ez

ex

ey

T

ez

ex

ey

L

ez

ex

ey

Définition des différents référentiels et repères associés utilisés dans le problème :
On rappelle que le référentiel de Copernic, noté R dont l’origine est le centre de masse
O du système solaire et les trois axes Ox,Oy,Oz pointent vers trois étoiles lointaines
de la sphère céleste, réalise une très bonne approximation d’un référentiel galiléen.
Le repère associé est (O,~ex, ~ey, ~ez) .
On note T , le centre de la Terre et RT le référentiel barycentrique de la Terre (ou
référentiel géocentrique) de repère associé (T,~ex, ~ey, ~ez) avec ~ez : vecteur unitaire de
l’axe des pôles.
On note L, le centre de la Lune et RL le référentiel barycentrique de la Lune (ou
référentiel sélénocentrique) de repère associé (L,~ex, ~ey, ~ez).
La Lune et la Terre seront supposées être sphériques à répartition de masse à symétrie
sphérique.
On néglige les effets dus au Soleil ; le système Terre-Lune est donc considéré isolé et
on s’intéresse aux mouvements relatifs de la Terre et de la Lune. On considère le réfé-
rentiel barycentrique R∗ du système Terre-Lune et on appelle C le centre de masse de
l’ensemble.
~ΩL et ~ΩT désignent le vecteur vitesse angulaire de rotation propre respectivement de
la Lune dans RL et de la Terre dans RT .

JL =
2

5
mLR

2
L désigne le moment d’inertie de la Lune par rapport à son axe de rota-

tion dans RL.

JT =
2

5
mTR

2
T désigne le moment d’inertie de la Terre par rapport à son axe de rota-

tion dans RT .
On désigne par ~L∗(T,L) le moment cinétique Terre-Lune dans R∗.
On désigne respectivement par ~L∗

C(T ) et ~L∗
C(L), les moments cinétiques au point C

dans le référentiel R∗ de la Terre et de la Lune. ~LT (T )/RT
et ~LL(L)/RL

sont respecti-
vement les vecteurs moments cinétiques de rotation propre de la Terre au point T dans
le référentiel RT et de la Lune au point L dans le référentiel RL.

1. (a) Montrer que ~L∗(T,L) se conserve.

(b) Les répartitions de masse de la Terre et de la Lune sont à symétrie sphérique,
montrer que ~LT (T )/RT

et ~LL(L)/RL
se conservent.

En déduire que ~ΩL et ~ΩT sont constants.
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2. (a) En considérant la Terre comme un système de points discrets, montrer que :
~L∗
C(T ) =

~LT (T )/RT
+
−→
CT ∧mT

~VT/R∗ où ~VT/R∗ représente le vecteur vitesse
de T dans le référentiel R∗.

(b) Donner la relation analogue pour ~L∗
C(L)

(c) En déduire que ~L∗(T,L) peut se mettre sous la forme :
~L∗(T,L) = ~L∗

orb +
~LT (T )/RT

+ ~LL(L)/RL
où ~L∗

orb désigne le moment ciné-
tique orbital dans R∗ du système Terre-Lune.
Exprimer ~L∗

orb en fonction de
−→
CT ,mT , ~VT/R∗ et de

−→
CL,mL, ~VL/R∗

3. On appelle M la particule fictive, telle que
−−→
CM =

−→
TL de masse réduite

µ =
mTmL

mT +mL
, de vecteur vitesse ~VM/R∗ .

(a) Calculer
−→
CT et

−→
CL en fonction de mT ,mL et

−−→
CM . En déduire les vecteurs

vitesses ~VT/R∗ et ~VL/R∗ des points T et L dans R∗, en fonction de ~VM/R∗ .

(b) Écrire la relation fondamentale de la dynamique dans R∗ pour L et T , et mon-
trer que cela revient à considérer la particule fictive soumise à la force exercée
par la Terre sur la Lune.

4. (a) Exprimer ~L∗
orb en fonction de ~VM/R∗ et µ. Montrer alors que le mouvement de

la particule fictive est plan.

(b) En considérant que mT ≫ mL, à quels points peut-on assimiler les points C et
M ? Avec quel référentiel peut-on confondre R∗?

5. On suppose que la condition précédente est satisfaite. On se place dans le plan de
la trajectoire de L et on introduit le repère de coordonnées polaires (T,~er, ~eθ) tel

que
−→
TL = r ~er.

(a) Établir par la méthode de votre choix l’équation différentielle suivie par u =
1

r
.

Montrer que l’équation de la trajectoire s’écrit : r =
p

1 + e cos θ
où l’on don-

nera les significations de p et e.

(b) Le périgée est caractérisé par rp = 363000 km et l’apogée par ra = 405000 km.
Calculer p et e.

(c) Montrer que la trajetoire de la Lune autour de la Terre peut-être assimilée à un
cercle dont on donnera le rayon DL. Calculer la vitesse angulaire orbitale ωL
de la Lune autour de la Terre, puis la vitesse vL de la Lune sur son orbite par
rapport au référentiel RT .

6. Évaluer numériquement le moment cinétique orbital ~L∗
orb, ainsi que les moments

cinétiques de rotation propre ~LT (T )/RT
, ~LL(L)/RL

et les comparer entre eux.
Données : ΩL = 2,66 · 10−6 rad· s−1 et ΩT = 7,29 · 10−5 rad· s−1

7. En supposant les vecteurs ~ΩT et ~ωL colinéaires et dirigés suivant ~ez , montrer alors
que l’on peut écrire :

~L∗(T,L) ≃
(

mL

√

GDLmT + JTΩT

)

~ez

On donne :
MT = 6 · 1024 kg



76 Chapitre 1

ML = 7.4 · 1022 kg

RT = 6370 km

RL = 1720 km

• 9 Concours Mines-Ponts
45 min.

Dynamique en référentiel non galiléen MP-PC-PSI-PT

Un prisme de masse M , sur lequel roule sans glisser un rouleau, de masse m et de
rayon a, peut glisser sans frottements sur une table horizontale.

α

θ
C

g

A

y

x

1. Déterminer l’abscisse x(t) du point A du prisme le long du plan horizontal. On
considèrera que x(0) = 0.

2. Exprimer θ(t) l’angle dont a tourné le rouleau à t. On considérera que θ(0) = 0.

On donne J =
ma2

2
, moment d’inertie du rouleau par rapport à son axe de révolution.

• 10 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Lois de Coulomb MP-PC-PSI-PT

Un cylindre de masse m, de rayon a, de moment d’inertie J =
ma2

2
par rapport à son

axe de révolution et de centre d’inertie C, roule sans glisser le long de la plus grande
pente d’un plan incliné d’un angle α par rapport à l’horizontale.
L’ensemble est étudié dans un référentiel galiléen.
L’air exerce sur le cylindre des efforts équivalents à une force de point d’application
C : ~F = −bm~V (C), b étant un coefficient positif constant.
Les efforts de contact entre le cylindre et le plan incliné obéissent aux lois de Coulomb.
On appelle µ le coefficient de frottement associé.
On repère le cylindre par l’abscisse de C notée : x(t) et par l’angle : θ(t).
Initialement le cylindre est abandonné immobile, on donne x(0) = 0 et θ(0) = 0.
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ez

g

α

Cex
O θ

1. Exprimer au cours de la descente ẋ(t).

2. Montrer que C va atteindre une vitesse limite que l’on exprimera.

3. Dans le cas où on peut négliger les frottements de l’air, montrer que le roulement
sans glissement peut se faire seulement si α est inférieur à une certaine valeur α0

que l’on explicitera.

• 11 Concours Mines-Ponts
30 min.

Lois de Coulomb MP-PC-PSI-PT

On considère un ensemble de deux cylindres : A de masse m et de rayon a et B de
rayon R, figurés ci-dessous. Le contact entre A et B, obéit aux lois de Coulomb, on
note f , le coefficient de frottement entre les deux solides.

θ

O

ez

ex

A
B

1. B étant fixe, déterminer les composantes normale et tangentielle de l’action de B
sur A, lorsque A roule sans glisser sur B.

2. Pour quelle valeur de θℓ, A commence-t-il à glisser sur B ?
On donne f = 0,1, calculer θℓ.

3. Le cylindre A quitte-t-il son support avant de glisser ?

On donne à t = 0, θ = 0,
dθ

dt
≃ 0.

J =
ma2

2
, moment d’inertie du cylindre A par rapport à son axe.

• 12 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Lois de Coulomb MP-PC-PSI-PT

Soit une roue de rayon a, de centre C et de moment d’inertie par rapport à l’axe C~ey :

J =
ma2

2
.

Cette roue peut rouler sans glisser le long de la plus grande pente d’un plan incliné
d’un angle α par rapport à l’horizontale.



78 Chapitre 1

On admettra que le contact entre le roue et le sol est ponctuel et que les efforts de
contact obéissent aux lois de Coulomb. On appelle µ le coefficient de frottement.
On souhaite faire monter cette roue le long du plan incliné, pour cela on lui applique
un couple constant de moment ~Γ = Γ~ey avec Γ > 0.
On repère la position de la roue par x(t), abscisse de C le long du plan incliné et θ(t),
angle de rotation de la roue.
À t = 0 on a x(0) = 0 et θ(0) = 0, la roue est alors immobile. L’ensemble est étudié
dans un référentiel galiléen.

ez

g

α

C

ex

θ

1. Dans le cadre du roulement sans glissement, exprimer ẍ(t).

2. Exprimer ẋ(t). Pour quel couple minimal la roue remonte-t-elle le plan ?

3. Montrer qu’il existe un couple limite, que l’on exprimera en fonction de m, g, a, µ
et α, au dela duquel la roue va déraper.

• 13 Concours Mines-Ponts
45 min.

Lois de Coulomb MP-PC-PSI-PT

Un cylindre homogène de rayon a, de massem, de centre C et de moment d’inertie par

rapport à son axe de symétrie de révolution : J =
1

2
ma2 repose au bord d’une table.

À t = 0, il est en équilibre pour la valeur θ = 0 ; on note f le coefficient de frottement
entre le cylindre et la table.

ez

ur

g

ex
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1. On suppose que dans un premier temps il n’y a pas glissement entre le cylindre et
la table ; donner les composantes de la force exercée par la table sur le cylindre.

2. Pour quelle valeur de θ le cylindre commence-t-il à glisser ? Calculer θ pour
f = 0,1.

3. Montrer que le cylindre glisse avant de quitter la table.

• 14 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Système conservatif MP-PC-PSI-PT

Un disque D de masse m, de rayon a et de centre C, peut rouler, dans un plan vertical,
à l’intérieur d’un cylindre fixe de centre O ; on note b = OC la distance de O à C.
D est homogène de moment d’inertie

J =
1

2
ma2 par rapport à son axe C~ez .

Le coefficient de frottement entre le cylindre
et le disque est f .
Ox est l’axe vertical, le champ de pesanteur
g est uniforme.
On appelle θ, l’angle entre ~ex et

−−→
OC et φ

celui entre ~ex et la direction CA où A est un
point périphérique de D.
On suppose que D peut rouler sans glisser
dans le cylindre. En outre l’angle θ reste
faible.

A
θ

O

g

ey

φ
C

ex

1. Déterminer l’énergie potentielle Ep(θ) de D en imposant Ep(0) = 0. En donner
une expression approchée au deuxième ordre en θ.

2. Établir la relation liant θ̇ et φ̇.

3. L’énergie mécanique du disque est-elle conservée ? Pourquoi ?

4. Déterminer l’équation du mouvement vérifiée par θ(t). La résoudre avec les condi-
tions initiales θ(0) = θ0 > 0 et θ̇(0) = 0.

5. Pour la solution précédente calculer les valeurs moyennes de l’énergie potentielle
et de l’énergie cinétique. Que constate-t-on ?

6. Application numérique : θ0 = 0,1 rad, m = 160g, g = 10m · s−2, b = 20 cm.
Calculer l’énergie cinétique moyenne de D.

• 15 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Système conservatif MP-PC-PSI-PT

Une masse M est suspendue à un fil passant par une poulie de masse m, de rayon R.

On note J0 =
mR2

2
, le moment d’inertie de la poulie par rapport à l’axe passant par

O et perpendiculaire au plan de la poulie.
On admettra que le fil ne glisse pas sur la poulie.
La poulie est suspendue par son centre à un ressort de constante de raideur k, et de
longueur à vide L0.
On néglige les frottements. On appelle z et Z, respectivement, les écarts de la masse
M et de la poulie par rapport à leur position d’équilibre.
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1. Donner l’énergie mécanique du système en fonction de z et ż.

2. Donner la période des petites oscillations de la masse autour de
sa position d’équilibre.

g

z(t)

O

• 16 Concours Mines-Ponts
45 min.

Énergie en référentiel non galiléen MP-PC-PSI-PT

Une tige T de masse m et de longueur L peut tourner dans le
plan Oxz, par l’intermédiaire d’une liaison pivot parfaite en O.
Sa position dans ce plan est repérée par l’angle θ.
Ce plan tourne lui même autour de l’axe fixe Oz, dans un réfé-
rentiel galiléen, à vitesse angulaire uniforme ~ω = ω~ez .
Du fait de la rotation la tige peut occuper différentes positions
d’équilibre, caractérisées par θeq dans le plan Oxz que l’on sou-
haite de déterminer.
On donne le moment d’inertie de la tige par rapport à l’axe Oy :

J =
mL2

3
1. Dans le référentiel tournant, exprimer la résultante des ef-

forts d’inertie d’entraînement sur la tige en fonction de
m,L, ω et θ.

O

g

ez

θ

ω

ex

2. Dans ce même référentiel exprimer le moment en O des efforts d’inertie d’entraî-
nement.

3. Montrer qu’il existe une énergie potentielle centrifugeEp = −mL
2

6
ω2 sin2 θ+cte.

4. Dans le référentiel tournant, exprimer l’énergie potentielle totale de la tige.
5. En déduire les positions d’équilibre possibles.
6. Étudier la stabilité de ces positions d’équilibre.

• 17 Lycée Saint-Exupéry, Mantes La Jolie
30 min.

Rotation d’un solide autour d’un axe fixe MP-PC-PSI-PT

On considère le système constitué par l’ensemble de deux tiges identiques, de longueur
L, de masse m et d’un ressort idéal, de constante de raideur k et de longueur à vide L0.
Le tout est étudié dans un référentiel galiléen.
Les tiges peuvent tourner, par l’intermédiaire de liaisons pivots parfaites, autour des
axes O1z et O2z fixes (perpendiculaires au plan de la figure).
On repère les positions de ces dernières par les angles θ1 et θ2.
Les extrémites opposées des tiges sont liées par le ressort. Lorsque les angles sont
nuls, la longueur du ressort est égale à sa longueur à vide. On suppose qu’au cours du
mouvement ce dernier reste constamment horizontal.
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À t = 0 on écarte les tiges des angles θ10 et θ20 et on les abandonne sans vitesse
initiale.

On posera ω2
1 =

3k

m
et ω2

0 =
3g

2L
. On donne le moment d’inertie de chaque tige par

rapport à son axe de rotation : J =
mL2

3
.

Dans tout le problème les angles seront considérés comme très petits.

1. Au cours du mouvement exprimer la longueur ap-
proximative du ressort en fonction de L0, L, θ2 et
θ1.

2. Déterminer deux équations différentielles cou-
plées liants θ1 et θ2.

3. Dans le cas où θ10 = θ20 = θ0 exprimer θ1(t) et
θ2(t).

4. Dans le cas où θ10 = −θ20 = θ0 exprimer θ1(t)
et θ2(t).

g

θ2(t)
O1z O2z ex

A
Bθ1(t)

ey

• 18 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Statique des fluides MP-PC-PSI-PT

L’air est assimilé à un gaz parfait, de masse molaire M . On se donne, dans l’atmo-
sphère, une relation entre la pression p(z) et la masse volumique µ(z) de l’air à une
altitude z, appelée loi polytropique d’indice k :

p(z)

[µ(z)]
k
= cte

k est une constante donnée, ajustée à posteriori aux données expérimentales. Le mo-
dèle de l’atmosphère polytropique constitue une généralisation du modèle de l’atmo-
sphère isotherme pour lequel on aurait k = 1. Dans la suite, k est choisi différent de
l’unité.
Au niveau du sol (z = 0), on note p0 la pression, T0 la température et µ0 la masse
volumique de l’air.

1. Établir une relation donnant implicitement p(z).

2. Montrer que
dT

dz
est une constante que l’on exprimera en fonction de l’intensité

de la pesanteur g, de la masse molaire M de l’air, de la constante molaire des gaz
parfaits R et de k.

3. En déduire que :

p(z) = p0 × (1− β z)
k/k−1

où β est un coefficient constant que l’on déterminera en fonction de M , g, R, T0 et
k
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• 19 Lycée Faidherbe, Lille
30 min.

Statique des fluides MP-PC-PSI-PT

Dans tout le problème, les solides et les liquides sont plongés dans le champ de pesan-
teur uniforme, d’intensité g.
Le référentiel d’étude est supposé galiléen et associé à un repère R(0, x, y, z), tel
que l’axe (Oz) soit dirigé suivant la verticale ascendante, dans la base cartésienne
{~ex, ~ey, ~ez}.
Un barrage est formé d’un solide indéformable, en forme de pentaèdre de base rec-
tangulaire. Sa section droite est un triangle isocèle, de hauteur h, de demi-angle au
sommet égal à α. Sa masse volumique est égale à ρ. Il est posé sur le sol horizontal et
permet de retenir l’eau d’un lac dont la masse volumique est constante et égale à µ. On
suppose que les seules forces qui interviennent sont liées à la pression des fluides (eau
et air), au poids du barrage et aux forces de contact exercées par le sol. La longueur L
du barrage est suffisamment grande pour que l’on puisse négliger les forces de liaison
intervenant à ses extrémités.
On appellera p0 la pression, uniforme, de l’air au voisinage du barrage.

1. Exprimer la pression de l’eau en fonction de l’altitude z, de p0, µ, g et h.

2. Calculer la force exercée sur la face immergée.

3. Calculer la force exercée sur la face émergée.

On admet que ni l’air, ni l’eau ne peuvent pénétrer sous le barrage. On considère que ce
dernier ne tient alors en équilibre sur le sol que par l’action de la force de frottement.
Dans ce cas, la réaction ~R = T ~ex +N ~ez du sol sur le barrage est représentée par :

• une composante normale N , verticale ascendante ;

• une composante tangentielle T , horizontale, qui s’oppose au glissement du barrage.

L’équilibre statique n’est garanti que si |T | 6 f × |N |, expression dans laquelle f est
un coefficient constant appelé « coefficient de frottement statique » du barrage sur le
sol.
On définit aussi l’angle de frottement ϕ tel que tanϕ = f . Cet angle représente l’in-
clinaison maximale de la réaction du sol par rapport à la verticale.

4. Déterminer les forces N et T , réactions du sol sur le barrage.

5. En déduire la valeur minimale du coefficient de frottement pour que le barrage reste
en équilibre sur le sol, sans glisser.

6. Montrer que si α+ ϕ >
π

2
, alors le barrage reste en équilibre.

• 20 Lycée Janson De Sailly, Paris
30 min.

Cinématique des fluides PC-PSI

On considère l’écoulement permanent d’un fluide incompressible dont le champ des
vitesses en coordonnées cylindriques est donné par :

~V = V0

(
r

R
~ur +

z

Z0
~uz

)

V0, R et Z0 étant des constantes.
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1. Exprimer la vitesse à l’aide des seules constantes V0 et R.

2. Montrer que la circulation de ~V est nulle le long de tout contour fermé. En déduire
une fonction scalaire caractéristique de l’écoulement.

3. Donner les équations des lignes de courant.

4. Quelles sont les équations des trajectoires des particules de fluide pour cet écoule-
ment ?

5. Montrer que les trajectoires des particules de fluide s’identifient aux lignes de cou-
rant.

6. Exprimer l’accélération des particules de fluide.

On donne :

div ~X =
1

r

∂

∂r
(rXr) +

1

r

∂Xθ

∂θ
+
∂Xz

∂z

−−→
grad f(r, θ, z) =

∂f

∂r
~ur +

1

r

∂f

∂θ
~uθ +

∂f

∂z
~uz

• 21 Concours Commun Polytechnique
35 min.

Cinématique des fluides PC-PSI

On considère l’air comme un fluide incompressible, de masse volumique µ en écoule-
ment stationnaire sur lequel la pesanteur aura une influence négligeable.
On utilisera les coordonnées cylindriques d’axe polaire Oz ; elles seront notées r, θ et
z avec Ox pour origine des angles. On note ~V (M) la vitesse en chaque point du fluide.
Les phénomènes seront supposés invariants par translation selon Oz.

1. Écoulement tourbillonnaire.
On considère un écoulement orthoradial d’axe polaireOz appelé tourbillon tel que :

• pour r < a,
−→
rot ~V = γ ~ez

• pour r > a,
−→
rot ~V = ~0

Ce tourbillon est dit ponctuel dans le plan Oxy si l’on considère que lorsque a tend
vers zéro et γ tend vers l’infini, le produit πa2γ demeure égal à la valeur finie Γ
que l’on nomme intensité du tourbillon.
Établir l’expression de ~V (M) en coordonnées polaires (r > a) avec Γ comme pa-
ramètre.
À quelle distribution électromagnétique peut-on éventuellement comparer cet écou-
lement ?

2. Écoulement d’un doublet.

ex

P

ey

S

rs

O

M

rp r

d

θ

d

θp θs
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On considère un écoulement engendré par un doublet résultant de l’association
d’une source et d’un puits.

(a) La source se situe le long de l’axe Sz, parallèle à Oz, tel que le point S, placé
dans le plan Oxy, ait pour coordonnées (d, 0, 0).
L’écoulement s’effectue radialement de façon homogène avec un débit volu-
mique par unité de longeur D. L’exemple d’un tel écoulement pourrait être
donné par un fin tuyau poreux dans lequel on ferait circuler de l’eau sous pres-
sion.
Établir l’expression de la vitesse ~VS(M) du fluide en coordonnées cylindriques
(rS , θS , z), d’axe polaire Sz ainsi que le potentiel ϕS(M) associé, défini par :
~VS(M) =

−−→
gradϕS .

(b) Le puits se situe le long de l’axe Pz, parallèle à Oz, tel que le point situé dans
le plan Oxy ait pour coordonnées (−d, 0, 0).
Dans ce puits, le fluide arrive avec une répartition radiale uniforme dont le débit
volumique par unité de longueur est également D.
Donner, sans démonstration, l’expression de la vitesse ~VP (M) du fluide en
coordonnées cylindriques (rP , θP , z), d’axe polaire Pz ainsi que le potentiel

ϕP (M) associé défini par : ~VP (M) =
−−→
gradϕP .

(c) Soit ϕ(M) le potentiel des vitesses dans le cas où l’on associe la source et le
puits pour former un doublet pour lequel d tend vers 0 et D tend vers l’infini de
sorte que le produit 2Dd demeure égal à la valeur finie H , que l’on nommera
intensité du doublet.
En coordonnées cylindriques (r, θ) d’axe polaire Oz, montrer que :

ϕ(M) = −H cos θ

2πr

En déduire l’expression, en coordonnées cylindriques, de la vitesse ~V (M) créée
par ce doublet avec H comme paramètre.

(d) À quelle distribution électromagnétique peut-on éventuellement comparer cet
écoulement ?

• 22 Concours Commun Polytechnique
40 min.

Cinématique des fluides PC-PSI

ex

ey

O

M
r

θ

ereθ

V0

Considérons l’écoulement potentiel d’un fluide parfait et incompressible autour d’un
cylindre infini d’axe Oz et de section circulaire de rayon R.
Très loin du cylindre, l’écoulement est uniforme, la vitesse du fluide est donnée par
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~V = V0 ~ex.
On étudiera le problème en utilisant les coordonnées cylindriques : r, θ, z.
La symètrie du problème impose qu’aucune grandeur ne va dépendre de la côte z.
On admet que le potentiel des vitesses s’écrit :

φ (r, θ) = φu +
A cos θ

r

φu est le potentiel des vitesses associé à l’écoulement uniforme et A, une constante.

1. Exprimer φu(r, θ).

2. À quel type d’écoulement correspond le terme
A cos θ

r
?

3. Exprimer la vitesse du fluide en tout point en fonction de r, θ, A et V0.

4. Exprimer A en fonction de V0 et R. Positionner les points d’arrêt.

5. Donner les équations des lignes de courant, les représenter.

On donne :
−−→
grad f =

∂f

∂r
~er +

1

r

∂f

∂θ
~eθ +

∂f

∂z
~ez

• 23 Concours Commun Polytechnique
45 min.

Cinématique des fluides PC-PSI

Un cylindre de base circulaire de rayon R et en rotation uniforme à la vitesse angulaire
ω autour de son axe Oz est placé dans l’air (fluide incompressible en écoulement
permanent).
L’écoulement, loin du cylindre, se fait à la vitesse uniforme ~V0 = V0 ~ex et la pression
vaut P0.
En tout point du fluide, on notera la vitesse ~V (M) = Vr ~er + Vθ ~eθ.

ex

ey

O

M
r

θ

ereθ

V0

On souhaite étudier l’effet du cylindre sur le fluide. Pour cela nous utiliserons une
méthode de superposition qui consiste à introduire à l’intérieur de l’obstacle des singu-
larités telles que son contour soit une ligne de courant de l’écoulement. Ces singularités
sont les suivantes :

• un doublet d’axe Oz et d’intensité H , dont la fonction potentiel est donnée par

ϕD(M) = −H cos θ

2πr
, qui engendre un champ de vitesse ~VD(M).

• un tourbillon d’axe Oz et d’intensité Γ qui engendre un champ des vitesses

~VT (M) =
Γ

2πr
~eθ.
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On pose alors en tout point M de l’écoulement :

~V (M) = ~VT (M) + ~VD(M) + ~V0

1. Les coordonnées polaires de la vitesse ~V (M) de cet écoulement ont pour expres-
sion :







Vr =

(

1− R2

r2

)

V0 cos θ

Vθ = −
(

1 +
R2

r2

)

V0 sin θ +
Γ

2πr

Expliciter le paramètre H en fonction de R et V0.

2. On donne ci-dessous le tracé des lignes de courant pour des valeurs particulières de
V0, R et Γ.

(a) Comparer qualitativement le module de la vitesse du fluide pour les points si-
tués sur l’axe Oy selon que y > R ou y < −R.

(b) Indiquer le signe de Γ et préciser si le sens de rotation du cylindre est horaire
ou antihoraire.

(c) En exploitant le tracé ci-dessus, justifier l’existence de points d’arrêt du fluide à
la surface du cylindre. Donner |Γ| en fonction des paramètres V0 etR et du sinus
d’un angle géomètrique, α , dont on précisera dans ce cas la valeur numérique
approchée en degrés.

(d) Soit ~F la resultante de l’action de l’air sur le cylindre. Donner, sans calcul mais
en la justifiant, la valeur de la composante Fx et celle du moment par rapport à
l’axe Oz de cette action. La réalité confirme-t-elle ce résultat ?

(e) Exprimer la pression P (θ) à la surface du cylindre avec V0, µ, masse volumique
du fluide, R,Γ, et P0 comme paramètres.

(f) Le cylindre ayant une hauteur h, établir l’expression de la composante Fy de ~F
en fonction de µ, V0,Γ.

On donne :
−−→
grad f =

∂f

∂r
~er +

1

r

∂f

∂θ
~eθ +

∂f

∂z
~ez
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• 24 Concours Mines-Ponts
45 min.

Cinématique des fluides PC-PSI

Nous allons étudier diverses propriétés liées aux bulles d’air dans l’eau. Nous pourrons
négliger dans tout le problème les effets de la pesanteur sur le fluide, ainsi que la
viscosité de ce dernier.
On rappelle l’égalité vectorielle :

(

~V · −−→grad
)

~V =
1

2

−−→
grad (V 2) +

−→
rot ~V ∧ ~V

L’air sera considéré comme un fluide homogène et parfait dont le rapport des capacités

thermiques γ =
Cp
Cv

est constant.

La masse volumique et la pression dans l’air au repos sont respectivement ρ0 et P0.
L’air est considéré enfermé dans une bulle sphérique entièrement plongée dans l’eau.
On noteR(t) le rayon de la bulle dont nous allons étudier les oscillations sous la forme :

R(t) = R0 + ξ(t)

Le rayon moyen R0 ne dépasse guère quelques millimètres et ‖ξ(t)‖ ≪ R0.
On néglige tout effet de tension superficielle et toute variation d’origine hydrostatique
de la pression dans l’eau, supposée incompressible.
On admet que, dans ces conditions, il est possible de considérer que la pression est
constante à l’intérieur de la bulle.

1. On note PB(t) la pression uniforme de l’air dans la bulle de rayon R(t).
Établir, pour des oscillations isentropiques, la relation [R] :

PB(t)− P0

P0
+

3γξ(t)

R0
= 0

On notera Ṙ =
dR

dt
et R̈ =

d2R

dt2
.

Une bulle d’air sphérique, de rayon R(t) = R0+ ξ(t) et de centre O, est immergée
dans l’eau, considérée comme un fluide parfait illimité.
À grande distance de la bulle d’air, la pression dans l’eau est notée P0. On admet
que la relation [R] est vérifiée à chaque instant.

2. Soit ρE la masse volumique, constante, de l’eau et ~V (~r, t) = V (r, t)~er la vitesse
d’une particule d’eau à la distance r > R(t) du centre O.
Établir la relation :

V (r, t) =

(
R(t)

r

)2
dR

dt

3. Soit P (r, t) le champ des pression dans l’eau ; exprimer l’équation d’Euler sous

la forme d’une relation donnant
∂P

∂r
en fonction de ρE , r, R(t) et des dérivées

temporelles Ṙ(t) et R̈(t).

4. Préciser les valeurs de lim
r→∞

P (r, t) et lim
r→R(t)

P (r, t).
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5. Toujours sous l’hypothèse ‖ξ(t)‖ ≪ R0, donner l’équation différentielle régissant
ξ(t) ; on fera intervenir la pulsation de Minnaert :

ωM =

√

3γP0

R2
0ρE

= 2πfM

6. Calculer ωM et fM pour R0 = 10−3 m, P0 = 105 Pa, ρE = 103 kg · m−3 et
γ = 1,4.

7. Donner, à l’ordre le plus bas par rapport à ξ(t) ou à ses dérivées, l’expression de la
vitesse V (r, t) et celle de la pression P (r, t) à la distance r du centre de la bulle.

On donne pour toute fonction f(r, t) :

−−→
grad f =

∂f

∂r
~er

• 25 Lycée Saint-Exupé
ry

20 min.
Ecoulement tourbillonnaire PC-PSI

Soit l’écoulement permanent d’un fluide parfait et incompressible, de masse volumique
µ.
Le champ des vitesses pour cet écoulement est donné en coordonnées cylindriques par :







~V (r < R) = Ar~eθ

~V (r > R) =
AR2

r
~eθ

A étant une constante.
On négligera dans tout le problème les effets de la pesanteur.

1. Montrer que, dans le domaine caractérisé par r < R, l’écoulement est à rotationnel
non nul.

2. En admettant que pour r < R, le vecteur tourbillon est constant et s’écrit :
~Ω = Ω~ez , exprimer Ω en fonction de A.

3. Exprimer le champ des pressions P (r, θ, z) en tout point du fluide. On donne
P (r → ∞) = P0.

On donne la relation :
−→
rot

(
~eθ
r

)

= ~0
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• 26 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Dynamique des fluides parfaits PC-PSI

θ
V1

V2

ex

ey

On considère l’écoulement permanent, dans une canalisation comportant un coude,
d’un fluide incompressible et parfait de masse volumique µ.
La canalisation présente une section constante S, et θ désigne l’angle entre les direc-
tions d’entrée et de sortie.
On suppose que le fluide est parfait et que la canalisation est horizontale.
On cherche à exprimer la force exercée par le fluide sur la canalisation.
On supposera que pour cet écoulement les grandeurs caractéristiques du fluide sont
constantes en tout point d’une surface perpendiculaire à la canalisation.
On négligera les effets de la pesanteur.

1. On note V1 et V2, les vitesses du fluide à l’entrée et à la sortie de la canalisation, P1

et P2, les pressions à l’entrée et à la sortie de la canalisation, montrer que V1 = V2
et que P1 = P2 : on notera désormais ces grandeurs V et P .

2. On note ~R = Rx ~ex+Ry ~ey , la résultante des efforts de pression qu’exerce le fluide
sur la canalisation. Exprimer Rx et Ry en fonction de µ, P, V, S et θ.

• 27 Concours Mines-Ponts
30 min.

Dynamique des fluides visqueux PC-PSI

ex

ey

M

θ

er

eθ

R2

R1

Ω1

Ω2

On considère un fluide incompressible, de viscosité η, en écoulement permanent entre
deux cylindres infinis C1 et C2 d’axe Oz, et de sections circulaires respectivement de
rayons R1 et R2 > R1.
Le cylindre C1, tourne à la vitesse constante Ω1 autour de Oz, et le cylindre C2, à la
vitesse constante Ω2 autour de Oz.
La symétrie du problème implique qu’aucune grandeur ne va dépendre de θ et z. On
a, de plus, pour l’écoulement Vz = 0.
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On négligera les effets liés à la pesanteur.

1. Démontrer que la composante radiale de la vitesse du fluide est nulle.

2. En proposant pour Vθ(r), une solution du type rn, exprimer Vθ(r) sous la forme :

Vθ(r) = Ar +
B

r

On exprimera A et B en fonction des constantes du problème.

3. Commenter le cas Ω1 = Ω2.

On donne :
−−→
grad f =

∂f

∂r
~er +

1

r

∂f

∂θ
~eθ +

∂f

∂z
~ez .

div ~V =
1

r

∂

∂r
(rVr) +

1

r

∂Vθ
∂θ

+
∂Vz
∂z

.

Pour le système de coordonnées cylindriques, pour tout vecteur ~V = V (r)~eθ :






−→
rot ~V =

1

r

∂

∂r
(rV ) ~ez

~∆~V =
1

r

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

~eθ −
V

r2
~eθ

• 28 ESIM
30 min.

Dynamique des fluides parfaits PC-PSI

S ez

O

zC
D

s
CB

A

ch
em

in
ée

L

z1

Lac

Un barrage hydroélectrique est constitué d’une galerie d’aménagement de longueur L
et de section s reliée à une retenue d’eau (un lac de superficie assez grande pour qu’on
puisse y négliger les variations de niveau) et à une cheminée d’équilibre verticale cy-
lindrique de section S. Une vanne, immédiatement en aval de la cheminée, alimente
les turbines de la centrale électrique.
L’eau sera considérée comme un fluide non visqueux. On notera d le débit dans la ga-
lerie considérée. On prend un axe Oz vertical ascendant dont l’origine est au niveau de
la vanne. On appelle z1 la position de la surface du lac et zC celle de l’eau dans la che-
minée. On pose h = zC − z1 (h est une valeur algébrique). On notera g l’accélération
de la pesanteur.

1. La vanne est ouverte. Pour cet écoulement, l’eau est un fluide incompressible en
régime permanent. En déduire la dénivélation h0.

2. On ferme rapidement la vanne à t = 0. On s’intéresse au mouvement du fluide une
fois la vanne fermée. L’écoulement du fluide incompressible est irrotationnel.



Mécanique 91

(a) Entre t et t + dt, h varie de dh. Établir la relation liant la vitesse V du fluide

dans la galerie à
dh

dt
.

(b) Rappeler l’équation d’Euler. En intégrant cette équation sur la ligne de courant
A,B,C,D et en considérant que, du fait de l’importance de la longueur de la
galerie, on a :

∫ D

A

D~V
Dt

=

∫ C

B

D~V
Dt

en déduire l’équation différentielle vérifiée par h(t) :

(c) En déduire h(t). À quelle hauteur maximale hM s’élève l’eau dans la chemi-
née ? On définira avec soin les conditions limites à t = 0.

3. On appelle h1, la hauteur de la cheminée.

(a) Déterminer le temps t1 écoulé entre la fermeture de la vanne et le début du
versement.

(b) Établir l’équation différentielle de la vitesse V du fluide dans la galerie en fonc-
tion du temps, quand l’eau déborde de la cheminée.

(c) En déduire que :

V = V1 −
gh1
L

t

Déterminer le temps de déversement t2 ainsi que V1, vitesse du fluide dans la
galerie à l’instant où la hauteur atteint h1.

(d) En déduire le volume déversé en fonction de s, g, L, h1 et V1.

4. (a) Comment évolue h(t) une fois le déversement fini. En réalité que se passe-t-il ?
On justifiera par des arguments physiques.

(b) Si on ne plaçait pas de cheminée que se passerait-il ? Justifier.

• 29 Concours Mines-Ponts
35 min.

Dynamique des fluides parfaits PC-PSI

Ve

P0

Se ex

Ss

VsV0

On considère l’écoulement permanent de l’air, fluide incompressible et parfait, autour
d’une éolienne.
On cherche à exprimer la puissance échangée entre l’éolienne et le fluide.
On s’intéresse pour cela à un tube de courant construit autour de l’hélice de l’éolienne
dont la section à l’entrée est notée Se, et la section à la sortie Ss.
On note Ve et Vs respectivement la vitesse du fluide au niveau de Se et Ss et V0, la
vitesse du fluide au niveau de l’éolienne.
On admettra par la suite que les vitesses au niveau du tube de courant sont portées par
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~ex, qu’au niveau de Se et Ss la pression est uniforme et vaut P0, ainsi qu’en tout point
extérieur au tube de courant.
On considérera de plus que l’écoulement est tel que toutes les grandeurs caractéris-
tiques pourront être considérées comme constantes sur toute section perpendiculaire à
~ex.
On note µ et D, la masse volumique et le débit volumique de l’air, dans le tube de
courant. On négligera les effets dûs à la pesanteur.

1. Exprimer en fonction de D,µ, Ve et Vs, la résultante des efforts exercés par l’éo-
lienne sur le fluide.

2. Exprimer cette même résultante en fonction de µ, S, Ve et Vs, où S est la section
du tube de courant au niveau de l’hélice.

3. Montrer que l’on a :

V0 =
Ve + Vs

2

4. Exprimer la puissance échangée entre l’éolienne et le fluide en fonction de :
µ, S, V0, Ve et Vs.

5. Exprimer Ve et Vs en fonction de V0, quand la puissance échangée entre l’éolienne
et le fluide est maximale.

• 30 Lycée Janson de Sailly, Paris
30 min.

Clepsydre sphérique PC-PSI

Un réservoir de forme demi-sphérique, de rayon R = 1 m et de centre C, est initiale-
ment entièrement rempli d’eau.
Il règne au dessus de l’eau la pression P0. À t = 0 on perce une ouverture O de section
s au fond du réservoir et on étudie l’écoulement de l’eau qui se fait à la vitesse ~v0.
On note z la côte de la surface libre de l’eau, r le rayon de cette même surface libre et
g l’accélération de la pesanteur.
On admettra que la pression au niveau de l’ouverture reste sensiblement égale à P0, que
l’eau peut être considérée comme un fluide parfait incompressible étudié dans le cadre
des régimes permanents. À chaque instant la surface libre de l’eau est très supérieure à
s.

r

R

P0
v0

C

O

z(t)

g

P0 A

1. Montrer que : v0 = −πr
2

s

dz

dt
.
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2. En déduire que : (2R− z)
√
z
dz

dt
= − s

π

√
2g.

3. En déduire le temps nécéssaire pour que le réservoir se vide.

• 31 Concours Commun Polytechnique
40 min.

Dynamique des fluides parfaits PC-PSI
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fluide

plaque

Considérons un filet f0 de fluide parfait, incompressible, en écoulement permanent et
potentiel, qui arrive avec une vitesse ~V0 = V0 ~ex sur une plaque immobile faisant un
angle α avec la direction Oy.
On négligera dans ce problème, les effets de la pesanteur sur le fluide, ainsi que la
pression extérieure P0, et on notera µ la masse volumique du fluide.
Au niveau de la plaque on admet que le filet f0 se divise en deux filets f1 et f2 ayant
respectivement pour vitesse ~V1 et ~V2.
On notera h0, h1 et h2, les sections des filets f0, f1 et f2 de fluide.

1. Démontrer que h0 = h1 + h2.

2. Montrer que si le fluide est parfait alors h0 sinα = h1 − h2, en déduire h1 et h2 en
fonction de h0 et α.

3. Exprimer la résultante des efforts exercés par le fluide sur la plaque.

• 32 Lycée Hoche, Versailles
45 min.

Dynamique des fluides visqueux PC-PSI

ez

ey
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ereθ

V0

On considère l’écoulement potentiel et permanent d’un fluide incompressible, de masse
volumique µ autour d’une sphère immobile de rayon R.
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On étudie le problème à l’aide des coordonnées sphériques r, θ, ϕ.
Le fluide arrive de l’infini avec une vitesse uniforme ~V = V0 ~ez , où la pression vaut
P0.
On négligera dans tout le problème les effets dus à la pesanteur.
On cherche à exprimer la force de pression exercée par le fluide sur la sphère. Pour cela
nous allons considérer, dans un premier temps, que le fluide est parfait, puis dans un
second temps qu’il possède une viscosité η.

1. Dans le cas où le fluide est parfait on admet que le champ des vitesses est donné
par :

~V = V0

(

1− R3

r3

)

cos θ ~er − V0

(

1 +
R3

2r3

)

sin θ ~eθ

Exprimer la pression en tout point de la sphère.

2. Toujours dans le cas où le fluide est parfait, exprimer la force de pression qu’il
exerce sur la sphère.

3. On considère désormais que le fluide est visqueux et que l’écoulement se fait avec
un nombre de Reynolds très faible.
Dans ce cas le champ des vitesses est donné par :

~V = V0

(

1− 3R

2r
+
R3

2r3

)

cos θ ~er − V0

(

1− 3R

4r
− R3

4r3

)

sin θ ~eθ

Commenter cette expression de la vitesse par rapport à celle donnée dans le cas du
fluide parfait.

4. Exprimer, dans le cas où le fluide est visqueux, la pression en chaque point de la
sphère.

5. En déduire la force de pression que le fluide exerce sur la sphère.

On donne :
−→
rot ~V =

1

r

∂

∂r
(rVθ) ~eϕ − 1

r

∂Vr
∂θ

~eϕ

• 33 École de l’air
45 min.

Dynamique des fluides visqueux PC-PSI

On considère un tuyau cylindrique, de rayon R, de longueur L, horizontal et parcouru
par un fluide de viscosité η. La pression sur l’axe du cylindre est P1 à l’entrée et P2

à la sortie. On rappelle que η intervient dans la force surfacique qu’exerce une partie
d’un fluide sur une autre de vitesse différente. Si l’écoulement se fait sur un axe x et la
vitesse dépend de y, cette force surfacique exercée par la partie de y le plus grand sur
celle de y le plus petit est :

~fS = η
∂V

∂y
~ex
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x

y

x
Les flèches symbolisent les
vitesses à x donné, pour
différentes valeurs de y

1. Pour savoir si l’écoulement est turbulent ou laminaire, on considère un nombre sans
dimension d’autant plus grand que l’écoulement est turbulent.
Ce nombre est le nombre de Reynolds que l’on notera Re.
Il utilise les grandeurs physiques η, µ, la masse volumique du fluide, V , la vi-
tesse caractéristique de l’écoulement et ℓ, une longueur, elle aussi caractéristique
de l’écoulement.

(a) Dans le problème qui nous occupe, prend-on pour ℓ le rayon R ou la longueur
L ?
Expliquer pourquoi.

(b) En faisant une analyse dimensionnelle de ℓαV βηγµ,
déterminer les valeurs possibles des coefficients α, β et γ pour former un
nombre sans dimension.

2. On va considérer les coordonnées cylindriques axées sur le tuyau.

O

m
r

M

H
θ

x

z

y

Un point M est repéré, soit par ses coordonnées cartésiennes, soit par ses coordon-
nées cylindriques (r, θ, x). Le point m est le projeté de M sur le plan Oyz, H est
le projeté de M sur Ox, r et θ sont les coordonnées polaires de m dans ce plan où
Oy est l’axe polaire. L’axe Ox est l’axe du tuyau et le point O est à son entrée (la
pression y est donc P1).
On va considérer un écoulement laminaire permanent suivant l’axe du tuyau.
La pesanteur sera négligée. On supposera que la vitesse est de la forme :
~V (M) = V (r)~ex.

(a) Indiquer qualitativement comment la pesanteur intervient dans ce problème et
pourquoi on la néglige.

(b) Faire un bilan de force sur un volume élémentaire de fluide autour de M de
coordonnées (r, θ, x). Montrer que, dans ces conditions, la pression ne dépend
pas de θ, ni de r.

(c) Déduire du bilan précédent les variations de P suivant r et suivant x.

(d) Montrer que la pression ne dépend pas de r.

(e) Exprimer P (x).
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(f) Déterminer V (r) et en déduire la vitesse moyenne Vm et le débit volumique
DV dans le cylindre.

(g) Rappeler la signification physique d’une impédance (ou d’une résistance). Dé-
finir alors K, la résistance hydraulique du tuyau, en dégageant la signification
physique des deux paramètres physiques que l’on utilise (on illustrera la defi-
nition générale). En déduire son expression en fonction des caractéristiques du
tuyau et du liquide.

(h) On considère l’eau se trouvant à l’instant t dans le tuyau élémentaire horizontal
de longueur L et d’épaisseur dr. Déterminer le travail élémentaire des forces
de pression qui s’exercent sur ce système entre t et t + dt. En déduire PP ,
la puissance des forces pressantes qui s’exercent sur le fluide contenu dans
l’ensemble du tuyau et PV , la puissance dissipée par viscosité.

3. On va appliquer les relations précédentes à un cas physique. On donne
g = 10m · s−2, ηeau = 10−3Pl et µeau = 1000kg · m−3. Dans cette applica-
tion, on considère un réseau de distribution d’eau domestique. Ce type de circuit
est alimenté par des châteaux d’eau qui assurent la mise en pression du réseau.

(a) Quel est l’ordre de grandeur de la pression qui peut-être attendue dans une
canalisation au pied d’un château d’eau de 25 m de haut. On supposera que le
débit d’eau dans la canalisation est suffisamment faible pour ne pas perturber le
champ de pression dans le château d’eau.

(b) Soit une conduite d’eau de 100 m de longueur et de section 1 cm2 partant du
pied de ce château d’eau. L’autre extrémité de la canalisation est à l’air libre.
Quel débit peut-on attendre en sortie, en supposant que la relation précédem-
ment établie s’applique bien ? Quelle est la vitesse maximale atteinte dans la
canalisation ?

(c) Quelle est la puissance dissipée par la viscosité ? Sachant que pour l’eau, la
capacité thermique massique vaut ceau = 4,18 J · K−1 · g−1, estimer l’élévation
de température produite si l’eau récupère toute l’énergie dissipée. Conclure.
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• 1 Concours Commun Polytechnique

exA

G

RNA

ey

B

P

RB

RTA

1. Les coordonnées du point G sont données par :
−−→
OG =

L

2
cosα~ex +

L

2
sinα~ey

xG et yG vérifient donc : x2G + y2G =
L2

4
.

On reconnait la trajectoire d’un cercle de centre O et de rayon
L

2
.

2. Il s’agit d’un problème de statique.
Le théorème de la résultante cinétique s’écrit :
~RNA + ~RTA + ~RB +m~g = m~a(G) = ~0
En projection sur les axes Ox et Oy , il donne :

{
RB = RTA
RNA = mg

Il y aura équilibre tant que RTA < fRNA, il faut donc expliciter RTA et RNA.
Le théorème du moment cinétique appliqué au point G donne :
−→
GA ∧

(−→
RNA + ~RTA

)

+
−−→
GB ∧ ~RB = ~0, ce qui s’écrit aussi :

L

2
(RNA cosα−RTA sinα−RB sinα) = 0.

Comme RB = RTA, il s’ensuit :

RTA =
RNA
2 tanα

, l’inégalité RTA < fRNA, se traduit donc par :

tanα >
1

2f

Plus f sera faible plus α devra être proche de
π

2
, résultat auquel on pouvait s’at-

tendre à l’aide d’un raisonnement qualitatif.

• 2 Lycée Saint-Exupéry, Mantes La Jolie
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1. Appliquons aux deux perles le théorème de la résultante cinétique :
Pour la première perle, on peut écrire, étant donné que l’on peut négliger son poids
et que le mouvement a seulement lieu selon la verticale :

~T1 + ~T2 = mÿ1 ~ey

De même pour la seconde perle on peut écrire, étant donné que l’on peut négliger
son poids et que le mouvement a seulement lieu selon la verticale :

~T3 + ~T4 = mÿ2 ~ey

Ces deux équations projetées sur l’axe Oy donnent :
{

−T sinα1 − T sinα2 = mÿ1
T sinα2 − T sinα3 = mÿ2

Nous avons de plus :






sinα1 ≃ tanα1 =
y1
a

sinα2 ≃ tanα2 =
y1 − y2
a

sinα3 ≃ tanα3 =
y2
a

Nous en déduisons alors les deux équations, en posant : ω2
0 =

T

ma
:

{
ÿ1 + 2ω2

0y1 = ω2
0y2

ÿ2 + 2ω2
0y2 = ω2

0y1

2. Pour résoudre ce système , il faut découpler les équations différentielles.

Posons u = y1 + y2 et v = y1 − y2, on aura alors : y1 =
u+ v

2
et y2 =

u− v

2
.

La somme et la différence des deux équations différentielles précédentes donne :
{
ü+ ω2

0u = 0
v̈ + ω2

1v = 0 avec ω2
1 = 3ω2

0

Les solutions des équations en u et v donnent u = A cos(ω0t) + B sin(ω0t) et
v = C cos(ω1t) +D sin(ω1t)
Pour les conditions initiales données, nous trouvons :

{
u(0) = A = 2a et u̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0
v(0) = C = 0 et v̇(0) = Dω1 = 0 ⇒ D = 0

D’où y1(t) = y2(t) = a cos(ω0t) les deux masses oscillent en phase à la pulsation
ω0, c’est le mode symétrique.

3. Les conditions initiales donnent :
{
u(0) = A = 0 et u̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0
v(0) = C = 2a et v̇(0) = Dω1 = 0 ⇒ D = 0

D’où y1(t) = −y2(t) = a cos(ω1t) les deux masses oscillent en opposition de
phase à la pulsation ω1, c’est le mode antisymétrique.
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4. Les conditions initiales donnent :
{
u(0) = A = a et u̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0
v(0) = C = −a et v̇(0) = Dω1 = 0 ⇒ D = 0

D’où y1(t) =
a

2
(cos(ω0t)− cos(ω0t)) et y2(t) =

a

2
(cos(ω0t) + cos(ω0t)) Les

solutions combinent les pulsations ω0 et ω1.

• 3 Concours commun Polytechnique

ex
A

G

θ

RT

ey

B

P

RN

1. Le point G est repéré par
−→
AG =

L

2
~er, on en déduit sa vitesse et son accélération,

A étant fixe :
~V (G) =

L

2
θ̇ ~eθ et ~a(G) =

L

2
θ̈ ~eθ −

L

2
θ̇2 ~er. On peut aussi exprimer l’accélération

dans la base cartesienne :

~a(G) =
L

2

(

−θ̇2 sin θ + θ̈ cos θ
)

~ex +
L

2

(

−θ̇2 cos θ − θ̈ sin θ
)

~ey

2. La tige est soumise à son poids ( effort conservatif ), ainsi qu’aux efforts de contact
au niveau du point A.

Le théorème de l’énergie mécanique s’écrit :
dEm
dt

= Pefforts non conservatifs

Or la puissance des actions de contact en A est nulle puisque le point A est fixe, on
en déduit : Em = constante.

3. Au cours de la chute la tige effectue un mouvement de rotation autour du point A,

son énergie cinétique vaut donc : EC =
1

2
Jθ̇2.

Son énergie potentielle s’écrit EP = mgyG = mg
L

2
cos θ.

4. Exploitons l’égalité
dEm
dt

= 0, nous en déduisons :

θ̈ − mgL

2J
sin θ = 0 ⇒ θ̈ =

3g

2L
sin θ.

5. L’égalité précédente une fois multipliée par θ̇ s’intègre facilement par rapport au

temps pour donner : θ̇2 =
3g

L
(1− cos θ).

Faisons un bilan des forces sur la tige : ~RN + ~RT +m~g = m~a(G)
Ce qui donne une fois projeté sur les axes Ox et Oy :







RN = mg −m
L

2
θ̇2 cos θ −m

L

2
θ̈ sin θ

RT = m
L

2
θ̈ cos θ −m

L

2
θ̇2 sin θ
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Combinées aux relations donnant θ̇ et θ̈, il s’ensuit :






RN =
1

4
mg +

9

4
mg cos2 θ − 3

2
mg cos θ

RT = −3

2
mg sin θ +

9

4
mg cos θ sin θ

• 4 Concours Mines-Ponts

g

Mg

ez

α θ

ϕ

O'

a
T

O I

T'

RT

RN
N

ex

C
A

mg

eX

Faisons un bilan des forces sur le cube :

~T + ~N +M~g =MẌ~eX

Projetée sur l’axe O′ ~eX cette relation donne :

−T +Mg sin θ =MẌ

Cette équation ne permet pas de déterminer Ẍ , il faut pour cela expliciter T .
Le bilan des forces sur le disque permet d’écrire :

~RN + ~RT + ~T ′ +m~g = mẍ~ex

Avec T = T ′ puisque la poulie est idéale, elle transmet intégralement les forces de
tension.
Projetons cette égalité sur l’axe O~ex :
RT + T −mg sinα = mẍ, de plus comme le fil est inextensible : ẍ = Ẍ , nous avons
donc :
T = mg sinα+mẌ −RT et donc :

(M +m) Ẍ =Mg sin θ −mg sinα+RT

Cette dernière égalité ne donne toujours pas Ẍ , il faut pour cela expliciter RT .
Appliquons le théorème du moment cinétique au disque, au point C.
d~L

dt
=

−→
CI ∧ ~RT , avec ~L =

ma2

2
ϕ̇ ~ez , les moments des autres forces sont nuls en C.

Nous obtenons donc : RT =
ma

2
ϕ̈.

De plus la condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné donne :
~V (I) = ~V (C) + ϕ̇ ~ez ∧

−→
CI = ~0, d’où : ẋ = −aϕ̇ = Ẋ .

Il s’ensuit que : RT = −m
2
Ẍ , d’où :
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(M +m) Ẍ =Mg sin θ −mg sinα− m

2
Ẍ , on en déduit :

Ẍ =
Mg sin θ −mg sinα

M +
3

2
m

Il y aura équilibre si :
M sin θ = m sinα

• 5 Lycée Janson De Sailly, Paris

1. Pour le premier compartiment, la transformation est adiabatique réversible, on peut
utiliser l’égalité de Laplace PV γ = cte

P0V
γ
0 = P1V

γ
1 , avec P1 = P0 + p1 et V1 = V0 + Sx1 = V0

(

1 +
Sx1
V0

)

P0V
γ
0 = (P0 + p1)V

γ
0

(

1 +
Sx1
V0

)γ

= P0V
γ
0

(

1 +
p1
P0

)(

1 +
Sx1
V0

)γ

d’où :

1 =

(

1 +
p1
P0

)(

1 +
Sx1
V0

)γ

≃
(

1 +
p1
P0

)(

1 +
γSx1
V0

)

puisque :

Sx1
V0

≪ 1 au premier ordre

(

1 +
Sx1
V0

)γ

≃ 1 +
γSx1
V0

Nous avons donc :
γSx1
V0

+
p1
P0

+
γS

P0V0
x1p1 = 0, au premier ordre le terme x1p1

est négligeable (second ordre) on obtient alors : p1 = −γSx1
P0

V0
2. Le compartiment du milieu aura pour volume V2 = V0 + S (x2 − x1), un raison-

nement analogue au précédent donne : p2 = −γS (x2 − x1)
P0

V0

Le troisième compartiment aura pour volume V3 = V0−Sx2, donc : p3 = γSx2
P0

V0
3. Appliquons le principe fondamental de la dynamique au premier piston en projec-

tion sur l’axe horizontal :

P1S − P2S = mẍ1 = −2γS2x1
P0

V0
+ γS2x2

P0

V0
Cette équation s’écrit d’après les notations de l’énoncé :

ẍ1 + 2ω2
0x1 = ω2

0x2

Appliquons le principe fondamental de la dynamique au second piston en projec-
tion sur l’axe horizontal :

P2S − P3S = mẍ2 = −2γS2x2
P0

V0
+ γS2x1

P0

V0
Cette équation s’écrit d’après les notations de l’énoncé :

ẍ2 + 2ω2
0x2 = ω2

0x1

Nous obtenons donc un système de deux équations différentielles couplées :

{
ẍ1 + 2ω2

0x1 = ω2
0x2

ẍ2 + 2ω2
0x2 = ω2

0x1



102 Chapitre 1

4. Pour résoudre ce système, il faut découpler les équations différentielles.

Posons u = x1 + x2 et v = x1 − x2, on aura alors : x1 =
u+ v

2
et x2 =

u− v

2
La somme et la différence des deux équations différentielles précédentes donne :

{
ü+ ω2

0u = 0
v̈ + ω2

1v = 0 avec ω2
1 = 3ω2

0

Les solutions des équations en u et v donnent u = A cos(ω0t) + B sin(ω0t) et
v = C cos(ω1t) +D sin(ω1t)
Pour les conditions initiales données, nous trouvons :

{
u(0) = A = 2a et u̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0
v(0) = C = 0 et v̇(0) = Dω1 = 0 ⇒ D = 0

D’où x1(t) = x2(t) = a cos(ω0t) les deux masses oscillent en phase à la pulsation
ω0, c’est le mode symétrique.

5. Les conditions initiales donnent :
{
u(0) = A = 0 et u̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0
v(0) = C = 2a et v̇(0) = Dω1 = 0 ⇒ D = 0

D’où x1(t) = −x2(t) = a cos(ω1t) les deux masses oscillent en opposition de
phase à la pulsation ω1, c’est le mode antisymétrique.

6. Les conditions initiales donnent :
{
u(0) = A = a et u̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0
v(0) = C = −a et v̇(0) = Dω1 = 0 ⇒ D = 0

D’où x1(t) =
a

2
(cos(ω0t)− cos(ω0t)) et x2(t) =

a

2
(cos(ω0t) + cos(ω0t)) Les

solutions combinent les pulsations ω0 et ω1.

• 6 Concours Mines-Ponts

1. Notons
−→
TS = r ~er, la force de gravitation s’écrit :

~F = −GmMT

−→
TA

TA3
−GmMT

−→
TB

TB3

Exprimons la distance TA :

TA2 = r2 +
L2

4
− rL cosα

En considérant que r ≫ L, on peut écrire que :

TA−3 = r−3

(

1− L

r
cosα+

L2

4r2

)−3/2

≃ r−3

(

1 +
3L

2r
cosα

)

De même :

TB−3 = r−3

(

1 +
L

r
cosα+

L2

4r2

)−3/2

≃ r−3

(

1− 3L

2r
cosα

)



Mécanique 103

−→
TA =

−→
TS +

−→
SA et

−→
TB =

−→
TS +

−→
SB, d’où :







−→
TA

TA3
≃ 1

r2

(

~er +
3L

2r
cosα~er +

−→
SA

r

)

−→
TB

TB3
≃ 1

r2

(

~er −
3L

2r
cosα~er +

−→
SB

r

)

On en déduit la résultante des efforts qu’exerce la Terre sur le satellite :

~F ≃ −2GmMT
~er
r2

2. Exprimons au point S, le moment de la force qui s’exerce en A :

~MS(A) = −GmMT

r2
−→
SA ∧

(

~er +
3L

2r
cosα~er +

−→
SA

r

)

= −GmMT

r2
−→
SA ∧

(

~er +
3L

2r
cosα~er

)

De même :

~MS(B) = −GmMT

r2
−→
SB ∧

(

~er −
3L

2r
cosα~er

)

Comme
−→
SA = −−→

SB, et que
−→
SB ∧ ~er = − sinα~ez , le moment total s’exprime :

~MS = −3GmMTL
2

4r3
sin (2α)~ez

3. Dans le référentiel barycentrique du satellite le moment cinétique est donné par :

~L = m
L2

2

(

α̇+ θ̇
)

~ez .

La rotation de S autour de T étant uniforme : θ̈ = 0, l’application du théorème du
moment cinétique donne alors :

d
(

~L
)

dt
=
mL2

2
α̈~ez = ~M = −3GmMTL

2

4r3
sin (2α)~ez .

L’équation différentielle vérifiée par l’angle α est donc :

α̈+
3GMT

2r3
sin (2α) = 0

4. Les positions d’équilibre sont données pour α̈ = 0, c’est à dire sin (2α) = 0, ce

qui correspond à : α = 0,
π

2
, π et

3π

2
.

Posons α = αéq + ε , où ε est très faible.

Pour αéq = 0 ou π, l’équation différentielle devient ε̈ +
3GMT

r3
ε = 0 , puisque

sin (2ε) ≃ 2ε, ce qui correspond à des positions d’équilibre stable dont la période
est donnée par :
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T = 2π

(
r3

3GMT

)1/2

Les cas αéq =
π

2
ou αéq =

3π

2
, donnent l’équation ε̈ − 3GMT

r3
ε = 0, puisque

sin (2ε+ π) = − sin(2ε) ≃ −2ε, ce qui correspond à des positions d’équilibre
instables.

• 7 Concours Commun Polytechnique

1. (a) La force d’intéraction gravitationnelle est donnée par :

~F = −GmMt

r2
~er

(b) La force de gravitation dérive d’une énergie potentielle si son travail élémen-
taire s’écrit δW = −dEP .
δW = ~F · d−−→OM avec

−−→
OM = r ~er ⇒ d

−−→
OM = dr ~er + r dθ ~eθ

δW = −GmMt

r2
dr = d

(
GmMt

r

)

⇒ EP = −GmMt

r
+ cte, la constante

étant nulle puisque Ep (∞) = 0.

(c) Nous avons Ep (λr) = λ−1EP (r), l’énergie potentielle de gravitation vérifie
bien le théorème du viriel avec λ = −1.
D’où la relation : 〈EP 〉 = −2 〈EC〉.
Les états liés sont ici caractérisés par une énergie mécanique négative, ce que

l’on vérifie aisément puisque : 〈Em〉 = 〈EP 〉+ 〈EC〉 =
1

2
〈EP 〉 < 0

(d) La trajectoire du satellite étant circulaire, de rayon r0, sa vitesse est donnée par
~vc = r0θ̇ ~eθ, son accélération est donnée par : ~a = −r0θ̇2 ~er + r0θ̈ ~eθ
L’application du principe fondamental de la dynamique au satellite ~F = m~a
donne sur ~er et ~eθ :







GmMt

r20
= mr0θ̇

2 =
mv2C
r0

θ̈ = 0

D’où : vc =

√
GMt

r0

2. (a) Le mouvement est à force centrale , le moment cinétique du satellite , par
rapport au centre de force O est constant.
Appliquons pour démontrer cela le théorème du moment cinétique au satellite :
d

dt

(

~LO

)

=
−−→
OM ∧ ~F = ~0 ⇒ ~LO = ~cte.

−−→
OM ∧ m~v est donc un vecteur constant,

−−→
OM et ~v sont donc deux vecteurs

qui au cours du mouvement restent perpendiculaires à un vecteur constant, le
mouvement est donc plan.
Exprimons le moment cinétique en coordonnées polaires :
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~LO = r ~er ∧m
(

ṙ ~er + rθ̇ ~eθ

)

= mr2θ̇ ~ez

Ce vecteur est constant ainsi que ~ez et m, on en déduit que r2θ̇ = cte, on
détermine la valeur de cette constante à partir des conditions initiales à t = 0
on a r = r0 et v = v0, la vitesse initiale étant perpendiculaire à ~r0, :

~LO(t = 0) = ~r0 ∧m~v0 = mr0v0 ~ez ⇒ C = r0v0

(b) La trajectoire sera bornée, si l’état est lié, c’est à dire si l’énergie mécanique est
négative, cette dernière étant constante, calculons là, à t = 0 :

Em =
1

2
mv20 −

GmMt

r0
, avec v20 = α2GMt

r0
⇒ Em =

GmMt

2r0

(
α2 − 2

)
, Em

est donc négative si α2 < 2 ⇒ α <
√
2, ce qui est le cas d’après l’hypothèse

de la question 1d.

(c) Rappelons la formule de Binet donnant l’accélération en fonction de la variable

u =
1

r

~a = −C2u2
(

d2u

dθ2
+ u

)

~er

L’application du principe fondmental de la dynamique appliqué au satellite

donne : −mC2u2
(

d2u

dθ2
+ u

)

~er = −GmMtu
2 ~er

D’où l’équation différentielle vérifiée par la fonction u :
d2u

dθ2
+ u =

GMt

C2
à laquelle correspond la solution :

u(θ) = A cos θ +B sin θ +
GMt

C2

On peut facilement montrer que B = 0,
du

dθ
= −A sin θ +B cos θ ⇒

B =
du

dθ
(0), or

du

dθ
= − 1

r2
dr

dθ
= − 1

r2θ̇

dr

dt
,

la vitesse initiale étant orthoradiale, ṙ(0) = 0 ⇒ du

dθ
(0) = 0 ⇒ B = 0.

On en déduit : r =
1

A cos θ +
GMt

C2

⇒ r =

C2

GMt

1 +
AC2

GMt
cos θ

, d’où :

r(θ) =
p

1 + e cos θ
avec p =

C2

GMt
, e =

AC2

GMt
et C ′ = C2.

(d) Pour θ = 0, r = r0 donc : r0 =
p

1 + e
⇒ p = r0 (1 + e)

(e) De la relation précédente on déduit : e =
p

r0
− 1 =

r20v
2
0

r0GMt
− 1 = α2 − 1

(f) • rpérigée = FB =
p

1 + e
c’est la distance qui correspond à θ = 0

• rapogée = FA =
p

1− e
c’est la distance qui correspond à θ = π

Le foyer F de l’ellipse est occupé par la Terre. Initialement le satellite S se
trouve en B.
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eθ er

θ
FA B

v0
S

ex

ey

3. (a) Pour exprimer l’énergie cinétique utilisons la formule de Binet relative à la
vitesse :

~v = −C du

dθ
~er + Cu~eθ

On en déduit : v2 = C2

(
du

dθ

)2

+ C2u2 = pGMt[

(
du

dθ

)2

+ u2]

u =
1 + e cos θ

p
⇒ du

dθ
= − e

p
sin θ, d’où :

v2 =
GMt

p

(
1 + e2 + 2e cos θ

)
, on en déduit l’expression de l’énergie ciné-

tique :

EC =
GmMt

2p

(
1 + e2 + 2e cos θ

)

(b) EP = −GmMt

p
(1 + e cos θ)

(c) Le théorème du viriel permet d’écrire :〈EP 〉 = −2 〈EC〉 ⇒
−GmMt

p
− GmMte

p
〈cos θ〉 = −GmMt

p

(
1 + e2

)
− 2

GMtme

p
〈cos θ〉

D’où : 〈cos θ〉 = −e, ce résultat n’est pas surprenant, d’abord vue la forme de
la trajectoire le satellite passe plus de temps dans un domaine où cos θ < 0, de
plus pour une trajectoitre circulaire on retrouve bien que 〈cos θ〉 = 0.
La trajectoire est symètrique par rapport à l’axe polaire donc 〈sin θ〉 = 0

4. (a) La troisième loi de Kepler est donnée par l’énoncé, on a de plus :

rapogée + rpérigée = 2a⇒ a =
p

1− e2

T 2 = a3
4π2

GMt
, on en déduit que : T 2 =

(
4π2

GMt

)
p3

(1− e2)
3 ,

on injecte GMt =
C2

p
, pour obtenir : T 2 =

(
4π2

C2

)
p4

(1− e2)
3 .

On retiendra : T =

(
2π

C

)
p2

(1− e2)
3/2

,

(b)
dθ

dt
=

C

r2
=

C

p2
(1 + e cos θ)

2, d’où :
dt

dθ
=

p2

C (1 + e cos θ)
2 , on en déduit

pour toute évolution élémentaire dθ, le temps dt correspondant :

dt =
p2 dθ

C (1 + e cos θ)
2 ⇒ ∆t =

p2

C

∫ θ2

θ1

dθ

(1 + e cos θ)
2

Notons ∆t1, l’intervalle de temps pour lequel θ évolue de −π
2

à
π

2
, c’est à dire

pour lequel cos θ > 0.
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Le calcul donne : ∆t1 = 0,195
p2

C
.

On a donc ∆t2 = T −∆t1 = 9,48
p2

C
, intervalle de temps pour lequel cos θ <

0.
∆t2 > ∆t1 ⇒ 〈cos θ〉 < 0

• 8 Concours Commun Polytechnique

1. (a) L’ensemble Terre-Lune constitue un système isolé, R∗ est donc galiléen, l’ap-
plication du théorème du moment cinétique dans le référentiel barycentrique
donne :

~L∗(T,L)

dt
= ~0

On en déduit que ~L∗(T,L) est un vecteur constant.
(b) Appliquons à la Terre le théorème du moment cinétique dans le référentielRT :

d

dt

(

~LT (T )
)

/RT

= ~0 puisque la Terre subit l’action de la Lune qui s’applique

au point T , ainsi que les efforts d’inertie d’entraînement (RT , n’est pas gali-
léen) qui s’appliquent aussi en T .
On en déduit que ~LT (T ) est un vecteur constant.
Le même raisonnement peut-être appliqué à la Lune , sur cette dernière les seuls
efforts à considérer sont ceux exercés par la Terre, et ceux d’entraînement qui
s’appliquent en L.
Le moment correspondant au point L est nul et donc ~LL(L) = ~cte. Le mou-
vement de la Terre (respectivement de la Lune) dans RT (respectivement dans
RL, est celui d’un solide en rotation autour d’un axe fixe.

• ~LT (T )/RT
= JT ~ΩT ⇒ ~ΩT est un vecteur constant.

• ~LL(L)/RL
= JL~ΩL ⇒ ~ΩL est un vecteur constant.

2. (a) C’est le théorème de Koenig appliqué à la Terre entre le référentiel R∗ et le
référentiel barycentrique de la Terre RT .

(b) L’application du théorème de Koenig appliqué à la Lune entre les référentiels
R∗ et le référentiel barycentrique de la Lune , RL, donne :
~L∗
C(L) =

−→
CL ∧mL

~VL/R∗ + ~LL(L)/RL

(c) L’additivité du moment cinétique donne :
~L∗(T,L) = ~L∗

C(T ) +
~L∗
C(L)

~L∗(T,L) =
−→
CT ∧mT

~VT/R∗ + ~LT (T )/RT
+
−→
CL ∧mL

~VL/R∗ + ~LL(L)/RL

On en déduit :
~L∗

orb =
−→
CT ∧mT

~VT/R∗ +
−→
CL ∧mL

~VL/R∗

3. (a) C étant le barycentre de l’ensemble (T,L) affecté des massesmT ,mL, on peut

écrire : mT
−→
CT +mL

−→
CL = ~0

Ce qui s’écrit aussi : mT
−→
CT +mL

−→
CT +mL

−→
TL = ~0, on en déduit :−→

CT = − mL

mL +mT

−−→
CM et

−→
CL =

mT

mL +mT

−−→
CM .

On obtient les vitesses en dérivant ces vecteurs dans R∗ où C est un point fixe :
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• ~VT/R∗ = − mL

mL +mT

~VM/R∗

• ~VL/R∗ =
mT

mL +mT

~VM/R∗

(b) Appliquons la relation fondamentale de la dynamique à L et T dans R∗ :

mL~a(L)/R∗ = mL
d2

dt2

(−→
CL
)

/R∗
= ~FT→L

mT~a(T )/R∗ = mT
d2

dt2

(−→
CT
)

/R∗
= ~FL→T , d’où :

d2

dt2

(−→
CL
)

− d2

dt2

(−→
CT
)

=
1

mL

~FT→L−
1

mT

~FL→T = ~FT→L

(
1

mL
+

1

mT

)

On reconnaît la masse réduite du système, on en déduit :
d2

dt2

(−→
CL−−→

CT
)

=
d2

dt2

(−→
TL
)

=
1

µ
~FT→L.

Tout se passe comme si dans R∗ la particule fictive était soumise à ~FT→L.

4. (a) ~L∗
orb =

−→
CT ∧mT

~VT/R∗ +
−→
CL ∧mL

~VL/R∗ , remplaçons
−→
CT et

−→
CL par les

expressions établies plus haut :

~L∗
orb = − mLmT

mL +mT

−−→
CM ∧ ~VT/R∗ +

mLmT

mL +mT

−−→
CM ∧ ~VL/R∗

=
mLmT

mL +mT

−−→
CM

(

~VL/R∗ − ~VT/R∗

)

= µ
−−→
CM ∧ ~VM/R∗

On peut effectivement écrire :

~VL/R∗ − ~VT/R∗ =
d

dt

(−→
CL
)

/R∗
− d

dt

(−→
CT
)

/R∗

=
d

dt

(−→
TL
)

/R∗
=

d

dt

(−−→
CM

)

/R∗
= ~VM/R∗

D’où : ~L∗
orb = µ

−−→
CM ∧ −→

V M/R∗ , on retrouve le moment cinétique de la
particule fictive.

~LT (T )/RT
, ~LL(L)/RL

et ~L∗(T,L) sont des vecteurs constants, donc ~L∗
orb est

aussi un vecteur constant. Le mouvement de la particule fictive est donc contenu
dans un plan, perpendiculaire à ~L∗

orb.

(b) La relation entre les masses : mT ≫ mL, implique
−→
CL ≃ −−→

CM ,
−→
CT ≃ ~0 et

µ ≃ mL.
T se confond donc avec C et L avec la particule fictive M , de ce fait R∗ va se
confondre avec RT .

5. (a)

eθ er

θ
T

L

ex
ey
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L’action de la Terre sur la Lune étant centrale , l’accélération de la Lune sera
uniquement portée par la direction ~er :

~aL =
(

r̈ − rθ̇2
)

~er

Exprimons r̈ − rθ̇2 en fonction de u =
1

r
sachant que : ~L∗

orb est constant.

~L∗
orb = r ~er ∧ rθ̇mL~eθ = mLr

2θ̇~ez .

On peut poser L0 = mLr
2θ̇ = cte ⇒ θ̇ =

L0

mLr2
De plus :

r̈ =
d

dt

(
dr

dt

)

=
d

dt

(
dr

dθ

dθ

dt

)

=
d

dt

(
dr

dθ
θ̇

)

=
L0

mL

d

dt

(
1

r2
dr

dθ

)

= − L0

mL

d

dt

(
d

dθ
(1/r)

)

= − L0

mL

d

dt

(
du

dθ

)

= − L0

mL

d

dθ

(
du

dθ

)

θ̇

D’où : r̈ = − L2
0

m2
L

u2
d2u

dθ2

L’expression de l’accélération est donc : ~a = − L2
0

m2
L

(

u2
d2u

dθ2
+ u3

)

~er.

On en déduit :

mL ~aL = − L2
0

mL

(

u2
d2u

dθ2
+ u3

)

~er = ~FT→L = −GmTmLu
2 ~er

D’où :
d2u

dθ2
+ u =

GmT

C2
avec C =

L0

mL
, constante des aires.

Une solution de cette équation est donnée par u = A cos (θ + θ0) +
GmT

C2
.

Un choix convenable de l’axe polaire permet d’avoir θ0 = 0.

Il s’ensuit
1

r
= A cos θ +

GmT

C2
=

1

C2

(
GmT +AC2 cos θ

)
, on en déduit :

r =
C2

GmT +AC2 cos θ
=

C2

GmT

1 +
AC2

GmT
cos θ

c’est l’équation d’une conique de

foyer T , on retrouve donc la forme proposée par l’énoncé si on pose :






p =
C2

GmT
, paramètre de la conique.

e =
AC2

GmT
, excentricité de la conique.

(b) Le périgée correspond à la distance minimale à laquelle se trouve L de T ,

rp =
p

1 + e
, valeur obtenue pour θ = 0

L’apogée correspond à la distance maximale à laquelle se trouve L de T ,
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ra =
p

1− e
, valeur obtenue pour θ = π

On déduit e =
ra − rp
ra + rp

= 0,05, p = 382,8 · 103 km.

eθ er

θ
T

L

ex

ey

(c) L’excentricité de la conique est proche de 0, l’ellipse est donc proche du cercle.

On peut donner DL ≃ 1

2
(ra + rp) = 384 000 km. Toujours dans l’hypothèse

de la trajectoire circulaire :

mL~a(L) = −mLDLω
2
L~er = −GmLmT

D2
L

~er, on en déduit

ωL =

√

GmT

D3
L

= 2,66 · 10−6s−1

Pour un trajectoire circulaire 2πDL = vLTL ⇒ vL = 1021m · s−1.

6. ~L∗
orb = mL

−→
TL ∧ ~V (L)/RT

= mLr
2θ̇~ez = mLD

2
LωL~ez

L∗
orb = 2,9 · 1034 kg · m2 · s−1

LT (T )/RT
=

2

5
mTR

2
TΩT/RT

= 7,1 · 1033 kg · m2 · s−1.

LL(L)/RL
= 2,3 · 1029 kg · m2 · s−1

L∗
orb > LT (T )/RT

> LT (T )/RT

7. Si on néglige LL(L)/RL
, avec l’hypothèse du mouvement circulaire,

vL = ωLDL et ~a = −DLω
2
L~er = −GmT

D2
L

~er, on déduit : ωL =
1

DL

√
GmT

DL

~L∗ = mLD
2
L

1

DL

√
GmT

DL
~ez + JTΩT ~ez

~L∗ =
(
mL

√
GmTDL + JTΩT

)
~ez

• 9 Concours Mines Ponts
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1. L’accélération du prisme par rapport à ROxy vaut ẍ ~ex.
Notons ~RT et ~RN , les composantes des actions de contact du prisme sur le cylindre.
Appliquons le théorème du centre d’inertie au prisme dans le référentiel ROxy.

Mẍ~ex = −~RT − ~RN +M~g + ~N

Le rouleau exerce sur le prisme les actions −~RT et −~RN , d’aprés le principe des
actions réciproques. ~N représente l’action du plan horizontal sur le prisme.
On en déduit :

Mẍ = RT cosα−RN sinα

Il nous faut donc expliciter ~RT et ~RN .

Étudions le cylindre dans le référentiel R′ non galiléen, ce dernier sera soumis à
la force d’inertie d’entraînement ~Fi = −mẍ~ex en plus du poids, et des efforts de
contact.
Notons x′, l’abscisse de C dans R′ et appliquons le théorème du centre d’inertie au
cylindre :

~Fi + ~P + ~RT + ~RN = m~a(C)/R′ = mẍ′ ~e′x

Projetons cette relation sur les axes Ox′ et Oy′ :
{
mg sinα−mẍ cosα−RT = mẍ′

−mg cosα−mẍ sinα+RN = 0

Le moment cinétique dans R′ au point C est : ~LC = −
(
ma2

2
θ̇

)

~ez (attention à

l’orientation de θ).
Le théorème du moment cinétique appliqué au cylindre, au point C fournit quant

à lui :
d~LC
dt

=
−→
CI ∧ ~RT , puisque les moments de trois autres forces sont nuls.

Projetons cette dernière relation sur l’axe Oz :

ma2

2
θ̈ = aRT ⇒ ma

2
θ̈ = RT .

Pour compléter ces équations utilisons la condition de roulement sans glissement
pour le cylindre : ẋ′ = aθ̇.
La combinaison des équations précédentes permet d’obtenir :

ẍ = − 2mg cosα sinα

3M +m cos2 α+ 3m sin2 α

Cette dernière équation s’intégre en : x = − 2mg cosα sinα

3M +m cos2 α+ 3m sin2 α

(
t2

2

)

2. La condition de roulement sans glissement donne ensuite :

θ = − 2mg cosα sinα

3M +m cos2 α+ 3m sin2 α

(
t2

2a

)
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ez

g

α

C

IRT

RN

P

ex
O

F

θ

1. Appliquons le théorème de la résultante cinétique au cylindre, ce dernier étant sou-
mis au poids, aux efforts de contact ~RT + ~RN et à la force de frottement ~F :

~P + ~RT + ~RN + ~F = m~a(G)/R

• On obtient sur ~ex
mg sinα−RT − bmẋ = mẍ (26)

• On obtient sur ~ez
mg cosα−RN = 0 (27)

Pour exprimer RT appliquons le théorème du moment cinétique au cylindre en C :
d

dt
~LC =

−→
CI ∧ ~RT , le moment du poids, de la réaction normale, ainsi que celui de

~F sont nuls en C.
~LC =

ma2

2
θ̇ ~ey ,

−→
CI ∧ ~RT = aRT ~ey , on a donc :

ma2

2
θ̈ = aRT (28)

Les inconnues sont RT , x et θ, pour deux équations (27) et (28), complétons avec
la condition de roulement sans glissement :
ẋ = aθ̇.
L’équation (28) devient : RT =

m

2
ẍ, injectée dans (26) elle permet d’obtenir :

mẍ = −bmẋ− m

2
ẍ+mg sinα⇒ ẍ+

2b

3
ẋ =

2

3
g sinα

La solution de cette équation différentielle du premier ordre à coefficients constants

est : ẋ(t) = Ae
−
2b

3
t
+
g

b
sinα

ẋ(0) = 0 ⇒:

ẋ(t) =
g

b
sinα



1− e
−
2b

3
t





2. La vitesse limite est atteinte au bout d’un temps très long, lorsque t → ∞ on a :

ẋ ≃ g

b
sinα

3. Dans le cas où on peut négliger les frottements de l’air, l’équation (26) devient :
mg sinα−RT = mẍ
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L’égalité
m

2
ẍ = RT est conservée, donc : RT =

1

3
mg sinα .

Le roulement sans glissement est assuré tant que RT < µRN donc tant

que
1

3
mg sinα < µmg cosα, c’est-à-dire tant que tanα < (3µ). Soit

α0 = arctan(3µ), la condition sur α est :

α < α0

• 11 Concours Mines Ponts

θ

O

ez

ex

ϕ

A

I

RN
RT

eθ

er

B

m g

1. Notons G, le centre d’inertie de A. Le théorème du centre d’inertie appliqué au
cylindre mobile s’écrit :

m~a(G) = ~RT + ~RN +m~g

Dans la base polaire l’accélération de G est donnée par :
~a(G) = −(R+ a)θ̇2 ~er + (R+ a)θ̈ ~eθ
On en déduit donc les égalités :

{
−m(R+ a)θ̇2 = −mg cos θ +RN

m(a+R)θ̈ = mg sin θ −RT

Soit ϕ, l’angle qui caractérise la rotation de A, le moment cinétique du cylindre

A, calculé en son centre s’écrit : ~L =
ma2

2
ϕ̇ ~ey . L’application du théorème du

moment cinétique à A au point G, fournit l’égalité :

d~L

dt
=
ma2

2
ϕ̈ ~ey =

−→
GI ∧ −→

RT +
−→
GI ∧ −→

RN +
−−→
GG ∧m−→g

I , étant le point de contact entre les deux cylindres. Il s’ensuit :

ma2

2
ϕ̈ ~ey = aRT ~ey

Nous retiendrons donc :

ϕ̈ =
2RT
ma

La condition de roulement de A sur B s’écrit :
~V (I) = ~0 = ~V (G) + ~Ω ∧ −→

GI , avec ~Ω = ϕ̇ ~ey et ~V (G) = (R+ a) θ̇ ~eθ.
On en déduit l’égalité :

aϕ̇ = (a+R)θ̇
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La combinaison des équations précédentes permet d’établir :

θ̈ =
2

3

(
g

R+ a

)

sin θ

Cette équation multipliée par θ̇ et intégrée par rapport au temps donne :

θ̇2

2
=

2

3

(
g

R+ a

)

cos θ + C

C étant une constante d’intégration qui se détermine à partir des conditions ini-
tiales.
À t = 0, θ(0) = 0 et θ̇(0) = 0.
Ce qui donne :

θ̇2 =
4

3

(
g

R+ a

)

(1− cos θ)

Les expressions de θ̈ et θ̇ permettent d’établir celles de RN et RT :







RN =
7

3
mg cos θ − 4

3
mg

RT =
mg

3
sin θ

2. Le roulement sans glissement a lieu jusqu’à ce que l’égalité : RT = fRN soit
vérifiée.
A ce moment là θ, est solution de l’équation :

sin θ = 7f cos θ − 4f

3. Pour f = 0,1 on a θℓ ≃ 0,28 rad. Quand le cylindre quitte son support RN = 0, ce

qui correspond à cos θ =
4

7
, donc θ ≃ 0,96rad.

Le cylindre glisse donc avant de quitter le support.
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1. Appliquons pour commencer le théorème de la résultante cinétique à la roue dans
le référentiel galiléen d’étude.
m~a(C) = ~P + ~RT + ~RN , ce qui donne en projection :
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• Sur ~ex :
mẍ = −mg sinα+RT (29)

• Sur ~ez :
0 = RN −mg cosα (30)

La seconde équation donne directementRN = mg cosα, la première fait intervenir
les inconnues ẍ et RT .
Appliquons aussi à la roue le théorème du moment cinétique dans son référentiel
barycentrique, en notant I le point de contact entre le cylindre et le plan :
d~L∗

dt
=

−→
CI ∧ ~RT +

−→
CI ∧ ~RN + ~Γ.

le moment des efforts de pesanteur étant nul au point C.
Dans R∗ la roue a un mouvement de rotation autour de l’axe fixe C~ey , donc
~L∗ = −Jθ̇~ey , le signe négatif se justifie par l’orientation de l’angle θ.−→
CI ∧ ~RN = ~0, et

−→
CI ∧ ~RT + ~Γ = (−aRT + Γ) ~ey .

Nous avons donc :
Jθ̈ = aRT − Γ (31)

On obtient une nouvelle équation faisant intervenir l’inconnue θ̈.
Pour terminer exploitons la condition de roulement sans glissement. Soit I1 le point
coïncident de I sur la roue , nous pouvons écrire :
~V (C) = ~V (I1) + ~Ω ∧ −−→

I1C.
~Ω étant le vecteur rotation de la roue par rapport au plan, c’est aussi le vecteur
rotation de la roue par rapport à son référentiel barycentrique, c’est à dire
~Ω = −θ̇~ey .
~V (C) = ẋ ~ex , le roulement sans glissement implique : ~V (I1) = ~0, ce qui donne :

ẋ ~ex = −θ̇~ey ∧ a~ez = −aθ̇~ex ⇒ ẋ = −aθ̇ (32)

En combinant les équations (29) et (31) nous arrivons à :

mẍ =
ma

2
θ̈ +

Γ

a
−mg sinα.

Puis en conidérant l’équation (32) nous obtenons :

3

2
mẍ =

Γ

a
−mg sinα⇒ ẍ =

2Γ

3ma
− 2

3
g sinα (33)

2. Comme ẋ(0) = 0 on en déduit : ẋ(t) =

(
2Γ

3ma
− 2

3
g sinα

)

t

Pour que la roue remonte le plan incliné, il faut que ẋ > 0 ⇒ Γ > mga sinα, d’où
l’expression du couple minimal : Γmin = mga sinα.

3. La roue dérape lorsqu’il y a glissement sur le plan. La condition de roulement sans
glissement donnée par les lois de Coulomb est :
||~RT || < µ||~RN ||.
En combinant les équations (29) et (33) nous obtenons : RT =

1

3
mg sinα+

2Γ

3a
.

RT < µRN ⇒ 1

3
mg sinα+

2Γ

3a
< µmg cosα, ce qui donne :



116 Chapitre 1

Γ <
3

2
mga

(

µ cosα− 1

3
sinα

)

, d’où l’expression du couple limite :

Γlim =
3

2
mga

(

µ cosα− 1

3
sinα

)
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1. Pour exprimer la resultante des actions de contact entre le cylindre et la table, on
utilise le théorème du centre d’inertie :

m~a(C) = ~RT + ~RN +m~g

L’accélération de C s’exprime simplement en coordonnées polaires, étant donné
que la trajectoire de C est un cercle de centre I :

~a(G) = −aθ̇2~ur + aθ̈~uθ

Nous obtenons donc après projection du théorème du centre d’inertie :
RN −mg cos θ = −maθ̇2
−RT +mg sin θ = maθ̈
Pour exprimer RN et RT il faut donc expliciter les fonctions θ̇ et θ̈.
Pendant toute la phase où le cylindre bascule, les efforts de contact ne travaillent pas
(la vitesse du point I de contact étant nulle). Le théorème de l’énergie mécanique

donne
dEm
dt

= 0, il s’ensuit que Em = cte.

Pendant cette phase le cylindre a un mouvement de rotation autour de l’axe fixe
I~ey .
Son moment d’inertie par rapport à cet axe s’écrit d’après le théorème de Huygens :

J =
1

2
ma2 +ma2 =

3

2
ma2

D’où l’expression de son énergie cinétique :

EC =
3

4
ma2θ̇2

L’énergie potentielle de pesanteur vaut quant à elle : EP = mga cos θ + cte.
L’application du théorème de l’énergie mécanique conduit à :

θ̈ =
2g

3a
sin θ
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L’égalité précédente multipliée par θ̇ donne :

θ̈θ̇ =
2g

3a
θ̇ sin θ, cette dernière expression s’intègre alors par rapport au temps pour

donner : θ̇2 =
4g

3a
(1− cos θ).

Nous pouvons alors exprimer RN (θ) et RT (θ) :






RN (θ) =
7

3
mg cos θ − 4

3
mg

RT (θ) =
1

3
mg sin θ

2. Le non glissement cesse lorsque RT = fRN pour f = 0,1, il faut donc que :
sin θg = 0,7 cos θg − 0,4.
Le calcul donne : θg ≃ 0,28 rad

3. Le cylindre quitte la table lorsque RN = 0, donc pour cos θ =
4

7
, ce qui donne

θ ≃ 0,96 rad, or l’angle pour lequel commence le glissement est inférieur à cette
valeur, le cylindre va donc glisser avant de quitter son support.

Remarque – A partir de θg , les expressions de RT et RN , ne sont plus valables,
on ne peut donc rien dire sans calculs complémentaires sur l’angle pour lequel le
cylindre va effectivement quitter la table.
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1. Par définition l’énergie potentielle est donnée par Ep = −m~g · −−→OC + cte.

~g · −−→OC = gb cos θ ⇒ Ep(θ) = −mgb cos θ + cte.
L’énoncé impose Ep(θ = 0) ⇒ cte = mgb, nous avons donc :

Ep(θ) = mgb (1− cos θ)

Pour les faibles valeurs de θ, il suffit d’effectuer un développement limité au second

ordre de cos θ, cos θ ≃ 1− θ2

2
.

Ep(θ) ≃
(
mgb

2

)

θ2.

2. La condition de roulement sans glissement appliquée au disque nous donne, dans
le référentiel du cylindre : ~V (C) = ~V (I1) + ~Ω ∧ −−→

I1C ,
~Ω étant le vecteur rotation du disque par rapport au cylindre, et I1 le point coïn-
cident sur le disque au point de contact entre le cylindre et le disque.
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Du fait du non glissemnet nous avons ~V (I1) = ~0.
φ est l’angle qui caractérise la rotation du disque donc : ~Ω = φ̇ ~ez .
Le point C ayant un mouvement de rotation de rayon b, ~V (C) = bθ̇ ~eθ.
~V (C) = ~V (I1) + ~Ω ∧ −−→

I1C ⇒ bθ̇ ~eθ = φ̇~ez ∧ (−a~er)
Donc : θ̇ = −

(a

b

)

φ̇

3. Les seuls efforts non conservatifs auxquels est soumis le disque sont ceux qui
agissent au niveau du contact avec le cylindre, le contact étant ponctuel, les efforts
sont équivalents à un glisseur de point d’application I1.

Si on note ~R la résultante de ces efforts, la puissance qui leur est associée est
donnée par : P = ~R · ~V (I1) = 0 du fait du non glissement.
Les efforts non conservatifs ne travaillent pas, il s’ensuit que l’énergie mécanique
se conserve au cours du mouvement.

4.
dEm
dt

= 0 va nous donner l’équation différentielle du mouvement.

Le théorème de Koenig donne : Ec = E∗
c +

1

2
mV 2(G).

Dans R∗(C ~ex ~ey) le disque a un mouvement de rotation autour de l’axe fixe Cz
donc

Ec∗ =
1

2
JΩ2 =

1

4
ma2φ̇2 =

1

4
mb2θ̇2 puisque θ̇ = −

(a

b

)

φ̇.

Ec =
3

4
mb2θ̇2.

On en déduit : Em =
3

4
mb2θ̇2 +

(
mgb

2

)

θ2.

D’où :
dEm
dt

=
3

2
mb2θ̇θ̈ +mgbθθ̇ = 0 ⇒ θ̈ +

2g

3b
θ = 0.

La solution de cette équation différentielle est donnée par :

θ = A cos(ω0t) +B sin(ω0t)

si on pose ω2
0 =

2g

3b
.

θ(0) = A = θ0 et θ̇(0) = Bω0 = 0 ⇒ B = 0.
La solution dans la limite des petits angles est donc donnée par : θ(t) =
θ0 cos(ω0t).

5. Ep =
mgb

2
θ20 cos

2(ω0t) ⇒ 〈Ep〉 =
mgb

4
θ20 .

Ec =
3

4
mb2θ20ω

2
0 sin

2(ω0t) ⇒ 〈Ec〉 =
3

8
mb2θ20ω

2
0 =

1

4
mgbθ20 .

Nous constatons que 〈Ep〉 = 〈Ec〉

6. 〈Ec〉 = 8 · 10−4J.
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1. L’énergie mécanique s’écrit : Em = EC + Ep.
EC , étant l’énergie cinétique de la poulie et de la masse, EP , l’énergie potentielle
de la poulie, de la masse et du ressort.
On appelle θ, l’angle qui mesure la rotation de la poulie autour de son centre. Nous
avons pour l’énergie cinétique :

EC(disque) =
1

2
J0θ̇

2

︸ ︷︷ ︸

rotation

+
mŻ2

2
︸ ︷︷ ︸

translation

.

EC(masse) =
1

2
Mż2.

Pour l’énergie potentielle :

Ep = mgZ
︸ ︷︷ ︸

poulie

+Mgz
︸ ︷︷ ︸

masse

+
1

2
k (Le − Z − L0)

2

︸ ︷︷ ︸

ressort

+cte, Le, étant la longueur du ressort à

l’équilibre.
Il faut donc exprimer Z et θ̇ en fonction de z et ż.
Utilisons la condition de non glissement du fil sur la poulie pour les points I et J ,
posons ~Ω = θ̇ ~ey , vecteur rotation de la poulie :

• ~V (I) = ż ~ez = ~V (O) + θ̇ ~ey ∧
−→
OI ⇒ ż ~ez =

(

Ż +Rθ̇
)

~ez ⇒ ż = Ż +Rθ̇

• ~V (J) = ~0 = ~V (O) + θ̇ ~ey ∧
−→
OJ ⇒ Ż = Rθ̇

Des égalités précédentes on déduit :

Ż =
ż

2
Il s’ensuit :

• EC =
3

16
mż2 +

1

2
Mż2

• Ep =Mgz +mg
z

2
+

1

2
k
(

Le −
z

2
− L0

)2

D’où : Em =
3

16
mż2 +

1

2
Mż2 +Mgz +mg

z

2
+

1

2
k
(

Le −
z

2
− L0

)2
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2. Le système étant conservatif :
dEm
dt

= 0, il s’ensuit après simplification par ż :

z̈ +






k

4M +
3m

2




 z + cte = 0.

A l’équilibre z̈ = 0 et z = 0, ce qui implique que la constante est nulle, nous avons
donc l’équation :

z̈ +






k

4M +
3m

2




 z = 0

La période des oscillations vaut donc :

T = 2π

√
√
√
√4M +

3m

2
k

• 16 Concours Mines-Ponts

O

g

ez

θ

ω

δfie er

ex

π
2

θ-
H

u

M

dℓ

1. On considère l’élément de tige dℓ construit autour du point M soumis à la force
d’inertie d’entraînement : δ ~fie = δmω2 −−→HM .
La résultante des efforts est donc donnée par :

~R =

∫

T

δ ~fie

On peut supposer que la masse est uniformément répartie sur la tige avec un
densité linéique constante : λ, l’élément de masse s’écrit donc δm = λdℓ.

Pour un point M de la tige , on note ℓ = OM =
HM

sin θ
, on en déduit :

dℓ =
d (HM)

sin θ
.

D’où : δ ~fie =

(
λ

sin θ

)

ω2r dr~er, avec
−−→
HM = r ~er.

~R =

∫ L sin θ

r=0

λ

sin θ
ω2r dr ~er =

λ

sin θ
ω2[

r2

2
]r=L sin θ
r=0 ~er
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~R =
λ

2
sin θω2L2 ~er

Comme m = λL, on en déduit l’expression de la résultante :
~R =

1

2
mLω2 sin θ ~er, avec ~er = ~ex

2. Exprimons le moment en O de la force δ ~fie :

δ ~MO =
−−→
OM ∧ δ ~fie

δ ~MO = ℓ~u ∧ λ

sin θ
ω2r dr ~er =

λ

sin θ
ℓω2r dr cos θ (−~ey)

~MO =

∫

T

δ ~MO ⇒ ~MO = − λω2

sin2 θ
cos θ~ey

∫

T

r2 dr

~MO = − λ

sin2 θ
ω2 cos θ ~ey[

r3

3
]L sin θ
r=0 = −1

3
mL2 sin θ cos θω2 ~ey

3. Si les efforts d’inertie permettent de définir une énergie potentielle, il existe une
fonction EP telle que : δW = −dEP .
δW étant le travail associé aux efforts d’inertie.
La tige étant un solide on peut écrire :

δW =
(

~R · ~V (O) + ~MO · ~Ω
)

dt

~Ω étant le vecteur rotation de la tige par rapport au référentiel tournant.
La rotation de la tige dans le référentiel tournant est représentée par l’angle θ, nous
avons : ~Ω = −θ̇ ~ey , le signe négatif étant justifié par l’orientation de θ.
O étant un point fixe dans le référentiel :

δW = −m
3
L2ω2 sin θ cos θ ~ey ·

(

−θ̇ ~ey
)

dt =
m

3
L2ω2 sin θ cos θ θ̇ dt

︸︷︷︸

dθ

⇒

δW =
m

3
L2ω2 sin θ cos θ dθ

dEP = −m
3
L2ω2 sin θ cos θ dθ ⇒ EP (θ) = −m

6
L2ω2 sin2 θ + cte

4. Il faut compter en plus l’énergie potentielle de pesanteur :

EP = −m~g · −−→OG+ cte = −m
2
gL cos θ + cte

5. Les positions d’équilibres sont données par les valeurs extrêmales de la fonction
énergie potentielle totale. Cette dernière s’exprime comme :

EP = −m
2
gL cos θ − m

6
L2ω2 sin2 θ + cte

dEP
dθ

=
m

2
gL sin θ − m

3
L2ω2 sin θ cos θ

Posons ω2
0 =

3g

2L
⇒ dEP

dθ
=
m

3
L2ω2

0 sin θ −
m

3
L2ω2 sin θ cos θ

dEP
dθ

= 0 ⇒

• cos θ =
ω2
0

ω2
⇒ θ = θ0 = arccos

(
ω2
0

ω2

)

, possible si ω > ω0

• sin θ = 0 ⇒ θ = 0
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6. La stabilité de l’équilibre est donnée par le signe de
d2EP
dθ2

:

•
d2EP
dθ2

> 0 ⇒ équilibre stable.

•
d2EP
dθ2

< 0 ⇒ équilibre instable.

d2EP
dθ2

=
m

3
L2ω2

0 cos θ −
m

3
L2ω2

(
2 cos2 θ − 1

)

Pour le cas θeq = 0 cherchons le signe de
d2EP
dθ2

:

d2EP
dθ2

(θ = 0) =
m

3
L2
(
ω2
0 − ω2

)

• Si ω < ω0, l’équilibre est stable.

• Si ω > ω0, l’équilibre est instable.

Pour le cas θeq = θ0 cherchons le signe de
d2EP
dθ2

:

d2EP
dθ2

(θ0) =
mL2

3ω2

(
ω4 − ω4

0

)

Cette position d’équilibre n’existe que pour ω > ω0, elle est donc stable.

• 17 Lycée Saint-Exupéry, Mantes La Jolie

g

θ2(t)
O1z O2z

ex

F1
A

B

G1
G2

θ1(t)
F2

mg
mg

ey

1. La longueur du ressort, étant donné que les angles θ1 et θ2 sont petits s’écrit :
ℓ = L0 − Lθ1 + Lθ2 = L0 + L (θ2 − θ1).
Le terme −Lθ1 correspond à la compression du ressort du fait que le pendule T1
est écarté de θ1.
Lθ2 correspond à l’étirement du ressort du fait que le pendule T2 est écarté de θ2.

2. La tige T1 a un mouvement de rotation autour de l’axe O1z . La liaison assurant la
rotation est parfaite, le moment en O1 des actions de contact entre l’axe de rotation
et la tige est perpendiculaire à O1z .
Appliquons à la tige T1 le théorème du moment cinétique par rapport à l’axe O1z ,

sachant que ~LT1
(O1) =

(
mL2

3

)

θ̇1 ~ez1.
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Les efforts à considérer sont ceux de contact, de pesanteur, ainsi que la force élas-
tique exercée par le ressort :

d

dt
(LO1z

) =
(−−−→
O1G1 ∧m~g

)

· ~ez1 +
(−−→
O1A ∧ ~F1

)

· ~ez1 (34)

(−−→
O1G ∧m~g

)

· ~ez1 = [

(

−L
2
cos θ1 ~ey +

L

2
sin θ1 ~ex

)

∧ (m~g)] · ~ez1
(−−→
O1G ∧m~g

)

·~ez1 = −mgL
2
sin θ1 ≃ −mgL

2
θ1, dans l’approximation des petits

angles.
~F1 étant la force élastique : ~F1 = k (ℓ− L0)~ex = kL (θ2 − θ1)~ex.
(−−→
O1A ∧ ~F1

)

· ~ez1 = [(−L cos θ1 ~ey + L sin θ1 ~ex) ∧ (kL(θ2 − θ1))~ex] · ~ez1
(−−→
O1A ∧ ~F1

)

·~ez1 = kL2 (θ2 − θ1) cos θ1 ≃ kL2 (θ2 − θ1), puisque pour les petits

angles cos θ1 ≃ 1.
L’équation (34) donne donc :
m

3
L2θ̈1 = −mgL

2
θ1 + kL2 (θ2 − θ1), ce qui s’écrit aussi :

θ̈1 +
3g

2L
θ1 +

3k

m
θ1 =

3k

m
θ2

En posant comme le propose l’énoncé : ω2
1 =

3k

m
et ω2

0 =
3g

2L
, on en déduit :

θ̈1 +
(
ω2
0 + ω2

1

)
θ1 = ω2

1θ2

Cette équation différentielle fait intervenir les fonctions θ1 et θ2 à ce stade il est
donc impossible de la résoudre.
Appliquons dans un second temps le théorème du moment cinétique par rapport à
l’axe O2z à la tige T2 :

d

dt
(LO2z

) =
(−−→
O2G ∧m~g

)

· ~ez2 +
(−−→
O2B ∧ ~F2

)

· ~ez2 (35)

(−−→
O2G ∧m~g

)

· ~ez2 ≃ −mgL
2
θ2.

~F2 = −k (ℓ− L0)~ex = −kL (θ2 − θ1)~ex.
(−−→
O2B ∧ ~F2

)

· ~ez2 ≃ −kL2 (θ2 − θ1) L’équation (35) donne alors :

m

3
L2θ̈2 = −mgL

2
θ2 + kL2 (θ1 − θ2), ce qui s’écrit aussi :

θ̈2 +
3g

2L
θ2 +

3k

m
θ2 =

3k

m
θ1

On déduit :

θ̈2 +
(
ω2
0 + ω2

1

)
θ2 = ω2

1θ1

Nous obtenons donc un système de deux équations différentielles :

θ̈1 +
(
ω2
0 + ω2

1

)
θ1 = ω2

1θ2 (36)

θ̈2 +
(
ω2
0 + ω2

1

)
θ2 = ω2

1θ1 (37)
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Posons les foncions u = θ1 + θ2 et v = θ1 − θ2, avec θ1 =
u+ v

2
et θ2 =

u− v

2

• (36)+(37) donne ü+ ω2
0u = 0 ⇒ u = A cos (ω0t) +B sin (ω0t)

• (36)-(37) donne si on pose Ω2 = ω2
0 + 2ω2

1 : v̈ +Ω2v = 0 ⇒
v = C cos (Ωt) +D sin (Ωt)

La forme générale de solutions est donc donnée par :

θ1 =
A

2
cos (ω0t) +

B

2
sin (ω0t) +

C

2
cos (Ωt) +

D

2
sin (Ωt)

θ2 =
A

2
cos (ω0t) +

B

2
sin (ω0t)−

C

2
cos (Ωt)− D

2
sin (Ωt)

3. Pour θ10 = θ20 = θ0, on a u(0) = 2θ0 et v(0) = 0, de plus les vitesses initiales
étant nulles :
θ̇1(0) = θ̇2(0) = 0 ⇒ u̇(0) = v̇(0) = 0, d’où :

• u(0) = 2θ0 ⇒ A = 2θ0

• v(0) = 0 ⇒ C = 0

• u̇(0) = 0 ⇒ B = 0

• v̇(0) ⇒ D = 0

D’où θ1(t) = θ2(t) = θ0 cos (ω0t), c’est le mode symétrique, les pendules oscillent
en phase à la pulsation ω0.

4. Pour θ10 = −θ20 = θ0, on a v(0) = 2θ0 et u(0) = 0, de plus les vitesses initiales
restant nulles :

• v(0) = 2θ0 ⇒ C = 2θ0

• u(0) = 0 ⇒ A = 0

• u̇(0) = 0 ⇒ B = 0

• v̇(0) ⇒ D = 0

D’où θ1(t) = −θ2(t) = θ0 cos (Ωt), c’est le mode antisymétrique, les pendules
oscillent en opposition de phase à la pulsation Ω.

• 18 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Une masse δm d’air, de volume δV , est soumise à son poids δ ~P , en plus des forces
de pression. C’est pourquoi la force volumique qui s’exerce sur cette masse vaut :

~FV =
δ ~P

δV
=
δm

δV
~g = µ~g = −µg ~ez

où ~ez est un vecteur unitaire vertical ascendant.
Ce faisant, la loi fondamentale de la statique des fluides :

−−→
grad p = ~FV = −µg ~ez

devient, dans une base cartésienne {~ex, ~ey, ~ez} :

∂p

∂x
~ex +

∂p

∂y
~ey +

∂p

∂z
~ez = −µg ~ez
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D’une part cette équation montre que
∂p

∂x
=

∂p

∂y
= 0, ce qui signifie que p ne

dépend que de l’altitude z et d’autre part elle conduit à l’équation différentielle :

dp

dz
= −µg (38)

2. Un nombre n de moles d’air occupe, à l’altitude z, un volume V sous une pression
p(z) et à une température T (z) qui vérifient l’équation d’état des gaz parfaits :

p(z)V = nRT (z) = m× RT (z)

M

où m désigne la masse des n moles d’air. Ainsi, la définition de la masse volu-

mique : µ(z) =
m

V
conduit à :

p(z) = µ(z)× RT (z)

M
⇔ p = µ× RT

M
⇒ µ = p× M

RT
(39)

qui donne à l’équation (38) la forme suivante :

dp

dz
= −p× Mg

RT
⇒ 1

p

dp

dz
= −Mg

RT
⇒ d ln p

dz
= −Mg

RT
(40)

Quant à la loi polytropique, elle s’écrit :

p

µk
= cte ⇒ ln p− k lnµ = cte ⇒ d ln p

dz
= k

d lnµ

dz

équation dans laquelle le membre de droite peut être exprimé à l’aide de l’identité
(39) :

µ =
p

T
× M

R
⇒ lnµ = ln p− lnT + ln

(
M

R

)

⇒ d lnµ

dz
=

d ln p

dz
− d lnT

dz

c’est-à-dire :

d ln p

dz
= k

d ln p

dz
− k

d lnT

dz
⇒ d ln p

dz
=

k

k − 1

d lnT

dz
(41)

Ainsi, l’équation (40) devient-elle :

k

k − 1

d lnT

dz
= −Mg

RT
⇒ 1

T

dT

dz
= −k − 1

k
× Mg

RT

⇒ dT

dz
= −k − 1

k
× Mg

R
= cte

3. Le résultat précédent s’écrit aussi :

dT = −αdz avec α =
k − 1

k
× Mg

R

⇒
∫ T (z)

T0

dT = −α
∫ z

0

dz ⇒ T (z) = T0 − αz = T0 −
k − 1

k
× Mg

R
z
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Quant à l’équation (41), elle fournit la relation entre p et T :

d ln p =
k

k − 1
d lnT ⇒

∫ p(z)

p0

d ln p =
k

k − 1

∫ T (z)

T0

d lnT

⇒ ln

[
p(z)

p0

]

=
k

k − 1
ln

[
T (z)

T0

]

=
k

k − 1
ln

[

1− k − 1

k
× Mg

R
z

]

⇒ p(z) = p0 ×
(

1− k − 1

k
× Mg

R
z

)k/k−1

• 19 Lycée Faidherbe, Lille

1. Dans le système de coordonnées cartésiennes, une masse δm d’eau est soumise à
son poids :

δ ~P = δm~g = µ δV ~g = −µ δV g ~ez

où δV désigne le volume associé à la masse d’eau δm. Par suite, la loi fondamentale
de la statique des fluides s’écrit :

−−→
grad p =

δ ~P

δV
⇒ ∂p

∂x
~ex +

∂p

∂y
~ey +

∂p

∂z
~ez = −µ g ~ez

D’une part :
∂p

∂x
=
∂p

∂y
= 0 indiquent que la pression p de l’eau ne dépend que de

l’altitude z et d’autre part :

dp

dz
= −µg ⇒ dp = −µg dz

Sachant qu’à l’altitude z = h, la pression s’identifie à celle de l’air (p0), cette
équation s’intègre aisément :

∫ p(z)

p0

dp = −µg
∫ z

h

dz ⇒ p(z) = p0 + µg (h− z)

2. Soit d~Si = dSi ~ui un élément de surface du barrage, immergé, situé à une altitude
z, de longueur L, de largeur dξ telle que dSi = Ldξ et dont le vecteur unitaire
normal ~ui est dirigé vers l’intérieur du barrage. La force que l’eau exerce sur cet
élément de surface vaut alors :

δ ~Fi = p(z)× d~Si = [p0 + µg (h− z)] Ldξ ~ui avec ~ui =





− cosα
0

− sinα





En remarquant que z = ξ cosα⇒ dξ =
dz

cosα
, cette force s’écrit aussi :

δ ~Fi = [p0 + µg (h− z)]
L~ui
cosα

dz
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Par conséquent, l’eau exerce sur cette face une force totale :

~Fi =
L~ui
cosα

×
{
∫ h

0

p0 dz + µg

∫ h

0

(h− z) dz

}

=
L~ui
cosα

×
{

p0 h+ µg
h2

2

}

⇒ ~Fi = Lh×
(

p0 + µg
h

2

)




−1
0

− tanα





3. Un élément dSe = Ldξ de la face émergée est soumis, quant à lui, à une force de
pression exercée par l’air :

δ ~Fe = p0 dSe ~ue où ~ue =





cosα
0

− sinα





car, au voisinage du barrage, la pression de l’air prend une valeur uniforme p0. À

nouveau, la relation : dξ =
dz

cosα
permet le calcul de la force ~Fe qui s’exerce sur

la face émergée du barrage :

δ ~Fe =
p0 L

cosα
~ue × dz ⇒ ~Fe =

p0 L

cosα
×





cosα
0

− sinα



×
∫ h

0

dz

⇒ ~Fe = Lhp0 ×





1
0

− tanα





4. Le barrage est soumis :

• aux forces de pression précédemment calculées :

~F = ~Fe + ~Fi =





−Lh× µgh/2
0

−Lh tanα (2p0 + µgh/2)



 =





Fx
0
Fy





• à la réaction du sol :

~R = T ~ex +N ~ez =





T
0
N





• à son poids ~P =M ~g =





0
0

−Mg



, où la masse M est accessible à partir de la

masse volumique du barrage et de son volume V = L× S : M = ρ V . Or, le
triangle (ABC) constituant le coté du barrage étant isocèle, son sommet A se
projète sur [BC] en un point H milieu de [BC], de sorte que BC = 2BH .
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C’est pourquoi la section du barrage a pour surface :

S = AH ×HB avec tanα =
HB

AH
et AH = h

= h2 tanα⇒ V = Lh2 tanα

⇒ ~P =





0
0

−P



 où P = ρV g = ρgLh2 tanα

A

BC

α

H

h

Ce faisant, le barrage est soumis à la force résultante :

~F + ~R+ ~P =





Fx + T
0

Fy +N − P





au demeurant nulle à l’équilibre. C’est pourquoi :

T = −Fx = Lh× µgh

2

et :

N = P − Fy = ρgLh2 tanα+ Lh tanα

(

2p0 +
µgh

2

)

⇒ N = Lh tanα×
(

2p0 +
µgh

2
+ ρgh

)

5. Pour que le barrage reste sur le sol, sans glisser, il faut que :

f >
|T |
|N | =

T

N
=

µgh/2

tanα

(
µgh

2
+ 2p0 + ρgh

) = fmin

6. Si α+ ϕ >
π

2
, alors :

ϕ >
π

2
− α⇒ tanϕ > tan

(π

2
− α

)

=
1

tanα
⇒ f >

1

tanα

Or, étant donné que :
µgh

2
<
µgh

2
+ 2p0 + ρgh

il s’ensuit que la valeur minimale fmin de f vérifie :

fmin <
1

tanα
⇒ f >

1

tanα
> fmin

La relation f > fmin révèle alors que le barrage demeure en équilibre sans glisser

lorsque α+ ϕ >
π

2
.

• 20 Lycée Janson de Sailly

1. Le fluide étant incompressible nous avons la relation : div ~V = 0, ce qui donne :
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div ~V =
1

r

∂

∂r

(
V0r

2

R

)

+
∂

∂z

(
zV0
Z0

)

= 0

Nous en déduisons :
2V0
R

+
V0
Z0

= 0 ⇒ Z0 = −R
2

. La vitesse est donc donnée

par :

~V =
V0
R

(r ~ur − 2z ~uz)

2. Exprimons
∮

C

~V · d~ℓ : d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ + dz ~uz .

~V · d~ℓ = V0r

R
dr − 2V0z

R
dz.

Si on intègre cette relation sur un contour fermé partant d’un point M0(r0, z0) et
revenant au même point M0, on obtient :

∮

C

~V · d~ℓ = V0
R

∫ r0

r0

r dr − 2V0
R

∫ z0

z0

z dz = 0

La circulation du vecteur vitesse est donc nulle le long d’un contour fermé. Du
théorème de Stokes-Ampère on déduit :

∫∫

S

−→
rot ~V · d~S =

∮

C

~V · d~ℓ

Pour tout contour C qui s’appuie sur la surface S. On a alors :
−→
rot ~V = ~0 ; l’écou-

lement étudié est irrotationnel. Il existe donc une fonction potentiel φ qui vérifie
~V =

−−→
gradφ.

Exprimons le potentiel des vitesses :






∂φ

∂r
= Vr =

V0r

R
⇒ φ(r, θ, z) =

V0r
2

2R
+ f(θ, z).

1

r

∂φ

∂θ
= Vθ = 0 ⇒ φ ne dépend pas de θ : f(θ, z) = f(z).

∂φ

∂z
= Vz = −2V0z

R
=

df

dz
⇒ f = −V0z

2

R
.

Le potentiel des vitesses s’exprime donc comme :

φ(r, z) =
V0
2R

(
r2 − 2z2

)

3. Les équations des lignes de courant sont données par : ~V ∧ d
−−→
OM = ~0. Nous avons

donc à résoudre l’égalité Vz dr − Vr dz = 0, ce qui donne : 2z dr + r dz = 0, qui

s’écrit aussi 2
dr

r
= − dz

z
. L’intégration de cette relation donne :

2 ln r = − ln z + cte ⇒ ln
(
zr2
)
= cte ⇒ zr2 = A

A est une constante.
Si on définit la ligne de courant qui passe par M0(r0, z0), l’équation est donnée
par :
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z =
z0r

2
0

r2

er

ez

4. Les trajectoires sont données par ~V =
d
−−→
OM

dt
= ṙ ~ur + rθ̇ ~uθ + ż ~uz . Considérons

une particule de fluide qui, à t = 0, se trouve en M0(r0, z0) :

V0r

R
= ṙ ⇒ r(t) = r0e

V0t

R

rθ̇ = 0 ⇒ θ = cte, la trajectoire est incluse dans un plan θ = cte.

ż = −2zV0
R

⇒ z = z0e

−2V0t

R

5. Montrons que les trajectoires des particules de fluide s’identifient aux lignes de

courant. De la fonction r(t), nous déduisons : t =
R

V0
ln

(
r

r0

)

que nous pouvons

injecter dans la fonction z(t), ce qui donne :

z = z0 exp

(−2V0
R

(
R

V0

)

ln

(
r

r0

))

= z0

(r0
r

)2

.

6. L’écoulement étant permanent et irrotationnel, l’accélération des particules de
fluide est donnée par :

~a =
(

~V · −−→grad
)

~V =
1

2

−−→
grad

(
V 2
)
=

1

2

−−→
grad

(
V 2
0

R2

(
r2 + 4z2

)
)

D’où :

~a =

(
V0
R

)2

(r ~ur + 4z ~uz)

• 21 Concours Commun Polytechnique

1. L’écoulement étant orthoradial, les lignes de courant sont des cercles centrés sur
l’axe Oz. Nous avons ~V = V (r)~eθ.
Le théorème de Stokes-Ampère nous permet d’écrire que :

∮

C

~V · d−−→OM =

∫∫

S

−→
rot ~V · d~S
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C étant un cerle de rayon r > a et S le disque qui s’appuie dessus. Nous avons
donc : ∮

C

~V · d−−→OM = 2πrV ⇒
∫∫

S

−→
rot ~V · d~S = πa2γ = Γ

ex

ey

r
θ

O

Étant donné que
−→
rot ~V est non nul seulement pour r < a.

Il s’ensuit, pour un tourbillon ponctuel :

~V (M) =
Γ

2πr
~eθ

On retrouve le profil du champ magnétique crée par un fil qui serait porté par l’axe
Oz et parcouru par un courant d’intensité I :

~B =
µ0I

2πr
~eθ

2. (a) On définit ~erS =

−−−→
SMM

SMM
et ~erP =

−−−→
PMM

PMM
, SM et PM étant respectivement les

projetés orthogonaux de M sur l’axe Sz et sur l’axe Pz.
L’écoulement étant radial depuis la source : ~VS(M) = VS(M)~erS .
Calculons le dédit à travers un cylindre de hauteur h, d’axe Sz et de rayon rS :

D =

∫∫

~VS(M) · dS~erS = 2πrShVS(rS)

On en déduit l’expression du débit par unité de longueur :

D =
D
h

= 2πrSVS(rS)

La vitesse s’écrit donc :

~VS(M) =
D

2πrS
~erS

L’égalité ~VS(M) =
−−→
gradϕS donne :







∂ϕS
∂θ

= 0 et
∂ϕS
∂z

= 0 le potentiel des vitesses ne dédend donc que de rS

∂ϕS
∂rS

=
D

2πrS

Le potentiel est donc donné par :
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ϕS(M) =
D

2π
ln rS + cteS

(b) Par analogie avec les résultats précédents, on a :

~VP (M) = − D

2πrP
~erP

.

ϕP (M) = −D

2π
ln rP + cteP

(c) La fonction potentiel de l’ensemble s’écrit comme la somme des deux fonctions
potentiels : ϕ(M) = ϕS(M) + ϕP (M).

ϕ(M) =
D

2π
ln

(
rS
rP

)

+ cte.

Nous avons de plus :

rS = r

(

1− 2d

r
cos θ +

d2

r2

)1/2

≃ r

(

1− d

r
cos θ

)

puisque d≪ r

rP = r

(

1 +
2d

r
cos θ +

d2

r2

)1/2

≃ r

(

1 +
d

r
cos θ

)

De même :

ln

(

r

(

1− d

r
cos θ

))

≃ ln r − d

r
cos θ

ln

(

r

(

1 +
d

r
cos θ

))

≃ ln r +
d

r
cos θ

D’où : ln rS − ln rP ≃ −2d

r
cos θ. L’expression du potentiel en découle :

ϕ(M) = −H cos θ

2πr
+ cte

La vitesse est donnée par ~V =
−−→
gradϕ :







Vr =
∂ϕ

∂r
=
H cos θ

2πr2

Vθ =
1

r

∂ϕ

∂θ
=
H sin θ

2πr2

Vz =
∂ϕ

∂z
= 0

On a donc :

~V (M) =
H

2πr2
(cos θ ~er + sin θ ~eθ)

(d) On reconnaît le champ électrostatique crée par une association de deux fils
infinis uniformément chargés avec les densités linéiques +λ et −λ :

~E(M) =
λd

πε0r2
(cos θ ~er + sin θ ~eθ)
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• 22 Concours Commun Polytechnique

1. Le potentiel φu est donné par la relation : ~V0 =
−−→
gradφu :







∂φu
∂y

= 0 donc φu est indépendant de y

∂φu
∂z

= 0 donc φu est indépendant de z

∂φu
∂x

= V0 ⇒ φu(x) = V0x+ cte

Étant donné que x = r cos θ :

φu = V0 r cos θ + cte

2. Le terme
A cos θ

r
, correspond au potentiel des vitesses d’un doublet, association

d’un puits et d’une source.

3. La vitesse est donnée par la relation : ~V =
−−→
gradφ :







Vr =
∂φ

∂r
= cos θ

(

V0 −
A

r2

)

Vθ =
1

r

∂φ

∂θ
= − sin θ

(

V0 +
A

r2

)

Vz =
∂φ

∂z
= 0

Nous avons donc en tout point du fluide :

~V = cos θ

(

V0 −
A

r2

)

~er − sin θ

(

V0 +
A

r2

)

~eθ

4. Cette vitesse doit respecter les conditions aux limites ; en tout point du cylindre la
composante normale doit s’annuler : ~V (r = R) · ~er = 0.

Ce qui donne cos θ

(

V0 −
A

R2

)

= 0 ⇒ A = R2V0 L’expression de la vitesse est

donc :

~V = V0 cos θ

(

1− R2

r2

)

~er − V0 sin θ

(

1 +
R2

r2

)

~eθ

Remarque – On retrouve qu’à l’infini ~V (r → ∞) = ~V0 .
Les points d’arrêt correspondent à ~V (r = R) = ~0 ⇒ sin θ = 0. Il y en a donc
deux :

A1(r = R, θ = 0)

et

A2(r = R, θ = π)
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5. Les lignes de courant sont données par : ~V ∧ d
−−→
OM = ~0.

Cette égalité est équivalente pour le cas qui nous concerne à : rVr dθ = Vθ dr :

rV0 cos θ

(

1− R2

r2

)

dθ = −V0 sin θ
(

1 +
R2

r2

)

dr

Il s’ensuit :

cos θ

sin θ
dθ = −






1 +
R2

r2

1− R2

r2






dr

r

Ce qui donne :
d (sin θ)

sin θ
= −

d

(

r − R2

r

)

r − R2

r

, une fois intégrée cette relation de-

vient :

ln(sin θ) = − ln

(

r − R2

r

)

+ cte

On a donc :

sin θ

(

r − R2

r

)

= K

K est une constante qui définit la ligne de courant.

• 23 Concours Commun Polytechnique

1. Pour exprimer la vitesse de l’écoulement il faut se donner le champ des vitesses de
l’écoulement dû au doublet : ~VD(M) =

−−→
gradϕD(M) :







Vr =
∂ϕ

∂r
=
H cos θ

2πr2

Vθ =
1

r

∂ϕ

∂θ
=
H sin θ

2πr2

Vz =
∂ϕ

∂z
= 0

On a donc :

~VD(M) =
H

2πr2
(cos θ ~er + sin θ ~eθ)
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La vitesse de l’écoulement s’exprime comme :

~V (M) = ~VT (M) + ~VD(M) + V0 ~ex

Étant donné que ~ex = cos θ ~er − sin θ ~eθ et que ~VT (M) =
Γ

2πr
~eθ, on déduit :

~V (M) =

(
H cos θ

2πr2
+ V0 cos θ

)

~er +

(
H sin θ

2πr2
+

Γ

2πr
− V0 sin θ

)

~eθ

Pour exprimer H en fonction de R et V0, il suffit d’identifier :

Vr =

(

1− R2

r2

)

V0 cos θ =

(
H cos θ

2πr2
+ V0 cos θ

)

et

Vθ = −
(

1 +
R2

r2

)

V0 sin θ +
Γ

2πr
=

(
H sin θ

2πr2
+

Γ

2πr
− V0 sin θ

)

Nous obtenons donc :

H = −2πR2V0

2. (a) Le fluide étant incompressible, le flux de ~V (M) se conserve le long d’un tube
de courant ; lorsque les lignes de courant se resserrent, la vitesse augmente et
elle diminue lorsque les lignes de courant s’écartent.
La vitesse est donc plus importante au dessus du cylindre qu’au dessous.

(b) Exprimons la vitesse pour deux valeurs particulières de θ :






θ =
π

2
⇒ V = −

(

1 +
R2

r2

)

V0 +
Γ

2πr

θ = −π
2
⇒ V =

(

1 +
R2

r2

)

V0 +
Γ

2πr

θ =
π

2
correspond à un point au dessus du cylindre et θ = −π

2
, à un point

situé au dessous. La vitesse au dessus étant supérieure à la vitesse du fluide au
dessous du cylindre il faut nécéssairement que Γ < 0.
La rotation du cylindre se fait donc dans le sens horaire puisque le tourbillon
tient compte de la rotation du cylindre.

(c)
On remarque, d’après le tracé des lignes de courant, l’existence de deux points
d’arrêt qui sont donnés pour :
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α1 ≃ −20˚ et α2 ≃ −160˚.

Ces deux angles ont un sinus commun qui est donné par : sinα1, 2 =
Γ

4πRV0
.

Nous en déduisons : |Γ| = −4πRV0 sinα1

(d) La symétrie des lignes de courant par rapport à l’axe Oy permet d’affirmer
qu’au niveau de tout point M(x, y) sur le cylindre, la force dFx sera opposée
à la force dF ′

x qui s’exerce au niveau du point M(−x, y).
On en déduit Fx = 0. Il en sera de même pour le moment.

(e) Appliquons le théorème de Bernoulli entre un point situé à l’infini et un point
sur le cylindre :

P (θ) = P0 +
µV 2

0

2
− µ

2

(
Γ

2πR
− 2V0 sin θ

)2

(f) La force élémentaire qu’exerce le fluide sur le cylindre est donnée par :
d~F = −P dS ~er avec dS = hRdθ, ce qui représente une bande de hauteur
h et de largeur Rdθ construite sur le cylindre. Il s’ensuit, après projection sur
~ey :

dFy = d~F · ~ey = −PRh sin θ dθ ⇒ Fy = −Rh
∫ 2π

0

P (θ) sin θ dθ

On en déduit :
Fy = −µV0hΓ

On a donc une force dirigée vers les y > 0, puisque Γ < 0, c’est l’effet Ma-
gnus ; qui fait que le cylindre a tendance à être porté par l’écoulement.

• 24 Mines-Ponts

1. Pour des transformations isentropiques la relation de Laplace donne : PVγ = cte,

où V =
4

3
πR3 est le volume de la bulle. Nous en déduisons donc : P (t)R3γ = cte,

ce qui permet d’écrire ln
(
P (t)R3γ

)
= lnP + 3γ lnR = cte. Il suffit ensuite de

différentier cette dernière expression pour obtenir :

dP

P
+ 3γ

dR

R
= 0

Considérons de faibles variations de la pression autour de P0 et du rayon autour de
R0 : dP ≃ PB(t)− P0 et dR ≃ R(t)−R0 = ξ(t), d’où :

PB(t)− P0

P0
+

3γξ(t)

R0
= 0

2. L’eau est incompressible, donc div ~V = 0, ou ce qui est équivalent :∫∫

©
S

~V · d~S = 0, S étant une surface fermée.

Choisissons pour S la coquille sphérique comprise entre les sphères Sr et Sr+dr,
de centre O et respectivement de rayons r et r + dr :

∫∫

Sr

~V d~S = −4πr2V (r)
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Le signe négatif se justifie par l’orientation de d~S, toujours de l’intérieur vers l’ex-
térieur. ∫∫

Sr+ dr

~V d~S = 4π(r + dr)2V (r + dr)

Ce qui donne l’égalité 4πr2V (r) = cte.
Appliquée entre un point quelconque et un point de la surface de la bulle, cette

relation permet d’obtenir puisque V (R, t) =
dR

dt
:

V (r, t) =

(
R(t)

r

)2
dR

dt

3. L’équation d’Euler est donnée avec les approximations proposées par l’énoncé par :

ρE
∂~V

∂t
+

1

2
ρE

−−→
grad

(
V 2
)
+ ρE

−→
rot ~V ∧ ~V = −−−→

gradP

Projetons cette relation sur ~er, direction colinéaire à la vitesse ~V , sachant que
−−→
grad

(
V 2
)
= 2V (r, t)

∂V

∂r
~er et que

(−→
rot ~V ∧ ~V

)

⊥ ~V .

Nous obtenons :

ρE

(
∂V (r, t)

∂t
+ V (r, t)

∂V

∂r

)

= −∂P
∂r

En injectant dans cette dernière relation l’expression de la vitesse : V (r, t) =

(
R(t)

r

)2
dR

dt
,

nous obtenons finalement :

∂P

∂r
= −ρE

r2

(

2

(

1− R3

r3

)

RṘ2 +R2R̈

)

4. Très loin de la bulle la pression tend à prendre la valeur P0 :

lim
r→∞

P (r, t) = P0

et par continuité de la pression puisqu’on néglige les phénomènes de tension su-
perficielle :

lim
r→R(t)

P (r, t) = PB

5. À partir de l’équation
∂P

∂r
= −ρE

r2

(

2

(

1− R3

r3

)

RṘ2 +R2R̈

)

, dans laquelle

nous injectons R = R0 + ξ, avec ξ ≪ R0, nous avons à l’ordre le plus bas :

∂P

∂r
≃ −ρER

2
0

r2
ξ̈

Si on intègre cette relation entre un point situé sur la bulle et un point très éloigné
de cette dernière, nous obtenons :

∫ P0

PB

dP = −ρER2
0ξ̈

∫ ∞

R(t)

dr

r2
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D’où : P0 − PB ≃ −ρER0ξ̈, cette dernière relation combinée à

PB(t)− P0

P0
+

3γξ(t)

R0
= 0

donne :

ξ̈ +
3γP0

ρER2
0

ξ = 0

On retrouve l’équation de l’oscillateur harmonique de pulsation caractéristique :

ωM =

√

3γP0

ρER2
0

On trouve donc une fréquence de fM = 3,3 kHz et une pulsation ωM = 2,05.104 s−1.

6. La vitesse est donnée par la relation :

V (r, t) =

(
R0 + ξ

r

)2
dR

dt
⇒ V (r, t) ≃

(
R0

r

)2
dR

dt

La pression en un point quelconque s’obtient par :
∫ P (r, t)

PB

dP = −ρER2
0ξ̈

∫ r

R(t)

dr

r2
= ρER

2
0ξ̈

(
1

r
− 1

R0 + ξ

)

.

ce qui donne :

P (r, t) = PB(t) + ρER
2
0ξ̈

(
1

r
− 1

R0

)

• 25 Lycée Saint-Exupéry, Mantes La Jolie

1. Pour r < R, on a ~V = Ar~eθ. Montrer que
−→
rot ~V est non nul équivaut à montrer

qu’il existe un contour C pour lequel
∮

C

~V · d~ℓ est non nul. Choisissons comme

contour un cercle de centre OC sur l’axe Oz, de rayon r < R et contenu dans un
plan z = cte ; sur ce contour : d~ℓ = r dθ ~eθ.
Nous avons donc :

∮

C

~V · d~ℓ =
∮

C

Ar2 dθ = 2πAr2 6= 0

Dans le domaine r < R, l’écoulement est donc à rotationnel non nul.

2. Le théorème de Stokes-Ampère donne, avec ~Ω =
1

2

−→
rot ~V :

∮

C

~V · d~ℓ =
∫∫

S

−→
rot ~V · d~S =

∫∫

S

2~Ω · d~S

C est un cercle centré sur Oz, de rayon r < R, dans un plan z = cte et S, le disque
qui s’appuie dessus.

∮

C

~V · d~ℓ = 2πrV (r) et
∫∫

S

2~Ω · d~S = 2Ωπr2
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Il s’ensuit que Ω =
V (r)

r
= A, on écrit alors :

~Ω = A~ez

3. L’écoulement est permanent, incompressible et parfait et on peut négliger les effets
de la pesanteur.

• Les symétries imposent P (r, θ, z) = P (r). Pour tout r > R, l’écoulement
est de plus irrotationnel ; l’égalité de Bernoulli donne en tout point puisque
−→
rot ~V = AR2−→rot

(
~eθ
r

)

= ~0 :

P +
µV 2

2
= cte

Appliquons cette relation entre deux points du fluide, l’un situé à la distance r
de l’axe , l’autre à r = ∞ :

P (r = ∞) +
1

2

(
µV 2(r = ∞)

)
= P (r) +

µV 2(r)

2
, avec P (r = ∞) = P0 et

V (r = ∞) = 0 :

P (r > R) = P0 −
µΩ2R4

2r2

• Pour r < R, l’égalité de Bernoulli ne se vérifie plus que le long d’une ligne de
courant (l’écoulement n’est plus irrotationnel). De ce fait elle ne nous permet
pas d’accéder à P (r). Il nous reste alors l’équation du mouvement de la parti-
cule :

µ

(
1

2

−−→
grad

(
V 2
)
+ 2 ~Ω ∧ ~V

)

= −−−→
gradP .

Comme :
−−→
grad

(
V 2
)
= 2Ω2r ~er et ~Ω ∧ ~V = −Ω2r ~er, l’équation du mouve-

ment, projetée sur ~er, donne :

−∂P
∂r

= −µΩ2r ⇒ P (r) =
1

2
µΩ2r2 + cte

Par continuité de la pression nous avons :

P (r = R) = P0 −
1

2
µΩ2R2 = cte +

1

2
µΩ2R2 ⇒ cte = P0 − µΩ2R2.

P (r < R) = P0 +
µΩ2

2

(
r2 − 2R2

)

• 26 Concours Commun Polytechnique

θV1

V2

N2

N1
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1. Le fluide étant incompressible, le débit volumique se conserve le long d’un tube de
courant, nous avons donc :
V1S = V2S ⇒ V1 = V2
Le théorème de Bernoulli, appliqué sur une ligne de courant horizontale allant d’un

point de l’entrée vers un point de la sortie, donne : P1 +
µV 2

2
= P2 +

µV 2

2
⇒

P1 = P2

2. Considérons le système constitué par le fluide contenu par la conduite à l’instant t,
et appliquons lui le théorème de la quantité de mouvement :

∫∫∫

V

∂

∂t

(

µ~V
)

dτ +

∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S = ~FV

~FV correspond aux efforts qui agissent sur le système. L’écoulement étant perma-
nent nous avons :

∂

∂t

(

µ~V
)

= ~0 ⇒
∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S = ~FV

S étant la surface qui délimite le système. Cette surface S se décompose en S1, S2

et SLat, surface lattérale. L’intégrale de surface est non nulle seulement au niveau
de S1 et S2 :

∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S = µV 2S ~N2 − µV 2S ~N1 = µV 2S
(

~N2 − ~N1

)

Étant donné que l’on néglige les effets de la pesanteur :

µV 2S
(

~N2 − ~N1

)

= ~FV = ~Rconduite→fluide + ~Fpresion.

~Fpression = PS
(

~N1 − ~N2

)

En tenant compte du principe des actions réciproques on a :

µV 2S
(

~N2 − ~N1

)

= ~FV = −~Rfluide→conduite + PS
(

~N1 − ~N2

)

.

Il en résulte :
~Rfluide→conduite =

(
P + µV 2

)
S
(

~N1 − ~N2

)

~Rfluide→conduite = Rx ~ex +Ry ~ey Projetons sur ~ex, pour obtenir Rx :

Rx = S (1− cos θ)
(
P + µV 2

)

De même pour obtenir Ry , projetons sur ~ey :

Ry = −S sin θ
(
P + µV 2

)

• 27 Concours Mines-Ponts

1. Notons ~V = Vr ~er + Vθ ~eθ. Le fluide étant incompressible :

div ~V = 0 ⇒ 1

r

∂

∂r
(rVr) = 0
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On en déduit la relation : rVr = C, où C est une constante. La composante radiale

de la vitesse s’écrit donc : Vr =
C

r
.

Le fluide étant réel en chaque point M où il est en contact avec un solide :

~V (M)Solide = ~V (M)Fluide

En tout point de C1, on a donc : ~V (M)Fluide = R1Ω1 ~eθ.
En tout point de C1, la vitesse du fluide n’a donc pas de composante radiale, d’où :

C = 0 ⇒ Vr = 0

2. L’énoncé propose une solution du type Vθ(r) = rn. L’équation du mouvement
donne :

µ
1

2

(−−→
gradV 2 +

−→
rot ~V ∧ ~V

)

= η~∆~V −−−→
gradP

Étant donné que : ~V = V (r)~eθ, les expressions des opérateurs nous permettent
d’écrire :

−→
rot ~V =

1

r

∂

∂r
(rVθ) ~ez et

−→
rot ~V ∧ ~V = −1

r
Vθ

∂

∂r
(rVθ) ~er

De même

~∆~V =
1

r

∂

∂r

(

r
∂Vθ
∂r

)

~eθ −
Vθ
r2
~eθ

En projection sur ~eθ, nous obtenons :

∂2Vθ
∂r2

+
1

r

∂Vθ
∂r

− Vθ
r2

= 0

Injectons dans cette dernière équation la solution proposée, nous avons :






∂Vθ
∂r

= nrn−1

∂2Vθ
∂r2

= n(n− 1)rn−2

On en déduit l’équation : n(n − 1)rn−2 + nrn−2 − rn−2 = 0, ce qui revient à
résoudre :

(n− 1)(n+ 1)rn−2 = 0

Cette dernière équation a pour solutions n = 1 et n = −1.

Nous aurons donc comme solution générale : Vθ(r) = Ar +
B

r
.

Pour exprimer A et B, utilisons les conditions aux limites : Vθ(R1) = Ω1R1 et
Vθ(R2) = Ω2R2.

On en déduit :

Vθ(r) =

(
Ω2R

2
2 − Ω1R

2
1

R2
2 −R2

1

)

r +

(
(Ω1 − Ω2)R

2
2R

2
1

R2
2 −R2

1

)
1

r
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3. Dans le cas où Ω1 = Ω2 = Ω, on a Vθ(r) = Ωr : les deux cylindres tournent à la
même vitesse et le fluide est entraîné en bloc.

• 28 Esim

1. Notons VA, VC et VD, la vitesse du fluide aux points A,C et D. Appliquons le
théorème de Bernoulli entre les points A et C, puis entre C et D :

• PA+µgz1+
1

2
µV 2

A = PC +
1

2
µV 2

C . Comme PA = PC = P0 et VA ≃ 0, nous

avons : VC =
√
2gz1.

• PD+µgzC+
1

2
µV 2

D = PC+
1

2
µV 2

C , avec PD = PC = P0 et VD = 0 (régime

permanent), nous avons : VC =
√
2gzC

Il s’ensuit que : zC = z1 ⇒ h0 = 0

2. (a) Utilisons le fait que le fluide est incompressible c’est-à-dire que le dédit est le
même dans la galerie et dans la cheminée, V étant la vitesse dans la galerie :

V s = S
dh

dt

Remarque – Si h augmente nous avons bien V > 0.

(b) Pour un fluide parfait l’équation d’Euler est donnée par :

µ
D~V
Dt

= µ~g −−−→
gradP

L’énoncé nous propose d’intégrer cette relation le long d’une ligne de courant
A,B,C,D :
∫ D

A

µ
D~V
Dt

· ~dℓ = −
∫ D

A

−−→
gradP · ~dℓ+

∫ D

A

µ~g · ~dℓ.

Avec :
∫ D

A

D~V
Dt

· ~dℓ ≃
∫ C

B

D~V
Dt

· ~dℓ, d’après l’hypothèse de l’énoncé.

Nous avons : −
∫ D

A

−−→
gradP · ~dℓ = −

∫ D

A

dP = PA − PD = 0 . Et :
∫ D

A

µ~g · ~dℓ = −µgh .

Notons qu’entre B et C, la vitesse est indépendante de x, ce qui implique
~V = V (t)~ex, donc :

D~V
Dt

=
∂~V

∂t
+
(

~V · −−→grad
)

~V
︸ ︷︷ ︸

~0

=
∂~V

∂t

D’après l’égalité V =
S

s

dh

dt
, nous déduisons que

∂~V

∂t
=
S

s

d2h

dt2
~ex, il s’en-

suit :
∫ C

B

D~V
Dt

· ~dℓ = LS

s

d2h

dt2

L’équation différentielle vérifiée par h est donc :
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d2h

dt2
+
( gs

LS

)

h = 0

(c) La solution de cette équation est h(t) = A cos(ωt)+B sin(ωt), avec ω2 =
gs

LS
.

Les conditions initiales sont h(0) = 0 et ḣ(0) =
s

S
V (0), où V (0) =

d

s
, d’où :

h =
d

Sω
sin(ωt)

On en déduit :

hM =
d

Sω

3. (a) Il faut résoudre l’équation : h1 sin(ωt) = hM , on obtient :

t1 =
1

ω
arcsin

(
h1
hM

)

(b) Quand l’eau déborde de la cheminée la hauteur h est bloquée à h1, l’équation
différentielle vérifiée par h, devient :

d2h

dt2
+
( gs

LS

)

h1 = 0 ⇒ d2h

dt2
= −

( gs

LS

)

h1

V =
S

s

dh

dt
⇒ V̇ = −gh1

L
.

(c) Il s’ensuit que si l’on note t le temps au bout duquel la hauteur est h1 et V1 la
vitesse du fluide correspondante :

V = V1 −
gh1
L

t

V1 est donc donnée par :

V1 =
S

s

(
dh

dt

)

(t1) =
d

s
cos(ωt1)

Le temps t2 correspond au moment où la vitesse s’annule :

t2 =
V1L

gh1

(d) Le volume déversé pendant dt est donné par δV = d· dt = s

(

V1 −
gh1t

L

)

dt,

d’où :

V =

∫ t2

0

(

V1 −
gh1
L
t

)

sdt

V = V1st2 −
gh1s

2L
t22

4. (a) Le mouvement de l’eau dans la cheminée va être oscillatoire amorti à cause de
la viscosité de l’eau dont on n’a pas tenu compte pour les calculs.
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(b) La fermeture de la vanne va engendrer une surpression importante de la part
du fluide. Pour eviter cela, on place une cheminée qui permet, au moment de
l’arrêt, de détourner le sens d’écoulement du fluide.

• 29 Concours Mines-Ponts

1. Appliquons le théorème de la quantité de mouvement au tube de courant, le régime

étant permanent :
∂

∂t

(

µ~V
)

= ~0. Nous avons alors :

∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S = ~FV

D’où : ~FV = µ
(

VsSs~Vs − VeSe~Ve

)

= µD
(

~Vs − ~Ve

)

, avec D = VeSe = VsSs.

De plus : ~FV = ~R+ ~f , où ~f représente les efforts extérieurs de pression sur le tube
de courant et ~R, la résultante des efforts qu’exerce l’éolienne sur le fluide.
En tout point extérieur du tube de courant P = P0, ainsi qu’au niveau de Se et Ss.

Il s’ensuit que ~f = −
∫∫

©
S

P0 d~S = ~0.

Donc la résultante est donnée par :

~R = µD
(

~Vs − ~Ve

)

2. Nous pouvons appliquer le théorème de la quantité de mouvement au volume élé-
mentaire de section S qui contient l’éolienne :

µD
(

~Vap − ~Vav

)

= ~R+ ~f ′

On note ~Vap et ~Vav les vitesses du fluide au voisinage à droite et à gauche de l’hélice.
Les sections avant Sav et après Sap, sont quasi-égales à la surafce S, la conservation
du débit implique donc : ~Vap ≃ ~Vav .

Vav

SLat

{SLat

Vap

PapPav

~f ′ représente les efforts de pression qui agissent sur ce volume élémentaire :

~f ′ = S (Pav − Pap) ~ex + ~f ′Lat

Etant donné que la surface lattérale de ce volume est infiniment petite ~f ′Lat ≃ ~0.

Nous avons donc : ~R = µD
(

~Vap − ~Vav

)

− S (Pav − Pap) ~ex .

En projection sur ~ex, nous obtenons :
R = S (Pap − Pav), il faut donc exprimer : (Pap − Pav). Appliquons le théorème
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de Bernoulli sur une ligne de courant avant l’hélice :

P0 +
µV 2

e

2
= Pav +

µV 2
av

2

Pav et Vav sont la pression et la vitesse du fluide au voisinage à gauche de l’hélice.
Tenons le même raisonement sur une ligne de courant à droite de l’éolienne : on
définiera Pap comme la pression au voisinage à droite de l’éolienne :

P0 +
µV 2

s

2
= Pap +

µV 2
ap

2

La conservation du débit au niveau de l’éolienne implique : Vav = Vap , d’où on
déduit l’égalité :

Pap − Pav =
µ

2

(
V 2
s − V 2

e

)

D’où :

R =
µS

2

(
V 2
s − V 2

e

)

3. En identifiant les deux expresions de R, on obtient :

V0 =
Ve + Vs

2

4. Appliquons au système le théorème de l’énergie cinétique
dEC
dt

= P . En régime
permanent :

dEC
dt

=

∫∫

©
S

µ
V 2

2
~V · d~S

ce qui donne :

P =
µ

2

(
V 2
s VsSs − V 2

e VeSe
)
=
µD

2

(
V 2
s − V 2

e

)
.

D’où :

P =
µSV0
2

(
V 2
s − V 2

e

)

5. La puissance reçue par l’éolienne est donc égale à l’opposé de la quantité précé-

dente : P ′ =
µSV0
2

(
V 2
e − V 2

s

)
.

Nous pouvons écrire, puisque : V0 =
Ve + Vs

2
, que : P = 2µSV 2

0 (Ve − V0) ; la

puissance sera maximale si :

dP

dV0
= 0 ⇒ Ve =

3V0
2

et Vs =
V0
2
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• 30 Lycée Janson de Sailly, Paris

r

R

P0
v0

C

O

z(t)

g

P0

R
R-z

A

1. La conservation du débit impose v(z)S(z) = v0s, v(z) étant la vitesse de la surface
libre S(z).

S(z) = πr2 et v(z) = −ż ⇒ v0 = −1

s
πr2ż

2. Le long d’une ligne de courant entre un point A de la surface libre S(z) et O, nous
avons d’après la relation de Bernoulli :

p(z) + ρ
v2

2
+ ρgz = P0 + ρ

v20
2

On a de plus : S(z) ≫ s ce qui implique d’après la conservation du débit que
v20 ≫ v2(z), de plus p(z) = P0 ⇒ v0 =

√
2gz

Remarquons aussi que r2 = R2 − (R− z)
2 ⇒ r2 = z (2R− z) :

v0 = −1

s
πr2ż ⇒ √

2gz = −π
s
(2R− z) zż

On en déduit la relation proposée par l’énoncé :
√
zż (2R− z) = − s

π

√
2g

3. Intégrons la relation obtenue par rapport au temps :
∫ z

R

√
zż (2R− z) dz = −

∫ t

0

s

π

√

2g

[
4R

3
z3/2 − 2

5
z5/2]zR = − s

π

√
2gt, on déduit alors :

t =
π

s
√
2g

(
14

15
R5/2 +

2

5
z5/2 − 4R

3
z3/2

)

Le réservoir sera vide lorsque z = 0, c’est à dire pour t =
π

s
√
2g

14

15
R5/2
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• 31 Concours Commun Polytechnique

ex

ey

O

N0NN

α

V1VV

V2VV

1

hh

N1NN

N2NN

n

V0VV

1. Le fluide étant incompressible, à travers toute surface S fermée :
∫∫

©
S

~V d~S = 0.

Considérons la surface qui délimite les trois filets, en tout point ailleurs que h0, h1
et h2, ~V · d~S = 0.
il s’ensuit :

∫∫

©
S

~V d~S =

∫∫

h0

~V0 d~S +

∫∫

h1

~V1 d~S +

∫∫

h2

~V2 d~S = 0

Ce qui donne une première relation :

−V0h0 + V1h1 + V2h2 = 0

Le fluide étant incompressible et l’écoulement irrotationnel et permanent, la rela-
tion de Bernoulli est vérifiée :

P + µ
V 2

2
= cte

Nous pouvons appliquer cette dernière relation sur deux lignes de courant, situées
chacune dans un filet différent :

P0 +
µV 2

0

2
= P0 +

µV 2
1

2
= P0 +

µV 2
2

2

Étant donné que l’on néglige les effets de la pesanteur, la pression dans toute section
perpendiculaire à l’écoulement est constante et égale à P0. Nous en déduisons :
V0 = V1 = V2, ce qui implique :

h0 = h1 + h2

2. Appliquons à l’ensemble des trois filets le théorème de la quantité de mouvement :

∫∫∫

V

∂ρ~V

∂t
dτ +

∫∫

©
S

(ρ~V ) ~V · d~S = ~FV

~FV étant la résultante des efforts sur ce volume. D’après le principe des actions
réciproques si on note ~R la résultante des efforts du fluide sur la plaque, on
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a : ~R = −~FV . L’écoulement étant permanent cette équation se simplifie en :∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S = ~FV .
∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S =

∫∫

h0

(µ~V ) ~V · d~S +

∫∫

h1

(µ~V ) ~V · d~S +

∫∫

h2

(µ~V ) ~V · d~S.
∫∫

©
S

(µ~V ) ~V · d~S = µV 2
0

(

h1 ~N1 + h2 ~N2 + h0 ~N0

)

.

D’où :
~R = −µV 2

0

(

h1 ~N1 + h2 ~N2 + h0 ~N0

)

Le fluide est parfait, donc la composante de ~R parallèle à la plaque est nulle. Cette
condition implique : ~R · ~N2 = 0.
~R · ~N2 = µV 2 (h0 sinα− h1 + h2), h0, h1 et h2 sont reliés par :

h0 sinα = h1 − h2

D’où h1 =
h0
2

(1 + sinα) et h2 =
h0
2

(1− sinα).

3. La composante de la force qu’exerce le fluide sur la plaque est donc perpendiculaire
à cette dernière, soit ~n = cosα~ex + sinα~ey, le vecteur normal à la plaque :

~R =
(

~R · ~n
)

~n

La force exercée par le fluide sur la plaque est donc donnée par :

~R = µV 2
0 h0 cosα~n

• 32 Lycée Hoche, Versailles

1. Le fluide est parfait et incompressible, de plus l’écoulement est potentiel et perma-

nent. Nous pouvons utiliser le théorème de Bernoulli : P +
µV 2

2
= cte.

La pesanteur n’apparaît pas puisqu’elle peut-être négligée.
En tout point de la sphère la vitesse du fluide s’écrit :

~V (r = R) = −3

2
V0 sin θ ~eθ

On remarque que le fluide se comporte bien comme un fluide parfait : il glisse sur
les obstacles. Appliquons le théorème de Bernoulli entre un point à l’infini et un
point sur la sphère :

P (∞) +
µV 2(∞)

2
= P (R, θ, ϕ) +

(
9µV 2

0

8

)

sin2 θ

Avec P (∞) = P0 et V (∞) = V0, nous en déduisons :

P (R, θ, ϕ) = P0 +
µV 2

0

2

(

1− 9

4
sin2 θ

)
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2. Chaque élément de surface de la sphère est soumis de la part du fluide à
d~F = −P d~S.
Étant donné le profil de l’écoulement, la résultante des efforts de pression sera
selon ~ez , ce qui donne :

~F =

∫∫

©
Sphère

d~F =

(∫∫

©
Sphère

d~F · ~ez
)

~ez .

~F · ~ez = −
∫∫

©
Sphère

P cos θ dS.

~F · ~ez = −µV
2
0

2

∫∫

©
Sphère

(

1− 9

4
sin2 θ

)

cos θ dS −
∫∫

©
Sphère

P0 cos θ dS.

dS = R2 sin θ dθ dϕ, on obtient, après intégration sur la variable ϕ :

Fz = −µπR2V 2
0

∫ π

0

(

1− 9

4
sin2 θ

)

cos θ sin θ dθ − 2πR2

∫ π

0

P0 cos θ sin θ dθ

Nous avons donc :

~F = ~0

Dans le cas où le fluide est parfait il n’exerce aucune force sur la sphère : il glisse
sans intéraction sur cette dernière.

3. L’écoulement est désormais considéré comme visqueux. On constate qu’en tout
point de la sphère, la vitesse du fluide est nulle ; contrairement au fluide parfait qui
glissait sur les obstacles, le fluide réel s’accroche sur ces derniers.
Dans les deux cas lorsqu’on se place très loin du fluide :

lim
r→∞

~V = V0 ~ex

4. Le fluide est visqueux et l’écoulement étant potentiel et permanent, l’équation du
mouvement pour une particule de fluide est donnée par :

µ

2

−−→
gradV 2 = −−−→

gradP + η~∆~V

En négligeant le terme
µ

2

−−→
gradV 2 par rapport à η~∆~V , puisque le nombre de Rey-

nolds est très faible, on a l’équation :
−−→
gradP = η~∆~V

Avec ~∆~V =
−−→
grad

(

div ~V
)

−−→
rot

(−→
rot ~V

)

= −−→
rot

(−→
rot ~V

)

, puisque le fluide est

incompressible.
Pour exprimer la pression il faut résoudre :

−−→
gradP = −η−→rot

(−→
rot ~V

)

Nous obtenons après calcul :

−→
rot ~V = −V0 sin θ

(
3R

2r2

)

~eϕ

et :
−→
rot

(−→
rot ~V

)

= −3RV0
2r3

(2 cos θ ~er + sin θ ~eθ)
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Il s’ensuit :
−−→
gradP =

3ηRV0
2r3

(2 cos θ ~er + sin θ ~eθ).







∂P

∂ϕ
= 0 ⇒ P ne dépend pas de ϕ

∂P

∂r
=

3ηRV0
r3

cos θ ⇒ P = −3ηRV0
2r2

cos θ + f(θ)

1

r

∂P

∂θ
=

3ηRV0
2r3

sin θ =
3ηRV0
2r3

sin θ +
df

dθ
⇒ df

dθ
= 0 ce qui implique f(θ) = cte = C.

La pression s’exprime donc :

P (R, θ) = C − 3ηV0
2R

cos θ

Puisque lim
r→∞

P (r) = P0 = C, alors C = P0, ce qui donne, pour la pression :

P (R, θ) = P0 −
3ηV0
2R

cos θ

5. Comme pour la question 2

~F = −
∫∫

©
Sphère

P d~S = −P0

∫∫

©
Sphère

d~S +
3ηV0
2R

∫∫

©
Sphère

cos θ d~S

Le premier terme est nul, et la force totale étant portée par ~ez , il reste :

~F =
3ηV0
2R

2πR2

∫ π

0

cos2 θ sin θ dθ ~ez

~F = 2ηπRV0 ~ez

• 33 École de l’air

1. (a) Le nombre de Reynolds fait intervenir une dimension caractéristique de l’écou-
lement pour laquelle la vitesse de ce dernier doit varier de manière conséquente.
Il s’agit ici de R. L’énoncé précise d’ailleurs, un peu plus loin, que la vitesse
est indépendante de x.

(b) Notons M la dimension d’une masse, T , la dimension d’un temps et L la di-
mension d’une longueur. Le nombre de Reynolds a donc pour dimension :
Mγ+1Lα+β−γ−3T−β−γ . Pour que le nombre de Reynolds soit sans dimension,
il faut donc que γ + 1 = α+ β − γ − 3 = −β − γ = 0 ⇒ α = β = −γ = 1.
Le nombre de Reynolds s’exprime donc comme :

Re =
µV ℓ

η

2. (a) La pesanteur intervient perpendiculairement à la direction de l’écoulement. Elle
a pour conséquence des variations de pression perpendiculairement au tuyau.
Donc, selon l’axe Oz, il y a compensation entre ce gradient de pression et l’ac-
tion de la pesanteur.
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(b) Considérons un volume élémentaire de fluide dτ = r dr dθ dx.
Les efforts de pression sont donnés par :

δ ~fP = −−−→
gradP dτ

Les efforts de viscosité sont quant à eux donnés par :

δ ~f = η dθ dx

((

r
∂V

∂r

)

r+dr

−
(

r
∂V

∂r

)

r

)

~ex = η
∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

dr dxdθ~ex

En régime permanent, la somme de ces deux forces est nulle,
−−→
gradP n’a pas

de composante sur ~eθ et sur ~er, on en déduit que la pression est indépendante
de θ et de r.

(c) Nous avons donc l’égalité :

−−−→
gradP r dr dθ dx+ η

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

dr dxdθ~ex = ~0

Cette égalité projetée sur ~ex, donne :

r
∂P

∂x
= η

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

(d) Étant donné que
∂P

∂x
, ne dépend pas de x (V ne dépendant que de r), la pression

s’écrit P (x) = Ax+B, avec :







P (0) = P1 ⇒ B = P1

P (L) = P2 ⇒ η

r

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

= B =
P2 − P1

L

P (x) =
P2 − P1

L
x+ P1

(e) Nous en déduisons donc que :

P2 − P1

L
=

η

r

∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

⇒ ∂

∂r

(

r
∂V

∂r

)

=
r(P2 − P1)

ηL

⇒ ∂V

∂r
=
r(P2 − P1)

2ηL
+
C

r

L’intégration de la relation précédente permet d’obtenir :

V (r) =
r2(P2 − P1)

4ηL
+ C ln r +D

La vitesse ne pouvant être infinie sur l’axe, on en déduit C = 0.
Le fluide étant réel sa vitesse doit être nulle au niveau de la conduite :

V (R) = 0 ⇒ D = −R
2(P2 − P1)

4ηL
, donc :
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V (r) =
(P1 − P2)

4ηL

(
R2 − r2

)

La vitesse moyenne est donnée par : Vm =
1

πR2

∫∫

S=πR2

V dS.

Vm =
1

πR2

∫∫

S=πR2

(P1 − P2)

4ηL

(
R2 − r2

)
r dr dθ =

(P1 − P2)R
2

8ηL
.

Le débit volumique dans le cylindre est :

DV = πR2Vm =
(P1 − P2)πR

4

4ηL

(f) L’impédance se définit comme le rapport d’une cause sur une conséquence (ex-
citation sur réponse), l’exemple classique en électricité est celui de la résistance

d’un conducteur ohmique qui s’écrit R =
U

I
. La tension représente l’excita-

tion et le courant la réponse à l’excitation . La différence de pression justifie
l’écoulement du fluide. On peut définir :

K =
P1 − P2

DV
=

8ηL

πR4

(g) Le travail des forces de pression est donné, dans le cas général, par
δW = −P dτ . Il se décompose ici en deux termes, un pour l’entrée de la
conduite :

δWe =

∫ R

0

P1V (r)2πr dr dt

Et un pour la sortie :

δWs =

∫ R

0

−P2V (r)2πr dr dt

Le travail élémentaire total est donc : δW =

∫ R

0

(P1 − P2) 2πr drV (r) dt.

La puissance des efforts de pression est donc donnée par :

PP =
δW

dt
=

∫ R

0

(P1 − P2) 2πrV (r) dr

PP =
(P1 − P2)

2
πR4

8ηL

En régime permanent, il y a compensation entre la puissance de efforts de
pression et ceux de viscosité : PV = −PP .

PV = − (P1 − P2)
2
πR4

8ηL
= − (P1 − P2)

2

K

3. (a) Si on peut négliger le débit d’eau, alors la pression suit approximativement les
lois de l’hydrostatique :
P1 = P0 + µeaugh = 3,5 · 105 Pa.
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(b) Le débit est donné par : DV =
P2 − P1

K
= 10−3 m3 · s−1, ce qui correspond à

un litre par seconde.
La vitesse maximale vaut Vmax = 20m · s−1

(c) La puissance dissipée par viscosité vaut :

PV = − (P1 − P2)
2

K
= −250W.

L’élévation de température est donnée, d’après les lois de la thermodynamique
par :
µeauDV ceauδT = −PV ⇒ δT = 0,06K, ce qui est faible.
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Électrocinétique - Électronique

2.1 Décomposition d’un signal en série de Fourier

2.1.1 Les signaux périodiques

Définition 1 Un signal s(t) est dit périodique s’il existe un nombre T tel que :

∀t ∈ R, s(t+ T ) = s(t)

Définition 2 On appelle période du signal s(t) la plus petite valeur T0 de T qui assure
l’égalité précédente.

Remarque – Un signal périodique, de période T0, vérifie :

s(t+ nT0) = s(t) ∀t ∈ R et ∀n ∈ Z

Définition 3 La pulsation d’un signal périodique, de période T0, est définie par :

ω =
2π

T0
(ω en Hz et T0 en s).

La valeur moyenne d’un signal périodique s(t), sur une période T0, se calcule par :

〈s〉 = 1

T0

∫ t+T0

t

s(t) dt =
1

T0

∫ T0

0

s(t) dt

tandis que sa valeur efficace vaut :

Seff =
√

〈s2〉

155
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2.1.2 Série de Fourier

Définition 4 À un signal périodique s(t), de période T0, on associe une série de
Fourier :

S(t) = a0 +

∞∑

n=1

an cos(nω0T ) +

∞∑

n=1

bn sin(nω0t) où ω0 =
2π

T0

dans laquelle les coefficients ai et bi se calculent à l’aide des intégrales :

a0 = 〈s〉 = 1

T0

∫ t+T0

t

s(t) dt

an6=0 =
2

T0

∫ t+T0

t

s(t)× cos(nω0t) dt

bn6=0 =
2

T0

∫ t+T0

t

s(t)× sin(nω0t) dt

Théorème de Fourier

En tout point où s(t) est continu : s(t) = S(t).
Si s(t) est discontinu en t = τ :

S(τ) =
1

2

[

lim
t→τ−

s(t) + lim
t→τ+

s(t)

]

Par exemple, on peut s’intéresser à la somme :

S(t) =
∞∑

p=0

1

(2p+ 1)2
cos [(2p+ 1)ωt] =

∞∑

p=0

fp(t)

f0(t)

t

f0(t)+f1(t)

t t

f0(t)+f1(t)+f2(t)

Ces représentations graphiques révèlent que la superposition des signaux f0(t), f1(t),...

permet de générer une fonction f(t) périodique, de période T0 =
2π

ω
, définie par :







f(t) =
π2

8

(

1− 4t

T0

)

pour t ∈
[

0,
T0

2

]

f(t) =
π2

8

(

1 +
4t

T0

)

pour t ∈
[

−T0
2
, 0

]
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0
t

f(t)

π
2/8

T0/2-T0/2

-π2/8

Définition 5 Dans la série de Fourier :

S(t) = a0 +
∞∑

n=1

an cos(nω0t) +
∞∑

n=1

bn sin(nω0t)

le terme d’ordre 1 : a1 cos(ω0t) + b1 sin(ω0t) est appelé terme fondamental, tandis
que les termes d’ordre n > 1 sont appelés harmoniques de rang n.

2.1.3 Propriétés
Si la fonction s(t) est paire :

∀n ∈ N
∗, bn = 0 car s(t) = s(−t)

alors que si s(t) est impaire :

∀n ∈ N, an = 0 car s(−t) = −s(t)

On pourra également utiliser la formule de Parceval en vue calculer la valeur efficace
Seff d’un signal s(t) périodique et continu :

Seff =
√

〈s2〉 avec
〈
s2
〉
=

1

T0

∫ t+T0

t

s2(t) dt = a20 +
1

2

∞∑

n=1

(
a2n + b2n

)

2.1.4 Décomposition des signaux usuels
• LA FONCTION CRÉNEAUX

Elle est définie par :






s(t) = a pour 0 6 t <
T0

2

s(t) = −a pour
T0

2
6 t < T0

Ce signal a pour série de Fourier (avec ω0 =
2π

T0
) :

S(t) =
4a

π

∞∑

n=0

1

2n+ 1
× sin [(2n+ 1)ω0t]

0
t

f(t)

T0/2

T0

-a

a
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• LA FONCTION DENTS DE SCIE

Défini par :






s(t) = a− 4a

T0
× t pour t ∈

[

0,
T0

2

]

s(t) = a+
4a

T0
× t pour t ∈

[

−T0
2
, 0

]

ce signal admet pour série de Fourier (avec ω0 =
2π

T0
) :

S(t) =
8a

π2

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
cos [(2n+ 1)ω0t]

0
t

s(t)

T0/2-T0/2

T0

-a

a

On considère le signal périodique, de période T0, défini par :






s(t) = a pour t ∈
[

0,
T0

4

[

∪
[
3T0

4
, T0

[

s(t) = −a pour t ∈
[
T0

4
,
3T0

4

[

0
t

s(t)

T0/4

T0

-a

a

3T0/4

1. (a) Déterminer la série de Fourier S(t) associée à ce signal.

(b) En déduire l’expression de la valeur efficace Seff de s(t).

On rappelle que : 8
∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
= π2 ;

(c) Comparer le résultat à celui que donnerait un calcul direct de
〈
s2
〉
.

2. On rappelle que le signal périodique défini par :






f(t) = a pour t ∈
[

0,
T0

2

[

f(t) = −a pour t ∈
[
T0

2
, T0

[
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est associé à la série de Fourier (où ω0 =
2π

T0
) :

F (t) =
4a

π

∞∑

n=0

sin [(2n+ 1)ω0t]

2n+ 1

Montrer que S

(

t− T0
4

)

= F (t) et conclure.

0
t

f(t)

T0/2

T0

-a

a

Réponse

1. (a) La fonction s(t) étant paire, il s’ensuit que bn = 0 ∀n ∈ N∗. D’autre part :

a0 =
1

T0

∫ T0

0
s(t)dt =

1

T0

{∫ T0/4

0
adt+

∫ 3T0/4

T0/4
−adt+

∫ T0

3T0/4
adt

}

=
a

T0

{
T0

4
−
(
3T0

4
− T0

4

)

+

(

T0 − 3T0

4

)}

= 0

et, pour n 6= 0, en posant ω0 =
2π

T0
:

an =
2

T0

∫ T0

0
s(t) cos(nω0t)dt

=
2

T0

{∫ T0/4

0
a cos(nω0t)dt+

∫ 3T0/4

T0/4
−a cos(nω0t)dt+

∫ T0

3T0/4
a cos(nω0t)dt

}

=
2a

nω0T0

{

[sin(nω0t)]
T0/4
0 − [sin(nω0t)]

3T0/4
T0/4

+ [sin(nω0t)]
T0
3T0/4

}

=
2a

2nπ

{

sin
(

n
π

2

)

−
[

sin

(

n× 3π

2

)

− sin
(

n
π

2

)]

− sin

(

n× 3π

2

)}

=
2a

nπ
×
{

sin
(

n
π

2

)

− sin

(

n× 3π

2

)}

Il convient ici de distinguer deux cas :

• Si n ∈ N∗ est pair, il existe un nombre p ∈ N∗ tel que n = 2p. Aussi :

sin
(

n
π

2

)

= sin(pπ) = 0 et sin

(

n× 3π

2

)

= sin(3pπ) = 0

de sorte que a2p = 0.

• Si n ∈ N∗ est impair, il existe un nombre p ∈ N tel que n = 2p+ 1. Ce faisant :

sin
(

n
π

2

)

= sin
[

(2p+ 1)
π

2

]

= (−1)p

et :

sin

(

n× 3π

2

)

= sin

[

(2p+ 1)× 3π

2

]

= sin
[

(2p+ 1)
π

2
+ (2p+ 1)π

]

= − sin
[

(2p+ 1)
π

2

]

= −(−1)p

C’est pourquoi :

a2p+1 =
2a

(2p+ 1)π
[(−1)p + (−1)p] =

4a

(2p+ 1)π
× (−1)p
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Par conséquent, le signal s(t) admet pour série de Fourier :

S(t) =
4a

π

∞∑

p=0

(−1)p

2p+ 1
cos [(2p+ 1)ω0t]

(b) La formule de Parceval donne immédiatement :

〈
s2
〉
= a20 +

1

2

∞∑

n=1

(
a2n + b2n

)

où a0 = 0, bn = 0, a2p = 0 et a2p+1 =
4a

(2p+ 1)π
× (−1)p conduisent à :

〈
s2
〉
=

1

2
× 16a2

π2

∞∑

p=0

(−1)2p

(2p+ 1)2
=

8a2

π2

∞∑

p=0

1

(2p+ 1)2

c’est-à-dire, en tenant compte de l’identité : 8
∞∑

p=0

1

(2p+ 1)2
= π2 :

〈
s2
〉
= a2 ⇒ Seff =

√

〈s2〉 = a

(c) Un calcul direct de Seff requiert l’évaluation de la valeur moyenne :

〈
s2
〉

=
1

T0

∫ T0

0
s2(t)dt où s2(t) = a2

= a2 ⇒ Seff =
√

〈s2〉 = a

2. L’expression de S(t) :

S(t) =
4a

π

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
cos [(2n+ 1)ω0t]

conduit à :

S

(

t− T0

4

)

=
4a

π

∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
cos
[

(2n+ 1)
(

ω0t−
π

2

)]

où :
cos
[

x− (2n+ 1)
π

2

]

= (−1)n sin(x)

fournit :

S

(

t− T0

4

)

=
4a

π

∞∑

n=0

sin [(2n+ 1)ω0t]

2n+ 1
= F (t)

ce qui montre que la courbe représentative de F (t) est obtenue par une translation de +
T0

4
de celle de

la fonction S(t).

2.1.5 Spectre en fréquence d’un signal
Lorsque le signal périodique s(t) est continu, le théorème de Fourier stipule que :

s(t) =
a0
2

+

∞∑

n=1

[an cos(nωt) + bn sin(nωt)]

où :

an cos(nωt) + bn sin(nωt)

=
√

a2n + b2n

[

an
√

a2n + b2n
cos(nωt) +

bn
√

a2n + b2n
sin(nωt)

]

c’est-à-dire, en posant :
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cn =
√

a2n + b2n cosφn =
an
cn

sinφn =
bn
cn

on obtient :

an cos(nωt) + bn sin(nωt) = cn [cosφn cos(ωt) + sinφn sin(nωt)]

= cn cos(nωt− φn)

d’où il s’ensuit que :

s(t) =
a0
2

+

∞∑

n=1

cn cos(nωt− φn)

Définition 6 On appelle spectre en fréquence du signal s(t) le diagramme en bâtons
figurant cn pour chaque valeur de n.

Remarque – Pour un signal physiquement réalisable :

∃k ∈ N
∗/cn = 0 ∀n > k

ce qui rend compte de l’impossibilité matérielle de générer des signaux de fréquence
aussi grande que souhaitée.

Le signal périodique défini par :






s(t) = a pour 0 6 t <
T0

2

s(t) = −a pour
T0

2
6 t < T0

admet pour série de Fourier :

S(t) =
4a

π

∞∑

n=0

1

2n+ 1
sin [(2n+ 1)ω0t] avec ω0 =

2π

T0

Tracer le spectre en fréquence de ce signal.

Deux signaux sinusoïdaux : s1(t) = A1 cos(2ω0t) et s2(t) = A2 cos(ω0t) sont en-
voyés à l’entrée d’un multiplieur qui fournit une sortie : s(t) = α s1(t)× s2(t), où α
est une constante positive.
Tracer le spectre en fréquence de s(t), en limitant les calculs.

Réponse

1. Le signal s(t) a pour série de Fourier :

S(t) = a0 +

∞∑

n=0

an cos(nω0t) +

∞∑

n=0

b2n sin(2nω0t) +

∞∑

n=0

b2n+1 sin [(2n+ 1)ω0t]

où :

a0 = 0 an = 0 b2n = 0 b2n+1 =
4a

π
× 1

2n+ 1
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Aussi, en définissant les coefficients cn par
√
a2n + b2n, on obtient :

c2n =
√

a22n + b22n = 0 et c2n+1 =
4a

π
× 1

2n+ 1

Pour obtenir le spectre en fréquence de ce signal, il suffit de tracer la fonction f(x) =
4a

πx
et de repré-

senter les « bâtons » correspondant à :

c0 = 0 c1 = f(1) c2 = 0 c3 = f(3) · · ·

4

f(x)

4a/π

30 2 651 7
x

2. Le multiplieur produit le signal :

s(t) = α s1(t)× s2(t) = αA1A2 × cos(2ω0t) cos(ω0t)

Afin d’éviter le laborieux calcul des coefficients an et bn de la série de Fourier, on peut simplement
remarquer que :

cos(2ω0t) cos(ω0t) =
1

2
[cos(2ω0t− ω0t) + cos(2ω0t+ ω0t)]

c’est-à-dire :

s(t) =
αA1A2

2
cos(ω0t) +

αA1A2

2
cos(3ω0t)

Aussi, la série de Fourier associée :

s(t) = a0 +
∞∑

n=1

an cos(nω0t) +
∞∑

n=1

bn sin(nω0t)

admet pour coefficients :

a0 = 0 a1 =
αA1A2

2
a2 = 0 a3 =

αA1A2

2
an>4 = 0 bn = 0

auquel cas, les coefficients cn =
√
a2n + b2n valent :

c0 = 0 c1 =
αA1A2

2
c2 = 0 c3 =

αA1A2

2
cn>4 = 0

430 2 51
n

αA1A2/2

cn

2.2 Systèmes électroniques linéaires
2.2.1 Quadripôles linéaires
Un quadripôle est un système à deux bornes d’entrée et à deux bornes de sortie, carac-
térisé par :



Électrocinétique - Électronique 163

• sa tension d’entrée e(t) ;

• sa tension de sortie s(t) ;

• son courant d’entrée ie(t) ;

• son courant de sortie is(t).

ie(t)

Qe(t)

is(t)

s(t)

Définition 7 La sortie du quadripôle est dite ouverte si is(t) = 0, ce qui signifie aussi
que la charge en sortie est infinie.

Soient e1(t) et e2(t) deux signaux d’entrée qui induisent les tensions respectives
s1(t) et s2(t) en sortie de Q. Le quadripôle est dit linéaire si, à une entrée :
e(t) = λ e1(t) + β e2(t), (λ, β) ∈ R

2, est associée une tension de sortie :

s(t) = λ s1(t) + β s2(t), (λ, β) ∈ R
2

Pour assurer la linéarité du quadripôle, les signaux e(t) et s(t) doient être liés par une
équation différentielle linéaire :

a0 e+ a1
de

dt
+ · · ·+ an

dne

dtn
= b0 s+ b1

ds

dt
+ · · ·+ bm

dms

dtm
(1)

dont l’ordre sup {m,n} est aussi celui du quadripôle. Ce cours sera limité aux quadri-
pôles d’ordre 1 et d’ordre 2.
Lorsque le signal e(t) est sinusoïdal : e(t) = E cos(ωt), celui de sortie du quadripôle
est la superposition d’un signal sinusoïdal : s1(t) = S cos(ωt+ φ) et d’une solution
s2(t) de l’équation différentielle (1) dans laquelle a0 = a1 = · · · = an = 0 :

s(t) = S cos(ωt+ φ) + s2(t)

Cette dernière, caractéristique des régimes transitoires, tend rapidement vers zéro ; le
régime sinusoïdal permanent est établi, pour lequel on retiendra que :

e(t) = E cos(ωt) ⇒ s(t) = S cos(ωt+ φ)

On remarquera que ces deux signaux présentent la même pulsation ω.

2.2.2 Fonction de transfert et diagramme de Bode
Aux signaux sinusoïdaux e(t) et s(t) on associe les images complexes :

e = E ejωt et s = S ej(ωt+φ)

telles que :

e(t) = Re {e} et s(t) = Re {s}

Remarque – En notation complexe, on peut s’assurer que :

dke

dtk
= (jω)k e et

dks

dtk
= (jω)k s

de sorte que l’équation (1), limitée à l’ordre 2, devient en notation complexe :

a0 e+ a1 × jωe+ a2 × (jω)2e = b0 s+ b1 × jωs+ b2 × (jω)2s (2)
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Définition 8 On appelle fonction de transfert H(jω) le rapport :

H(jω) =
s

e

En notation polaire : H(jω) = H(ω) ejφ permet de poser :

S

E
= H(ω) = |H| et φ = arg {H}

La relation (2) montre que H(jω) peut se présenter sous forme d’un rapport de deux
polynômes de jω :

H(jω) =
a0 + a1 × jω + a2 × (jω)2

b0 + b1 × jω + b2 × (jω)2

Pour calculer la fonction de transfert d’un montage, on aura sou-
vent recours à la loi du pont diviseur de tension :

H(jω) =
s

e
=

Z2

Z1 + Z2

Z1

se Z2

Le conseil méthodologique précédent ne prévaut que si, entre Z1 et Z2, aucun
courant ne s’échappe.
Dans le cas contraire, on aura intérêt à regrouper Z2

et Z3 en une impédance équivalente :

Ze =
Z2 × Z3

Z2 + Z3

⇒ H(jω) =
Ze

Z1 + Ze

Z1

se Z2 Z3

i

Définition 9 On appelle gain en décibels la grandeur :

GdB = 20× log |H(jω)|

La représentation (ou diagramme) de Bode consiste à représenter une grandeur carac-
téristique d’un montage en fonction de logω. On obtient ainsi :

• le diagramme de Bode en amplitude : GdB = f(logω) ;

• le diagramme de Bode en phase : φ = f(logω).

On obtient l’allure du diagramme de Bode en amplitude par le tracé de ses
asymptotes (pour ω tendant respectivement vers zéro ou vers l’infini) ; ce tracé
requiert la mise de GdB sous une forme linéaire de logω :

GdB ≃ α+ β × logω

lorsque ω tend vers zéro ou l’infini.
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On s’intéresse au quadripôle représenté ci-dessous :

1. Donner l’expression de la fonction de transfert H(jω) de ce circuit et la présenter
sous la forme :

H(jω) =
1

1− j
ω0

ω

où ω0 est une pulsation caractéristique que l’on exprimera en
fonction de R et L.

se

R

L

2. Représenter le diagramme de Bode en amplitude de ce montage.

Réponse

1. La loi du pont diviseur de tension donne immédiatement :

H(jω) =
s

e
=

Lωj

Lωj +R
=

1

1 +
R

Lωj

=
1

1− j
R

Lω

c’est-à-dire, en posant : ω0 =
R

L
:

H(jω) =
1

1− j
ω0

ω

2. Le module de la fonction de transfert :

H(ω) = |H(jω)| =
1

√
√
√
√1 +

(

ω0

ω

)2
=

[

1 +
(ω0

ω

)2
]−1/2

conduit à l’expression du gain en décibels :

GdB = 20 log [H(ω)] = −10 log

[

1 +
(ω0

ω

)2
]

Deux cas doivent alors mener à l’expression des asymptotes du diagramme de Bode :

• Lorsque ω ≪ ω0 :

ω0

ω
≫ 1 ⇒ 1 +

(ω0

ω

)2
≃
(ω0

ω

)2
⇒ GdB ≃ −20 logω0 + 20 logω

La représentation graphique de GdB en fonction de logω est alors une droite de pente positive
(+20 décibels par décade).

• lorsque ω ≫ ω0 :
ω0

ω
≪ 1 ⇒ 1 +

(ω0

ω

)

≃ 1 ⇒ GdB ≃ 0

La connaissance de ces asymptotes suggère l’allure du diagramme de Bode :

log ω

GdB

log ω0
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La représentation graphique du diagramme de Bode en phase s’obtient sou-

vant en calculant les limites de tanφ =
Im {H}
Re {H} ou de cosφ =

Re {H}
H(ω)

et

sinφ =
Im {H}
H(ω)

. Cependant, il arrive que les limites de tanφ, cosφ et sinφ

ne donnent pas une idée claire des variations de φ. Dans ce cas, l’étude des
limites peut porter sur :

tan
(π

2
− φ

)

=
1

tanφ

Définition 10 Si Hmax et G(max)
dB désignent respectivement les valeurs maximales de

H(ω) et de GdB(ω), on définit la (ou les) pulsation(s) de coupure ωc comme la (les)
solution(s) des deux équations suivantes, au demeurant équivalentes :

H(ωc) =
Hmax√

2
ou GdB(ωc) = G(max)

dB − 3 dB

Définition 11 La bande passante désigne l’intervalle I de pulsations (ou de fré-
quences) telles que :

∀ω ∈ I, H(ω) >
Hmax√

2

ou, ce qui est équivalent :

∀ω ∈ I, GdB > G(max)
dB − 3 dB

2.2.3 Signal d’entrée non sinusoïdal

Soit un signal e(t), non sinusoïdal, imposé à l’entrée d’un quadripôle linéaire dont la
fonction de transfert s’écrit :

H(jω) = H(ω) ejφ(ω)

e(t) admet pour décomposition de Fourier :

e(t) = a0 +

∞∑

n=1

an cos(nω0t) +

∞∑

n=1

bn sin(nω0t)

= a0 +

∞∑

n=1

Re
{
ejnω0t

}
+

∞∑

n=1

bn Re
{
−j ejnω0t

}

= Re

{

a0 +
∞∑

n=1

an e
jnω0t −

∞∑

n=1

jbn e
jnω0t

}
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On peut ainsi associer à e(t) une image complexe e telle que e(t) = Re {e}, avec :

e = a0 +
∞∑

n=1

(an − jbn) e
jnω0t

d’où ressort la série de Fourier en notation complexe :

e = a0 +

∞∑

n=1

cn e
jnω0t

dans laquelle :

cn = an − jbn =
2

T0

∫ t+T0

t

e(t) [cos(nω0t)− j sin(nω0t)] dt

⇒ cn =
2

T0

∫ t+T0

t

e(t)× e−jnω0t dt

Remarque – En présentant cn sous sa forme polaire :

cn = cn e
jϕn avec cn =

√

a2n + b2n et ϕn = arctan

(

− bn
an

)

l’image complexe e se présente également sous la forme :

e = a0 +

∞∑

n=1

cn e
j (nω0t+ϕn)

Étant donné que e se présente comme une superposition de signaux e0 = a0 et
en6=0 = cn e

j (nω0t+ϕn), la linéarité du quadripôle impose qu’à chacun de ces signaux
correspond un signal sn = H(jnω0) en, c’est-à-dire :

s0 = H(0)× a0 = H(0) ejφ(0) × a0

et :
sn>0 = H(jnω0) cn e

j (nω0t+ϕn) = H(nω0) cn e
j [nω0t+ϕn+φ(nω0)]

Ce faisant, le quadripôle fournit un signal s(t) d’image complexe :

s = s0 +

∞∑

n=1

sn ⇒ s = H(0) a0 e
jφ(0) +

∞∑

n=1

H(nω0) cn e
j (nω0t+ψn)

où ψn = ϕn + φ(nω0)

Enfin, la définition de s permet d’établir que :

s(t) = Re {s} = H(0) a0 cos [φ(0)] +

∞∑

n=1

H(nω0) cn cos(nω0t+ ψn)
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Un signal :

s(t) =
2E

π

2∑

p=0

1

2p+ 1
sin(ωpt) où ωp = (2p+ 1)ω0

est envoyé à l’entrée d’un quadripôle de fonction de transfert H(jω).

1. Lorsque H(jω) = ejωτ (τ est une constante), quelle opération effectue ce quadri-
pôle ?

2. Peut-on en dire autant lorsque H(jω) = ejθ (θ est une constante) ?

Réponse

1. En notation complexe, le signal s(t) admet comme image :

s =
2E

π

2∑

p=0

1

2p+ 1
ej (ωpt−π/2) avec Re {s} = s(t)

Chacune des composantes de cette série est soumise à l’action du quadripôle, ce qui se traduit par un
signal de sortie :

u =
2E

π

2∑

p=0

1

2p+ 1
H(jωp) e

j (ωpt−π/2) =
2E

π

2∑

p=0

1

2p+ 1
ej [ωp(t+τ)−π/2]

de partie réelle :

u(t) = Re {u} =
2E

π

2∑

p=0

1

2p+ 1
sin [ωp (t+ τ)]

soit encore :
u(t) = s(t+ τ)

Ce circuit réalise donc une translation du signal électrique dans le temps ;
il s’adit d’un filtre à retard.

0

s u

t t+τ

2. En revanche, lorsque la fonction de transfert vaut H = ejθ , le signal de sortie :

u =
2E

π

2∑

p=0

ejθ

2p+ 1
ej(ωpt−π/2) =

2E

π

2∑

p=0

1

2p+ 1
ej(ωpt+θ−pi/2)

admet pour partie réelle :

u(t) =
2E

π

2∑

p=0

sin(ωpt+ θ)

2p+ 1

Un tel circuit ne réalise donc pas un opértateur simple.

0

s

u

2.2.4 Filtres passifs

2.2.4.1 Filtre passe-haut d’ordre 1

Le montage représenté ci-dessous réalise un filtre passe-bas d’ordre 1, dont la fonction

de transfert s’écrit (en posant ω0 =
1

RC
) :
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H(jω) =
s

e
=

j
ω

ω0

1 + j
ω

ω0

=
1

1− j
ω0

ω

soit encore :

R

C

s e

H(jω) =
1

√

1 +

(
ω0

ω

)2
ejϕ où tanϕ =

ω0

ω

Le gain en décibels est alors défini par :

GdB = 20 log |H(jω)| = −10 log

[

1 +
(ω0

ω

)2
]

Le diagramme de Bode en amplitude s’obtient à l’aide de l’expression des asymptotes :
{
GdB(ω ≪ ω0) ≃ 20 logω − 20 logω0

GdB(ω ≫ ω0) ≃ 0

tandis que celui en déphasage s’obtient à l’aide des limites :







lim
ω≪ω0

[tanϕ] = ∞

lim
ω→ω0

[tanϕ] = 1

lim
ω≫ω0

[tanϕ] = 0

⇒







lim
ω≪ω0

ϕ =
π

2

lim
ω→ω0

ϕ =
π

4

lim
ω≫ω0

ϕ = 0

0 log ω

GdB

Bande passante

0
log ω

log ω0

ϕ

π/4

π/2
log ω0

La pulsation de coupure à 3 dB, ωc, solution de l’équation :

GdB(ωc) = G(max)
dB − 3 dB = 0− 10 log 2

= −10 log

[

1 +

(
ω0

ωc

)2
]

= −10 log 2

⇒ ωc = ω0

permet d’exprimer la bande passante :

∀ω ∈ [ω0,∞[ , GdB(ω) > G(max)
dB − 3 dB
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2.2.4.2 Filtre passe-haut d’ordre 2

Un tel montage peut être réalisé à l’aide du circuit représenté ci-contre, dont on s’assu-
rera aisément que la fonction de transfert s’écrit :

H(jω) = H0 ×

(

j
ω

ω0

)2

1− ω2

ω2
0

+
j

Q

ω

ω0

=
H0

1− ω2
0

ω2
− j

Q

ω0

ω

R
C

Le s

à condition de poser : H0 = 1, ω0 =
1√
LC

et Q =
Lω0

R
=

1

RCω0
.

Le module et l’argument de H(jω) valent respectivement :

H(ω) = H0 ×
[(

1− ω2
0

ω2

)2

+
ω2
0

Q2ω2

]−1/2

et φ = arctan







1

Q

(
ω

ω0
− ω0

ω

)







À condition que Q <
1√
2

, la fonction H(ω) est monotone croissante1. Son gain en

décibels :

GdB = 20 log [H(ω)] = 20 logH0 − 10 log

[(

1− ω2
0

ω2

)2

+
ω2
0

Q2ω2

]

admet pour asymptotes :
{
GdB ≃ 20 logH0 − 40 logω0 + 40 logω pour logω ≪ logω0

GdB ≃ 20 logH0 pour logω ≫ logω0
(3)

tandis que son argument vérifie :

tan
(π

2
− φ

)

=
1

tanφ
= Q

(
ω

ω0
− ω0

ω

)

de sorte que :






lim
ω≪ω0

[

tan
(π

2
− φ

)]

= −∞

lim
ω→ω0

[

tan
(π

2
− φ

)]

= 0

lim
ω≫ω0

[

tan
(π

2
− φ

)]

= +∞

⇒







lim
ω≪ω0

φ = π

lim
ω→ω0

φ =
π

2

lim
ω≫ω0

φ = 0

(4)

Les expressions limites (3) et (4) conduisent aux tracés des diagrammes de Bode
asymptotiques :

1Dans le cas contraire, H(ω) devient maximum pour ω = ω0

√

2Q2

2Q2 − 1
et le circuit devient résonant.
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log ω

GdB

0
log ω

log ω0

ϕ

π/2

π 

log ω0

20 log H0

Afin de soulager les calculs de la bande passante B, nous supposerons que Q≪ 1 et
nous poserons :

H(X) =
H0

√

(1−X)2 +
X

Q2

où X =
(ω0

ω

)2

Le diagramme de Bode révèle queH(X) a pour valeur maximaleHmax = H0, de sorte
que la pulsation de coupure est définie par :

ωc =
ω0√
Xc

avec H(Xc) =
Hmax√

2
⇒ GdB(Xc) = G(max)

dB − 3 dB

Cette définition conduit à l’équation du second degré :

Q2X2
c +Xc

(
1− 2Q2

)
−Q2 = 0

dont la seule solution positive est :

Xc =
2Q2 − 1 +

√
∆

2Q2
avec ∆ = 1− 4Q2 + 8Q4 ⇒ Xc ≃ 2Q2

tandis que la bande passante vaut :

B =

[

ωc =
ω0

Q
√
2
,∞
[

⇒ ∀ω ∈ B, GdB(ω) > G(max)
dB − 3 dB

On considère le quadripôle RLC représenté ci-dessous. Déterminer les ex-
pressions deH0, ω0 etQ permettant de présenter sa fonction de transfert sous la forme :

H(jω) = H0 ×

(

j
ω

ω0

)2

1− ω2

ω2
0

+
j

Q

ω

ω0

R
C

Le s

Réponse La loi du pont diviseur de tension fournit :

H(jω) =
s

e
=

Lωj

1

Cωj
+ Lωj +R

=
Lωj× Cωj

1 + Lωj× Cωj + jRCω
=

(

jω
√
LC
)2

1− LCω2 + jRCω
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On peut alors noter : ω0 =
1√
LC

et H0 = 1, afin de présenter H(jω) sous la forme :

H(jω) = H0 ×

(

j
ω

ω0

)2

1−
ω2

ω2
0

+ jRCω

Dans ce cas, il convient de remarquer que :

C =
1

Lω2
0

⇒ RCω =
Rω

Lω2
0

=
R

Lω0
× ω

ω0

C’est pourquoi, en introduisant le facteur de qualité :

Q =
Lω0

R

on obtient la fonction de transfert :

H(jω) = H0 ×

(

j
ω

ω0

)2

1−
ω2

ω2
0

+
j

Q

ω

ω0

2.2.4.3 Filtre passe-bas d’ordre 1

La fonction de transfert de ce type de filtre se présente typiquement sous la forme :

H(jω) =
H0

1 + j
ω

ω0

R

Cs e

Le circuit représenté ci-dessus est un exemple de filtre passe-bas, dans lequel

ω0 =
1

RC
et H0 = 1.

En présentant la fonction de transfert sous forme polaire :

H(jω) = H(ω) ejφ avec







H(ω) = H0

[

1 +

(
ω

ω0

)2
]−1/2

tanφ = − ω

ω0

on déduit le gain en décibels :

GdB = 20 log [H(ω)] = 20 logH0 − 10 log

[

1 +

(
ω

ω0

)2
]

dont les limites valent :






lim
ω≪ω0

GdB ≃ 20 logH0

lim
ω→ω0

GdB = 20 logH0 − 3 dB

lim
ω≫ω0

GdB = 20 logH0 + 20 logω0 − 20 logω
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De plus :






lim
ω≪ω0

[tanφ] = 0

lim
ω→ω0

[tanφ] = −1

lim
ω≫ω0

GdB = −∞

⇒







lim
ω≪ω0

φ = 0

lim
ω→ω0

φ = −π
4

lim
ω≫ω0

φ = −π
2

Ainsi se déduisent les diagrammes de Bode en amplitude et en phase :

log ω

GdB

0 log ω
log ω0

ϕ

log ω0

20 log H0

-π/4

-π/2

La pulsation de coupure, ωc, solution de l’équation :

GdB(ωc) = G(max)
dB − 3 dB ⇒ −10 log

[

1 +

(
ωc
ω0

)2
]

= −10 log 2

⇒ ωc = ω0

est à l’origine de l’expression de la bande passante :

∀ω ∈ ]0, ω0] , GdB(ω) > G(max)
dB − 3 dB

2.2.4.4 Filtre passe-bas d’ordre 2

La fonction de transfert présente la forme générale :

H(jω) =
H0

1− ω2

ω2
0

+
j

Q

ω

ω0

avec Q >
1√
2

R

C

L

e s

On s’assurera, par exemple, que le montage schématisé ci-dessus présente une telle
fonction de transfert, en posant :

H0 = 1 ω0 =
1√
LC

Q =
Lω0

R
=

1

RCω0
6

1√
2

Sous la forme polaire :

H(jω) = H(ω) ejϕ où







H(ω) = H0

[(

1− ω2

ω2
0

)2

+
ω2

Q2ω2
0

]−1/2

cosϕ = H0 ×
1− ω2/ω2

0

H(ω)

sinϕ = −H0

Q
× ω/ω0

H(ω)
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la fonction de transfert fournit le gain en décibels :

GdB = 20 [H(ω)] = 20 logH0 − 10 log

[(

1− ω2

ω2
0

)2

+
ω2

Q2ω2
0

]

qui est une fonction monotone décroissante2 tant que Q 6
1√
2

avec, pour limites :







lim
ω≪ω0

GdB = 20 logH0

lim
ω→ω0

GdB = 20 logH0 + 20 logQ

lim
ω≫ω0

GdB = 20 logH0 + 40 logω0 − 40 logω

En outre, les expressions de :

cosϕ =

1− ω2

ω2
0

√
(

1− ω2

ω2
0

)2

+
ω2

Q2ω2
0

et sinϕ = −

ω

Qω0
√
(

1− ω2

ω2
0

)2

+
ω2

Q2ω2
0

ont pour valeurs limites :






lim
ω≪ω0

[cosϕ] = 1

lim
ω≪ω0

[sinϕ] = 0







lim
ω→ω0

[cosϕ] = 0

lim
ω→ω0

[sinϕ] = −1







lim
ω≫ω0

[cosϕ] = −1

lim
ω≫ω0

[sinϕ] = 0

c’est-à-dire :

lim
ω≪ω0

ϕ = 0 lim
ω→ω0

ϕ = −π
2

lim
ω≫ω0

ϕ = −π

Les diagrammes de Bode de ce circuit se déduisent alors de ces résultats :

log ω

GdB

0 log ω
log ω0

ϕ

log ω0

20 log H0

-π/2

-π 

La résolution de l’équation :

GdB(ωc) = G(max)
dB − 3 dB = 20 logH0 − 10 log 2

2Dans le cas où Q >
1√
2

, GdB admet un maximum pour ω = ω0

√

1− 1

2Q2
, auquel cas le montage

correspond à celui d’un circuit résonant.
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donne la pulsation de coupure du filtre :

ωc = ω0

√

2Q2 − 1 +
√

1− 4Q2 + 8Q4

2Q2

et donc sa bande passante :

∀ω ∈ [ωc,∞[ , GdB(ω) > G(max)
dB − 3 dB

On s’intéresse au circuit représenté ci-contre.
À quelle condition sur R, L et C ce circuit réalise-t-il un
filtre passe-bas d’ordre 2 ?

R

C

L

e s

Réponse La fonction de transfert du circuit vaut :

H(jω) =

1

Cωj

1

Cωj
+ Lωj +R

=
1

1− LCω2 +RCωj

En posant :

ω0 =
1√
LC

x =
ω

ω0
Q =

1

RCω0
(5)

le module de H(jω) s’écrit :

H(x) =
1

√
√
√
√(1− x2)2 +

(

x

Q

)2
=

1
√
f(x)

où f(x) =
(
1− x2

)2
+
x2

Q2

Pour que le circuit réalise un filtre passe-bas, il est nécessaire queH(x) soit une fonction monotone décrois-

sante, c’est-à-dire que
df

dx
> 0 pour x ∈ ]0,∞[. Or, la dérivée :

df

dx
= −4x

(
1− x2

)
+

2x

Q2
= 4x

(

x2 − 1 +
1

2Q2

)

ne s’annule pour aucune valeur de R+∗ à condition que l’équation :

x2 = 1− 1

2Q2

n’admette aucune solution réelle, c’est-à-dire si :

1− 1

2Q2
< 0 ⇒ Q <

1√
2

ou encore, en tenant compte des expressions (5) :

1

RC

√
LC =

1

R

√
L

C
<

1√
2
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2.2.4.5 Filtre passe-bande

On vérifiera aisément que le montage représenté ci-dessous a pour fonction de trans-
fert :

H(jω) = H0 ×

j

Q

ω

ω0

1− ω2

ω2
0

+
j

Q

ω

ω0

R

C L

se

ou encore :

H(jω) =
H0

1 + jQ

(
ω

ω0
− ω0

ω

)

avec : H0 = 1, ω0 =
1√
LC

et Q =
Lω0

R
=

1

RCω0
.

Son gain en décibels :

GdB = 20 logH0 − 10 log

[

1 +Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2
]

admet pour valeurs limites :







lim
ω≪ω0

GdB ≃ 20 logH0 − 20 logQ− 20 logω0 + 20 logω

lim
ω→ω0

GdB = G(max)
dB = 20 logH0

lim
ω≫ω0

GdB = 20 logH0 − 20 logQ+ 20 logω0 − 20 logω

tandis que :

φ = arg {H(jω)} ⇒ tanφ = Q

(
ω0

ω
− ω

ω0

)

admet pour valeurs limites :







lim
ω≪ω0

[tanφ] = +∞ ⇒ lim
ω≪ω0

φ =
π

2

lim
ω→ω0

[tanφ] = 0 ⇒ lim
ω→ω0

φ = 0

lim
ω≫ω0

[tanφ] = −∞ ⇒ lim
ω≫ω0

φ = −π
2

C’est pourquoi les diagrammes de Bode asymptotiques de ce montage présentent les
allures suivantes :
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log ω

GdB

0
log ω

log ω0

ϕ

log ω0

GdB   -   20 log Q

-π/2

(max)

GdB
(max)

π/2

Les pulsations de coupure ω1 et ω2 > ω1 sont solutions de l’équation :

GdB(ω) = G(max)
dB − 3 dB

⇒ −10 log

[

1 +Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2
]

= −10 log 2

⇒ Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2

= 1

⇒







Q

(
ω

ω0

)2

− ω

ω0
−Q = 0

ou

Q

(
ω

ω0

)2

+
ω

ω0
−Q = 0

Ce deux équations du second degré n’admettent que deux solutions positives :

ω1 =
ω0

2Q

(√

1 + 4Q2 − 1
)

et ω2 =
ω0

2Q

(√

1 + 4Q2 + 1
)

La bande passante : B = [ω1, ω2] a donc pour largeur :

∆ω = ω2 − ω1 =
ω0

Q

ce qui montre l’influence du facteur de qualité sur l’acuité du filtre : sa séléctivité est
d’autant meilleure que Q est grand.

2.2.5 Réponse à un échelon de tension

2.2.5.1 Recherche d’une équation différentielle

Considérons un quadripôle, dont la fonction de trans-
fert se présente comme un rapport de polynômes en jω
(volontairement limités ici à l’ordre 2) :

s(t)Qe(t)

H(jω) =
a0 + a1 × jω + a2 × (jω)2

b0 + b1 × jω + b2 × (jω)2
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Aux signaux e(t) = E cos(ωt) et s(t) = S cos(ωt + ϕ) sont associées des images
complexes qui vérifient :

H(jω) =
s

e
=
a0 + a1 × jω + a2 × (jω)2

b0 + b1 × jω + b2 × (jω)2

⇒ b0 s+ b1 × jωs+ b2 × (jω)2s = a0 e+ a1 × jωe+ a2 × (jω)2e

où l’on remarque que :

(jω)ps =
dps

dtp
et (jω)ke =

dke

dtk

de sorte que :

b0 s+ b1
ds

dt
+ b2

d2s

dt2
= a0 e+ a1

de

dt
+ a2

d2e

dt2

La partie réelle de cette équation fournit alors l’équation différentielle qui lie e(t) et
s(t) :

b0 s+ b1
ds

dt
+ b2

d2s

dt2
= a0 e+ a1

de

dt
+ a2

d2e

dt2

2.2.5.2 Recherche des conditions initiales

Le quadripôle est supposé soumis à un échelon de tension d’amplitude E :
{
e(t) = 0 pour t < 0
e(t) = E pour t > 0

Le signal est alors assimilé à une tension sinusoïdale, au voisinage de t = 0, d’ampli-
tude E et de pulsation ω très grande (voire infinie) :

e(t)

0

E

t

e(t)

0

E

t

Echelon de tension Approximation sinusoïdale

Dans le cadre de cette approximation sinusoïdale, on peut alors poser :

lim
t→0

[s(t)] = lim
ω→∞

[H(jω)]× E

De même, la loi :
dps

dtp
= (jω)p s permet de retrouver rapidement les valeurs des

dérivées :

dps

dtp

∣
∣
∣
∣
t=0

= lim
ω→∞

[(jω)p ×H(jω)]× E
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Remarque – De nombreux execices demandent de trouver le comportement d’un cir-
cuit en hautes et basses fréquences. Pour cela, il convient de remplacer, dans ce circuit,
la bobine et le condensateur par leur dipôles équivalents :

• en basse fréquence, la bobine se comporte comme un interrupteur fermé et le
condensateur comme un interrupteur ouvert ;

• en haute fréquence, la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert et le
condensateur comme un interrupteur fermé.

Le comportement de ces dipôles en haute fréquence permet souvent de retrouver les
conditions initiales d’une équation différentielle.

Le circuit schématisé ci-dessous est alimenté par un échelon de tension d’am-
plitude E :

{
e(t) = 0 pour t < 0
e(t) = E pour t > 0

On posera : ω0 =
1√
LC

, Q = RCω0.

R

Ce(t)

u

iL

L

iC

iR

s(t)

1. (a) Déterminer l’équation différentielle liant s(t) et e(t) en utilisant les lois de
Kirchoff.

(b) Quelle est la fonction de transfert H(jω) =
s

e
de ce montage ?

Retrouver l’équation différentielle liant s(t) et e(t).

2. (a) À la date t = 0, représenter le schéma équivalent à ce montage puis en déduire

les expressions de s(t = 0) et de
ds

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

.

(b) En utilisant la fonction de transfert H(jω), retrouver s(t = 0) et
ds

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

.

3. Calculer alors s(t) pour t > 0, en choisissant Q =
1

2
.

Réponse

1. (a) Soit u la tension commune aux bornes de R et L :







u = R iR

u = L
diL

dt

⇒







iR =
u

R

diL

dt
=
u

L
La loi des nœuds impose alors :

iC = iR + iL ⇒ C
ds

dt
= iR + iL

⇒ C
d2s

dt2
=

diR

dt
+

diL

dt
=

1

R

du

dt
+
u

L
En outre, la loi des mailles se traduit par :

e = u+ s⇒ u = e− s ⇒ C
d2s

dt2
=

1

R

(
de

dt
− ds

dt

)

+
1

L
(e− s)

⇒ d2s

dt2
+

1

RC

ds

dt
+

1

LC
s =

1

LC
e+

1

RC

de

dt
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Ainsi, en notant
1

LC
= ω2

0 et
1

RC
=
ω0

Q
, l’équation différentielle liant s et e s’écrit :

d2s

dt2
+
ω0

Q

ds

dt
+ ω2

0 s = ω2
0 e+

ω0

Q

de

dt

(b) Soit Z l’impédance équivalente à R et L en parallèle :

Z =
R× Lωj

R+ Lωj

La loi du pont diviseur de tension fournit la fonction de transfert du circuit :

H(jω) =
1/Cωj

Z +
1

Cωj

=
1

1 + CωjZ
=

1

1 +
RLC (ωj)2

R+ Lωj

=
R+ Lωj

R+ Lωj +RLC (ωj)2
=
s

e

⇒ RLC (ωj)2 s+ Lωj s+Rs = Re+ Lωj e

⇒ (ωj)2s+
1

RC
ωj s+

1

LC
s =

1

LC
e+

1

RC
ωjs

Compte tenu des notations suggérées par l’énoncé, cette équation équivaut à :

d2s

dt2
+
ω0

Q

ds

dt
+ ω2

0 s = ω2
0 e+

ω0

Q

ds

dt

dont la partie réelle s’écrit :

d2s

dt2
+
ω0

Q

ds

dt
+ ω2

0 s = ω2
0 e+

ω0

Q

de

dt
(6)

2. (a) À la date t = 0, la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert, tands que le condensateur
se comporte comme un interrupteur fermé. Par conséquent, à la date t = 0, le circuit proposé par
l’énoncé équivaut au schéma suivant :
Ce schéma suffit à conclure que :

s(t = 0) = 0

et que :

E = R i(t = 0) ⇒ i(t = 0) =
E

R

R

CL
i

sE

i

Mais puisque i = C
ds

dt
⇒ ds

dt
=

i

C
, il s’ensuit que :

ds

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

=
E

RC

(b) La fonction de transfert : H(jω) =
s

e
⇒ s = H(jω) e fournit directement :

s(t = 0) = lim
ω→∞

[
R+ Lωj

R+ Lωj +RLC (jω)2

]

× E = 0

En outre,
ds

dt
= jωs = jω ×H(jω) e conduit à :

ds

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= lim
ω→∞

[jω ×H(jω)]× E

= lim
ω→∞

[
Rjω + L (jω)2

R+ Lωj +RLC (jω)2

]

× E

⇒ ds

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

=
E

RC
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3. Pour t > 0, e(t) = E permet de simplifier l’équation différentielle (6) :

d2s

dt2
+
ω0

Q

ds

dt
+ ω2

0 s = ω2
0 E

Outre la solution s1 = E, homogène au second membre, cette équation admet aussi la solution s2 de
l’équation :

d2s2

dt2
+
ω0

Q

ds2

dt
+ ω2

0 s2 = 0 ⇒ d2s2

dt2
+ 2ω0

ds2

dt
+ ω2

0 s2 = 0

dont l’équation caractéristique : X2 + 2ω0X + ω2
0 = 0 admet une unique solution X = −ω0. Par

conséquent, il existe deux constantes A et B telles que :

s2 = (A+Bt) e−ω0t ⇒ s = s1 + s2 = E + (A+Bt) e−ω0t

⇒ ds

dt
= e−ω0t × (B − ω0A− ω0Bt)

Or, à la date t = 0, s et ṡ sont connus :







s(0) = 0

ṡ(0) =
E

RC

⇒







E +A = 0
E

RC
= B − ω0A

⇒







A = −E

B =
E

RC
− ω0E

⇒ s = E − E

[

1 +

(

ω0 − 1

RC

)

× t

]

e−ω0t

2.3 Amplificateur opérationnel
L’amplificateur opérationnel (A.O.) est un circuit intégré qui amplifie la différence ε
entre une tension e+ (à l’entrée non inverseuse) et une tension e− (à l’entrée inver-
seuse) :

s = µ
(
e+ − e−

)
= µ× ε

où µ est une constante de l’ordre de 107 à basse fré-
quence.

d
−

+
ε

e+
s

e−

i+

i−

La tension de sortie ne peut cependant excéder des valeurs ±Vsat (≃ ±12 V), à partir
desquelles l’A.O. devient saturé. On distingue ainsi deux régimes de fonctionnement :

• le fonctionnement linéaire, qui impose :

|s| < Vsat ⇒
Vsat

µ
> |ε| > 0 ⇒ |ε| ≃ 0 V

• le fonctionnement saturé, pour lequel Vs = ±Vsat .

Définition 12 L’A.O. est dit idéal si : i+ = 0 et i− = 0 .

Dans ce qui suite, sauf mention contraire explicite, l’A.O. sera supposé linéaire et idéal.
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2.3.1 Montages amplificateurs

2.3.1.1 Montage inverseur

Dans le montage ci-contre, la relation entre
s(t) et e(t) peut être obtenue par deux mé-
thodes :

• la loi des nœuds, selon laquelle :

{
u1 = e− e− = R1 i
u2 = e− − s = R2 i

⇒ e− e−

R1
=
e− − s

R2

R1

R2

d
+

−A
B

s

i

e+

u2

u1

E

e

e−

i

Or, en régime linéaire :

e− = e+ = 0 ⇒ e

R1
= − s

R2
⇒ s = −R2

R1
e

• le théorème de Millman qui impose, au préalable, la représentation du schéma équi-
valent à une branche.

Selon ce théorème :

e

R1
+

s

R2

1

R1
+

1

R2

= e− = e+ = 0 ⇒ e

R1
+

s

R2
= 0

R1 R2

A B

s

E

e

e−

On retrouve ainsi la loi :

s = −R2

R1
e

Le théorème de Millman ne peut s’utiliser qu’en impliquant une seule des en-
trées de l’A.O.

Remarque – Si les résistances R1 et R2 sont remplacées par des impédances com-
plexes Z1 et Z2, les images complexes e et s de e(t) et s(t) sont liées par une relation
que l’on obtient par une méthode analogue :

s = −Z2

Z1

e (7)
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2.3.1.2 Montage non inverseur

Le montage de principe est représenté ci-contre.
La loi du pont diviseur de tension, appliquée à
la branche (A,B,M), fournit :

e− =
R2

R1 +R2
s⇒ s =

(

1 +
R1

R2

)

e−

Or, l’A.O. étant linéaire, il s’ensuit que :

R1

R2

d−

+ A

B
s

e+

M

e−

e−

e

e− = e+ = e⇒ s =

(

1 +
R1

R2

)

× e

Remarque – Lorsque R1 = 0, le montage corres-
pondant est appelé suiveur, car la loi précédente
montre que : s = e . L’intérêt d’un tel montage
vient de ce que la relation s = e est vérifiée tandis
que i ≃ 0.

d−

+

se

i

2.3.2 Montage intégrateur ou filtre passe-bas
2.3.2.1 Filtre passe-bas

Le montage théorique représenté ci-contre
a une fonction de transfert dont l’expres-
sion est issue du résultat (7), dans laquelle

Z2 =
1

Cωj
et Z1 = R :

H(jω) =
s

e
= − 1

RCωj

d
+

−

R

s

C

e

Cependant, la réalisation d’un tel montage révèle une saturation rapide de l’A.O., liée
à un écart à l’idéalité : l’existence d’un courant de polarisation (cf. page 189). Pour
éviter l’expression d’un tel phénomène, on introduit une résistance r en parallèle avec
C, telle que rCω ≫ 1, où ω désigne la pulsation des signaux électriques.

Ce faisant, avec
1

Z2

=
1

r
+ Cωj et Z1 = R,

la relation (7) fournit la fonction de transfert
du montage :

H(jω) = −Z2

Z1

= − r

R+ rRCωj

= − H0

1 + j
ω

ω0

avec H0 =
r

R
et ω0 =

1

rC

d
+

−

R

s

C

e

r



184 Chapitre 2

Le gain en décibels :

GdB = 20 logH0 − 10 log

[

1 +

(
ω

ω0

)2
]

⇒
{
GdB ≃ 20 logH0 pour ω ≪ ω0

GdB ≃ 20 logH0 + 20 logω0 − 20 logω pour ω ≫ ω0

présente un diagramme de Bode compatible avec celui des filtres passe-bas d’ordre 1 :

log ω

GdB

log ω0

Domaine intégrateur

2.3.2.2 Montage intégrateur

Le diagramme de Bode précédent montre que lorsque ω ≫ ω0, le circuit effectue une
opération d’intégration. En effet, dans ce cas :

GdB = 20 logH0 + 20 log
(ω0

ω

)

= 20 log

(
H0ω0

ω

)

⇒ H(jω) =
H0ω0

jω
=
s

e

⇒ jωs = H0ω0 e⇒
ds

dt
= H0ω0 e

⇒ s = H0ω0

∫

e(t) dt+ cte

Ce résultat admet d’être généralisé :

Lorsque le diagramme de Bode présente une partie linéaire décroissante, le
circuit correspondant s’y comporte comme un montage intégrateur.

Dans la relation (7), les impédances Z1 et Z2 ont pour expressions :

Z1 = R et Z2 =

r × 1

Cωj

r +
1

Cωj

=
r

1 + rCωj

Par conséquent, la fonction de transfert du circuit vaut :

H(jω) =
s

e
= −Z2

Z1

=
−r

R+RrCωj
(8)

⇒ Rs+RrC jωs = −r e (9)

⇒ Rs+RrC
ds

dt
= −r e (10)
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ce qui signifie que les tensions s(t) et e(t) vérifient l’équation différentielle :

Rs+RrC
ds

dt
= −r e

En supposant que rCω ≫ 1, l’équation (9) se simplifie :

Rs+RrC ωjs = R (s+ rC ωjs) ≃ RrC ωjs

⇒ RrC ωjs = −r e⇒ RC
ds

dt
= −e

ce qui montre que, pour rCω ≫ 1, le montage réalise une intégration ;

RC
ds

dt
= −e⇒ s = − 1

RC

∫

e(t) dt+ cte

2.3.3 Montage dérivateur ou filtre passe-haut

2.3.3.1 Filtre passe-haut

En posant Z2 = R et Z1 =
1

Cωj
, la fonc-

tion de transfert de ce montage est donnée
par la loi (7) :

H(jω) = −Z2

Z1

= −RCωj = −j
ω

ω0
(11)

où : ω0 =
1

RC
.

d
+

−

R

s

C

e

et a donc pour gain en décibels :

GdB = 20 log |H(jω)| = 20 log

(
ω

ω0

)

= 20 logω − 20 logω0

Aussi, le diagramme de Bode du montage présente l’allure caractéristique d’un filtre
passe-haut :

log ω

GdB

log ω0

Remarque – Étant donné la limitation de l’amplitude de s(t), la saturation éventuelle
de l’A.O. se traduit par l’existence d’une portion horizontale asymptotique dans le
diagramme de Bode.
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2.3.3.2 Montage dérivateur

La fonction de transfert (11) montre que :

s

e
= H(jω) = −RC ωj ⇒ s = −RC ωje = −RC de

dt

⇒ s = −RC de

dt

ce qui suffit à prouver que l’A.O. réalise la dérivation du signal d’entrée.

2.3.4 Filtre passe-tout déphaseur
Le montage d’un tel circuit est réprésenté ci-dessous :

d
+

−
A

B
S

R

e+
e

r

sC

r

E S

s

A

e

e−

r r

Maille (EAS)

E

Après avoir représenté le schéma équivalent de la branche (EAS), il est possible d’y
exprimer le théorème de Millman :

e− =

e

r
+
s

r
1

r
+

1

r

⇒ e− =
e+ s

2
(12)

Quant à la tension e+, elle s’obtient directement par l’emploi de la loi du pont diviseur
de tension :

e+ =
1/Cωj

R+ 1/Cωj
e =

1

1 +RCωj
e

Or, la linéarité de l’A.O. se traduit par :

e+ = e− ⇒ e

1 +RCωj
e =

e+ s

2
⇒ e×

(
2

1 +RCωj
− 1

)

= s

⇒ H(jω) =
s

e
=

1−RCωj

1 +RCωj

En notant tanφ = RCω, cette fonction de transfert s’écrit aussi :

H(ωj) =

√

1 + (RCω2 e−jφ

√

1 + (RCω)2 ejφ
= e−2jφ

soit encore :



Électrocinétique - Électronique 187

H(jω) = ejϕ =
s

e
avec ϕ = −2 arctan(RCω)

De fait, si e(t) = E cos(ωt) :

s = ejϕ × E ejωt = E × ej(ωt+ϕ) ⇒ s(t) = E cos(ωt+ ϕ)

Dans le montage schématisé ci-dessous, on posera ω1 =
1

R1C1
, ω2 =

1

R2C2

et k =
R2

R1
. L’A.O. est idéal et fonctionne en régime linéaire.

d
+

−

R1

s
e

C2

C1

R2

Représenter le diagramme de Bode en amplitude de ce circuit et en déduire sa nature
(filtre passe-bas, passe-haut, passe-bande, dérivateur, intégrateur,...). On supposera que
ω2 > ω1.

Réponse Soient les impédances :

Z1 =
1

C1ωj
+R1 =

1 +R1C1ωj

C1ωj
=

1

C1ωj

(

1 + j
ω

ω1

)

et :

Z2 =

R2 ×
1

C2ωj

R2 +
1

C2ωj

=
R2

1 +R2C2ωj
=

R2

1 + j
ω

ω2

Z1

d
+

−

e
s

Z2

La fonction de transfert de ce circuit est alors donnée par le résultat (7) de la page 182 :

H(jω) = −Z2

Z1

= −
R2

1 + j
ω

ω2

×
C1ωj

1 + j
ω

ω1

= −R2

R1
×

R1C1ωj
(

1 + j
ω

ω2

) (

1 + j
ω

ω1

)

= −k ×
j
ω

ω1
(

1 + j
ω

ω2

) (

1 + j
ω

ω1

) =
− k

(

1 + j
ω

ω2

) (

1− j
ω1

ω

)
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Par suite, le gain en décibels de ce montage vaut :

GdB = 20 log |H(jω)| = 20 log











k
√
√
√
√1 +

(

ω

ω2

)2
√
√
√
√1 +

(

ω1

ω

)2











⇒ GdB = 20 log k − 10 log

[

1 +

(
ω

ω2

)2
]

− 10 log

[

1 +
(ω1

ω

)2
]

Deux cas limites peuvent alors être distingués :

• Si ω ≫ ω2 > ω1 :

1 +

(
ω

ω2

)2

≃
(
ω

ω2

)2

et 1 +
(ω1

ω

)2
≃ 1

de sorte que :
GdB ≃ 20 log k + 20 logω2 − 20 logω pour ω ≫ ω2 > ω1

• Si ω ≪ ω1 < ω2 :

1 +

(
ω

ω2

)2

≃ 1 et 1 +
(ω1

ω

)2
≃
(ω1

ω

)2

conduisent à :
GdB ≃ 20 log k + 20 logω − 20 logω1 pour ω ≪ ω1 < ω2

Ces résultats fournissent alors les asymptotes du diagramme de Bode pour logω ≫ logω2 et pour
logω ≪ logω1 :

log ω

GdB

log ω1 log ω2

20 log k

dérivateur

intégrateur

De ce diagramme, on déduit que :

• le montage constitue un filtre passe-bande ;

• lorsque ω ≪ ω1, ce circuit se comporte comme un dérivateur (ou filtre passe-haut) ;

• pour ω ≫ ω2, ce ciruit réalise un intégrateur (ou filtre passe-bas).

2.3.5 Montage amplificateur différentiel
Considérons le montage ci-dessous :

d
+

−
A B

F

e+

e1

D

s

E

G

A D

s

B

e−

Branche (ABD)

e−

D

e2

R1

R2

R1
R2

e1

R1 R2
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Le théorème de Millman peut être utilisé dans la branche (ABD), préalablement iso-
lée ; il fournit :

e− =

e1

R1
+

s

R2

1

R1
+

1

R2

=
R2 e1 +R1 s

R1 +R2

Quant à la branche (EFG), elle réalise un pont diviseur de tension, dans lequel :

e+ =
R2

R1 +R2
e2

Ainsi, la linéarité de l’A.O. se traduit-elle par :

e− = e+ ⇒ R2 e1 +R1 s = R2 e2 ⇒ s =
R2

R1
(e2 − e1)

Remarque – Dans le cas où R1 = R2, ce montage réalisera un soustracteur :

s = (e2 − e1)

2.3.6 Amplificateur sommateur

Le montage correspondant à cet opérateur est représenté sur la figure ci-dessous.

d
+

−

A

e1

S

s

B

A S

s

D

e−

e−

D

e2

R1

R2

R1

e1

R1 R2

B

e2

R1

Le montage équivalent aux branches (ADS) et (BDS) suggère l’emploi du théorème
de Millman :

e− =

e1

R1
+
e2

R1
+

s

R2

1

R1
+

1

R1
+

1

R2

= 0 (l’A.O. est linéaire)

⇒ s = −R2

R1
(e1 + e2)

2.3.7 Les limites de l’amplificateur opérationnel

2.3.7.1 Courants de polarisation

L’A.O. réel présente des courant d’entrée i+ et i− très faibles, mais non nuls ; il s’agit
des courants de polarisation, de l’ordre de 50 nA.
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En règle générale, l’ordre de grandeur de leur intensité justi-
fie qu’ils soient négligés, sauf lorsque le montage expérimental
contredit les calculs. d

−

+

i−

i+

On s’intéresse à l’influence de l’introduction d’une résistance r dans le mon-
tage intégrateur réalisé avec un A.O. linéaire, qui présente un courant de polarisation
I0 = cte 6= 0 de très faible intensité.

d
+

−

R

s

C

e

i2

I0i1

Montage 1

d
+

−

R

s

C

e

r

i1
i2

I0

Montage 2

1. (a) Dans le montage 1, déterminer l’équation différentielle vérifiée par s(t).

(b) On donne : I0 = 50 µA, C = 1 µF. Sachant que la linéarité de l’A.O. impose
|s| < Vsat = 15 V, estimer le temps au bout duquel s’observera la saturation de
l’A.O.

2. Dans le montage 2, déterminer l’équation différentielle vérifiée par s(t).

3. L’allure de cette équation différentielle suggère que s(t) se décompose en un signal
S0 constant et un signal S1(t) dépendant de t : s(t) = S0 + S1(t). La résistance r

est choisie de manière à ce que : rC
dS1

dt
≫ S1. Montrer que s(t) peut se mettre

sous la forme :

s(t) = r I0 −
1

RC

∫

e(t) dt+ cte

puis conclure.

Réponse

1. (a) Il n’est pas possible, ici, d’utiliser la relation (7) de la page 182 car l’A.O. n’est pas idéal. Cepen-
dant, la loi ds nœuds reste disponible :

i1 = I0 + i2 ⇒ e− e−

R
= I0 + Cωj

(
e− − s

)
où e− = e+ = 0

⇒ e = RI0 −RC ωjs⇒ ωjs =
I0

C
− 1

RC
e

⇒ ds

dt
=
I0

C
− 1

RC
e

Il s’ensuit que :
ds

dt
=
I0

C
− 1

RC
e(t)

(b) L’intégration de cette équation différentielle :

s(t) =
I0 × t

C
− 1

RC

∫

e(t)dt+ cte
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montre que s(t) prend des valeurs sans cesse croissantes comme
I0 × t

C
. Aussi, l’A.O. sature au

bout d’une durée tsat telle que :

Vsat =
I0

C
tsat ⇒ tsat =

C Vsat

I0
=

10−6 × 15

50.10−6
= 0,3 s

2. (a) L’association en parallèle de r et C équivaut à une impédance Z telle que :

1

Z
=

1

r
+ Cωj =

1 + rCωj

r

auquel cas :

i1 =
1

R

(
e− e−

)
=

e

R
et i2 =

e− − s

Z
= −1 + rCωj

r
s

Ainsi, la loi des nœuds s’exprime par :

i1 = I0 + i2 ⇒ e

R
= I0 − 1 + rCωj

r
s

⇒ RrC
ds

dt
+Rs = rRI0 − r e

Ce faisant, s(t) vérifie l’équation différentielle :

R

(

rC
ds

dt
+ s

)

= rRI0 − r e

(b) Cherchons la solution de cette équation sous la forme : s(t) = S0 + S1(t) :

R

(

rC
dS1

dt
+ S1

)

+RS0 = rR I0 − r e(t)

où l’on pose :
RS0 = rR I0 ⇒ S0 = r I0

et :

R

(

rC
dS1

dt
+ S1

)

= −r e(t)

Or, l’hypothèse selon laquelle rC
dS1

dt
≫ S1 suggère une simplification de cette équation :

RrC
dS1

dt
= −r e(t) ⇒ S1(t) = − 1

RC

∫

e(t)dt+ cte

Finalement :

s(t) = r I0 − 1

RC

∫

e(t)dt+ cte

montre que l’introduction de la résistance r, en parallèle avec C, évite la saturation de l’A.O. (à
condition toutefois que r I0 ≪ Vsat).

2.3.7.2 Tension de décalage

Dans la pratique, si on rellie les deux bornes d’entrée de l’A.O., on constate que la
tension de sortie s n’est pas nulle. Ce défaut provient d’un décalage de la caractéristique
s = f (e+ − e−) de l’A.O. par rapport à l’origine :

+Vsat

ed0

−Vsat

s

e+−e−
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Définition 13 L’intersection de la caractéristique de l’A.O. avec l’axe des abscisses
est appelée tension de décalage (ed), de sorte qu’en régime linéaire, la sortie s suit la
loi :

s = µ
(
e+ − e− − ed

)

Cette tension de décalage est de l’ordre du millivolt.

2.3.7.3 Bande passante

Soit µ le gain de l’A.O. en régime linéaire, à une pulsation ω : s = µ (e+ − e−) et soit
µ0 ce gain pour ω = 0.
Le tracé du diagramme de Bode :

log ωlog ω0

log µ

log µ0

révèle que l’A.O. se comporte comme un filtre passe-bas, dont le gain admet pour
image complexe :

µ =
s

e+ − e−
=

µ0

1 + j
ω

ω0

La fréquence de coupure f0 =
ω0

2π
est de l’ordre de 10 Hz.

2.4 Conversion électronique
Cette section ne s’adresse qu’aux étudiants de la filière PSI.

2.4.1 Générateurs et récepteurs
2.4.1.1 Définitions

Définition 14 Soit u = VA − VB la tension aux bornes d’un dipôle (D), parcouru
par un courant d’intensité i qui entre en A :

• (D) est un récepteur si u× i > 0 ;

• (D) est un générateur si u× i < 0.

B

u

(D)
i

A

Définition 15 Une source de tension est un dipôle qui délivre, entre ses bornes, une
tension u = e0 indépendante de l’intensité du courant traversant le dipôle.
Une source de courant est un dipôle qui délivre un courant dont l’intensité i = i0 est
indépendante de la tension entre ses bornes.
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u = e0

i

e0

Source de
tension

i = i0

u

Source de
courant

Définition 16 Soit (D) un dipôle, dont la tension u et le courant i sont orientés selon
la convention récepteur (u et i sont représentés avec des flèches inversement orientées).
La puissance absorbée par (D) à la date t vaut :

P (t) = u(t)× i(t)

Remarque – Si le dipôle est un récepteur, P (t) > 0 montre qu’il reçoit de l’éner-
gie électrique. Dans le cas contraire (P (t) < 0), il délivre de l’énergie électrique au
circuit.
Si u(t) et i(t) sont périodiques, la puissance moyenne absorbée par le dipôle pendant
la période T vaut :

P = 〈P (t)〉 = 1

T

∫ T

0

u(t)× i(t) dt =
1

T

∫ t+T

t

u(t)× i(t) dt

2.4.1.2 Quelques valeurs moyennes

Dans cette partie, on supposera les signaux électriques périodiques (pas nécessairement
sinusoïdaux), de période T .

• Cas du condensateur
Soit uc(t) la tension aux bornes du condensateur, de capacité C, à
une date t, traversé par un courant d’intensité ic(t) et portant une
charge q(t).

q(t) Cic

uc

Pendant une période T , le condensateur est traversé par un courant, de valeur
moyenne :

〈ic〉 =
1

T

∫ t+T

t

ic(t) dt =
1

T

∫ t+T

t

dq

dt
dt =

1

T

∫ t+T

t

dq

= q(t+ T )− q(t) ⇒ 〈ic〉 = 0

La puissance moyenne reçue, pendant une période T , vaut aussi :

Pc =
1

T

∫ t+T

t

uc(t)× ic(t) dt =
1

T

∫ t+T

t

uc(t)× C
duc
dt

dt

=
C

2T

[
u2c(t+ T )− u2c(t)

]
⇒ Pc = 0

• Cas de la bobine
Une bobine d’inductance L est parcourue par un courant d’intensité
iL(t) et est soumise à une différence de potentiel uL(t), à une date
t. L

iL
uL
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Par définition, la valeur moyenne de uL sur une période vaut :

〈uL〉 =
1

T

∫ t+T

t

uL(t) dt =
1

L

∫ t+T

t

L
diL
dt

dt =
L

T

∫ t+T

t

diL

=
L

T
[iL(t+ T )− iL(t)] ⇒ 〈uL〉 = 0

En outre, la puissance moyenne absorbée par la bobine est définie par :

PL =
1

L

∫ t+T

t

uL(t)× iL(t) dt =
1

T

∫ t+T

t

L
diL
dt

× iL(t) dt

=
L

2T

[
i2L(t+ T )− i2L(t)

]
⇒ PL = 0

• Cas d’un signal linéaire

Soit s(t) un signal qui varie linéairement avec le temps, sur l’in-
tervalle [ta, tb] :

s(t) = α t+ β pour t ∈ [ta, tb]

En notant sa = s(ta) et sb = s(tb), on montre que :
ta0

s(t)

tb

sa

sb

t

〈s〉 = 1

tb − ta

∫ tb

ta

s(t) dt =
sb − sa
tb − ta

Soit s(t) une fonction périodique, de période T , définie par morceaux linéaires :

• s(t) = α+ β × t pour t ∈ [0, τ [, avec s(0) = Smin et s(τ) = Smax :

1

τ

∫ τ

0

s(t) dt =
Smin + Smax

2

c’est-à-dire :
∫ τ

0

s(t) dt =
Smin + Smax

2
× τ

0

s(t)
Smax

tτ T

Smin

• s(t) = α′ + β′ × t pour t ∈ [τ, T [, avec s(τ) = Smax et s(T ) = Smin :

1

T − τ

∫ T

τ

s(t) dt =
Smin + Smax

2
⇒
∫ T

τ

s(t) dt =
Smin + Smax

2
×(T−τ)

2.4.2 Fonctions de commutation

2.4.2.1 Association de sources

Les caractéristiques courant-tension des sources de tension et de courant :
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0

i

e0

uu

u

i

e0 0

i
i

u

i0

montrent que u = 0, pour la source de tension, ou i = 0, pour la source de courant,
sont impossibles :

Une source de tension ne peut-être court-circuité, tandis qu’une source de cou-
rant ne peut demeurer en circuit ouvert.

Considérons maintenant l’association d’une source de tension avec une source de cou-
rant :

i

e0 u i0

Le point de fonctionnement de ce circuit a pour coordonnées :

F (u = e0, i = −i0)

ce qui suffit à montrer qu’une telle assication est physiquement réalisable. En revanche,
considérons une association de deux sources de tension, de f.é.m. e0 et e′0 6= e0.

i

e0 u e'0

Il est évident que la tension u ne pourra pas être simultanément égale à e0 et e′0. C’est
pourquoi une telle association est interdite (il en va de même d’une association directe
de deux sources de courants éléctromoteurs différents).
Un transfert de puissance peut cependant se concevoir à travers une bobine (ou un
condensateur) d’inductance L.

i

e0 e'0K'

K L
i

e0 e'0K'

K L

Lorsque l’interrupteur K est fermé, la loi des mailles révèle que :

e0 − L
di

dt
= e′0 ⇒ di

dt
=
e0 − e′0
L

⇒ i(t) =
e0 − e′0
L

× t+ cte
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Pour éviter que i(t) ne tende vers de très grandes valeurs, il est alors nécessaire d’ouvrir
K et de fermer K ′, afin que la bobine cède de l’énergie électrique à la source de f.é.m.
e′0.

Remarque – K etK ′ ne peuvent être ouverts simultanément, sans quoi aucun courant
ne circulerait dans le circuit, interdisant tout transfert d’énergie.
K et K ′ ne peuvent être fermés simultanément, sans quoi la source de f.é.m. e0 serait
court-circuitée.

Dans le montage suivant, l’interrupteur K fonctionne périodiquement ( avec
une période T ), de la manière suivante ( où 0 < α < 1) :

{
pour t ∈ [0, αT [ : K est fermé
pour t ∈ [αT, T [ : K est ouvert

1. Trouver la séquence suivie par l’interrupteur
K ′ pendant une période T .

E0 I0K'

K

2. Calculer, en fonction de E0 et I0, les puissances moyennes Pe et Pc reçues respec-
tivement par la source de tension et par la source de courant, pendant une période.
Conclure.

Réponse

1. Les interrupteurs K et K′ ne peuvent pas être :
• simultanément fermés, sans quoi la source de tension E0 serait court-circuitée ;
• sinultanément ouverts, sous peine de mettre la source de courant I0 en circuit ouvert.

Par conséquent, la séquence suivie par les interrupteurs K et K′ est la suivante :

t ∈ [0, αT [ t ∈ [αT, T [
K fermé ouvert
K′ ouvert fermé

2. Compte tenu de la séquence adoptée par les interrupteurs, le circuit proposé équivaut à :

i

E0 I0K'

K

u u'

i' i

E0 I0K'

K

u u'

i'

αTOtP0 TOtPαT

Ces schémas permettent d’exprimer :

i(t) u(t) i′(t) u′(t)
t ∈ [0, αT [ I0 E0 −I0 E0

t ∈ [αT, T [ 0 E0 −I0 0

Ce faisant, les puissances moyennes reçues par ces sources, pendant une période T , valent :

Pe =
1

T

∫ T

0
u(t)× i(t)dt =

1

T

∫ αT

0
u(t)× i(t)dt+

1

T

∫ T

αT
u(t)× i(t)

︸︷︷︸

=0

dt

=
1

T

∫ αT

0
E0 × I0 dt⇒ Pe = αE0 I0

et :

Pc =
1

T

∫ T

0
u′(t)× i′(t)dt =

1

T

∫ αT

0
u′(t)× i′(t)dt+

1

T

∫ T

αT
u′(t)
︸ ︷︷ ︸

=0

×i′(t)dt

=
1

T

∫ αT

0
−E0 × I0 dt = −αE0 I0
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On remarque ainsi l’identité : Pe = −Pc, qui signifie que toute l’énergie électrique fournie par une
source est reçue par l’autre source.

2.4.2.2 Réalisation des interrupteurs

Une diode idéale a pour caractéristique courant-
tension : {

u < 0 ⇒ i = 0
u = 0 ⇒ i > 0

0
u

i i

u

Un tel dipôle peut ainsi servir à la commutation spontanée :

équivaut à : u

ii

u

u>0 g i = 0

équivaut à : u

ii

u

u = 0 g i>0

Quant à la commutation commandée, elle peut être réalisée par un
transistor idéal (dipolaire ou à effet de champ) :
Lorsque V > 0 (en fait VBE > 0,65 V assuré par un montage po-
tentiométrique), le transistor se comporte comme un interrupteur
fermé (i 6= 0), tandis que pour V = 0, il se comporte comme un
interrupteur ouvert.

B
C

E

u

i

V

C’est pourquoi sa caractéristique courant-tension présente l’allure suivante :

0
u

i

(1)
(2)

• (1) : u = 0 et i > 0 lorsque le transistor est passant (V > 0) ;

• (2) : u > 0 et i = 0 lorsque le transistor est bloqué.

Un thyristor peut également remplir la même fonction :
• lorsque le potentiel Vg (à l’électrode de commande : la gachette)

est supérieur à VA, le thyristor se comporte comme un interrupteur
fermé : i > 0 et u = 0 ;

Vg
i

u VA

• lorsque Vg = VA, le thyristor se comporte comme une interrupteur ouvert : u > 0
et i = 0.

2.4.3 Transfert de puissance par hacheur
Un hacheur est un dispositif électronique permettant le transfert de puissance entre un
générateur de tension continue et un récepteur de tension continue. Il contient souvent
une cellule à deux interrupteurs (une diode et un thyristor) ainsi qu’une bobine (ou un
condensateur).
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2.4.3.1 Hacheur abaisseur de tension

Dans le circuit schématisé ci-dessous :

• E0 désigne une source de f.é.m. E0 ;

• M représente un dipôle (par exemple un moteur), de f.c.é.m. e ;

• D est une diode idéale ;

• Th est un thyristor, commandé par une tension de gachette Vg imposée par un
dispositif non représenté ;

• L est une bobine idéale, d’auto-inductance L.

La tension de commande Vg impose au thyristor la séquence périodique suivante :

• Th se comporte comme un interrupteur fermé pour t ∈ [0, αT [, où α < 1. La ten-
sion uD vaut E0 > 0. La diode est bloquée et se comporte comme un interrupteur
ouvert.

• Th se comporte comme un interrupteur ouvert pour t ∈ [αT, T [. La diode se com-
porte comme un interrupteur fermé, de manière à laisser passer un courant i dans
la bobine (l’ensemble (L,M) est assimilable à une source de courant).

i

E0

Th

MD

αTOtP0

Lig i

E0

Th

MD

TOtPαT

L

e euD

Pour t ∈ [0, αT [, la loi des mailles prévoit que :

E0 = L
di

dt
+ e⇒ di =

E0 − e

L
dt

En appelant Im la valeur de i(t) à la date t = 0, l’intégration de cette équation conduit
à :

∫ i(t)

Im

di =
E0 − e

L

∫ t

0

dt⇒ i(t) =
E0 − e

L
t+ Im (13)

À la date t = αT , le courant i(t) prend la valeur IM , telle que :

IM =
E0 − e

L
αT + Im (14)

tandis que la commutation de Th et de D, pour t ∈ [αT, T [ a pour conséquence :

e = −L di

dt
⇒ di = − e

L
dt⇒

∫ i(t)

IM

di = − e

L

∫ t

αT

dt (15)

⇒ i(t) = − e

L
(t− αT ) + IM (16)

En outre, la continuité du courant qui traverse la bobine impose, à la date t = T :

i(T ) = Im ⇒ Im = − e

L
(T − αT ) + IM (17)
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0

i(t)
IM

t
αT T

Im

L’expresion (17) de Im peut alors être remplacée dans l’équation (14) qui devient, de
ce fait :

IM =
E0 − e

L
αT + IM − e

L
(T − αT )

⇒ 0 =
αE0T

L
− e

L
(T − αT + αT ) ⇒ e = αE0 avec α < 1

La puissance moyenne délivrée par la source de tension vaut :

Pg =
1

T

∫ T

0

E0 × ig(t) dt =
1

T

∫ αT

0

E0 × ig(t) +
1

T

∫ T

αT

E0 × ig(t)
︸︷︷︸

=0

dt

=
E0

T

∫ αT

0

i(t) dt car ig(t) = i(t) pour t ∈ [0, αT [

Or, sur l’intervalle [0, αT [, le courant i(t) varie linéairement de Im à IM , auquel cas
sa valeur moyenne y vaut :

1

αT

∫ αT

0

i(t) dt =
Im + IM

2
⇒ 1

T

∫ αT

0

i(t) dt = α
Im + IM

2
(18)

C’est pourquoi :

Pg = αE0 ×
Im + IM

2
(19)

De même, la puissance moyenne reçue par le moteur est définie par :

Pm =
1

T

∫ T

0

e× i(t) dt =
e

T

∫ αT

0

i(t) dt+
e

T

∫ T

αT

i(t) dt

Étant donné que sur l’intervalle [αT, T [, i(t) varie linéairement de IM à Im, il s’ensuit
que sa valeur moyenne vaut :

1

T (1− α)

∫ T

αT

i(t) dt =
Im + IM

2
⇒ 1

T

∫ T

αT

i(t) dt = (1− α)
Im + IM

2

Compte tenu, en outre, du résultat (18), on trouve finalement :

Pm =
Im + IM

2
(α+ 1− α)× e =

Im + IM
2

× e

où :

e = αE0 ⇒ Pm = αE0 ×
Im + IM

2
= Pg
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ce qui montre que toute l’énergie électrique délivrée par la source de tension est reçue
par le moteur (pendant une période, la bobine reçoit une puissance moyenne nulle).

2.4.3.2 Hacheur élévateur de tension

Dans le circuit ci-dessous, les notations sont les mêmes que précédemment.

E0 e

L

M

i

Th

id

D

BA

La gachette est alimentée par une tension périodique en créneaux, qui affecte au thy-
ristor la séquence de fonctionnement suivante :

{
T est passant pour t ∈ [0, αT [
T est bloqué pour t ∈ [αT, T [

De cette séquence se déduit celle de fonctionnement de la diode D :

• pour t ∈ [0, αT [, Th se comporte comme un interrupteur fermé, de sorte que le
potentiel VA est nul ; VA − VB = −e < 0 suffit à bloquer la diode, qui se comporte
alors comme un interrupteur ouvert.

• pour t ∈ [αT, T [, Th se comporte comme un interrupteur ouvert ; la diode (D)
laisse passer le courant délivré par la bobine.

E0 e

L

M

i

Th

im
D

αTOtP0 TOtPαT

E0 e

L

M

i

Th

im
D

BA

Pour t ∈ [0, αT [, la tension aux bornes de la bobine L vaut :

E0 = L
di

dt
⇒
∫ i(t)

Im

di =
E0

L

∫ t

0

dt⇒ i(t) = Im +
E0

L
× t

À la date t = αT , l’intensité i(t) vaut IM :

IM = Im +
E0

L
αT (20)

Pour t ∈ [αT, T [, la loi des mailles indique que :

E0 = L
di

dt
+ e⇒

∫ i(t)

IM

di =
E0 − e

L

∫ t

αT

dt⇒ i(t) = IM +
E0 − e

L
× (t− αT )

Notamment, à la date t = T , la continuité du courant qui traverse la bobine impose :

i(T ) = Im ⇒ Im = IM +
E0 − e

L
× (T − αT ) (21)
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0

i(t)
IM

t
αT T

Im

L’expression (21) de Im peut être remplacée dans l’équation (20) :

IM = IM +
E0 − e

L
(T − αT ) +

E0

L
αT

⇒ 0 =
E0

L
(T − αT + αT )− e

L
T (1− α)

⇒ e =
E0

1− α
pour 0 < α < 1

En outre, la puissance moyenne délivrée par la source de tension suit la définition :

Pg =
1

T

∫ T

0

E0 i(t) dt = E0 ×
1

T

∫ αT

0

i(t) dt+ E0 ×
1

T

∫ T

αT

i(t) dt

= E0 × α
Im + IM

2
+ E0 × (1− α)

Im + IM
2

⇒ Pg = E0 ×
Im + IM

2

tandis que la puissance moyenne reçue par le moteur vaut :

Pm =
1

T

∫ T

0

e× im(t) dt =
1

T

∫ αT

0

e× im(t)
︸ ︷︷ ︸

=0

dt+
e

T

∫ T

αT

im(t) dt

= e× (1− α)
Im + IM

2

où :
e× (1− α) = E0 ⇒ Pm = Pg

2.5 Commande d’un système linéaire
2.5.1 Définitions

Définition 17 Un système est linéaire si les signaux d’entrée et de sortie sont liés par
une équation différentielle linéaire à coefficients constants.

(A)e(t) s(t)

Définition 18 Un système est stable si, e(t) devenant nul, s(t) tend rapidement vers
zéro. Il est instable dans le cas contraire.
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Remarque – Un système est oscillant si, bien que e(t) = 0, s(t) est un signal pério-
dique non nul.

Définition 19 Un système bouclé présente une (contre)-réaction ramenant à l’entrée
un signal dépendant du signal de sortie.

+
−

ε

r

e
sA

B

Dans le schéma-bloc ci-dessus, les systèmes (A) et (B) sont linéaires, tels que :
s = Aε et r = B s, où ε = e− r.

• Le système (A) est appelé chaîne directe, tandis que (B) est la chaîne de retour.

• Le signal e(t) constitue le signal d’entrée, s(t) le signal de sortie et r(t) le signal
de retour.

Définition 20 On apelle transmittance en boucle ouverte le rapport :

T =
r

e
A+

−

ε = e
B r

e

Système en boucle ouverte

2.5.1.1 Critère de stabilité

Le système bouclé représenté précédemment possède une fonction de transfert

H(jω) =
s

e
, où :

s = Aε = A (e− r) = A (e−B s) ⇒ s× (1 +AB) = Ae

⇒ H(jω) =
A

1 +AB

On utilisera désormais la notation de Laplace : jω = p et d’autre on remarquera qu’en
boucle ouverte :

r = AB ε⇒ T (p) =
r

e
= AB car ε = e

de sorte que :

H(p) =
A

1 + T (p)
=
s

e
avec T (p) = A×B (22)

De cette équation, il ressort que :

s× [1 + T (p)] = A× e

Si T (t) est un polynôme d’ordre 2 en p, 1 + T (p) l’est également :
(
a0 + a1 p+ a2 p

2
)
s = A× e
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auquel cas apparaît une équation différentielle :

a0 s+ a1
ds

dt
+ a2

d2s

dt2
= Re {A× e} (23)

dont la solution de l’équation dépourvue de second membre est aussi obtenue à partir
des solutions (ou racines) de l’équation caractéristique :

a0 + a1X + a2X
2 = 0

Le discriminent : ∆ = a21 − 4 a0a2 peut être positif ou négatif, ce qui signifie que les
solutions de cette équation :

X1 =
−a1 +

√
∆

2 a2
et X2 =

−a1 −
√
∆

2 a2

peuvent être réelles ou complexes ; on les notera :

X1 = α1 + jβ1 et X2 = α2 + jβ2

où α1, α2, β1 et β2 sont les parties réelles et imaginaires de X1 et X2.
Ainsi, la solution de l’équation (23), dépouvue de son second membre, fait apparaître
deux constantes µ1 et µ2 telles que :

s(t) = µ1 e
X1t + µ2 e

X2t = µ1 e
α1t ejβ1t + µ2 e

α2t ejβ2t

Notamment, lorsque e(t) = 0, cette solution désigne la sortie s(t). On peut alors dis-
tinguer plusieurs cas :

• si α1 < 0 et α2 < 0, s(t) tend rapidement vers zéro ; le système est stable.

• si α1 > 0 ou α2 > 0, s(t) augmente avec t ; le système est instable.

• pour les couples {α1 = 0, α2 6 0} et α1 6 0, α2 = 0, s(t) est sinusoïdal ; le sys-
tème devient oscillant.

En conclusion :

Un système est stable si toutes les racines de 1 + T (p) ont des parties réelles
négatives.

2.5.1.2 Cas d’une chaîne directe à grand grain

Considérons une chaîne directe, dont le gain A = A ∈ R est très grand (de l’ordre de
106 ou 107). La fonction de transfert (22) devient :

H(p) =
A

1 + T (p)
=

A

1 +A×B

Notamment, si Re {A×B} ≫ 1 ;

H(p) ≃ 1

B

Ce faisant, H(p) devient insensible aux variations éventuelles de A (puisque H(p) ne
dépend plus de A).
Supposons maintenant que la chaîne directe présente un décalage Vd, tel que
s = A× (ε− Vd).
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A+
−

ε

Br

e
s+

−

Vd

A s+
−

Vd

e

Dans ce cas, la tension de sortie du système bouclé vaut :

s = A× (ε− Vd) = A× (e− r − Vd) avec r = B s

⇒ s = A× (e− Vd)−AB s

⇒ s =
A

1 +AB
(e− Vd) ≃

1

B
(e− Vd)

Or, en l’absence de rétroaction, s vaudrait : s = A× (e− Vd), ce qui montre que la
rétroaction atténue l’influence d’un décalage.

2.5.1.3 Cas d’une chaîne directe passe-bas

Soit A =
A0

1 + j
ω

ω0

=
s

ε
la fonction de transfert de la chaîne directe, où A0 est une

constante (souvent très supérieure à 1) et ω0 est la pulsation de coupure à −3 dB. Le
gain en décibels associé à A :

GdB = 20 log |A| = 20 logA0 − 10 log

[

1 +

(
ω

ω0

)2
]

montre qu’il s’agit d’un filtre passe-bas.

Si B = B =
r

s
∈ R désigne la fonctoin de transfert de la chaîne de retour, la transmit-

tance en boucle fermée est donnée par la relation (22) :

H(p) =
A

1 +AB
avec A =

A0

1 +
p

ω0

=
A0

1 +
p

ω0

× 1

1 +
A0B

1 +
p

ω0

=
A0

1 +A0B +
p

ω0

=

A0

1 +A0B

1 +
p

(1 +A0B)ω0



Électrocinétique - Électronique 205

soit encore :

H(p) =
A′

0

1 +
p

ω′
0

où A′
0 =

A0

1 +A0B
et ω′

0 = (1 +A0B)ω0 (24)

Le système bouclé se comporte également comme un filtre passe-bas, de gain en déci-
bels :

GdB = 20 logA′
0 − 10 log

[

1 +

(
ω

ω0

)2
]

log ω

GdB

log ω0

20 logA0

log ω

GdB

log ω'0

20 logA'0

Il apparaît ainsi que la rétroaction provoque :

• un élargissement de la bande passante, dont la pulsation de coupure passe de ω0 à
ω′
0 = (1 +A0B)ω0 ≫ ω0 ;

• un affaiblissement du gain maximum qui passe de A0 à A′
0 =

A0

1 +A0B
≪ A0.

Définition 21 Pour un système dont la fonction de transfert s’écrit :

H(jω) =
H0

1 + j
ω

ωc

on appelle produit gain × bande la grandeur : H0 × ω0.

Remarque – Le produit gain × bande d’un système linéaire n’est pas modifié par la
rétro-action :

A′
0 × ω′

0 =
A0

1 +A0B
× (1 +A0B)ω0 = A0 × ω0



206 Chapitre 2

On s’intéresse au montage amplificateur non inver-
seur, dans lequal l’A.O. est idéal et a pour gain dy-
namique :

µ =
s

ε
=

µ0

1 + j
ω

ω0

R1

R2

d−

+

se

r

ε

On donne : µ0 = 107, ω0 = 10 Hz, R1 = 104 ×R2.

1. Montrer que ce circuit se présente comme un montage à rétro-action ; donner l’ex-

pression de la transmittance β =
r

s
(réelle) de la chaîne de retour, en fonction de

R1 et R2.

2. Démontrer que ce circuit est stable.

3. De l’expression de la fonction de transfert H(jω) =
s

e
, déduire la bande passante

de ce circuit.

4. Retrouve-t-on la loi du montage amplificateur non inverseur : s =

(

1 +
R1

R2

)

e ?

Réponse

1. Les résistances R1 et R2 constituent un pont diviseur de tension :

r =
R2

R1 +R2
s⇒ r = β s avec β =

R2

R1 +R2
≃ 10−4

En outre, puisque s = µ ε = µ (e− r), le montage proposé peut être présenté sous forme d’un
schéma-bloc :

µ+
−

ε

r

e
s

β

2. Étant donné que r = β s, il s’ensuit que :

s = µ (e− r) = µ e− µβ s⇒ s
(

1 + µβ
)

= µe

⇒






1 +

µ0 β

1 + j
ω

ω0






s =

µ0

1 + j
ω

ω0

e

⇒ (1 + µ0 β) s+
µ0

ω0

ds

dt
= µ0 e

Notamment, si e(t) est identiquement nul, l’équation caractéristique :

1 + µ0 β +
µ0

ω0
X = 0 ⇒ X = −ω0 × 1 + µ0 β

µ0
≃ −β ω0

génère la solution :
s(t) = α e−βω0t (α est une constante)

qui tend rapidement vers zéro, ce qui garantit la stabilité du montage.
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3. La fonction de transfert du circuit vaut :

H(jω) =
s

e
=

µ

1 + µβ
=

µ0

1 + j
ω

ω0

×
1

1 +
β µ0

1 + j
ω

ω0

=
µ0

1 + j
ω

ω0
+ βµ0

=

µ0

1 + βµ0

1 + j
ω

ω0 (1 + βµ0)

Elle s’écrit ainsi :

H(jω) =
H0

1 + j
ω

ωc

où H0 =
µ0

1 + β µ0
et ωc = (1 + β µ0)× ω0

ce qui montre que le circuit proposé se comporte comme un filtre passe-bas de bande passante ]0, ωc]
où la pulsation de coupure vaut :

ωc = (1 + β µ0)× ω0 =
(
1 + 10−4 × 107

)
× 10 ≃ 10 kHz

4. Tant que ω demeure inféreur à ωc = 10 kHz, la fonction de transfert se simplifie :

H(jω) =
H0

1 + j
ω

ω0

≃ H0 =
µ0

1 + β µ0

où βµ0 = 10−4 × 107 = 103 ≫ 1 permet de poser :

H(jω) =
s

e
≃ 1

β
= 1 +

R1

R2

Ce résultat confirme celui obtenu pour le montage amplificateur non inverseur.

En l’absence de rétroaction, les tensions complexes s et e sont liées par la relation :

s = Ae =
A0

1 + j
ω

ω0

e ⇒ s+
1

ω0
jωs = A0 e

⇒ s+
1

ω0

ds

dt
= A0 e

La solution s0 de l’équation différentielle sans second membre :

s0(t) = α e−ω0t = α e−t/τ avec τ =
1

ω0

présente un régime transitoire qui s’annule rapidement lorsque t excède quelques fois
τ ; cette grandeur est appelée temps caractéristique du montage (il représente le temps
au bout duquel le régime transitoire disparaît).
Le bouclage du système génère la fonction de transfert :

H(jω) =
A′

0

1 + j
ω

ω′
0

=
s

e
où ω′

0 = (1 +A0B)ω0 ≫ ω0

⇒ s+
1

ω′
0

jωs = A′
0 e⇒ s+

1

ω′
0

ds

dt
= A′

0 e
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À nouveau, un régime transitoire apparaît :

s0(t) = β e−ω
′
0t = β e−t/τ

′

avec τ ′ =
1

ω′
0

≪ 1

ω0
= τ

dont le temps caractéristique τ ′ est beaucoup plus petit que τ : ce régime transitoire
disparaît alors beaucoup plus rapidement qu’en l’absence de rétroaction, au profit du
régime permanent.

2.5.2 Générateur quasi sinusoïdal

2.5.2.1 Généralités

Considérons le système bouclé équivalent au
schéma-bloc représenté ci-contre. La fonction de
transfert d’un tel système est donnée par la loi (22)
et la page 202 :

+
−

ε

r

e
sA

B

H(jω) =
A

1 + T
=
s

e
avec T = A×B

⇒ (1 + T ) s = Ae

Lorsque e(t) est nul, un tel système peut générer des oscillations si (1 + T ) s = 0,
c’est-à-dire, puisque s 6= 0 :

1 + T = 0 ⇒ Re {1 + T} = 0 et Im {T} = 0

Notamment, si 1 + T = a0 + a1 jω + a2 (jω)
2 :

(1 + T ) s = 0 ⇒ a2 (jω)
2s+ a1 jωs+ a0 s = 0

⇒ a2
d2s

dt2
+ a1

ds

dt
+ a0 s = 0

Cette équation admet une solution sinusoïdale non amortie, à condition que a1 = 0
(c’est-à-dire Im {T} = 0), auquel cas :

d2s

dt2
+
a0
a2
s = 0

donne la pulsation ω =

√
a0
a2

des osillations, à condition toutefois que a0 et a2 aient le

même signe ; il s’ensuit que :

Re {1 + T} = −a2 ω2 + a20 = 0 ⇒ ω =

√
a0
a2

2.5.2.2 Cas de l’oscillateur à pont de Wien

Un tel montage est représenté ci-dessous :
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−

+

C
R

e
s

R1

C

R

R2

d
−

+
e+

s

R1

R2

dZ1
e−

Z2

e

avec : Z1 =
R

1 +RCωj
et Z2 =

1 +RCωj

Cωj
.

On supposera l’A.O. idéal, de gain µ0, réel et très grand. On posera, en outre :

k = 1 +
R2

R1
. Les potentiels e+ et e− sont directement accessibles à l’aide du

théorème de Millman :

e+ =

e

Z1

+
s

Z2

1

Z1

+
1

Z2

=
Z2 e

Z1 + Z2

+
Z1 s

Z1 + Z2

et :

e− =

s

R2

1

R1
+

1

R2

=
R1

R1 +R2
s =

1

k
s

Par suite, lorsque l’A.O. fonctionne en régime linéaire :

s = µ0

(
e+ − e−

)
=

µ0 Z2

Z1 + Z2

[

e− Z1 + Z2

Z2

(
1

k
− Z1

Z1 + Z2

)

s

]

On trouve ainsi deux nombre complexes :

A =
µ0 Z2

Z1 + Z2

et :

B =
Z1 + Z2

Z2

(
1

k
− Z1

Z1 + Z2

)

+
−

ε

r

e
sA

B

tels que :

s = A× (e−B s) ⇒ (1 +AB) s = Ae



210 Chapitre 2

justifie la représentation du circuit sous forme de schéma-bloc. On trouve ainsi :

1 + T = 1 +AB = 1 + µ0

(
1

k
− Z1

Z1 + Z2

)

= 1 +
µ0

k
− µ0 ×

1

3 + j

(

RCω − 1

RCω

)

= µ0

(
1

µ0
+

1

k
− 3

D

)

+ j
µ0

D
×
(

RCω − 1

RCω

)

en posant D = 9 +

(

RCω − 1

RCω

)2

Par suite, des oscillations prennent naissance si 1 + T = 0, c’est-à-dire :

Im {T} = 0 ⇒ RCω − 1

RCω
= 0 ⇒ ω =

1√
RC

et :

Re {1 + T} = 0 ⇒ 1

µ0
+

1

k
− 3

9 +

(

RCω − 1

RCω

)2 = 0

⇒ 1

µ0
+

1

k
− 1

3
= 0 ⇒ k =

3µ0

µ0 − 3

Notamment, si µ0 ≫ 1, k ≃ 3.

Remarque – Dans la pratique, atteindre la valeur de k qui annule exactement
Re {1 + T} est peu réalisable. On s’arrange alors pour prendre k un peu inférieur
à 3, de sorte que Re {1 + T} > 0 entraîne une saturation de l’A.O., si bien que
s = ±Vsat conduit aux équations :

e− = ±1

k
Vsat

et :

e+ =
1

3 +RCωj +
1

RCωj

s⇒ d2e+

dt2
+ 3ω0

de+

dt
+ ω2

0 e
+ = 0 avec ω0 =

1√
RC

Cette dernière équation admet pour solution générale :

e+(t) = α1 e
X1t + α2 e

X2t avec







X1 =
− 3 +

√
5

2
ω0 < 0

X2 =
− 3−

√
5

2
ω0 < 0

Ce faisant, e+(t) décroît jusqu’à ce que les valeurs relatives de e+ et de e− permettent
à l’A.O. de décupérer un régime linéaire de fonctionnement.
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2.5.3 L’amplificateur opérationnel saturé

‘

2.5.3.1 Comparateur à hystérésis

L’amplificateur opérationnel peut être utilisé comme comparateur simple car sa tension
de sortie s dépend des valeurs relatives des tensions d’entrée :

{
s(t) = Vsat > 0 si e(t) > E
s(t) = −Vsat < 0 si e(t) < E

d−

+

e(t)

E
s(t)

0

Vsat

t

-Vsat

vs

E

0
t

e(t)

0

Vsat

t

-Vsat

vs

E

0
t

e(t)

Cependant, le signal e(t) peut être affecté de signaux parasites, ce qui provoque de
rapides transitions de la tension de sortie s(t) (voir deuxième schéma représenté ci-
dessus). Pour éviter l’apparition d’un tel phénomène, on réalise un comparateur à hys-
térésis, schématisé ci-dessous :

R1

R2

d
−

+

e+

e(t)

e−

s(t)

Le théorème de Millman fournit directement :

e+ =

e

R1
+

s

R2

1

R1
+

1

R2

=
1

R1 +R2
(R2 e+R1 s) (25)
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tandis que l’A.O. est caractérisé par :
{
s(t) = Vsat si e+ > e− = 0
s(t) = −Vsat si e+ < 0

On posera désormais : V0 =
R1

R2
Vsat, de manière à étudier plusieurs cas :

• Cas (1) : si e > V0, e+ > 0 impose s = Vsat.

• Cas (2) : partant de s = Vsat, la relation (25) montre que :

e+ =
1

R1 +R2
(R2 e+R1 Vsat) =

R2

R1 +R2
(e+ V0) (26)

Ainsi, tant que e > −V0, e+ > 0 maintient la tension s à la valeur Vsat.

• Cas (3) : dès que e < −V0, l’identité (26) révèle que :

e+ =
R2

R1 +R2
(e+ V0) < 0

Ce faisant, s(t) prend la valeur −Vsat tandis que l’équation (25) devient :

e+ =
R2

R1 +R2
(e− V0) (27)

• Cas (4) : à partir de la situation précédente, supposons que e(t) augmente. Tant
que e(t) demeure inférieur à V0, la relation (27) montre qe e+ < 0, c’est-à-dire
s(t) = −Vsat.

• Cas (5) : dès que e > V0, e+ =
R2

R1 +R2
(e− V0) devient positif : s(t) prend la

valeur +Vsat et l’expression de e+ prend la forme (26), jusqu’à ce que e(t) devienne
à nouveau inférieur à −V0.

0

Vsat

t

-Vsat

vs

0
t

e(t)

-V0

V0

e(t)

vs(t)

(1)

-V0 V0

Vsat

-Vsat

(1)(2) (2)

(3)

(3)

(4)

(4)

(5)

(5)

(3) (4)

(5)



Électrocinétique - Électronique 213

Un tel montage permet de s’affranchir
des éventuels parasites qui accompagnent
e(t) car le basculement de la sortie
s(t) : Vsat ↔ −Vsat se réalise dès la pre-
mière fois que e(t) < −V0 en décroissant
ou que e(t) > V0 en croissant.

0

Vsat

t

-Vsat

e(t)

s(t)

V0

-V0

2.5.3.2 Générateur de signal rectangulaire

On associe, au comparateur à hystérésis décrit précédemment, un montage intégrateur
{R,C} :

+

−
C

R

e+
s

R1

R2

d

e−

La loi du pont diviseur de tension permet d’exprimer les potentiels e+ et e− aux entrées
de l’amplificateur opérationnel :

e+ =
R1

R1 +R2
s (28)

et :

e− =

1

Cωj

R+
1

Cωj

s =
1

1 +RCωj
s⇒ e− +RCωje− = s

soit encore :

e− +RC
de−

dt
= s (29)

En supposant ici que s soit constant, cette équation différentielle admet pour solution
générale :

e−(t) = s+ α e−t/τ où τ = RC et α = cte (30)

Étudions le comportement de ce circuit dans plusieurs configurations :

• Si s(t) = Vsat > 0, e+ prend la valeur :

e+ =
R1

R1 +R2
Vsat = V0 > 0
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tant que e− demeure inférieur à V0. Cepentant, puisque s = Vsat, l’équation (29)
montre que :

RC
de−

dt
= s− e− = Vsat − e− > 0

ce qui prouve que e−(t) augmente ; lorsque
e−(t) atteint la valeur V0 de e+, la tension s
bascule à la valeur −Vsat. On choisira l’origine
t = 0 à cet instant.

Vsat

-Vsat

0 t
-V0

V0

e−

e+

e+

s

s

• Pour t > 0, s = −Vsat, de sorte que e+ = −V0. En outre l’équation (30) doit rendre
compte de la valeur initiale de e− :

e−(t) = −Vsat + α e−t/τ

⇒ V0 = −Vsat + α⇒ α = V0 + Vsat

⇒ e−(t) = −Vsat + (V0 + Vsat) e
−t/τ

ce qui montre que la tension e−(t) décroît avec
t.

Vsat

-Vsat

0 t
-V0

V0

e−

e+

e+

T0

s

s

On note T0 la date pour laquelle e− prend la valeur −V0, ce qui fait basculer s de
−Vsat à +Vsat :

e−(T0) = −V0 ⇒ −V0 = −Vsat + (V0 + Vsat) e
−T0/τ

⇒ T0 = τ ln

(
Vsat + V0
Vsat − V0

)

• Pour t > T0, s = +Vsat et e+ prend la valeur V0. Dans ce cas, l’équation (30)
montre que :

e−(t) = s+ α e−t/τ = Vsat + α e−t/τ

où la constante α tient compte de ce que :

e−(T0) = −V0
⇒ −V0 = Vsat + α e−T0/τ

⇒ α = − (V0 + Vsat) e
T0/τ

⇒ e−(t) = Vsat − (V0 + Vsat) e
T0−t

τ

Vsat

-Vsat

0 t
-V0

V0
e−

e+

e+
T0 T

s

s

Ce faisant, la tension e−(t) augmente jusqu’à atteindre la valeur V0 qui assure à
s(t) le basculement de +Vsat à −Vsat, à une date T ; on se retrouve alors dans le
premier cas. Aussi, la date T à laquelle se produit le basculement de s(t) vérifie :

e−(T ) = V0 = Vsat − (V0 + Vsat) e
T0−T

τ

⇒ T = T0 + τ ln

(
Vsat + V0
Vsat − V0

)
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Vsat

-Vsat

0 t

-V0

V0

e−

e+

T0
T

0 t

2T

T 2T

s

Apparaissent alors, en s(t) (ou en e+(t)) des oscillations rectangulaires, de période :

T = T0 + τ ln

(
Vsat + V0
Vsat − V0

)

= 2τ ln

(
Vsat + V0
Vsat − V0

)

avec :

Vsat + V0 = Vsat ×
(

1 +
R1

R1 +R2

)

= Vsat ×
2R1 +R2

R1 +R2

et :

Vsat − V0 = Vsat ×
(

1− R1

R1 +R2

)

= Vsat ×
R2

R1 +R2

Il s’ensuit finalement que :

T = 2RC ln

(

1 + 2
R1

R2

)
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• 34 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.

Spectres d’un signal MP-PC-PSI-PT

Soit v(t) une tension périodique, de période T . v(t) admet une décomposition en série
de Fourier de la forme :

v(t) = C0 +

∞∑

n=1

Cn cos(ωnt)

où ωn = nω = n× 2π

T
et Cn = f(nω).

Cn=f(ωn)

x
ωn0

f(x)

Cette tension est appliquée à l’entrée d’un multiplieur, dont l’entrée est soumise à une
tension u(t) = cos(ω0t), avec ω0 ≫ ω (donc ω0 > ωn sur toute la gamme du spectre
de v(t)).

1. Sachant que le multiplieur fournit une tension s(t) = v(t)× u(t), présenter s(t)
sous la forme d’une série :

s(t) = D0 cos(Ω0t) +

∞∑

n=1

Dn cos(Ωnt) +

∞∑

n=1

D′
n cos(Ω′

nt)

où D0 est une constante, tandis que Dn et D′
n sont des fonctions de Ωn et de Ω′

n :

Dn = g(Ωn) et D′
n = h(Ω′

n)

On explicitera ces fonctions

2. Donner la relation entre g(Ωn) et f(Ωn) d’une part et entre h(Ω′
n) et f(Ω′

n) d’autre
part.
Trouver une interprétation géométrique aux résultats obenus puis en déduire l’al-
lure du spectre en fréquences de s(t) (on le représentera en tenant compte du spectre
de v(t)).

• 35 Lycée Faidherbe, Lille
60 min.

Spectre d’un signal MP-PC-PSI-PT

Le champ électromagnétique rayonné par une antenne doit être modulé pour qu’il
puisse véhiculer une information. Supposons d’abord que le signal de modula-
tion soit sinusoïdal : vm(t) = Vm cos(ωmt). Ce signal module la « porteuse » :
vp(t) = Vp cos(ωpt) qui est la tension appliquée à l’antenne d’émission en l’absence
d’ondulation. La porteuse est fournie par un oscillateur sinusoïdal haute fréquence,

dont la fréquence d’oscillation fp =
ωp
2π

(fp ≫ fm =
ωm
2π

) est particulièrement stable.
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1. La modulation s’effectue à l’aide d’un circuit comprenant un multiplieur de
constante multiplicative k et d’un additionneur.

vp(t)

Z
+vm(t)

v(t)

Montrer que le signal modulé est de la forme :

v(t) = Vp × [1 +m cos(ωmt)]× cos(ωpt)

où m est l’indice de modulation que l’on explicitera.

2. Afin de mesurer l’indice de modulation du signal porteur, on réalise les deux oscil-
logrammes représentés ci-dessous .

v(t)

V1

t

v(t)

vm(t)

V2

Quels sont les modes de l’oscilloscope utilisés pour la réalisation de chacun des
oscillogrammes ? Exprimer l’indice de modulation en fonction des tensions extré-
males V1 = 2 V et V2 = 18 V puis le calculer numériquement.

3. Déterminer le spectre de fréquences du signal modulé v(t) et le représenter. En
déduire, pour ce type de modulation, la largeur du spectre de fréquences nécessaire
à la transmission d’un signal sinusoïdal de fréquence fm.

4. En l’absence de modulation (m = 0), la puissance rayonnée par l’antenne est
P = 2100 W. Quelle puissance moyenne Pt rayonne cette antenne quand l’indice
de modulation m a la valeur du 2. ?

On rappelle qu’un signal de tension efficace Ueff permet de rayonner une puissance

P =
U2

eff

R
, où R = 73,3 Ω.

5. Plus généralement, le signal de modulation occupe une plage de fréquences
[fm1, fm2] (figure ci-dessous). Représenter le spectre de fréquences du signal
modulé.
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En radiodiffusion, fm1 = 300 Hz et
fm2 = 4,5 kHz, quelle est la largeur de la
bande de fréquences occupée par le signal
modulé ?
Quel écart minimal de fréquence ∆fmin doit-
il exister entre les fréquences des porteuses
de deux émetteurs pour que leurs émissions
ne soient pas mutuellement brouillées ? 0

Amplitude

fm1
f

fm2

6. En fait, le signal modulé doit être amplifié avant d’être appliqué à l’antenne. Pour
cela on intercale, entre la sortie du modulateur délivrant le signal v(t) et l’antenne,
un amplificateur sélectif dont le circuit équivalent est donné par la figure ci-dessous.

C Rv(t) L v'(t)gZv(t)

La transductance g de l’amplificateur est une constante réelle dans la bande de fré-
quences utilisée et le filtre RLC est accordé sur la fréquence fp du signal porteur

(LCω2
p = 1). Le facteur de qualité du circuit est Q =

R

Lωp
où la résistance R in-

clut, pour l’essentiel, la résistance de rayonnement.
(a) Calculer l’impédance complexe Z du circuit RLC et montrer que pour les pul-

sations ω telles que ∆ω = ω − ωp ≪ ωp, elle peut s’écrire :

Z(jω) =
1

1 + 2jQ
∆ω

ωp

En déduire les expressions du module Z = |Z| et de l’argument ϕ = arg {Z}.
(b) En déduire que la tension v(t), à la sortie de l’amplificateur, est :

v′(t) = V ′
p × [1 +m′ cos(ωmt+ ϕ′)]× cos(ωpt)

expression dans laquelle on explicitera V ′
p , ϕ′ et le nouvel indice de modulation

m′. Commenter l’expression de v′(t) obtenue.
(c) À quelles conditions le signal amplifié v′(t) est-il une image non déformée du

signal v(t), lorsque la pulsation ωm du signal de modulation varie entre ωm1 et
ωm2 ?

Vérifier que ces conditions sont réalisées lorsque
ωm
ωp

≪ 1

2Q
.

• 36 Concours Commun Polytechnique
10 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

Dans le circuit représenté ci-dessous, R désigne une résistance, C une capacité et a
une constante positive sans dimension.
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R

C/aCe

a R

s

Déterminer, le plus rapidement possible, la fonction de transfert H(jω) =
s

e
.

• 37 Concours Centrale
10 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

On applique, en entrée du montage ci-contre, une
tension sinusoïdale v(t) = V0 cos(ωt).

1. Déterminer l’expresion ω0 de ω pour que l’am-
plitude U0 de u(t) soit maximale (Umax

0 ).

2. Tracer le diagramme de Bode : GdB en fonction

de log

(
ω

ω0

)

.

R
C

u(t)

R

C

v(t)

3. Trouver les pulsations ω1 et ω2 pour lesquelles U0 =
Umax
0√
2

.

• 38 Lycée Pissarro, Pontoise
15 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

Inauguré en 1965, le radiotélescope de Nancey a été créé pour étudier le décalage
Doppler de la raie 21 cm de l’atome d’hydrogène, due au couplage spin nucléaire -
spin électronique. C’est un moyen privilégié d’étude de la cinématique de l’hydrogène
interstellaire et donc des mouvements dans l’univers. De 1956 à 1967, de nombreux
chercheurs ont travaillé à la très délicate mise au point de la chaîne de réception
suivante.

antenne :
cornet focal
de 3 m sur 
0,5 m

amplificateur
refroidi à 20 K mélangeur

1 420 Hz

oscillateur
local

chaîne
amplificatrice

autocorrélation

On se propose de reproduire simplement le pincipe d’un mélangeur en TP, en se plaçant
6 décades plus bas en fréquence.

1. Dédoublement de fréquence
On a deux tensions :

a(t) = A
√
2 cos (2πfat) fa = 1420 Hz

e0(t) = E0

√
2 cos (2πf0t+ ϕ0) f0 = 1450 Hz
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mises aux entrées d’un multiplieur AD 633 ; on obtient une tension en sortie :

m(t) = a(t)× e0(t)

Démontrer que m(t) est la superposition de deux signaux sinusoïdaux de fré-
quences f et f ′ > f .
Calculer numériquement f et f ′.

2. Filtrage
On utilise le filtre ci-contre.

(a) En effectuant un schéma équivalent en B.F.
(basse fréquence), puis un autre en H.F.
(haute fréquence), déterminer sans calcul le
type de ce filtre.

R

RCe(t) s(t)

(b) Déterminer la fonction de transfert H(jω) de ce filtre.

(c) Déterminer sa pulsation de coupure ωc, en fonction de R et C.

(d) On a tracé ci-après le diagramme de Bode en gain de ce filtre.
Gain en décibels

10 100 1 000 

5 dB 

f (Hz) 

Déterminer un ordre de grandeur du produit RC.

(e) En haute fréquence, pourquoi parle-t-on d’une intégration ?
Comment vérifie-t-on cette propriété sur le diagramme de Bode en gain ?
Vers quelle valeur tend alors le déphasage de s(t) par rapport à e(t) ?

3. Le mélangeur
On place, à l’entrée de ce filtre, le signal m(t). La sortie est alors :

s(t) = S cos (2πft+ ϕS) + S′ cos (2πf ′t+ ϕS′)

(a) Déterminer la valeur numérique de
S

S′
à partir du diagramme de Bode.

(b) Sachant que l’atténuation de la véritable chaîne est bien supérieure, en déduire
la valeur de la fréquence du signal décalé de la chaîne originale.

• 39 Concours Centrale
15 min.

Réponse à un échelon de tension PSI

Le circuit représenté ci-dessous est soumis à un échelon de tension :
{
v(t) = 0 pour t < 0
v(t) = R pour t > 0
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1. Déterminer la fonction de transfert H(jω) =
u

v
de ce circuit.
En déduire l’équation différentielle vérifiée par
u(t), pour t > 0. On posera : τ = RC.

R
C

u(t)

R

C

v(t)

2. Donner l’expression totale de u(t) pour t > 0.

• 40 Lycée Henri IV, Paris
20 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

On considère le circuit ci-contre, constitué d’une in-
ductance pure L, d’une capacité C et d’une résis-

tance R. On pose ωc =
1√
LC

et Q =
Lωc
R

.

On note s(t) = Re {s} et e(t) = Re {e}.

R
C

L

e(t) s(t)

1. Donner la fonction de transfert H(jω) = H ejϕ en fonction de Q et x =
ω

ωc
.

Dans la suite, on pourra tenir compte de la valeur numérique de Q pour ne conser-
ver, dans les calculs, que les termes importants.

2. On prendra :
L = 11 mH C = 2,3 nF R = 12 Ω

(a) Tracer la courbe donnant le gain en décibels GdB en fonction de log x.

(b) Tracer, de même, la courbe donnant ϕ en fonction de log x.
On prendra soin de préciser les valeurs caractéristiques associées à ces courbes.

(c) Déterminer les pulsations de coupure à −3 dB.

• 41 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

Un quadripôle, constitué de deux dipôles D1 et D2, contient une résistance R, un
condensateur C et une bobine L.

On réalise les mesures suivantes :

• on relie l’entrée à une pile de force électro-
motrice E0 = 15 V, la sortie étant ouverte.
On mesure, en régime établi, un courant
i0 = 15 mA ;

i0

D2

D1

e s

• on remplace le générateur de tension continue par un générateur de tension sinu-

soïdale et on fait une étude en fréquence de la réponse du système. Soit H(jω) =
s

e
la fonction de transfert. L’expérience montre :

• qu’il s’agit d’un filtre passe-bande dont le gain passe par une valeur maximale
pour la fréquence f0 = 1,16 kHz ;
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• que la bande passant à −3 dB vaut ∆f = 0,34 kHz.

Donner le schéma du circuit, ainsi que les valeurs numériques de R, L et C.

• 42 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
30 min.

Système électronique linéaire MP-PSI-PT

Pour analyser les composantes fréquentielles d’un signal sonore (analyse des phéno-
mènes du langage par exemple), on utilise un transducteur (microphone) qui convertit
le signal en une tension ve(t), puis un filtre passe-bande qui extrait les composantes
sinusoïdales de fréquences voisines d’une fréquence f0 donnée.
On note vs(t) la tension de sortie du filtre. Le filtre est un circuit linéaire dont la fonc-
tion de transfert s’écrit :

H(jω) =
vs
ve

=
H0

1 + jQ

(
ω

ω0
− ω0

ω

)

On se propose de déterminer les caractéristiques H0, Q et ω0 du filtre à partir des os-
cilogrammes obtenus en régime périodique pour une tension ve(t) rectangulaire, pour
deux valeurs de fréquences.
On rappelle la décomposition de Fourier de ve(t) dans le cas où ve(t) est périodique,
de période T , avec :







ve(t) = V0 pour 0 6 t <
T

2

ve(t) = 0 pour
T

2
6 t < T

ve(t) = V0

[

1

2
+

2

π

∞∑

k=0

1

2k + 1
sin [(2k + 1)ω1t]

]

avec ω1 =
2π

T

Première expérience

• voies (1) et (2) en position DC ;

• base de temps : 50 µs par carreau ;

• sensibilité :

voie (1) 0,5 V par carreau
voie (2) 2 V par carreau

(1)

(2)

Dans cette expérience :

• la tension vs(t) est quasi sinusoïdale ;

• si on augmente la fréquence de ve(t) par rapport à la valeur correspondant à cet
oscilogramme, on constate que l’amplitude de vs(t) diminue ;

• si, par rapport à cette même fréquence, on diminue légèrement la fréquence de
ve(t), on constate que l’amplitude de vs(t) diminue également.
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Deuxième expérience

• voies (1) et (2) en position DC ;

• base de temps : 5 µs par carreau ;

• sensibilité :

voie (1) 2 V par carreau
voie (2) 0,2 V par carreau

(1)

(2)

1. Pourquoi, dans chaque expérience, la tension de sortie vs(t) ne comporte-t-elle pas
de composante continue, contrairement à la tension d’entrée ve(t) ?

2. Déduire de l’oscillogramme de la première expérience et du commentaire qui l’ac-
compagne :
(a) la pulsation ω0 ;
(b) la valeur de H0.

3. Dans la deuxième expérience, vs(t) est triangulaire alors que ve(t) est rectangu-
laire. Le filtre a un comportement intégrateur.
(a) Donner l’expression approchée de H(jω) dans le domaine de fréquences cor-

respondant à la deuxième expérience.
(b) En utilisant l’oscillogramme de la deuxième expérience, déterminer, en justi-

fiant la méthode utilisée, le rapport
H0ω0

Q
. En déduire la valeur de Q.

• 43 Concours Centrale-Supélec
30 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

On considère le circuit représenté ci-dessous :

u1 RC u2

L

u

L

1. Calculer l’impédance équivalente Z de ce montage.
2. À quelle condition Z est-elle une résistance pure ?

3. Déterminer la fonction de transfert H(jω) =
u2
u1

de ce filtre.

4. Représenter l’allure du diagramme de Bode en amplitude dans le cas où

Q =
1

R

√

L

C
<

1√
2

.

• 44 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Système électronique linéaire MP-PSI-PT

Dans le circuit représenté sur le schéma ci-dessous, on se place en régime sinusoïdal
forcé et l’on admet que, dans tout le domaine de fréquence où elle est utilisée, la bobine
peut être assimilée à une inductance pure.
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C RLI0 = sZVe Vs
Ve

La bobine est associée, en parallèle, à un condensateur de capacitéC, de façon à consti-
tuer un circuit résonant. Le circuitLC est placé dans le circuit collecteur d’un transistor
à effet de champ convenablement polarisé, de façon à réaliser un amplificateur sélectif.
V e est la valeur efficace complexe de la tension d’entrée.
I0 = s V e et R sont respectivement la valeur efficace complexe du courant électromo-
teur et la résistance interne du générateur équivalent au circuit de sortie du transistor.
Dans le domaine de fréquences où le transitor est utilisé, s est une constante.

1. Calculer la puissance moyenne absorbée par l’impédance constituée par les élé-
ments R, L et C du circuit. On mettra le résultat sous la forme :

P =
Pmax

1 +Q2

(

x− 1

x

)2

où x =
ω

ω0
et ω0 =

1√
LC

. Exprimer Pmax et Q.

2. On définit la bande passante ∆ω0 du circuit comme l’intervalle de fréquence à

l’intérieur duquel on a : P >
Pmax

2
. Exprimer le coefficient de sélectivité

ω0

∆ω0
du

circuit.

3. Donner l’expression du gain en tension de l’amplificateur :

H(x,R, s,Q) =
|V s|
|V e|

=
Vs
Ve

Quel est le domaine de variation de la tension aux bornes du circuit à l’intérieur de
la bande passante ?

4. On définit le taux d’harmonique de rang n d’un signal périodique par le rapport

τn =
Vn
V1

de l’amplitude Vn de l’harmonique de rang n à l’amplitude V1 du fonda-

mental (harmonique de rang 1).
Si τn,e et τn,s sont les taux d’harmoniques de rang n, respectivement à l’entrée et à

la sortie de l’amplificateur, calculer l’atténuation δn =
τn,s
τn,e

du taux d’harmonique

de rang n d’un signal dont la pulsation du fondamental est ω0. Quelle doit-être la
valeur de Q pour que cette atténuation soit de −20 dB pour l’harmonique de rang
2 ?

5. L’amplificateur sélectif est maintenant couplé à une charge purement résisive Ru.
Exprimer la nouvelle bande passante ∆ω′

0 de l’amplificateur, en fonction de ∆ω0,
R et Ru, quand la charge Ru est directement branchée aux bornes du circuit réso-
nant. Calculer ∆ω′

0 lorsque Ru = R.
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• 45 Lycée Chaptal, Paris
45 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

Nous supposerons tous les composants du circuit ci-dessous idéaux (bobine, résistance
et condensateur).

v1 RC v2

L

On pose : LCω2
0 = 1 et on prendra comme valeurs numériques :

L = 200 mH C = 10 µF R = 80 Ω

I- On établit, à l’entrée, une tension sinusoïdale de la forme : v1(t) = V0 cos(ωt). La
tension de sortie est alors de la forme : v2(t) = V02 cos(ωt+ φ). On suppose évidem-
ment que V0 et V02 sont positifs.

1. On adopte la notation complexe. Déterminer la fonction de transfert de ce montage :

H(jω) =
V02 e

j(ωt+φ)

V0 ejωt

2. On pose : H(jω) = G ejφ, où G est un réel positif.

(a) Étudier les variations de G et de φ en fonction de la pulsation ω.

(b) Représenter l’allure des courbes G(ω) et φ(ω).

(c) L et R étant imposés, montrer que lorsque C est inférieur à une certaine valeur
C0,G est une fonction décroissante de ω. Calculer C0 en fonction de L et deR.
Vérifier qu’avec les valeurs numériques imposées ci-dessus, on a bien C < C0.

II- Le filtre est maintenant alimenté par une tension rectangulaire, périodique de fré-

quence f =
1

T
= 1000 Hz, représentée sur la figure ci-dessous. On appelle α =

Tf
T

le

rapport cyclique de cette tension v1(t).

v1(t)

Tf

V0

0 T
t

1. On décompose v1(t) en série de Fourier, sous la forme :

v1(t) = A0 +

∞∑

n=1

An cos(nωt) +

∞∑

n=1

Bn sin(nωt)

avec ω =
2π

T
. Déterminer les coefficients A0, An et Bn en fonction de V0 et de α.
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2. On écrit la série de Fourier sous la forme :

v1(t) = A0 +

∞∑

n=1

Cn cos(nωt+ ψn) avec Cn > 0

Déterminer les coefficients Cn en fonction de V0 et de α.

3. Nous nous proposons de déterminer la tension de sortie v2(t) du filtre en tenant
compte des calculs numériques indiquées ci-dessus pour C, L, R et f .

(a) Expliquer pourquoi la tension de sortie v2(t) est sensiblement constante dans le
temps. Déterminer la valeur V2m de cette constante, en fonction de V0 et de α.

(b) Vérifier que, pour obtenir un ordre de grandeur convenable de l’ondulation ré-
siduelle de la tension de sortie v2(t), il suffit de ne considérer dans le calcul que
le premier harmonique de la série de Fourier.

(c) Déterminer alors, dans le cadre de l’approximation ci-dessus, l’ondulation
∆V2 = v2 max − v2 min de la tension de sortie, ainsi que le taux d’ondulation
∆V2
V2m

; pour exprimer l’ondulation et le taux d’ondulation, on utilisera les

valeurs numériques de L, C, R, f et on exprimera les résultats en fonction

de α et, éventuellement, de V0. Calculer le taux d’ondulation pour α =
3

4
.

Conclusion.

• 46 Lycée Louis-le-Grand, Paris
45 min.

Système électronique linéaire MP-PC-PSI-PT

On considère le filtre « en T » de la figure ci-dessous :

v1 v2

i1

ZA

i2

ZB

ZC

Le régime étant sinusoïdal dans tout le problème, il est convenu que les lettres sou-
lignées représenteront des grandeurs complexes. ZA, ZB et ZC sont des impédances
complexes.

1. On charge le filtre par une impédance (complexe) Z0 et on désire que le dipôle
chargé, « vu » de ses deux bornes d’entrée, soit équivalent à l’impédance Z0 qui
porte alors le nom d’impédance itérative ou caractéristique.
On a alors :

v1
i1

=
v2
i2

(a) Monrer qu’à ZA, ZB et ZC donnés, il existe a priori deux valeurs possibles de
Z0.

(b) Quelle est, en fonction de Z0, l’impédance caractéristique du système constitué
de n filtres en T identiques, montés en cascade ?
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2. Dans toute la suite du problème, ZA et ZB sont réalisés par deux inductances

pures, identiques, de valeur L′ =
L

2
; ZC est réalisé par un condensateur parfait de

capacité C. Calculer Z0 est discuter des valeurs possibles de Z0 en fonction de la
pulsation ω.

Comment pourrait-on réaliser Z0 ?

3. On se place dans le cas des « basses fréquences » (à préciser) où Z0 est une résis-
tance pure. On charge alors le filtre, à tout fréquence, par la résistance caractéris-
tique, de valeur positive, correspondant à cette fréquence.

(a) Calculer la fonction de transfertH1(jω) =
v2
v1

en fonction de ω et ωc =
2√
LC

.

(b) Simplifier l’expression de H1 en posant : cosφ = 1− LCω2

2
puis calculer son

module et son argument en fonction de φ.

4. On se place dans le cas des « fréquences élevées » (à préciser) où Z0 est une
inductance pure. On charge alors le filtre, à toute fréquence, par l’impédance carac-
téristique inductive correspond à cette fréquence.

(a) Calculer la fonction de transfertH2(jω) =
v2
v1

en fonction de ω et ωc =
2√
LC

.

(b) Simplifier l’expression deH2(jω) en posant : cosψ =
LCω2

2
− 1 puis calculer

son module et son argument.

5. On pose : x =
ω

ωc
.

Exprimer H(x) = |H| et ϕ(x) = arg {H} correspondant au filtre chargé, à toute
fréquence, par son impédance caractéristique.

• 47 Concours Centrale
15 min.

Réponse à un échelon de tension MP-PC-PSI-PT

Le circuit représenté ci-dessous est soumis à un échelon de tension :
{
v(t) = 0 pour t < 0
v(t) = R pour t > 0

1. Déterminer la fonction de transfert H(jω) =
u

v
de ce circuit.
En déduire l’équation différentielle vérifiée par
u(t), pour t > 0. On posera : τ = RC.

R
C

u(t)

R

C

v(t)

2. Donner l’expression totale de u(t) pour t > 0.
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• 48 Lycée Thiers, Marseilles
10 min.

Amplificateur opérationnel PSI

Dans le montage représenté ci-contre, l’am-
plificateur opérationnel est parfait ; on a alors
s = µ ε où ε = e+ − e−, tandis que les intensi-
tés des courants i+ et i− sont nulles.
Déterminer l’expression de l’impédance d’en-
trée :

Re =
e

I

−

+

s
e−

e
R3

R1

R2

ε

I i+

i−

• 49 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Amplificateur opérationnel MP-PSI

On considère le montage schématisé ci-dessous.

d
+

−

R

C
r

vs

R1L

R1

i

1. Exprimer l’équation différentielle vérifiée par i.

2. Exprimer vs en fonction de R1, R et i.

3. Montrer qu’à partir d’une certaine valeur de R = R0, on observe des oscillations.

4. Montrer que, connaissant ω, R0 et C, on peut déterminer L et r.

• 50 Lycée Thiers, Marseille
20 min.

Amplificateur opérationnel MP-PSI

On considère le montage représenté ci-dessous, appelé oscillateur à pont de Wien.
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d
+

−

R
C

vs

R1

R2

R C

u
A

ve

La tension ve est une tension sinusoïdale, de pulsation ω, fournie par un générateur
dont la résistance de sortie est nulle. On admet que les autres tensions (u, vs) sont
également sinusoïdales et de même pulsation. Dans ces conditions, toutes ces tensions
peuvent être représentées par des nombres complexes (respectivement V e, U , V s).

1. Calculer la transmittance K =
V s
U

de l’opérateur construit à partir de l’amplifica-

teur opérationnel supposé idéal et des résistances R1 et R2.

2. Exprimer U en fonction de V e et V s. Montrer que l’on peut écrire :

U = T V e +
1

3 + jX
V s

où X est une fonction de la pulsation réduite
ω

ω0
, ω0 étant une constante que l’on

exprimera en fonction de R et de C, et T est une fonction homographique de jX .

3. Exprimer V s en fonction de V e, de K et de X .

4. Montrer qu’il existe un couple de valeurs (K0, ω1) de K et ω, pour lequel l’ampli-
tude de la tension de sortie vs peut avoir une valeur non nulle alors que celle de la
tension ve est infiniment petite.

On admetra que pour ve = 0, la condition K = K0 est remplie, le système oscille
de manière harmonique à la pulsation ω1, tandis que pourK > K0 il oscille encore
mais de manière non sinusoïdale.

5. Application numérique : R1 = 10 kΩ, R = 10 kΩ, C = 10 nF, le point A est relié
à la masse.

Déterminer la valeur de R2 pour que le système oscille de manière sinusoïdale et
calculer la fréquence f1 de l’oscillation.

• 51 Lycée du Parc, Lyon
20 min.

Amplificateur opérationnel MP-PSI

On considère le circuit de la figure ci-dessous.
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+

−

s

r1

d
r2

r3

C2

C1

e

L’étude qui suit se fera en régime sinusoïdal établi et l’on supposera que l’A.O. idéal
fonctionne en régime linéaire.
1. Déterminer directement le comportement en basse fréquence et en haute fréquence

d’un tel circuit.
2. Déterminer la fonction de transfert H(jω) et montrer que le montage proposé

constitue un filtre passe-bande centré sur la valeur ωc de la pulsation ω et de facteur
de qualité Q que l’on déterminera.

3. Application numérique : calculer Q et fc =
ωc
2π

, avec les valeurs numériques sui-
vantes :

r1 = 220 kΩ r2 = 22 kΩ r3 = 1 kΩ C1 = 1 nF C2 = 0,1 nF

• 52 Lycée Chateaubriand, Rennes
20 min.

Amplificateur opérationnel MP-PC-PSI-PT

Le dispositif, schématisé par :

d
+

−
A
ε S

i

B
i

désigne un amplificateur opérationnel idéal et linéaire, qui possède les propriétés sui-
vantes :

• son impédance d’entrée est infiniment grande de telle sorte que l’intensité i est
pratiquement nulle ;

• dans les conditions d’utilisation, la différence de potentiel ε = VB − VA est prati-
quement nulle.

Le système entier, schématisé sur la figure suivante :

R1

R2

d
+

−
A

B

M

u

S

i

R
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constitue un dipôle D, de bornes A et M . On appelle u la différence de potentiel entre
A et M : u = VA − VM et i l’intensité du courant qui entre dans ce dipôle au point A.

1. On appellera vs le potentiel du point S.

Établir la relation entre u et i, qui constituera l’équation de la caractéristique
u = f(i) de D.

2. On considère le cas particulier où R1 = R2. Que devient l’équation de la caracté-
ristique u = f(i) du dipôle ?

Par la suite, on ne considérera que le cas particulier où R1 = R2.

3. Le dipôle précédent est inséré dans un circuit, en série avec une bobine (L, r) et un
condensateur de capacité C.

(a) Établir l’équation différentielle satisfaite par l’inten-
sité i du montage, en fonction du temps. On fera in-
tervenir r, R, L et C.
On supposera :

∣
∣
∣
∣

r −R

L

∣
∣
∣
∣
≪ 1√

LC
= ω0

D

CX

M

Ai (L, r)

(b) SiR < r, donner rapidement l’allure de i(t), en prenant des conditions initiales
quelconques.

(c) Si R > r, comment varie l’amplitude des oscillations ?

(d) Si R = r, indiquer la nature de la courbe donnant la variation de i(t).

4. La capacité C du condensateur a une valeur connue. À l’aide d’un oscilloscope,
on observe le signal aux bornes du condensateur. Montrer que la mesure de ω0 à
l’oscilloscope et le réglage de R (résistance variable) permettent de déterminer les
caractéristiques (L, r) de la bobine.

Application numérique : avec une bobine à noyau de fer doux, on a relevé :
C = 0,47 µF, r = 80 Ω et T0 = 4,3 µs (période de la tension sinusoïdale).
Calculer le coefficient d’inductance propre L de cette bobine.

• 53 Lycée Thiers, Marseille
20 min.

Limites de l’A.O. MP-PSI

On considère le montage ci-dessous qui utilise un amplificateur opérationnel dont les
caractéristiques sont les suivantes :

• i+ = i− = 0 ;

• le gainG, supposé très grand devant 1, garde une valeur finie et : s = G× ε, ε étant
la tension qui existe entre les bornes d’entrée + et − de l’amplificateur ;

• la tension e(t) est alternative, de pulsation ω.
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+

−

s
e

C

i−

ε

R

i+

C

R

Calculer la fonction de transfert H(jω) =
s

e
et montrer qu’elle peut se mettre sous la

forme :

H(jω) = −G
3

ω0

Q
× jω

ω2
0 − ω2 + jω

ω0

Q

Déterminer ω0 et Q.

• 54 Concours de l’ENS
15 min.

Transfert de puissance PSI

On considère une source de tension idéale U0 > 0 reliée, par un dispositif de conver-
sion de puissance composé de deux interrupteurs K et K ′, à une source de courant
continu I0 > 0.

U0 I0K'

K

U(t)

1. L’interrupteur K est fermé pendant la durée αT , puis ouvert pendant (1− α)T .

(a) Déterminer le cycle de fonctionnement de l’interrupteur K ′.

(b) Calculer la valeur moyenne de la tension u(t) délivrée par le dispositif.

(c) Calculer la puissance moyenne transmise à la source de courant.

(d) Quelle est la nature des interrupteurs K et K ′ les plus simples, convenant pour
réaliser ce montage ?

2. La source de courant est maintenant remplacée par une inductance L en série avec
une résistance R et une source de tension E < U0. Calculer, en régime périodique
permanent, le courant dans l’inductance pour E = 0 V, en fonction du temps. On
utilisera, après les avoir déterminées, les valeurs maximum (Imax) et minimum (Imin)
de l’intensité de ce courant

• 55 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Transfert de puissance PSI

La structure envisagée ici correspond à celle des alimentations dites à découpage.
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E

L

K

K'

u
C

R

iL

iK

iK'

iR iC

La séquence de commande des interrupteurs, pendant une période T est la suivante :
{

0 6 t < αT : K fermé, K ′ ouvert ;
αT 6 t < T : K ouvert, K ′ fermé ;

On considère connues : E = 50 V et T = 50 µs.
On suppose, dans un premier temps, que l’association R ‖ C (entourée en pointillé) se
comporte comme une source de tension u = E′.
On se place dans l’hypothèse où le courant dans la bobine d’inductance L ne s’annule
jamais.

1. Déterminer les expressions de iL(t), iK(t) et iK′(t), intensités des courants dans
la bobine L et dans les interrupteurs K et K ′, sur une période (on note Im et IM
les valeurs minimale et maximale de iL).

2. Représenter iL(t), iK(t) et iK′(t).

3. Déterminer, en fonction de E et α, la valeur de u = E′.

4. On règle α à la valeur α = 0,6. La puissance moyenne fournie par la source de
tension E est alors P = 150 W.
On accèpte une ondulation ∆iL = IM − Im maximale ∆IL max = 0,3 A pour cette
valeur de α = 0,6.

(a) Déterminer la valeur minimale de l’inductance L.

(b) Pour la valeur de L trouvée à la question précédente, déterminer les valeurs
minimale Im et maximale IM de iL.

5. Choix et caractéristiques des interrupteurs.

(a) Tracer les portions de caractéristiques courant-tension décrites par chaque in-
terrupteur sur les intervalles [0, αT [ d’une part et [αT, T [ d’autre part.

(b) En déduire les fonctions de commutation, transistor ou diode, utilisables pour
K et K ′ (les interrupteurs sont supposés idéaux).

(c) Que vaut la valeur moyenne V0 de la tension uK aux bornes de K ?

6. On se place dans la situation du 4. : α = 0,6 et P = 150 W.
En réalité, la tension u aux bornes de l’associationR ‖ C n’est pas constante : c’est
une fonction périodique qui présente une légère ondulation. On suppose que cela
ne modifie pratiquement pas iL, iK et iK′ , qui conservent les mêmes formes que
précédemment.

(a) Déterminer, littéralement et numériquement, les intensités moyennes IR et IC
des courants dans la charge R et dans le condensateur C en fonction de α, P et
E.

(b) Déterminer numériquement les valeurs moyennes PR et PC des puissances dis-
sipées dans R et C.
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• 56 Concours ATS
30 min.

Transfert de puissance PSI

Dans le circuit schématisé ci-contre, la diode et l’inter-
rupteur (transistor) sont supposés idéaux. Au début de
la période de découpage, le courant traversant la résis-
tance a pour intensité Imin. La fréquence de découpage

vaut f = 20 kHz =
1

T
. On note α le rapport du temps

de condution du transistor sur la période T .

E =12 V

L

it
T

R
id

iR

vd

vt

1. Écrire les équations différentielles du système pour t ∈ [0, αT [, puis pour
t ∈ [αT, T [.

2. Représenter l’allure des signaux vt, vd, iR, it et id. On prendra α = 0,5.

3. Déterminer, de manière simple, la valeur moyenne de iR en fonction de α, E et R ;

on supposera que T ≪ τ =
L

R
.

4. Déterminer l’ondulation ∆iR = Imax − Imin en fonction de L.

5. Déterminer la valeur à donner à τ pour que ∆iR soit égal à 10% de la valeur
moyenne de iR.

• 57 Concours de l’ESIM
30 min.

Systèmes bouclés PSI

La figure ci-dessous représente le schéma équivalent d’un amplificateur de tension à
contre-réaction.
Le générateur de courant est un générateur lié, débitant un courant d’intensité Ai i. Le

coefficient d’amplification Ai est fonction de la fréquence f =
ω

2π
.

AiZii

ve

Rs
ε

r

R

vr

vs
Re

1. Montrer que cet amplificateur peut être représenté par un schéma-bloc défini sur la
figure ci-dessous.

µ

vr

+
−

ε

β

ve vs
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On donnera les expressions des transmittances µ et β en fonction des éléments du
circuit.

2. On donne :
R≫ Rs |Ai| ≫

r

r +R
|Ai| Rs ≫ R

Simplifier les expressions de µ et β puis montrer que µ ≃ Ai ×
Rs
Re

et β ≃ r

r +R
.

3. Les éléments employés ont pour caractéristiques :

Ai =
A0

(

1 + j
f

f1

) (

1 + j
f

f2

)

avec : f1 = 103 Hz, f2 = 100 × f1, A0 = 105, Re = 10 kΩ, Rs = r = 1 kΩ et
R = 100 Ω.

(a) Calculer la transmittance T (f) = µ×β en boucle ouverte, avec les expressions
simplifiées de µ et β.

(b) Montrer que le système est stable.

• 58 Concours ESIM
45 min.

Systèmes bouclés PSI

I- Un amplificateur de tension à contre-réaction tension-tension peut être schématisé
par le schéma-bloc sur la figure suivante.

V1
A

VR

+
−

B

V2

A est a transmittance de la chaîne directe ;B est la transmittance de la chaîne de retour.

1. Calculer le rapport H =
V 2

V 1

, appelé transmittance en boucle fermée.

2. T (ω) = A× B est appelé transmittance en boucle ouverte. Justifier cette dénomi-
nation.

3. On admet que A est de la forme :

A =
A0

1 + j
ω

ω0

avec j2 = −1 et ω la pulsation de la tension appliquée. B = B est un nombre réel
positif ou négatif.
On étudie la réponse de l’amplicateur en boucle fermée, à un échelon de tension :

V1(t) = 0 pour t < 0 et V1(t) = E pour t > 0

(a) Déterminer V2(t) en admettant que V2(t) = 0 pour t 6 0.



236 Chapitre 2

(b) Conclure sur la stabilité de l’amplificateur en boucle fermée, selon la valeur de
A0B.

4. Dans la suite du problème, on admettra que A et B sont des fonctions de jω.

Pour chiffrer la marge de sécurité que l’on prend par rapport à la stabilité d’un
système, on définit la marge de phase :

Mϕ = 180˚ + arg {T (ω1)}

où ω1 est la pulsation pour laquelle |T (ω1)| = 1.

Une marge de phase de 45˚ garantit une stabilité correcte du système :

Mϕ > 0, le système est stable ;
Mϕ < 0, le système est instable.

On peut aussi chiffrer la marge de sécurité par rapport à l’instabilité en définissant
la marge de gain MG. Soit ωc la pulsation pour laquelle arg {T (ωc)} = −π, alors
MG = −20 log |T (ωc)| :

MG > 0, le système est stable en boucle fermée ;
MG < 0, le système est instable en bouce fermée.

On veut appliquer ces deux critères au systèmes de la question (3), avec
|A0B| = 102. Calculer la marge de phase et la marge de gain. Conclure.

II- Soit le montage schématisé sur la figure suivante :

d
+

−

R1

V2

ε

R

d
+

−V1

R

VR

R0

R0

Les amplificateurs opérationnels sont identiques et présentent une impédance d’en-

trée infinie et un gain µ tel que µ =
µ0

1 + j
ω

ω0

, avec ω0 = 2πf0, f0 = 10 Hz, µ0 = 105,

R0 = 100 Ω et R1 = 10 kΩ.

1. Montrer que ce système peut être décrit par un schéma-bloc analogue à celui de la
partie I-.

Calculer A et B en fonction de µ, R0 et R1.

2. Calculer le gain en boucle ouverte T (ω).

3. Calculer la marge de phase Mϕ. Le système sera-t-il correctement stable ?
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• 59 Concours Centrale-Supélec
30 min.

Système bouclé PSI

Un amplificateur opérationnel (A.O.) sera représenté par le schéma ci-dessous, lorsque
les conditions de fonctionnement en régime linéaire seront remplies.

−

+
ε

R

s
−

+
ε

s

µε

représenté par :

Figure 1

Selon les cas, nous prendrons r nul ou non, µ réel ou complexe, de module infini ou
fini. Les défauts de l’A.O. sont négligés. On rappelle, en particulier, que dans cette
hypothèse l’intensité des courants absorbés par les entrées est considérée comme nulle.

1. On prend µ infini.
Les conditions de fonctionnement linéaire sont
supposées remplies. Quelle est alors la relation
entre la tension de sortie s complexe et la tension
d’entrée e complexe ?

−

+
ε

s
e

Figure 2

2. On prend r = 0 et µ fini : µ = µ0. Les conditions de fonctionnement en régime
linéaire sont supposée remplies. Quelle est la nouvelle relation entre la tension de
sortie complexe s et la tension d’entrée complexe e ? Quel est l’ordre de grandeur
de µ0 ? A-t-on fait une correction intéressante en prenant pour µ une valeur finie ?

3. Le montage suiveur entre dans le cadre de l’étude des sources commandées, mu-
nies d’une boucle de rétroaction. Préciser quelles sont les grandeurs qui jouent le
rôle de : grandeur d’entrée, grandeur de retour, grandeur de sortie et expliquer, en
quelques mots, pourquoi le montage suiveur entre bien dans le cadre de cette étude
très générale.

4. Sans faire aucun calcul, expliquer pourquoi la résistance de sortie du suiveur est
nulle avec les hypothèses faites en 1. ou en 2.

5. On prend r non nul et µ fini : µ = µ0. Le suiveur est alimenté par un générateur
de tension de f.é.m. Eg et de résistance interne Rg . Il est chargé par une résistance
Ru. Calculer sa résistance d’entrée Re. Calculer également sa résistance de sortie
Rs. Quel est l’ordre de grandeur de r ? Compte tenu de cette valeur, donner une
excellente expression approchée de Rs et commenter ce résultat. Quel est l’intérêt
de ce montage avec A.O. ?

6. On prend r = 0 et µ complexe :

µ =
µ0

1 + j
ω

ω0

Quelle est la définition de ω0 ? Quel est son ordre de grandeur ? Un A.O.
fonctionne-t-il souvent à l’intérieur de sa bande passante ?
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7. Avec les hypothèses du 6. déterminer la fonction de transfert du suiveur lorsqu’il

fonctionne en régime sinusoïdal forcé de pulsation ω : T (jω) =
s

e
. En déduire sa

bande passante et l’expression de son produit gain × bande.

8. On prend r = 0. Lorsque l’A.O. fonctionne en régime linéaire non sinusoïdal,
quelle est l’équation différentielle liant la tension de sortie e et la tension différen-

tielle d’entrée ε ? On pourra poser, dans ce cas : τ =
1

ω0
.

9. Un expérimentateur étourdi réalise le montage suivant :
Pendant le temps très court, durant lequel l’A.O.
fonctionne linéairement, quelle est la valeur de
µ0 ?
Démontrer que l’A.O. ne peut fonctionner de façon
stable. Quelle observation fera-t-ton sur la sortie
du montage ?

+

−
ε

s
e

Figure 3

10. L’A.O., tel qu’il est monté dans la figure 2, est-il stable ? La condition de stabilité
est-elle une condition suffisante de linéarité ?
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• 34 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-jolie

1. Le signal de sortie du multiplieur vaut :

s(t) = v(t)× u(t) = C0 cos(ω0t) +

∞∑

n=1

Cn cos(ωnt) cos(ω0t)

= C0 cos(ω0t) +

∞∑

n=1

Cn
2

cos [(ω0 + ωn) t] +

∞∑

n=1

Cn
2

cos [(ω0 − ωn) t]

c’est-à-dire, en posant :

Ω0 = ω0 D0 = C0

Ωn = ω0 + ωn Dn =
1

2
Cn(ωn) =

1

2
Cn(Ωn − ω0)

Ω′
n = ω0 − ωn D′

n =
1

2
Cn(ωn) =

1

2
Cn(ω0 − Ω′

n)

ce signal se présente globalement sous la forme :

s(t) = D0 cos(ω0t) +

∞∑

n=1

Dn cos(Ωnt) +

∞∑

n=1

D′
n cos(Ω′

nt)

Les résultats précédents montrent que les coefficients Dn et D′
n sont des fonctions

de Ωn et de Ω′
n telles que :







Dn = g(Ωn) =
1

2
Cn(Ωn − ω0)

D′
n = h(Ω′

n) =
1

2
Cn(ω0 − Ω′

n)

⇒







g(Ωn) =
1

2
f(Ωn − ω0)

h(Ω′
n) =

1

2
f(ω0 − Ω′

n)

2. La relation : g(Ωn) =
1

2
f(Ωn−ω0) montre que la courbe représentative de la fonc-

tion g se déduit (à un facteur
1

2
près) de celle de la fonction f par une translation

horizontale de ω0 :

Ωn-ω00

f(x)

ω0

Ωn
x

C0

f(Ωn-ω0)

g(x)g(Ωn)

Amplitude

Quant à la relation h(Ω′
n) =

1

2
f(ω0−Ω′

n), elle révèle que la courbe représentative

de la fonction h se déduit (à un facteur
1

2
près) de celle de f par une symétrie d’axe

Ω′
n = ω0, suivie d’une translation de −ω0 :
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0

f(x)

ω0
Ω'n

x

C0

f(ω0-Ω'n)

g(x)g(Ω'n)

Ω'n
ω0

Amplitude

En conclusion, le spectre en fréquences du signal s(t) = v(t)× u(t) présente l’al-
lure suivante :

0 ω0

Amplitude

C0

ω 

ω0+ωnω0-ωn

• 35 Lycée Faidherbe, Lille

1. À la sortie du multiplieur, la tension vaut u(t) = k × vm(t)× vp(t), de sorte que :

v(t) = vp(t) + u(t) = vp(t) + k vm(t)× vp(t)

= vp(t)× [1 + k vm(t)]

= Vp × [1 + kVm cos(ωmt)]× cos(ωpt)

soit encore :

v(t) = Vp × [1 +m cos(ωmt)]× cos(ωpt) avec m = k Vm (31)

2. Le premier oscillogramme est obtenu dans le mode X(t) de l’oscilloscope, tandis
que le second requiert l’usage du mode XY (courbe de Lissajous).
L’expression (31) montre que (pour m < 1)) l’amplitude de v(t) varie entre les
valeurs :

V2 = Vp × (1 +m) et V1 = Vp × (1−m)

Il s’ensuit que :

V2
1 +m

=
V1

1−m
⇒ V2 −mV2 = V1 +mV1 ⇒ m =

V2 − V1
V2 + V1

Application numérique :

m =
18− 2

18 + 2
= 0,8
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3. Étant donné que :

cos(ωmt) cos(ωpt) =
1

2
cos [(ωp + ωm) t] +

1

2
cos [(ωp − ωm) t]

le signal v(t) s’écrit aussi :

v(t) = Vp cos(ωpt) +
mVp
2

cos [(ωp + ωm) t] +
mVp
2

cos [(ωp − ωm) t]

C’est pourquoi le spectre de v(t) contient trois bandes :

pulsations ωp − ωm ωp ωp + ωm
fréquences fp − fm fp fp + fm

amplitudes
mVp
2

Vp
mVp
2

0

Amplitude

fp 
f

fp-fm fp+fm

Vp 

mVp/2  

Ce spectre montre que, pour transmettre le signal v(t) modulé, il est nécessaire de
disposer d’une largeur de fréquences :

∆fp = (fp + fm)− (fp − fm) = 2fm

4. Soient ω0 = ωp, ω1 = ωp + ωm et ω2 = ωp − ωm les trois pulsations qui com-
posent le signal modulé :

v(t) = Vp cos(ω0t) +
mVp
2

cos(ω1t) +
mVp
2

cos(ω2t)

⇒ v2(t) = V 2
p cos2(ω0t) +

(
mVp
2

)2

cos2(ω1t) +

(
mVp
2

)2

cos2(ω2t)

+mV 2
p cos(ω0t) cos(ω1t) +mV 2

p cos(ω0t) cos(ω2t)

+
m2V 2

p

2
cos(ω1t) cos(ω2t)

Remarquons alors que :

〈
cos2(ωit)

〉
=

1

Ti

∫ Ti

0

cos2(ωit) dt avec Ti =
2π

ωi

=
1

2Ti

∫ Ti

0

[1 + cos(2ωit)] dt

=
1

2Ti

{

Ti +
1

2ωi
[sin(2ωit]

Ti

0

}

=
1

2Ti

[

Ti +
1

2ωi
sin(2ωiTi)

]

=
1

2
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tandis que, pour ωi 6= ωj :

〈cos(ωit) cos(ωjt)〉 =
1

2
〈cos [(ωi + ωj) t]〉+

1

2
〈cos [(ωi − ωj) t]〉

=
1

2Tij

∫ Tij

0

cos [(ωi + ωj) t] dt

+
1

2T ′
ij

∫ T ′
ij

0

cos [(ωi − ωj) t] dt

avec Tij =
2π

ωi + ωj
et T ′

ij =
2π

ωi − ωj
. Par conséquent :

〈cos(ωit) cos(ωjt)〉 =
sin [(ωi + ωj)Tij ]

2Tij (ωi + ωj)
+

sin
[
(ωi − ωj)T

′
ij

]

2T ′
ij (ωi − ωj)

= 0

Il s’ensuit que :

〈
v2
〉

=
V 2
p

2
+

1

2

(
mVp
2

)2

+
1

2

(
mVp
2

)2

=
V 2
p

2

(

1 +
m2

2

)

⇒ U2
eff =

〈
v2
〉
=
V 2
p

2

(

1 +
m2

2

)

Par suite, la puissance rayonnée par l’antenne soumise au signal modulé vaut :

Pt =
U2

eff

R
=
V 2
p

2R

(

1 +
m2

2

)

En revanche, en l’absence de modulation :

m = 0 ⇒ P =
V 2
p

2R
⇒ Pt = P ×

(

1 +
m2

2

)

Application numérique :

Pt = 2100× 103 ×
[

1 +
(0,8)2

2

]

⇒ Pt = 2772 kW

5. Conformément à l’exercice de la page 216, on peut affirmer que le spectre du signal
modulé est composé :

• d’une raie d’amplitude Vp à la pulsation ωp (c’est-à-dire à la fréquence fp) ;

• du spectre (1) de la tension de modulation, translatée de +fp ;

• du symétrique (2) du spectre précédent par rapport à fp.
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0

Amplitude

fm1

f

fm2

fp

(1)

fm1

fm2

(2)

Le spectre du signal modulé occupe donc une plage de fréquences [fp − fm2, fp + fm2]
de largeur :

∆fm = 2 fm2 = 9 kHz

Considérons un autre signal modulé, dont la porteuse présente la fréquence f ′p.
Le spectre de ce signal occupe également une plage de fréquences de largeur
∆f ′m = ∆fm.

fm2

f

∆f 

fm2

L’écart ∆f =
∣
∣f ′p − fp

∣
∣ nécessaire pour éviter le brouillage de ces signaux doit

donc excéder la valeur minimale :

∆fmin = 2 fm2 = 9 kHz

6. (a) L’impédance Z du circuit RLC parallèle vérifie :

1

Z
= Cωj +

1

Lωj
+

1

R
=

−RLCω2 +R+ Lωj

RLωj

⇒ Z =
RLωj

Lωj−RLCω2 +R
=

R

1 + jRCω +
R

Lωj

La définition du facteur de qualité : Q =
R

Lωp
conduit d’une part à :

R

L
= Qωp ⇒

R

Lωj
= −jQ

ωp
ω

et d’autre part à :

R = Qωp × L ⇒ RC = Qωp × LC =
Q

ωp
car LC =

1

ω2
p

⇒ jRCω = jQ
ω

ωp
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Ce faisant :

jRCω +
R

Lωj
= jQ

(
ω

ωp
− ωp

ω

)

= jQ
ω2 − ω2

p

ωωp

= jQ× (ω − ωp) (ω + ωp)

ωωp

où l’hypothèse : ∆ω = ω − ωp ≪ ωp permet de poser :

ω + ωp = 2ω −∆ω ≃ 2ω

d’où il découle que :

jRCω +
R

Lωj
= jQ× ∆ω × 2ω

ωωp
= 2jQ

∆ω

ωp

C’est pourquoi l’impédance du circuit vaut :

Z =
R

1 + 2jQ
∆ω

ωp

son module et son argument s’écrivant :

Z(∆ω) = |Z| = R
√

1 + 4Q2

(
∆ω

ωp

)2
et ϕ(∆ω) = arctan

(

−2Q∆ω

ωp

)

(b) À l’entrée de l’amplificateur, la tension :

v(t) = Vp cos(ωpt) +
mVp
2

cos [(ωp + ωm) t] +
mVp
2

cos ((ωp − ωm) t)

admet pour image complexe :

v = v1 + v2 + v3 avec







v1 = Vp e
jωpt

v2 =
mVp

2
ej (ωm+ωp)t

v3 =
mVp

2
ej (ωp−ωm)t

Aussi, à la sortie de l’amplificateur, l’image complexe de la tension s’écrit :
v′ = v′1 + v′2 + v′3 où v′i = H(jωi) vi. Or, la fonction de transfert de l’amplifi-
cateur est définie par :

H(jω) =
v′

v
=
Z i

v
où i = g v

= g Z = g Z(∆ω) ejϕ(∆ω)

C’est ainsi qu’aux signaux vi sont associés les signaux v′i dont les caracté-
rostiques sont regroupées dans le tableaux ci-dessous, danq lequel on a posé :
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ϕ = arctan

(

−2Qωm
ωp

)

et Z0 =
R

√

1 + 4Q2
ω2
m

ω2
p

:

signal ω ∆ω Z(∆ω) ϕ(∆ω)
v′1 ωp ∆ω1 = 0 R 0
v′2 ωp + ωm ∆ω2 = ωm Z0 ϕ′

v′3 ωp − ωm ∆ω3 = −ωm Z0 −ϕ′

Par conséquent :

v′ = v1 Z(∆ω1) e
jϕ(∆ω1) + v2 Z(∆ω2) e

jϕ(∆ω2) + v3 Z(∆ω3) e
jϕ(∆ω3)

= gRVp e
jωpt + g

mVp
2

Z0 e
j(ωm+ωp)t ejϕ

′

+ g
mVp
2

Z0 e
j(ωp−ωm)t e−jϕ′

= gRVp e
jωpt + g

mVpZ0

2
ejωpt

[

ej(ωmt+ϕ
′) + e−j(ωmt+ϕ

′)
]

= gRVp e
jωpt

[

1 +
mZ0

R
cos (ωmt+ ϕ′)

]

ce qui confirme que :

v′(t) = Re {v′} = gRVp cos(ωpt)

[

1 +
mZ0

R
cos(ωmt+ ϕ′)

]

⇒ v′(t) = V ′
p × [1 +m′ cos(ωmt+ ϕ′)× cos(ωpt)]

avec :

V ′
p = gRVp m′ =

mZ0

R
=

m
√

1 +
4Q2ω2

m

ω2
p

ϕ′ = arctan

(−2Qωm
ωp

)

L’expression de v′(t) montre que l’amplificateur déforme le signal v(t) en
même temps qu’il l’amplifie, car il n’exixte pas de réel α tel que v′(t) = α v(t).

(c) Le signal v(t) serait, en revanche, une image non déformée de v(t) si m′ était
proche de 1 et ϕ′ proche de 0 :

m′

m
=

[

1 +
4Q2ω2

m

ω2
p

]1/2

≃ 1 et
2Qωm
ωp

≃ 0

On remarque immédiatement que la condition :
ωm
ωp

≪ 1

2Q
permet de vérifier

ces deux relations car :

2Q× ωm
ωp

≪ 2Q× 1

2Q
= 1 et

4Q2ω2
m

ω2
p

=

(

2Q
ωm
ωp

)2

≪ 1

• 36 Concours Commun Polytechnique

Représentons le montage de la manière suivante :
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R

C/a

Ce

a R

sZ u

uoù Z équivaut à :

L’impédance Z vérifie donc :

1

Z
= Cωj +

1

aR+
a

Cωj

= Cωj +
Cωj

a (1 +RCωj)

de sorte que la loi du pont diviseur de tension fournit :

u

e
=

Z

Z +R
=

1

1 +R× 1

Z

=
1

1 +RCωj +
RCωj

a (1 +RCωj)

De même, cette loi assure la relation entre s et u :

s

u
=

a/Cωj

aR+
a

Cωj

=
1

1 +RCωj

Par suite, la fonction de transfert du circuit vaut :

H(jω) =
s

e
=
s

u
× u

e

=
1

1 +RCωj
× 1

1 +RCωj +
RCωj

a (1 +RCωj)

=
1

(1 +RCωj)2 +
RCωj

a

⇒ H(jω) =
1

1− (RCω)2 +RCωj

(

2 +
1

a

)

• 37 Concours Centrale

1. On note Z l’impédance équivalente à l’association en parallèle de R et C :

1

Z
=

1

R
+ Cωj

La loi du pont diviseur de tension conduit alors
à :

R
C

u(t)

Z

v(t)



Électrocinétique - Électronique 247

u = v × Z

Z +R+
1

Cωj

=
v

1 +

(

R+
1

Cωj

) (
1

R
+ Cωj

)

=
v

3 + j

(

RCω − 1

RCω

)

Afin de soulager les calculs, on pose : x = RCω, de sorte que :

u =
v

3 + j

(

x− 1

x

)⇒ U0 =
V0

√

9 +

(

x− 1

x

)2
(32)

Cette expression révèle que U0 prend sa valeur maximale Umax
0 pour :

x = 1 ⇒ RCω0 = 1 ⇒ ω0 =
1

RC

Dans ce cas :

Umax
0 =

V0√
9
=
V0
3

(33)

2. Par définition, le gain en décibels du montage vaut :

GdB = 20 log

(
U0

V0

)

= −10 log

[

9 +

(

x− 1

x

)2
]

où x = RCω =
ω

ω0

On remarque alors que :

• pour log

(
ω

ω0

)

≪ 0 (soit log x≪ 0 ⇒ x≪ 1

x
) :

9 +

(

x− 1

x

)2

≃ 9 +

(
1

x

)2

≃ 1

x2
⇒ GdB ≃ 20 log x

• GdB(x = 1) = −10 log 9 = −9,5 dB ;

• lorsque log

(
ω

ω0

)

≫ 0 (c’est-à-dire log x≫ 0 ⇒ x≫ 1

x
) :

9 +

(

x− 1

x

)2

≃ 9 + x2 ≃ x2 ⇒ GdB ≃ −20 log x

Les expressions ainsi obtenues correspondent aux asymptotes du diagramme de
Bode, dont l’allure est par conséquent :
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0 log x

GdB

-9,5

3. Compte tenu des résultats (32) et (33), l’équation : U0 =
Umax
0√
2

équivaut à :

V0
√

9 +

(

x− 1

x

)2
=

V0√
18

⇒
(

x− 1

x

)2

= 9 ⇒







x2 + 3x− 1 = 0
ou
x2 − 3x− 1 = 0

Le discriminent commun à ces deux équations du second degré valant :

∆ = 13 ⇒
√
∆ > 3

seules deux solutions positives peuvent convenir :

x1 =
−3 +

√
13

2
et x2 =

3 +
√
13

2

en conséquence de quoi :

ω1 = ω0 x1 =
ω0

2

(√
13− 3

)

et ω2 = ω0 x2 =
ω0

2

(√
13 + 3

)

• 38 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Dédoublement de fréquence
À la sortie du multiplieur se trouve une tension :

m(t) = a(t)× e0(t) = 2AE0 cos(2πfat)× cos(2πf0t+ ϕ0)

= AE0 × {cos [2π (f0 − fa)t+ ϕ0] + cos [2π (f0 + fa)t+ ϕ0]}

c’est-à-dire, en posant :

f = f0 − fa = 1450− 1 420 = 30 Hz

et :

f ′ = f0 + fa = 1450 + 1 420 = 2 870 Hz

la tension m(t) apparaît comme la superposition de deux signaux :

m(t) = e1(t) + e2(t) avec

{
e1(t) = AE0 cos(2πft+ ϕ0)
e2(t) = AE0 cos(2πf ′t+ ϕ0)

2. filtrage
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(a) En basse fréquence, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert,
tandis qu’en haute fréquence, il équivaut à un fil électrique. Dans ces deux cas,
le filtre proposé par l’énoncé a pour schéma équivalent :

R

Re(t) s(t)

R

Re(t) s(t)

Régime B.F. Régime H.F.

C’est pourquoi :

• en basse fréquence, ce filtre se comporte comme un pont diviseur de ten-
sion :

s(t) =
1

2
× e(t)

• en haute fréquence, il interdit le passage du signal, car s(t) = 0.

Ce comportement est typique d’un filtre passe-bas.

(b) Soit Z l’impédance équivalente à R et C en parallèle :

1

Z
=

1

R
+ Cωj =

1 +RCωj

R

La loi du pont diviseur de tension fournit alors :

R

Z se

H(jω) =
Z

Z +R
=

1

1 +R× 1

Z

⇒ H(jω) =
1

2 +RCωj

(c) Cette fonction de transfert a pour module :

H(ω) = |H(jω)| = 1
√

4 + (RCω)2

qui est une fonction décroissante de ω. Aussi, sa valeur maximale vaut :

Hmax = lim
ω→0

[H(ω)] =
1√
4

Ce faisant, la définition de la pulsation de coupure ωc : H(ωc) =
Hmax√

2
s’écrit

aussi :

1
√

4 + (RCωc)2
=

1√
8
⇒ (RCωc)

2 = 4 ⇒ ωc =
2

RC

(d) Le diagramme de Bode fourni par l’énoncé permet de repérer la pulsation ωc
pour laquelle

H(ωc) =
Hmax√

2
⇒ GdB(ωc) = GdB max − 3 dB
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Gain en décibels

10 100 1 000 

5 dB 

f (Hz) 

Hmax-3 dB 

fc

C’est ainsi que l’on trouve fc = 200 Hz, ce qui conduit à :

ωc = 2πfc =
1

RC
⇒ RC =

1

2πfc
= 8.10−4 s

(e) En haute fréquence, la fonction de transfert du filtre se simplifie :

H(jω) =
1

2 +RCωj
≃ 1

RCωj

Aussi, les images complexes s et e, associées aux signaux s(t) et e(t), sont liées
par :

H(jω) =
s

e
=

1

RCωj
⇒ RC × ωjs = e⇒ RC

ds

dt
= e

⇒ RC
ds

dt
= e⇒ s =

1

RC

∫

e(t) dt+ cte

C’est pour cette raison que le filtre réalise l’intégration du signal e(t).

Dans ces conditions, H(ω) =
1

RCω
a pour gain en décibels :

GdB = 20 log

(
1

RCω

)

= 20 log

(
1

RC

)

− 20 logω

Ce faisant, sur le diagramme de Bode, le comportement intégrateur du filtre est
caractérisé par la portion linéaire décroissante.
Quant au déphasage φ de s(t) par rapport à e(t), il est donné par :

φ = arg {H(jω)}

où :

H(jω) =
1

2 +RCωj
=

1

H(ω)
− j

RCω

H(ω)

⇒ tanφ =
Im {H(jω)}
Re {H(jω)} = −RCω = − ω

ωc

il s’ensuit que :

lim
ω≫ωc

[tanφ] = −∞ ⇒ lim
ω≫ωc

φ = −π
2
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3. Le mélangeur

(a) Le signal d’entrée du filtre étant :

m(t) = AE0 cos(ωt+ ϕ0) +AE0 cos(ω′t+ ϕ0)

avec ω = 2πf et ω′ = 2πf ′, sa tension de sortie s’écrit :

s(t) = H(ω)AE0×cos [ωt+ ϕ0 + φ(ω)]+H(ω′)AE0×cos [ω′t+ ϕ0 + φ(ω′)]

c’est-à-dire :

s(t) = S cos(2πft+ ϕS) + S′ cos(2πf ′t+ ϕS′)

à condition de poser :

S =
AE0

√

4 + (RCω)2
S′ =

AE0
√

4 + (RCω′)2

et :

ϕS = ϕ0 + arctan(−RCω) ϕS′ = ϕ0 + arctan(−RCω′)

Ainsi :

S

S′
=

H(ω)×AE0

H(ω′)×AE0
=

H(ω)

H(ω′)

⇒ 20 log

(
S

S′

)

= 20 log [H(ω)]− 20 log [H(ω′)]

⇒ 20 log

(
S

S′

)

= GdB(ω)−GdB(ω
′)

où, pour les fréquences f = 30 Hz et f ′ = 2870 Hz, le diagramme de Bode
fourni par l’énoncé révèle que :

GdB(ω)−GdB(ω
′) = 25 dB ⇒ log

(
S

S′

)

=
25

20

⇒ S

S′
=

√
18 = 4,2

(b) Admettre que l’atténuation
S

S′
est très supérieure au résultat précédent revient

à imposer :
S

S′
≫ 1, de sorte que :

s(t) = S cos(2πft+ ϕS) + S′ cos(2πf ′t+ ϕS′)

⇒ s(t) ≃ S cos(2πft+ ϕS)

Le signal décalé présente alors la fréquence : f = 30 Hz .

• 39 Concours Centrale

1. L’association en parallèle de R et C équivaut à un dipôle d’impédance Z qui véri-
fie :
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1

Z
=

1

R
+ Cωj R

C
u(t)

Z

v(t)

Aussi, la loi du pont diviseur de tension conduit directement à l’expression de la
fonction de transfert :

H(jω) =
u

v
=

Z

R+
1

Cωj
+ Z

=
1

1 +

(

R+
1

Cωj

) (
1

R
+ Cωj

)

=
1

3 +RCωj +
1

RCωj

=
RCωj

(RCωj)2 + 3RCωj + 1

Aussi, en posant τ = RC :

u

v
=

τωj

τ2 (ωj)2 + 3τ ωj + 1
⇒ τ2 (ωj)2u+ 3τ ωju+ u = τ ωjv

⇒ τ2
d2u

dt2
+ 3τ

du

dt
+ u = τ

dv

dt

⇒ τ2
d2u

dt2
+ 3τ

du

dt
+ u = τ

dv

dt

Enfin, puisqu’à t = 0, v = E = cte, cette équation différentielle devient :

τ2
d2u

dt2
+ 3τ

du

dt
+ u = 0 (34)

2. L’équation caractéristique associée à cette équation différentielle :

τ2X2 + 3τ X + 1 = 0

admet pour discriminent :

∆ = 9τ2 − 4τ2 = 5τ2 ⇒
√
∆ = τ

√
5

et donc pour solutions :

X1 =
−3τ + τ

√
5

2τ2
=

−3

2τ
+

√
5

2τ
et X2 =

−3

2τ
−

√
5

2τ

c’est-à-dire :
{
X1 = −a+ b
X2 = −a− b

en posant : a =
3

2τ
et b =

√
5

2τ

Ce faisant, l’équation différentielle (34) admet pour solution générale :

u = α eX1t + β eX2t = e−at
(
α ebt + β e−bt

)

dans laquelle les deux constantes α et β doivent rendre compte des conditions ini-
tiales :
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• portant sur u(t = 0) :

u(t = 0) = lim
ω→∞

[
RCωj

(RCωj)2 + 3RCωj + 1

]

× E = 0

⇒ α+ β = 0 ⇒ β = −α
⇒ u(t) = α e−at

(
ebt − e−bt

)

• portant sur u̇(t = 0).

En remarquant que
du

dt
= jω u, on obtient :

du

dt
=

RC (ωj)2

(RCωj)2 + 3RCωj + 1
v =

τ (ωj)2

τ2 (ωj)2 + 3τ ωj + 1
v

⇒ u̇(t = 0) = lim
ω→∞

[
τ (ωj)2

τ2 (ωj)2 + 3τ ωj + 1

]

× E =
E

τ

Or, étant donné que :

u(t) = α eat
(
ebt − e−bt

)
⇒ du

dt
= α eat

[
a
(
ebt − e−bt

)
+ b

(
ebt + e−bt

)]

⇒ u̇(t = 0) = 2αb

il s’ensuit que :

2αb =
E

τ
⇒ α =

E

2τ
× 1

b
=

E

2τ
× 2τ√

5
=

E√
5

Ce faisant :

u(t) =
E√
5
e−at

(
ebt − e−bt

)
=

2E√
5
e−at sinh(bt)

soit encore :

u(t) =
2E√
5
e−3t/2τ × sinh

(√
5 t

2τ

)

• 40 Lycée Henri IV, Paris

1. La loi du pont diviseur de tension fournit immédiatement :

H(jω) =

1

Cωj

1

Cωj
+ Lωj +R

=
1

1− LCω2 +RCωj

où l’on remarque que :

LC =
1

ω2
c

⇒ LCω2 =

(
ω

ωc

)2

= x2
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tandis que :

R =
Lωc
Q

⇒ RC = LC × ωc
Q

=
1

ω2
c

× ωc
Q

=
1

Qωc

⇒ RCω =
1

Q

ω

ωc
=
x

Q

C’est pourquoi on peut également présenter la fonction de transfert sous la forme :

H(jx) =
1

1− x2 +
j

Q
x

(35)

2. Le facteur de qualité Q a pour valeur :

Q =
Lωc
R

=
L

R
√
LC

=
1

R

√

L

C
=

1

12
×
√

11.10−3

2,3.10−9

⇒ Q = 182

(a) De l’expression (35), il ressort que :

H(x) = |H(jx)| = 1
√

(1− x2)2 +
x2

Q2

(36)

d’où l’on déduit l’expresion du gain en décibels :

GdB = 20 log x = −10 log

[
(
1− x2

)2
+
x2

Q2

]

Les asymptotes du diagramme de Bode s’obtiennent en étudiant :

• lorsque x≪ 1 (soit : log x≪ 0) :

(
1− x2

)2 ≃ 1 et
x2

Q2
+
(
1− x2

)2 ≃ 1

c’est-à-dire :

GdB (log x≪ 0) ≃ 0

• lorsque x≫ 1 (ou encore log x≫ 0) :

(
1− x2

)2 ≃ x4 et
x2

Q2
+
(
1− x2

)2 ≃ x2

Q2
+ x4 ≃ x4

d’où il découle que :

GdB (log x≫ 0) ≃ −40 log x

En outre :

GdB(x = 1) = −10 log

(
1

Q2

)

= 20 logQ⇒ GdB = 45,2 dB
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Enfin, GdB peur également s’écrire :

GdB(x) = −10 log [f(x)] où f(x) =
(
1− x2

)2
+
x2

Q2

ce qui montre que GdB(x) devient maximum pour la valeur xm 6= 0 qui vérifie :

df

dx

∣
∣
∣
∣
xm

= 0 ⇒ −4xm
(
1− x2m

)
+

2xm
Q2

= 0

⇒ 4xm

(

x2m − 1 +
1

2Q2

)

= 0

⇒ xm =

√

1− 1

2Q2

Compte tenu de la grande valeur de Q, on pourra retenir que :

1− 1

2Q2
≃ 1 ⇒ xm ≃ 1 ⇒ log xm = 0 (37)

L’ensemble de ces informations permet finalement de représenter le diagramme
de Bode en amplitude du circuit :

0
log x

GdB

45,2

(b) Compte tenu de l’expression de H(jω) :

H(jω) =
1

(1− x2) + j
x

Q

= H ejϕ

le déphasage ϕ vérifie l’équation :

tanϕ = − x

Q (1− x2)
⇒ tan

(π

2
− ϕ

)

=
1

tanϕ
= Q

(

x− 1

x

)

Remarque – On étudiera de préférence tan
(π

2
− ϕ

)

, dont le dénominateur

ne s’annule pas, notamment pour x = 1.
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On remarque alors que :






lim
x→0

[

tan

(
π

2
− ϕ

)]

= −∞

lim
x→1

[

tan

(
π

2
− ϕ

)]

= 0

lim
x→∞

[

tan

(
π

2
− ϕ

)]

= +∞

⇒







lim
x→0

(
π

2
− ϕ

)

= −π
2

lim
x→1

(
π

2
− ϕ

)

= 0

lim
x→∞

(
π

2
− ϕ

)

=
π

2

⇒







lim
x→0

ϕ = π

lim
x→1

ϕ =
π

2

lim
x→∞

ϕ = 0

d’où l’on déduit que :

limϕ
log x→−∞

= π limϕ
log x→0

=
π

2
limϕ

log x→∞
= 0

c’est-à-dire encore le diagramme de Bode :

0
log x

π/2

ϕ

π

(c) Les fréquences de coupure ω = xωc sont solutions de l’équation :

GdB = Gmax
dB − 3 dB ⇔ H(ω) =

Hmax√
2

(38)

où Hmax se déduit des résultats (37) et (36) :

xm ≃ 1 ⇒ Hmax = H(x = 1) =
1

√

1

Q2

Par suite, l’équation (38) équivaut à :

1
√

(1− x2)
2
+
x2

Q2

=
1

√

2

Q2

⇒
(
1− x2

)2
+
x2

Q2
=

2

Q2

⇒ Q2
(
1− 2x2 + x4

)
+ x2 − 2 = 0

c’est-à-dire, en posant X = x2 :

Q2X2 +X
(
1− 2Q2

)
+Q2 − 2 = 0

Le discriminent de cette équation :

∆ =
(
1− 2Q2

)2 − 4Q2
(
Q2 − 2

)
= 1 + 4Q2 > 0
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montre qu’elle admet deux solutions réelles :

X =
2Q2 − 1±

√

1 + 4Q2

2Q2

où Q≫ 1 permet de poser :
{

2Q2 − 1 ≃ 2Q2

4Q2 + 1 ≃ 4Q2 ⇒ X =
2Q2 ± 2Q

2Q2
= 1± 1

Q

Ainsi, les pulsations de coupure ω = ωc
√
X valent :







ω1 = ωc

√

1− 1

Q

ω2 = ωc

√

1 +
1

Q







ω1 ≃ ωc

(

1− 1

2Q

)

ω2 ≃ ωc

(

1 +
1

2Q

)

On remarque, ici, que la bande passante a pour largeur :

∆ω = ω2 − ω1 =
ωc
Q

• 41 Concours Commun Polytechnique

La pile fournit une tension E0 = 15 V constante, auquel cas le condensateur se com-
porte comme un interrupteur ouvert et la bobine comme un interrupteur fermé. Mais
puisque i0 6= 0, le condensateur ne peut se trouver en série dans le montage qui peut
être équivalent à ceux représentés ci-dessous :

i0

E0
s

i0

D2E0
s

D1

En outre, le circuit se comporte comme un filtre passe-bande, ce qui signifie qu’en
basse fréquence (voire en fréquence nulle), s ≃ 0. Seul le premier de ces montages
autorise cette possibilité.
D’autre part, la tension s(t) n’est pas uniformément nulle, ce qui impose l’existence
d’un dipôle D2 autre qu’un fil électrique ; la bobine se trouve donc sur la branche
verticale (puisque le condensateur ne peut s’y trouver seul, sous peine d’être monté en
série). Il n’existe donc que deux montages susceptibles de vérifier ces contraintes :

R

C L se ou : 

R

C
L se
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Cependant, en haute fréquence, la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert et
le condensateur comme un interrupteur fermé. Ces pourquoi ces circuits équivalent à :

R

C L se ou : 

R

CL se

Or, le filtre passe-bande impose lim
ω→∞

[s(t)] = 0, ce qui n’est possible qu’avec le

deuxième schéma. Finalement, le circuit proposé par l’énoncé est :

R

C
L se

i

Évaluons alors les valeurs numériques de R, L et C.
• En régime continu, e = E0 = 15 V tandis que
i = i0 = 15 mA. Le schéma ci-contre indique
alors que :

E0 = R i0 ⇒ R =
E0

i0
= 1 kΩ

i0R

CLE0

• Soit Z2 l’impédance du dipôle D2 (L et C en parallèle) :

1

Z2

= Cωj +
1

Lωj

La fonction de transfert du circuit s’obtient à l’aide de la loi du pont diviseur de
tension :

H(jω) =
s

e
=

Z2

Z2 +R
=

1

1 +R× 1

Z2

=
1

1 +RCωj +
R

Lωj

=
1

1 + jR

(

Cω − 1

Lω

)

On posera dorénavant :

ω2
0 =

1

LC
⇒ C =

1

Lω2
0

⇒ H(jω) =
1

1 + j
R

L

(
ω

ω2
0

− 1

ω

)

⇒ H(jω) =
1

1 + j
R

Lω0

(
ω

ω0
− ω0

ω

)

c’est-à-dire, finalement :
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H(jω) =
1

1 + jQ

(

x− 1

x

)

où :

x =
ω

ω0
Q =

R

Lω0
ω2
0 =

1

LC

Le gain en décibels vaut alors :

GdB = 20 log |H(jω)| = −10 log

[

1 +Q2

(

x− 1

x

)2
]

et son maximum est obtenu pour :

x =
1

x
⇒ x = 1 ⇒ ω = ω0 =

1√
LC

⇒ 2πf0 =
1√
LC

soit encore :

LC =
1

4π2f20
(39)

La valeur maximum de GdB vaut alors Gmax
dB = 0. Or, les pulsations de coupure

ω1 = ω0 x1 et ω2 = ω0 x2 sont associées aux valeurs de x qui satisfont l’équation :

GdB(x) = Gmax
dB − 3 dB ⇒ −10 log

[

1 +Q2

(

x− 1

x

)2
]

= −10 log 2

⇒ Q2

(

x− 1

x

)2

= 1

Si x2 est solution de cette équation, c’est-à-dire :

f(x2) = Q2

(

x2 −
1

x2

)2

− 1 = 0 (40)

on remarque que x1 =
1

x2
en est aussi solution, car :

f(x1) = Q2

(

x1 −
1

x1

)2

− 1 = Q2

(
1

x2
− x2

)2

− 1 = 0

de sorte que l’équation (40) devient :

Q2

(

x2 −
1

x2

)2

= 1 ⇒ Q2 (x2 − x1)
2
= 1

Notamment, si l’on convient que x2 > x1 :

Q (x2 − x1) = 1 ⇒ x2 − x1 =
1

Q
⇒ ω2 − ω1 =

ω0

Q



260 Chapitre 2

d’où il ressort que :

∆ω =
ω0

Q
= 2π∆f ⇒ ∆f =

ω0

2πQ
=
f0
Q

⇒ Q =
f0
∆f

=
R

Lω0
=

R

2πLf0

⇒ L =
R∆f

2πf20

Application numérique :

L =
103 × 0,34.103

2π × (1,16.103)
2 ⇒ L = 40 mH

Quant au résultat (39), il conduit à :

C =
1

L
× 1

4π2f20
⇒ C =

1

2πR∆f

Application numérique :

C =
1

2π × 103 × 0,34.103
⇒ C = 468 nF

• 42 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

1. La fonction de transfert s’écrit :

H(jω) =
H0

1 + jQ

(
ω

ω0
− ω0

ω

) = H(ω) ejφ(ω)

avec :

H(ω) =
H0

√

1 +Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2
et tanφ = Q

(
ω0

ω
− ω

ω0

)

tandis que la tension d’entrée ve(t) se présente sous la forme :

ve(t) =
V0
2

sin(Ω0t) +
2V0
π

∞∑

k=0

sin(Ωkt)

où Ω0 = 0 et Ωk = (2k + 1)ω1

Aussi, le signal de sortie se présente comme une série :

vs(t) =
V0
2

×H(Ω0) sin (Ω0t+ φ0) +
2V0
π

∞∑

k=0

H(Ωk)

2k + 1
sin (Ωkt+ φk)
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Le premier terme de cette décomposition se calcule aisément, car :

H(Ω0) = lim
ω→0

[H(ω)] = lim
ω→0









H0
√

1 +Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2









= 0

Ce faisant, puisque ce terme est nul, il reste :

vs(t) =
2V0
π

∞∑

k=0

H(Ωk)

2k + 1
sin (Ωkt+ φk) (41)

ce qui justifie l’absence de composante continue dans l’expression de vs(t).

2. (a) L’expression de H(Ωk) :

H(Ωk) =
H0

√

1 +Q2

(
Ωk

ω0
− ω0

Ωk

)2

devient maximum lorsque Ωk = ω0. En outre, la décomposition (41) montre
que le terme d’ordre k = 0 est le plus important. C’est pourquoi on peut consi-
dérer que le premier oscillogramme a été obtenu avec k = 0 ⇒ Ωk=0 = ω1 et
Ωk=0 = ω0 ⇒ ω1 = ω0. Dans ce cas, en effet, vs(t) admet pour décomposi-
tion :

vs(t) =
2V0
π

∞∑

k=0

H0

(2k + 1)

√

1 +Q2

(

2k + 1− 1

2k + 1

)2
sin [(2k + 1)ω0t+ φk]

Ce faisant, le terme prépondérant de cette série vaut :

2V0
π

×H0 × sin(ω0t+ φ0) où tanφk = Q

[
1

2k + 1
− (2k + 1)

]

⇒ φ0 = 0

Ceci justifie l’observation, sur l’oscillogramme, d’un signal sinusoïdal :

s1(t) =
2V0H0

π
sin(ω0t) = S1 sin(ω0t) (42)

La période de ce signal vaut alors :

T0 = 50.10−6 × 5 = 25.10−5 s ⇒ ω0 =
2π

T0
= 25 120 Hz

(b) L’amplitude S1 de s1(t) est donnée par l’oscillogramme :

S1 = 3× 2 = 6 V
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tandis que V0 = 2× 0,5 = 1 V. Aussi, l’identité (42) conduit-elle à :

S1 =
2V0H0

π
⇒ H0 =

πS1

2V0
=
π × 6

2× 1

⇒ H0 = 9,42

3. (a) Le deuxième oscillogramme montre que le signal ve(t) a pour période :

T1 = 5× 5.10−6 = 25.10−6 s ⇒ ω1 =
2π

T1
= 251 200 Hz

⇒ ω1 = 10× ω0

Aussi, pour une pulsation Ωk = (2k + 1)ω1 :






Ωk

ω0
= (2k + 1)

ω1

ω0
= 10× (2k + 1)

ω0

Ωk
=

ω0

(2k + 1)ω1
=

1

10× (2k + 1)

⇒ Ωk
ω0

− ω0

Ωk
≃ Ωk
ω0

Ce faisant :

H(jΩk) =
H0

1 + jQ

(
Ωk

ω0
− ω0

Ωk

) ≃ H0

1 + jQ
Ωk

ω0

⇒ H(jΩk) ≃
H0 ω0

jQΩk
(43)

Par conséquent :

H(jΩk) =
vs
ve

=
H0

jQ
Ωk

ω0

⇒ Q

ω0
× jΩk vs = H0 ve

⇒ Q

ω0

dvs
dt

= H0 ve

⇒ dvs
dt

=
H0ω0

Q
ve

Le montage apparaît bien comme un intégrateur :

vs =
H0ω0

Q

∫

ve dt+ cte (44)

(b) Le deuxième oscillogramme révèle que lorsque ve = 2× 2 = 4 V, le signal
vs(t) est linéaire, de pente :

a =
6× 0,2

2,5× 5.10−6
= 96 000 V · s−1

Ce résultat est du reste confirmé par l’identité (44) :

vs(t) =
H0ω0ve
Q

× t+ cte
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qui présente une pente :

a =
H0ω0ve
Q

⇒ H0ω0

Q
=

a

ve
=

96 000

4
= 24 000 s−1

Compte tenu des valeurs déjà obtenues pour ω0 et H0, ce résultat mène à :

Q =
H0ω0

24 000
=

9,42× 25 120

24 000
⇒ Q = 9,86

Remarque – Cette valeur de Q permet de confirmer la simplification opérée
pour obtenir le résultat (43) :

QΩk
ω0

= 9,86× 10× (2k + 1) > 98,6 ≫ 1

⇒ 1 + jQ
Ωk
ω0

≃ jQ
Ωk
ω0

• 43 Concours Centrale-Supélec

1. Soit Ze l’impédance équivalente au condensateur branché en parallèle avec
{L,R} :

1

Ze
= Cωj +

1

R+ Lωj
=

1− LCω2 +RCωj

R+ Lωj

⇒ Ze =
R+ Lωj

1− LCω2 +RCωj R

C

L

Il apparaît ainsi que ce circuit équivaut à une association en série de la bobine
d’inductance L et de Ze ; son impédance vaut :

Z = Lωj + Ze = Lωj +
R+ Lωj

1− LCω2 +RCωj

⇒ Z =
Lωj

(
2− LCω2

)
+R

(
1− LCω2

)

RCωj + (1− LCω2)

2. Z s’identifie à une résistance pure r signifie que :

Z = r ⇒ Lωj
(
2− LCω2

)
+R

(
1− LCω2

)
= rRCωj + r

(
1− LCω2

)

L’identification des parties réelles et imaginaires de cette équation conduit à :

Lω
(
2− LCω2

)
= rRCω ⇒ r =

L
(
2− LCω2

)

RC
si ω 6= 0

et :

R
(
1− LCω2

)
= r

(
1− LCω2

)
⇒ (R− r)

(
1− LCω2

)
= 0

⇒ R2C − 2L+ L2Cω2

RC
×
(
1− LCω2

)
= 0
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Aussi, trois pulsations permettent de rendre Z réel :

ω = 0 ou ω =
1√
LC

ou ω =

√

2

LC
− R2

L2

à condition toutefois que
2

LC
>
R2

L2
.

3. L’introduction de l’impédance Ze telle que :

1

Ze
= Cωj +

1

R+ Lωj

permet de présenter le circuit sous la forme suivante :

R

C

L

u1

uZe

L

u2

uoù Ze équivaut à :

Aussi, la loi du pont diviseur de tension fournit :

u2
u

=
R

R+ Lωj

et :
u

u1
=

Ze
Ze + Lωj

=
1

1 + Lωj× 1

Ze

=
1

1− LCω2 +
Lωj

R+ Lωj

Ce faisant, la fonction de transfert de la totalité du circuit vaut :

H(jω) =
u2
u1

=
u2
u

× u

u1

=
R

R+ Lωj
× 1

1− LCω2 +
Lωj

R+ Lωj

=
R

(R+ Lωj) (1− LCω2) + Lωj

=
R

R (1− LCω2) + Lωj (2− LCω2)

Pour simplifier les calculs, on posera : ω0 =
1√
LC

, x =
ω

ω0
et Q =

Lω0

R
, de sorte

que :

LCω2 =
ω2

ω2
0

et Lω =
RQ

ω0
ω = RQx

Finalement, on obtient :

H(jx) =
1

(1− x2) + jQx (2− x2)
avec x =

ω

ω0
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4. Le module H(x) de H(jx) valant :

H(x) =
[(
1− x2

)2
+Q2x2

(
2− x2

)2
]−1/2

le gain en décibels prend la valeur :

GdB = 20 log [H(x)] ⇒ GdB = −10 log
[

(1−X)
2
+Q2X (2−X)

2
]

en posant X = x2

c’est-à-dire :

GdB = −10 log [f(X)] avec f(X) = (1−X)2 +Q2X (2−X)2

Or, f(X) devient extremum aux valeurs de X solutions de l’équation :

f ′ =
df

dX
= 0 ⇒ −2 + 2X +Q2 (2−X)2 − 2Q2X (2−X) = 0

⇒ 3Q2X2 + 2X
(
1− 4Q2

)
+ 4Q2 − 2 = 0

dont le discriminent réduit :

∆′ =
(
1− 4Q2

)2 − 3Q2
(
4Q2 − 2

)

=
(
1− 4Q2

)2 − 6Q2
(
2Q2 − 1

)
>
(
1− 4Q2

)2
si Q <

1√
2

révèle l’existence de deux solutions :

X1 =
4Q2 − 1−

√
∆′

6Q2
< 0 et X2 =

4Q2 − 1 +
√
∆′

6Q2
> 0

On en déduit alors les variations de f(X) et par conséquent celles de
GdB = −10 log [f(X)] :

X1X X2

GdB

d

f'

f(X)

+ +−

-d

Cependant, X = x2 =

(
ω

ω0

)2

impose à X d’être strictement positif, de sorte que

les variations de GdB sont plutôt données par le tableau ci-dessous :

X x2=jX2

GdB

0 d



266 Chapitre 2

Quant aux asymptotes de GdB, elles s’obtiennent en calculant :

lim
x→0

(GdB) = lim
x→0

[

−10 log
{(

1− x2
)2

+Q2x2
(
2− x2

)2
}]

⇒ lim
x→0

(GdB) = 0

et, pour x≫ 1 :
(
1− x2

)2
+Q2x2

(
2− x2

)2 ≃ x4 +Q2 x6 ≃ Q2 x6

⇒ GdB(log x≫ 0) = −20 logQ− 60 log x

Cette étude permet alors le tracer du diagramme de Bode :

GdB

log x
log x2

(-log Q)/3

• 44 Concours Commun Polytechnique

1. Soit Z l’impédance d’un dipôle traversé par un courant efficace Ieff ; la puissance
moyenne absorbée par ce dipôle vaut :

P = Re {Z} × I2eff (45)

Pour le dipôle proposé par l’énoncé :

1

Z
=

1

R
+

1

Lωj
+ Cωj =

1

R
+ j

(

Cω − 1

Lω

)

=
1

R

[

1 + jR

(

Cω − 1

Lω

)]

On convient alors de poser :

ω2
0 =

1

LC
⇒ Cω =

ω

Lω2
0

=
1

Lω0
× x où x =

ω

ω0

Par suite :

R

(

Cω − 1

Lω

)

= R

(
x

Lω0
− 1

Lω

)

=
R

Lω0

(

x− 1

x

)

c’est-à-dire, en définissant le facteur de qualité par :

Q =
R

Lω0

on obient :

1

Z
=

1

R

[

1 + jQ

(

x− 1

x

)]

⇒ Z =
R

1 + jQ

(

x− 1

x

)
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soit encore :

Z =

R− jRQ

(

x− 1

x

)

1 +Q2

(

x− 1

x

)2 ⇒ Re {Z} =
R

1 +Q2

(

x− 1

x

)2

Aussi, en remarquant que :

Ieff = |I0| = I0

la relation (45) devient :

P =
RI20

1 +Q2

(

x− 1

x

)2

Cette expression révèle que P devient maximum lorsque x = 1, auquel cas :

Pmax = RI20 ⇒ P =
Pmax

1 +Q2

(

x− 1

x

)2

2. Soient ω1 et ω2 les pulsations de coupure, définies par :

P (ωi) =
Pmax

2
où i = 1 ou 2.

À ces pulsations ωi sont alors associées les grandeurs xi =
ωi
ω0

, solutions de l’équa-

tion :

P (xi) =
Pmax

2
⇒ Pmax

1 +Q2

(

xi −
1

xi

)2 =
Pmax

2
⇒ Q2

(

xi −
1

xi

)2

= 1

Définissons ici la fonction :

f(x) = Q2

(

x− 1

x

)2

− 1

et admettons que x2 soit solution de l’équation f(x2) = 0. Dans ce cas :

f

(
1

x2

)

= Q2

(
1

x2
− x2

)2

− 1 = 0

montre que
1

x2
est également une racine de f . Partant, les solutions xi (x1 et
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x2 > x1 =
1

x2
) vérifient :

f(x2) = 0 ⇒ Q2

(

x2 −
1

x2

)2

= 1 ⇒ Q2 (x2 − x1)
2
= 1

⇒ Q (x2 − x1) = 1 avec x2 − x1 =
ω2 − ω1

ω0
=

∆ω0

ω0

⇒ Q× ∆ω0

ω0
= 1 ⇒ ω0

∆ω0
= Q

3. L’impédance Z est définie par :

Z =
V s
I0

=
V s
s V e

⇒ V s
V e

= sZ =
sR

1 + jQ

(

x− 1

x

)

Le gain de l’amplificateur vaut alors :

H(x) =

∣
∣
∣
∣

V s
V e

∣
∣
∣
∣
=

sR
√

1 +Q2

(

x− 1

x

)2

À l’intérieur de la bande passante :

Q2

(

x− 1

x

)2

6 1 ⇒ H(x) >
sR√
2

En outre, H(x) devient maximum lorsque x prend la valeur 1 :

Hmax = sR

en conséquence de quoi, à l’intérieur de la bande passante :

sR√
2
6 H(x) 6 sR

4. Si la pulsation du fondamental vaut ω0, les signaux Ve(t) et Vs(t) admettent les
décompositions :

Ve(t) =
∞∑

n=0

Vn,e cos(nω0t+ ϕn) et Vs(t) =
∞∑

n=0

Vn,s cos(nω0t+ ϕ′
n)

où :

Vn,s = H(nω0)Vn,e = H(xn = n)Vn,e =
sRVn,e

√

1 +Q2

(

n− 1

n

)2

et :
V1,s = H(xn = 1)V1,e = sRV1,e
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Les taux d’harmoniques de rang n valent alors :

τn,s =
Vn,s
V1,s

=
1

√

1 +Q2

(

n− 1

n

)2
× Vn,e
V1,e

=
1

√

1 +Q2

(

n− 1

n

)2
τn,e

C’est pourquoi l’atténuation de l’harmonique de rang n vaut :

δn =
τn,s
τn,e

=
1

√

1 +Q2

(

n− 1

n

)2

Lorsque l’atténuation δn vaut −3 dB, cela signifie que :

20 log δn = −3 dB ⇒ −10 log

[

1 +Q2

(

n− 1

n

)2
]

= −10 log 2

⇒ Q2

(

n− 1

n

)2

= 1

où :

n = 2 ⇒
(

n− 1

n

)2

=

(

2− 1

2

)2

=
9

4

⇒ Q2 × 9

4
= 1 ⇒ Q =

2

3

5. Lorsque l’amplificateur est couplé à une charge Ru, il convient de remplacer R par

la résistance Re équivalent à R et Ru en parallèle : Re =
RRu
R+Ru

. Ce faisant, la

largeur de la bande passante de l’amplificateur vaut :

∆ω′
0 =

ω0

Q′
où Q′ =

Re
Lω0

tandis que :

∆ω0 =
ω0

Q
où Q =

R

Lω0

Il s’ensuit que :

∆ω′
0

∆ω0
=
Re
R

⇒ ∆ω′
0 = ∆ω0 ×

Ru
R+Ru

Notamment :

∆ω′
0 =

∆ω0

2
lorsque Ru = R
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• 45 Lycée Chaptal, Paris

1. Le condensateur et la résistance, montés en parallèle, équivalent à un dipôle d’im-
pédance Z telle que :

1

Z
=

1

R
+ Cωj =

1 +RCωj

R

Ce faisant, le circuit se présente comme un pont diviseur
de tension, pour lequel :

v1 Z v2

L

H(jω) =
Z

Z + Lωj
=

1

1 + Lωj× 1

Z

=
1

1 +
Lωj

R
− LCω2

avec LC =
1

ω2
0

⇒ H(jω) =
1

(

1− ω2

ω2
0

)2

+ j
Lω

R

2. La fonction de transfert H(jω) = G ejφ admet :

• pour module :

G(ω) =
1

√

f(ω)
où f(ω) =

(

1− ω2

ω2
0

)2

+
L2ω2

R2

• pour argument, φ tel que :

H(jω) =
1

f(ω)

[(

1− ω2

ω2
0

)

− j
Lω

R

]

=
1

√

f(ω)
[cosφ+ j sinφ]

c’est-à-dire :

cosφ =

1− ω2

ω2
0

√
(

1− ω2

ω2
0

)2

+
L2ω2

R2

et sinφ = −
Lω

R
√
(

1− ω2

ω2
0

)2

+
L2ω2

R2

(46)

(a) Les variations de G(ω) sont déterminées par celles de la fonction f(ω), avec :
{

lim
ω→0

[f(ω)] = 1

lim
ω→∞

[f(ω)] = ∞ ⇒
{

lim
ω→0

[G(ω)] = 1

lim
ω→∞

[G(ω)] = 0

En outre :

df

dω
=

4ω

ω2
0

(
ω2

ω2
0

− 1

)

+ 2ω
L2

R2
=

4ω

ω2
0

(
ω2

ω2
0

− 1 +
L2ω2

0

2R2

)
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En plus de la solution ω = 0 ⇒ df

dω
= 0, la fonction f(ω) admet un extremum

pour une pulsation ωr qui vérifie :

ω2
r = ω2

0

(

1− L2ω2
0

2R2

)

Deux cas se présentent alors :

• si 1− L2ω2
0

2R2
> 0 :

ωr = ω0

√

1− L2ω2
0

2R2
⇒ df

dω

∣
∣
∣
∣
ωr

= 0

• si 1 − L2ω2
0

2R2
< 0, cette équation n’admet pas de solution réelle, de sorte

que la fonction G(ω) est monotone croissante.

Quant aux identités (46), elles révèlent que :






lim
ω→0

[cosφ] = 1

lim
ω→0

[sinφ] = 0
⇒ lim

ω→0
φ = 0







lim
ω→ω0

[cosφ] = 0

lim
ω→ω0

[sinφ] = −1
⇒ lim

ω→ω0

φ = −π
2







lim
ω→∞

[cosφ] = −1

lim
ω→∞

[sinφ] = 0
⇒ lim

ω→∞
φ = −π

(b) L’étude précédente permet alors le tracé des courbes G(ω) et φ(ω) :

G(ω)

ω
ωr

1

0

2R2>L2 
ω0 

2

2R2DL2 
ω0 

2

0 ω

φ(ω)
ω0

-π/2

-π 

(c) Compte tenu des conclusions tirées dans la question I-2(a), la fonction G(ω)

est monotone décroissante lorsque
L2ω2

0

2R2
> 1, avec :

ω2
0 =

1

LC
⇒ L

2CR2
> 1 ⇒ C <

L

2R2
= C0

Application numérique :

C0 =
L

2R2
=

200.10−3

2× (80)2
⇒ C0 = 15,6 µF
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On s’assurera aisément que la valeur choisie pour C = 10 µF nous projette
dans ce cas : G(ω) est une fonction décroissante de ω.

II-
1. Les coefficients de la série de Fourier :

v1(t) = A0 +
∞∑

n=1

An cos(nωt) +
∞∑

n=1

Bn sin(nωt) (47)

s’obtiennent en calculant (avec ω =
2π

T
) :

A0 =
1

T

∫ T

0

v1(t) dt =
1

T

∫ Tf

0

V0 dt = V0 ×
Tf
T

⇒ A0 = αV0

An =
2

T

∫ T

0

v1(t) cos(nωt) dt =
2

T

∫ Tf

0

V0 cos(nωt) dt

=
2V0
T

[
sin(nωt)

nω

]Tf

0

=
2V0
nωT

sin

(

n× 2π

T
× Tf

)

où ωT = 2π

⇒ An =
V0
nπ

sin(2nαπ)

Bn =
2

T

∫ T

0

v1(t) sin(nωt) dt =
2

T

∫ Tf

0

V0 sin(nωt) dt

=
2V0
T

[

−cos(nωt)

nω

]Tf

0

=
2V0
nωT

[

1− cos

(

n× 2π

T
× Tf

)]

⇒ Bn =
V0
nπ

[1− cos(2nαπ)]

2. Le développement en série (47) s’écrit aussi :

v1(t) = A0 +

∞∑

n=1

[An cos(nωt) +Bn sin(nωt)]

où, en posant :

An
√

A2
n +B2

n

= cosψn et
−Bn

√

A2
n +Bn2

= sinψn

on remarque que :

An cos(nωt) +Bn sin(nωt) =
√

A2
n +B2

n × [cosψn cos(nωt)− sinψn sin(nωt)]

=
√

A2
n +B2

n × cos (nωt+ ψn)

On définit alors les coefficients :

Cn =
√

A2
n +B2

n =
V0
nπ

√

sin2(2nαπ) + [1− cos(2nαπ)]
2

=
V0
nπ

√

2 [1− cos(2nαπ)]
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où l’on peut utiliser l’identité : 2 sin2 x = 1− cos(2x) afin d’écrire :

Cn =
V0
nπ

√

4 sin2(2nαπ) ⇒ Cn =
2V0
nπ

|sin(2nαπ)|

3. (a) Compte tenu des résultats précédents, v1(t) admet pour série de Fourier :

v1(t) = A0 +
∞∑

n=1

Cn cos(nωt+ ψn)

de sorte que v2(t) est associé à la série de Fourier :

v2(t) = G(0)×A0 +
∞∑

n=1

G(ω)Cn cos [nωt+ ψn + φ(nω)]

= A0 +

∞∑

n=1

Dn cos(nωt+ ϕn) avec A0 = αV0

où :

Dn = G(nω)Cn =







[

1− n2
(
ω

ω0

)2
]2

+
L2

R2
× n2ω2







−1/2

×2V0
nω

|sin(2nαπ)|

c’est-à-dire, en posant :

ω = 2πf = 6280 Hz ω0 =
1√
LC

= 707 Hz
L

R
= 0,002 5

on obtient :

Dn =
1

√

(1− 78,9n2)2 + 246,5n2
× 2V0
nπ

|sin(2αnπ)|

ce qui montre que :

D1 = 0,008× V0 |sin(2απ)| , D2 = 0,001× V0 |sin(4απ)| , · · · (48)

Aussi, dans la décomposition de v2(t) :

v2(t) = αV0 +
∞∑

n=1

Dn cos(nωt+ ϕn) (49)

les termes D1, D2 (et a fortiori Dn>2 car G(nω) est monotone décroissant)
sont très petits devant la grandeur αV0 :

v2(t) ≃ V2m = αV0

(b) En outre, les expressions numériques (48) de D1 et D2 montrent que :

D1 ≫ D2 > D3 · · ·

Ce faisant, la série (49) peut être simplifiée en ne retenant que le premier har-
monique (n = 1) :
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v2(t) = αV0 +D1 cos(ωt+ ϕ1) avec D1 = 0,008V0 |sin(2απ)|
(c) Compte tenu de ce résultat, v2(t) admet pour minimum et pour maximum :

v2 min = αV0 − 0,008V0 |sin(2απ)| et v2 max = αV0 + 0,008V0 |sin(2απ)|

de sorte que :

∆V2 = v2 max − v2 min = 0,016V0 |sin(2απ)|
Le taux d’ondulation du signal v2(t) est alors défini par :

∆V2
V2m

=
0,016

α
× |sin(2απ)|

Application numérique : avec α =
3

4
, le taux d’ondulation devient :

∆V2
V2m

=
0,016

0,75
×
∣
∣
∣
∣
sin

(
3π

2

)∣
∣
∣
∣
= 0,02 = 2%

La faible valeur de ce taux montre que v2(t) peut être assimilé à une tension
constante V2m (à 2% près).

• 46 Lycée Louis-le-Grand, Paris

1. (a) On appelle Ze l’impédance équivalente à l’association de ZB , ZC et Z0 :

ZA

Ze où : Ze équivaut à :

ZB

Z0ZC

Ce faisant, l’impédance d’entrée du montage vaut : Z = ZA + Ze, où :

1

Ze
=

1

ZC
+

1

Z0 + ZB
⇒ Ze =

ZC (Z0 + ZB)

Z0 + ZB + ZC

⇒ Z =
ZA (Z0 + ZB + ZC) + ZC (Z0 + ZB)

Z0 + ZB + ZC

Or, par définition, Z0 désigne l’impédance itérative si Z = Z0, c’est-à-dire :

Z0 =
ZAZ0 + ZAZB + ZAZC + ZCZ0 + ZBZC

Z0 + ZB + ZC

⇒ Z2
0 + Z0 (ZB + ZC) = Z0 (ZA + ZC) + ZAZC + ZBZC + ZAZB

⇒ Z2
0 + Z0 (ZB − ZA)− (ZAZB + ZAZC + ZBZC) = 0

Cette équation du second degré admet pour discriminent :

∆ =
(
Z2
B − 2ZAZB + Z2

A

)
+ 4 (ZAZB + ZAZC + ZBZC)

= Z2
B + 2ZAZB + Z2

A + 4ZCZA + 4ZCZB

= (ZA + ZB)
2
+ 4ZC (ZA + ZB)

⇒ ⇒ ∆ = (ZA + ZB)× (ZA + ZB + 4ZC)

auquel cas Z0 peut prendre a priori deux valeurs :
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Z0 =
ZA − ZB +

√
∆

2
ou Z0 =

ZA − ZB −
√
∆

2

(b) Soit Z0 l’impédance équivalente à une seule cellule en T chargée par Z0 :

i1

ZA

i2

ZB

ZC Z0

A1 A 

B1 B 

équivaut à : Z0

A1

B1

Par définition, l’impédance entre les points A1 et B1 vaut Z0. L’ajout d’une
nouvelle cellule en T en amont de (A1, A2) ne modifie donc pas l’impédance
totale du circuit :

i1

ZA

i2

ZB

ZC Z0

A2

B2

équivaut à : Z0

A1

B1

A1

B1

Cette opération peut être effectuée avec n cellules en T montées en cascade,
dont l’impédance vaut par conséquent Z0 quel que soit n.

2. Les impédances ZA et ZB valent ZA = ZB = L′ωj =
Lωj

2
, tandis que

ZC =
1

Cωj
. Par conséquent :

∆ = (ZA + ZB) (ZA + ZB + 4ZC) = Lωj×
(

Lωj +
4

Cωj

)

= −(Lω)2+
4L

C

de sorte que :

Z0 = ±1

2

√

−(Lω)2 +
4L

C

Pour la suite du problème, on choisira :

Z0 =
1

2

√

−(Lω)2 +
4L

C

afin d’identifier Z0 à des impédances connues, selon la valeur de ω :

• si ω est très faible : Z0 ≃
√

L

C
∈ R s’apparente à l’impédance d’une résis-

tance : R0 = Z0 ;

• si ω est très important, Z0 ≃ Lωj

2
= L′ωj s’identifie à celle d’une bobine

pure.
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Ce faisant, une association en série d’une résistance R0 =

√

L

C
et d’une bobine

d’inductance
L

2
présenterait un comportement comparable aux basses et aux hautes

fréquences.

3. Le filtre en T, chargé sur une impédance Z0, équivaut au montage ci-dessous :

v1

Z v3

L'

où Z équivaut à : v3

v2

L'

C

B

A

Z0

Les tensions v1 et v3 sont liées par la loi du pont diviseur de tension :

v3
v1

=
Z

L′ωj + Z
=

1

1 +
L′ωj

Z

avec :

1

Z
= Cωj +

1

L′ωj + Z0

⇒ 1 +
L′ωj

Z
= 1− L′Cω2 +

L′ωj

L′ωj + Z0

d’où il ressort que :
v3
v1

=
1

1− LCω2

2
+

L′ωj

L′ωj + Z0

De même, les tension v2 et v3 sont liées par la loi du pont diviseur de tension :

v2
v3

=
Z0

Z0 + L′ωj

Par conséquent, la fonction de transfert du montage vaut :

H(jω) =
v2
v1

=
v2
v3

× v3
v1

=
Z0

Z0 + L′ωj
× 1

1− LCω2

2
+

L′ωj

L′ωj + Z0

soit encore :

H(jω) =
Z0

(

Z0 +
Lωj

2

) (

1− LCω2

2

)

+
Lωj

2

(50)
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(a) À basse fréquence, c’est-à-dire lorsque :

4L

C
≫ L2ω2 ⇒ ω2 ≪ 4

LC
⇒ ω ≪ 2√

LC
= ωc

l’impédance Z0 =
1

2

√

−(Lω)2 +
4L

C
devient :

Z0 =

√

L

C
⇒ L

2Z0

=
L

2
×
√

C

L
=

√
LC

2
=

1

ωc

Aussi, l’expression (50) devient-elle :

H1(jω) =
1

(

1 + j
Lω

2Z0

) (

1− LCω2

2

)

+ j
Lω

2Z0

=
1

(

1 + j
ω

ωc

) (

1− LCω2

2

)

+ j
ω

ωc

où l’on remarque que :

ωc =
2√
LC

⇒ LC =
4

ω2
c

⇒ 1− LCω2

2
= 1− 2

ω2

ω2
c

(51)

Finalement, il ressort que :

H1(jω) =
1

(

1 + j
ω

ωc

) (

1− 2
ω2

ω2
c

)

+ j
ω

ωc

(b) En posant : 1− LCω2

2
= cosφ, cette expression devient :

H1(jω) =
1

(

1 + j
ω

ωc

)

cosφ+ j
ω

ωc

⇒ H1(jω) =
1

cosφ+ j
ω

ωc
(1 + cosφ)

Ainsi présentée, la fonction de transfert du circuit a pour module :

|H1(ω)| =
1

√

cos2 φ+

(
ω

ωc

)2

(1 + cosφ)2

et pour argument ϕ1 tel que :

tanϕ1 = − ω

ωc
× 1 + cosφ

cosφ
⇒ ϕ1 = − arctan

[
ω

ωc
× 1 + cosφ

cosφ

]
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4. (a) Dans le cas des hautes fréquences, c’est-à-dire lorsque :

ω ≫ ωc ⇒ ω2 ≫ 4

LC
⇒ L2ω2 ≫ 4L

C

l’impédance Z0 =
1

2

√

(−Lω)2 + L

C
se simplifie : Z0 =

Lωj

2
de sorte que

l’identité (50) devient :

H2(jω) =
1

(

1 +
Lωj

2Z0

) (

1− LCω2

2

)

+
Lωj

2Z0

=
1

2

(

1− LCω2

2

)

+ 1

où ω2
c =

4

LC
⇒ LC =

4

ω2
c

conduit à :

H2(jω) =
1

1 + 2

(

1− 2
ω2

ω2
c

)

(b) En remplaçant 1− 2
ω2

ω2
c

= 1− LCω2

2
par − coshψ, la fonction de transfert se

présente sous la forme :

H2(jω) =
1

1− 2 coshψ

dont le module vaut :

|H2(ω)| =
1

|1− 2 coshψ|
et l’argument ϕ2 = π car H2(jω) ∈ R

−.

5. L’impédance caractéristique vaut :

Z0 =
1

2

√

4L

C
− (Lω)2 où ω = xωc =

2x√
LC

=
1

2

√

4L

C
− L2 × 4x2

LC
=

√

L

C
×
√

1− x2

⇒ Lω

2Z0

=
ω
√
LC

2
√
1− x2

=
ω

ωc
√
1− x2

=
x√

1− x2

Aussi, la fonction de transfert du circuit est donnée, dans ce cas, par la relation
(50) :

H(jω) =
1

(

1 + j
Lω

2Z0

) (

1− LCω2

2

)

+ j
Lω

2Z0

=
1

(

1 + j
x√

1− x2

) (

1− LCω2

2

)

+ j
x√

1− x2
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avec :

ω =
2x√
LC

⇒ LCω2

2
=
LC

2
× 4x2

LC
= 2x2

⇒ H(jω) =
1

(

1 + j
x√

1− x2

)

(1− 2x2) + j
x√

1− x2

⇒ H(jω) =
1

(1− 2x2) + j
x√

1− x2
(1 + 1− 2x2)

⇒ H(jω) =
1

(1− 2x2) + 2jx× 1− x2√
1− x2

⇒ H(jω) =
1

(1− 2x2) + 2jx
√
1− x2

Deux cas peuvent dès lors être distingués :

• Si x 6 1,
√
1− x2 ∈ R, de sorte que :

H(x) =
1

√

(1− 2x2)
2
+ 4x2 (1− x2)

=
1√

1− 4x2 + 4x4 + 4x2 − 4x4

⇒ H(x 6 1) = 1

tandis que :

tanϕ = −2x
√
1− x2

1− 2x2

• Si x > 1,
√
1− x2 = j

√
x2 − 1 ∈ C fournit :

H(x) =
1

(1− 2x2)− 2x
√
x2 − 1

où l’on remarque que :
(

x+
√

x2 − 1
)2

= x2 + 2x
√

x2 − 1 + x2 − 1 = 2x2 − 1 + 2x
√

x2 − 1

= −
(

1− 2x2 − 2x
√

x2 − 1
)

de sorte que :

H(x) = − 1
(
x+

√
x2 − 1

)2 =
ejπ

(
x+

√
x2 − 1

)2

Il s’ensuit que :
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H(x > 1) =
1

(
x+

√
x2 − 1

)2 et ϕ = arg {H} = π

• 47 Concours Centrale

1. L’association en parallèle de R et C équivaut à un dipôle d’impédance Z qui véri-
fie :

1

Z
=

1

R
+ Cωj R

C
u(t)

Z

v(t)

Aussi, la loi du pont diviseur de tension conduit directement à l’expression de la
fonction de transfert :

H(jω) =
u

v
=

Z

R+
1

Cωj
+ Z

=
1

1 +

(

R+
1

Cωj

) (
1

R
+ Cωj

)

=
1

3 +RCωj +
1

RCωj

=
RCωj

(RCωj)2 + 3RCωj + 1

Aussi, en posant τ = RC :

u

v
=

τωj

τ2 (ωj)2 + 3τ ωj + 1
⇒ τ2 (ωj)2u+ 3τ ωju+ u = τ ωjv

⇒ τ2
d2u

dt2
+ 3τ

du

dt
+ u = τ

dv

dt

⇒ τ2
d2u

dt2
+ 3τ

du

dt
+ u = τ

dv

dt

Enfin, puisqu’à t = 0, v = E = cte, cette équation différentielle devient :

τ2
d2u

dt2
+ 3τ

du

dt
+ u = 0 (52)

2. L’équation caractéristique associée à cette équation différentielle :

τ2X2 + 3τ X + 1 = 0

admet pour discriminent :

∆ = 9τ2 − 4τ2 = 5τ2 ⇒
√
∆ = τ

√
5

et donc pour solutions :

X1 =
−3τ + τ

√
5

2τ2
=

−3

2τ
+

√
5

2τ
et X2 =

−3

2τ
−

√
5

2τ
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c’est-à-dire :
{
X1 = −a+ b
X2 = −a− b

en posant : a =
3

2τ
et b =

√
5

2τ

Ce faisant, l’équation différentielle (52) admet pour solution générale :

u = α eX1t + β eX2t = e−at
(
α ebt + β e−bt

)

dans laquelle les deux constantes α et β doivent rendre compte des conditions ini-
tiales :

• portant sur u(t = 0) :

u(t = 0) = lim
ω→∞

[
RCωj

(RCωj)2 + 3RCωj + 1

]

× E = 0

⇒ α+ β = 0 ⇒ β = −α
⇒ u(t) = α e−at

(
ebt − e−bt

)

• portant sur u̇(t = 0).

En remarquant que
du

dt
= jω u, on obtient :

du

dt
=

RC (ωj)2

(RCωj)2 + 3RCωj + 1
v =

τ (ωj)2

τ2 (ωj)2 + 3τ ωj + 1
v

⇒ u̇(t = 0) = lim
ω→∞

[
τ (ωj)2

τ2 (ωj)2 + 3τ ωj + 1

]

× E =
E

τ

Or, étant donné que :

u(t) = α eat
(
ebt − e−bt

)
⇒ du

dt
= α eat

[
a
(
ebt − e−bt

)
+ b

(
ebt + e−bt

)]

⇒ u̇(t = 0) = 2αb

il s’ensuit que :

2αb =
E

τ
⇒ α =

E

2τ
× 1

b
=

E

2τ
× 2τ√

5
=

E√
5

Ce faisant :

u(t) =
E√
5
e−at

(
ebt − e−bt

)
=

2E√
5
e−at sinh(bt)

soit encore :

u(t) =
2E√
5
e−3t/2τ × sinh

(√
5 t

2τ

)

• 48 Lycée Thiers, Marseilles

La tension e−, aux bornes de la résistance R2, est donnée par la loi du pont diviseur de
tension :
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e− =
R2

R2 +R3
s

Aussi, la tension de sortie vaut-elle :

s = µ
(
e+ − e−

)
= µ

(

e− R2

R2 +R3
s

)

car e+ = e

⇒ s

(

1 +
µR2

R2 +R3

)

= µ e

⇒ s =
µ (R2 +R3) e

R3 + (1 + µ)R2

d−

+A B
e+

u1

s
e−

e
R3

R1

R2

ε

I

I

En outre, la loi d’Ohm fournit la tension u1 = e+ − s = e− s aux bornes de la résis-
tance R1 :

u1 = R1 I ⇒ I =
1

R1
(e− s) =

1

R1

[

1− µ (R2 +R3)

R3 + (1 + µ)R2

]

e

=
R2 +R3 (1− µ)

R3 +R2 (1 + µ)
× e

R1

Par conséquent, l’impédance d’entrée du montage vaut :

Re =
e

I
= R1 ×

R3 +R2 (1 + µ)

R2 +R3 (1− µ)

Remarque – Lorsque µ tend vers l’infini (l’A.O. est alors idéal et fonctionne en régime
linaire), cette impédance devient :

Re = −R1 ×
R2

R3

Le montage réalise alors une résistance négative.

• 49 Concours Commun Polytechnique

1. Notons Z = r+Lωj +
1

Cωj
l’impédance équivalente à l’association en série de r,

L et C, e+ et e− les potentiels aux entrées de l’A.O.

d
+

−

R

C

r

vs

R1L

R1
e+

ie−
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La loi du pont diviseur de tension, appliquée à la branche {R,R1}, impose :

e+ =
R

R+R1
vs = e− car e− = e+ (53)

En outre, la tension aux bornes des dipôles de la branche {Z,R1} vaut :

e− = −Z i et e− − vs = R1 i (54)

Il s’ensuit que :
−Z i− vs = R1 i

tandis que l’équation (53) fournit :

R

R+R1
vs = e− = −Z i⇒ vs = −

(

1 +
R1

R

)

Z i

Par suite :

−Z i+
(

1 +
R1

R

)

Z i = R1 i ⇒ Z i = R i

⇒
(

r + Lωj +
1

Cωj

)

i = R i

⇒ LC (ωj)2 i+ (r −R)Cωji+ i = 0

⇒ LC
d2i

dt2
+ (r −R)C

di

dt
+ i = 0

C’est pourquoi i(t) vérifie l’équation différentielle :

d2i

dt2
+
r −R

L

di

dt
+

1

LC
i = 0 (55)

2. L’équation (53) fournit l’expression de e− =
R

R+R1
vs, qui peut être remplacée

dans la seconde des équations (54) :

e− − vs = R1 i ⇒ vs ×
(

R

R+R1
− 1

)

= R1 i⇒ vs ×
−R1

R+R1
= R1 i

⇒ vs(t) = −(R+ r1)× i(t)

3. L’équation différentielle (55) montre que des oscillations non amorties peuvent
prendre naissance lorsque :

R = R0 = r ⇒ d2i

dt2
+

1

LC
i = 0

La pulsation de ces oscillations vaut alors : ω =
1√
LC

.

4. La connaissance de R0 entraîne immédiatement celle de r = R0.

En outre, L =
1

Cω2
montre que L s’obtient à partir des valeurs connues de C et ω.
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• 50 Lycée Thiers, Marseille

1. Soit I l’intensité complexe du courant qui circule simultanément à travers R1 et
R2.

d
+

−

R
C

Vs

R1

R2

R C
U

A

ve

I

I

U1

U2

Les images complexes des tensions U1 = −U et U2 = U − V s vérifient la loi
d’Ohm :

{
U1 = R1 I
U2 = R2 I

⇒ U1

R1
=
U2

R2
⇒ − U

R1
=
U − V s
R2

(56)

⇒ V s
R2

= U ×
(

1

R1
+

1

R2

)

(57)

⇒ K =
V s
U

= 1 +
R2

R1
(58)

2. Soient Z1 et Z2 les impédances équivalentes aux association en série et en parallèle
de la résistance R et du condensateur C :

Z1 = R+
1

Cωj
et

1

Z2

=
1

R
+ Cωj

En notant i le courant complexe qui traverse Z1 et
Z2, on obtient :

V s = U1 + U2 + V e = (Z1 + Z2) i+ V e

⇒ i =
V s − V e
Z1 + Z2

d
+

−

VsU

i

Ve

U1
U2

Z1

Z2

et :

U = V e + U2 = V e + Z2 i = V e + Z2 ×
V s − V e
Z1 + Z2

⇒ U =

(

1− Z2

Z1 + Z2

)

V e +
Z2

Z1 + Z2

V s
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avec :
Z2

Z1 + Z2

=
1

1 + Z1 ×
1

Z2

=
1

1 +

(

R+
1

Cωj

)

×
(
1

R
+ Cωj

)

=
1

3 + j

(

RCω − 1

RCω

)

Aussi, en posant :

ω0 =
1

RC
⇒ X =

ω

ω0
− ω0

ω
⇒ Z2

Z2 + Z1

=
1

3 + jX

on obtient :

U =

(

1− 1

3 + jX

)

V e +
1

3 + jX
V s

soit encore :

U = T V e +
1

3 + jX
V s avec T =

2 + jX

3 + jX

3. La relation (58) fournit :

U =
V s
K

⇒ V s

(
1

K
− 1

3 + jX

)

= T V e =
2 + jX

3 + jX
V e

⇒ V s ×
(3−K) + jX

K (3 + jX)
=

2 + jX

3 + jX
V e

⇒ V s =
2 + jX

(3−K) + jX
V e

4. De cette expression, il ressort que :

(3−K + jX)V s = (2 + jX)V e

de sorte que V e peut être nul, avec V s 6= 0, à condition que :

3−K + jX = 0 ⇒ 3−K + j

(
ω

ω0
− ω0

ω

)

= 0

c’est-à-dire : K = K0 = 3 et :

ω1

ω0
=
ω0

ω1
⇒ ω1 = ω0 =

1

RC

5. Application numérique : compte tenu du résultat (58) :

1 +
R2

R1
= K0 ⇒ R2 = R1 × (K0 − 1) = 20 kΩ

et :

f1 =
ω1

2π
=

1

2πRC
=

1

2π × 104 × 10.10−9
⇒ f1 = 1592 Hz
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• 51 Lycée du Parc, Lyon

1. • En basse fréquence, les condensateurs se comportent comme des interrupteurs
ouverts, tandis qu’ils se comportent comme des fils en haute fréquence. Par
conséquent, le circuit proposé équivaut à ceux présentés ci-dessous :

+

−

s

r1

d
r2

r3

C2

C1

e

i1

u1

i1

En basse fréquence

+

−

s

r1

d
r2

r3

C2

C1

e

En haute fréquence

A
B

e+

e−

• En basse fréquence, la résistance r1 est soumise à la différence de poten-
tiel :

u1 = r1 i1 = s− e−

Or, l’A.O. est idéal (i1 = 0) et fonctionne en régime linéaire
(e− = e+ = 0), de sorte que :

s = 0 en basse fréquence.

En haute fréquence, les points A et B se trouvent aux potentiels VB = e−

et VA = s. Or, puisque ces ces points sont reliés par un fil conducteur :

VA = VB ⇒ s = e−

Enfin, le régime linéaire adopté par l’A.O. a pour corrolaire :

e− = e+ = 0 ⇒ s = 0 en haute fréquence.

En conclusion :

le circuit se comporte comme un filtre passe-bande.

2. Soit V B le potentiel au nœud B, où peut s’appliquer le théorème de Millman :

+

−

s

r1

d
r2

r3

C2

C1e

A
BD

EiVB

i

r3

r2
C1 C2

B

D E F VB

se−e

F
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Conformément à ce théorème :

V B =

e

r2
+ C1ωj e

− + C2ωj s

1

r2
+

1

r3
+ (C1 + C2) ωj

=
r3 e+ r3r2C2ωj s

r2 + r3 + r2r3 (C1 + C2) ωj

car, en régime linéaire : e− = e+ = 0.
En outre, l’A.O. étant idéal, le courant i qui traverse C1 est aussi celui qui alimente
r1. Aussi, les différences de potentiel aux bornes de ces dipôles valent :






V B − V E =
1

C1ωj
i

V E − V F = r1 i

⇒







V B =
1

C1ωj
i

s = −r1 i
car V E = e− = 0 et V F = s

⇒ V B = − 1

r1C1ωj
s

Ce faisant :

−s
r1C1ωj

=
r3 e+ r3r2C2 ωj s

r2 + r3 + r2r3 (C1 + C2) ωj

⇒ −
[
r2 + r3
r1C1ωj

+
r2r3 (C1 + C2)

r1C1

]

s = r3 e+ r3r2C2ωj s

Par conséquent, la fonction de transfert de ce montage a pour expression :

H(jω) =
s

e
=

− r3

r2r3

r1C1
(C1 + C2) + r3r2C2ωj +

r2 + r3

r1C1ωj

=
− 1

r2 (C1 + C2)

r1C1
+ j

(

r2C2ω − r2 + r3

r1r3C1ω

)

=
−H0

1 + j
r1C1

r2 (C1 + C2)

(

r2C2ω − r2 + r3

r1r3C1ω

)

en porant : H0 =
r1C1

r2 (C1 + C2)
. En outre, on définit les grandeurs ω0 et Q de

manière à présenter la fonction de transfert sous la forme :

H(jω) = − H0

1 + jQ

(
ω

ω0
− ω0

ω

) (59)

Cette opération n’est légitime qu’à condition que :

Q

ω0
=

r1C1

r2 (C1 + C2)
× r2C2 et Qω0 =

r1C1

r2 (C1 + C2)
× r2 + r3
r1r3C1
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Le produit de ces deux équations fournit :

Q2 =

[
r1C1

r2 (C1 + C2)

]2

r2C2
r2 + r3
r1r3C1

= r1
r2 + r3
r2r3

C1C2

(C1 + C2)
2 (60)

⇒ Q =

√(
r1
r2

+
r1
r3

)

× C1C2

(C1 + C2)
2 (61)

tandis que leur rapport mène à :

ω2
0 =

r2 + r3
r1C1r2C2r3

⇒ ω0 =

√
r2 + r3

r1C1r2C2r3
(62)

L’expression (59) de H(jω) conduit à celle du gain en décibels :

GdB = 20 log |H(jω)| = 20 logH0 − 10 log

[

1 +Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2
]

D’une part, ce gain en décibels est maximum pour une pulsation :

ω = ωc = ω0 ⇒ Gmax
dB = 20 logH0 = 20 log

[
r1C1

r2 (C1 + C2)

]

et d’autre part :
{
GdB(ω ≪ ω0) ≃ 20 logH0 − 20 logQ− 20 logω0 + 20 logω
GdB(ω ≫ ω0) ≃ 20 logH0 − 20 logQ+ 20 logω0 − 20 logω

révèlent l’allure du diagramme de Bode du circuit :

log ωlog ω0

20 logH0

GdB

20 logH0-20 logQ

et confirme le comportement du circuit en filtre passe-bande.

3. Le résultat (61) fournit :

Q =

√(
r1
r2

+
r1
r3

)

× C1C2

(C1 + C2)
2

=

√(
220

22
+

220

1

)

× 10−9 × 10−10

(10−9 + 10−10)
2 ⇒ Q = 4,36
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tandis que le résultat (62) conduit à :

fc =
1

2π

√
r2 + r3

r1r2r3C1C2

=
1

2π

√

22.103 + 103

220.103 × 22.103 × 103 × 10−9 × 10−10

⇒ fc = 34 712 Hz

• 52 Lycée Chateaubriand, Rennes

1. Dans le circuit proposé, la résistance R, aux bornes de laquelle règne une tension
uR = VA − VS , est traversée par le courant d’intensité i (l’A.O. est supposé idéal).

La loi d’Ohm stipule que :

uR = VA − VS = R i = u− VS

Quant aux résistances R1 et R2, elles sont
disposées de manière à constituer un pont
diviseur de tension, dans lequel :

VB =
R1

R1 +R2
VS ⇒ VS =

(

1 +
R2

R1

)

VB R1

R2

d
+

−
A

B

u =VA

S

i
Ri

VB

VS

où VB = VA = u dans le cas où l’A.O. fonction en régime linéaire. C’est pourquoi :

Ri = u− VS = u−
(

1 +
R2

R1

)

u = −R2

R1
u⇒ u = −R1

R2
Ri

2. Le cas particulier pour lequel R1 = R2 est choisi de telle manière que :

u = −R i

3. (a) Soient uL = L
di

dt
+ ri, u = −Ri et uc les tensions aux bornes des divers

dipôles du circuit, dans lequel peut s’appliquer la loi des mailles :

uC + uL + u = 0 ⇒ uC + L
di

dt
+ (r −R) i = 0

Étant donné que i = C
duC
dt

, la dérivée de cette

équation conduit à :

D

C

X

M

Ai

(L, r)

u

uL

uC

duC
dt

+ L
d2i

dt2
+ (r −R)

di

dt
= 0 ⇒ L

d2i

dt2
+ (r −R)

di

dt
+

1

C
i = 0

⇒ d2i

dt2
+
r −R

L

di

dt
+

1

LC
i = 0
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Pour la suite des calculs, on posera :

ω2
0 =

1

LC
et
r −R

L
= 2λω0

de sorte que :
d2i

dt2
+ 2λω0

di

dt
+ ω2

0 i = 0 (63)

Ce faisant, l’hypothèse de l’énoncé :

∣
∣
∣
∣

r −R

L

∣
∣
∣
∣
≪ ω0 équivaut à :

2 |λ| ω0 ≪ ω0 ⇒ λ2 ≪ 1

4
(64)

Or, l’équation différentielle (63) est associée à l’équation caractéristique :
X2 + 2λω0X + ω2

0 = 0, dont le discriminent réduit vaut :

∆′ = λ2ω2
0 − ω2

0 ≃ −ω2
0 d’après l’hypothèse (64)

⇒ ∆′ ≃ (jω0)
2 ⇒

√
∆′ = jω0

Les deux solutions de l’équation caractéristique :

X1 = −λω0 +
√
∆′ = −λω0 + jω0 et X2 = −λω0 − jω0

sont à l’origine de la solution générale de l’équation (63) :

i(t) = α eX1t + β eX2t = e−λω0t
(
α ejω0t + β e−jω0t

)

que l’on peut aussi écrire :

i(t) = A e−λω0t cos(ω0t+ φ) (65)

où A, φ (α et β) sont des constantes qui dépendent des conditions intiales.

(b) Dans le cas où R < r, la défnition de λ : λω0 =
r −R

2L
> 0 montre que l’am-

plitude de i(t) décroît dans le temps :

0

i

t

(c) En revanche, lorsque R > r, λω0 =
r −R

2L
< 0 révèle que :

i(t) = A e−λω0t cos(ω0t+ φ) = A e|λω0| t cos(ω0t+ φ)

présente une amplitude qui augmente avec t, jusqu’à atteindre une valeur maxi-
male imposée par la saturation de l’A.O.
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0

i

t

(d) Enfin, lorsque R = r, λω0 =
r −R

L
= 0 affecte au résultat (65) la forme :

i(t) = A cos(ω0t+ φ)

dont la représentation graphique prend l’allure d’une sinusoïde :

0

i

t

-A

A

4. Le réglage de R permet d’accéder à la valeur numérique de r : c’est seulement
lorsque R = r que l’on observe, à l’écran de l’oscilloscope, une sinusoïde d’am-
plitude constante.

En outre, la mesure de la période T0 =
2π

ω0
des oscillations ainsi observées conduit

à :
1

LC
= ω2

0 ⇒ L =
1

Cω2
0

=
T 2
0

4π2 C

5. Application numérique :

L =

(
4,3.10−3

)2

4π2 × 0,47.10−6
⇒ L = 1 H

• 53 Lycée Thiers, Marseille

Représentons le montage équivalent permettant d’utiliser le théorème de Millman :

+

−

C

R C

R

Q P

e sVP

ε

VQ

C

s

P

Q

S
E

CR

S

VP

VQ

e

E
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Selon ce théorème :

V Q =

e

R
+ Cωj s+ CωjV P

1

R
+ 2Cωj

=
e+RCωj

(
s+ V p

)

1 + 2RCωj

tandis que la loi des mailles impose :

V p + ε = 0 ⇒ V p = −ε⇒ V p = − s

G
car s = Gε

⇒ V Q =
1

1 + 2RCωj

(

e+RCωj× G− 1

G
s

)

En outre, la loi du pont diviseur de tension peut s’appliquer en P :

V p =
R

1

Cωj
+R

V Q =
RCωj

1 +RCωj
V Q

⇒ V Q =
1 +RCωj

RCωj
V p = −1 +RCωj

GRCωj
s

Il s’ensuit que :

− 1 +RCωj

GRCωj
s =

Ge+RCωj (G− 1) s

G (1 + 2RCωj)

⇒ −s (1 +RCωj) (1 + 2RCωj) = GeRCωj + (RCωj)2 (G− 1) s

⇒ s
[
1 + 3RCωj− 2R2C2ω2 −R2C2ω2 (G− 1)

]
s = −GRCωj e

⇒ s
[
1 + 3RCωj−R2C2ω2 (G+ 1)

]
= −GRCωj e

⇒ s×
[

1

R2C2 (G+ 1)
+

3RCωj

R2C2 (G+ 1)
− ω2

]

= −G× jω
RC

R2C2 (G+ 1)
e

Aussi, en posant :

ω2
0 =

1

R2C2 (G+ 1)
⇒ ω0 =

1

RC
√
G+ 1

et :

3RC

R2C2 (G+ 1)
=
ω0

Q
⇒ Q =

R2C2 (G+ 1)

3RC
× 1

RC
√
G+ 1

⇒ Q =

√
G+ 1

3

l’équation reliant s et e s’écrit :

s×
[

ω2
0 + jω

ω0

Q
− ω2

]

= −G× jω
ω0

3Q
e

d’où l’on déduit la fonction de transfert :
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H(jω) =
s

e
= −G

3

ω0

Q
× jω

ω2
0 − ω2 + jω

ω0

Q

• 54 Concours de l’ENS

1. (a) Les interrupteurs K et K ′ ne peuvent pas être simultanément fermés, sans quoi
la source de tension U0 serait court-circuitée, de même qu’ils ne peuvent pas
être simultanément ouverts, sous peine de laisser la source de courant I0 en
circuit ouvert. C’est pourquoi :

l’interrupteur K ′ est ouvert pour t ∈ [0, αT [ et est fermé pour [αT, T [.

U0 I0K'

K

u(t)

i(t)iK

iK'

U0 I0K'

K

u(t)

i(t)iK
iK'vKvK

αTOtP0 TOtPαT

(b) De ces schémas, il ressort que :
{
u(t) = U0 pour t ∈ [0, αT [
u(t) = 0 pour t ∈ [αT, T [

Par suite, la valeur moyenne de la tension u(t) vaut :

〈u〉 =
1

T

∫ T

0

u(t) dt =
1

T

∫ αT

0

u(t)
︸︷︷︸

U0

dt+
1

T

∫ T

αT

u(t)
︸︷︷︸

0

dt

=
1

T

∫ αT

0

U0 dt⇒ 〈u〉 = αU0

(c) Des schémas précédents, il découle de même que : i(t) = I0 ∀t ∈ [0, T [, en
conséquence de quoi la valeur moyenne de la puissance reçue par la source de
courant vaut :

P =
1

T

∫ T

0

u(t)× i(t) dt =
1

T

∫ αT

0

u(t)
︸︷︷︸

U0

×i(t) dt+ 1

T

∫ T

αT

u(t)
︸︷︷︸

0

×i(t) dt

=
1

T

∫ αT

0

U0 × i0 dt⇒ P = αU0 I0

(d) Les tensions aux bornes des interrupteurs K et K ′, ainsi que les courants qui
les traversent, sont directement donnés par les schémas précédents :

t ∈ [0, αT [ t ∈ [αT, T [
vK 0 U0

iK I0 0
vK′ = u U0 0
iK′ 0 −I0
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Ces résultats conduisent aux caractéristiques courant-tension, que l’on peut as-
socier à celles d’un thyristor ou d’une diode :

0 U0

iK

vK

I0
iK

vK

0 U0

iK'

vK'

-I0

iK'

vK'

Il ressort de ces caractéristiques que K peut être un thyristor et que K ′ peut
être une diode :

U0

K

iK'
vK' I0

vK

K'

iK

2. Pour E = 0 V, le circuit est équivalent à :

U0

K

K' u(t)

R

i

L
U0

K

K' u(t)

R

i

L

αTOtP0 TOtPαT

Pour t ∈ [0, αT [, u(t) = U0, tandis que la loi des mailles impose :

u(t) = L
di

dt
+R i⇒ L

di

dt
+R i = U0

La solution de cette équation différentielle :

i(t) =
U0

R
+A e−t/τ où τ =

L

R

présente une constante A adaptée à la valeur initiale de i(t) ; on choisit d’appeler
Imin cette valeur :

i(t = 0) = Imin ⇒ U0

R
+A = Imin ⇒ A = Imin −

U0

R

⇒ i(t) =
U0

R
+

(

Imin −
U0

R

)

e−t/τ pour t ∈ [0, αT [

En revanche, pour t ∈ [αT, T [, u(t) = 0 conduit à :

u(t) = L
di

dt
+Ri⇒ L

di

dt
+Ri = 0



Électrocinétique - Électronique 295

À nouveau, la solution de cette équation différentielle :

i(t) = B e−t/τ

présente une constante B adaptée à la valeur initiale de i(t) ; on choisit ainsi de
poser : i(αT ) = Imax, de sorte que :

Imax = B e−αT/τ ⇒ B = Imax e
αT/τ

⇒ i(t) = Imax e
αT−t

τ pour t ∈ [αT, T [

0

Imax

t
αT T

Imin

i(t)

Or, le courant qui traverse la bobine est nécessairement continu, en raison de quoi :

lim
t→αT−

[i(t)] = lim
t→αT+

[i(t)]

⇒ lim
t→αT

[
U0

R
+

(

Imin −
U0

R

)

e−t/τ
]

= lim
t→αT

[

Imax e
αT−t

τ

]

⇒ U0

R
+

(

Imin −
U0

R

)

e−αT/τ = Imax

et :

lim
t→T−

[i(t)] = lim
t→T+

[i(t)] ⇒ lim
t→T

[

Imax e
αT−t

τ

]

= Imin

⇒ Imin − Imax e
αT−T

τ

Ces deux équations fournissent alors :

Imax =
U0

R
+ Imax e

αT−T
τ e−αT/τ − U0

R
e−αT/τ

=
U0

R

(

1− e−αT/τ
)

+ Imax e
−T/τ

⇒ Imax

(

1− e−T/τ
)

=
U0

R

(

1− e−αT/τ
)

⇒ Imax =
U0

R
× 1− e−αT/τ

1− e−T/τ

tandis que Imin = Imax e
αT−T

τ conduit à :

Imin =
U0

R
× 1− e−αT/τ

1− e−T/τ
× eαT/τ

eT/τ
⇒ Imin =

U0

R
× eαT/τ − 1

eT/τ − 1
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• 55 Concours Commun Polytechnique

1. Compte tenu de la séquence suivie par les interrupteurs K et K ′, le montage élec-
trique équivaut à :

uKE

L

K

K'

u

iL

iK

iK'

E'uK

uK'uL

αTOtP0 TOtPαT

E

L

K

K'

u

iL

iK

iK'

E'

uK'uL

• Pour t ∈ [0, αT [, la tension uL = L
diL
dt

, aux bornes de la bobine, est donnée

par la loi des mailles :

E = L
diL
dt

⇒ diL =
E

L
dt⇒

∫ iL(t)

Im

diL =
E

L

∫ t

0

dt

⇒ iL(t) = Im +
E

L
t pour i ∈ [0, αT [

• Pour t ∈ [αT, T [, la loi des mailles fournit encore uL(t) :

E − uL − E′ = 0 ⇒ uL = L
diL
dt

= E − E′ ⇒ diL =
E − E′

L
dt

⇒
∫ iL(t)

IM

diL =
E − E′

L

∫ t

αT

dt

⇒ iL(t) = IM +
E − E′

L
(t− αT ) pour t ∈ [αT, T [

En outre, les schémas précédents montrent que :







iK = iL = Im +
E

L
t pour t ∈ [0, αT [

iK = 0 pour t ∈ [αT, T [

et que :







iK′ = 0 pour t ∈ [0, αT [

iK′ = iL = IM +
E − E′

L
(t− αT ) pour t ∈ [αT, T [

2. Les expressions précédentes conduisent aux représentations graphiques des cou-
rants iL(t), iK(t) et iK′(t) :
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0
t

αT T

iL

Im

IM

0
t

αT T

iK

Im

IM

0
t

αT T

iK'

Im

IM

3. Dans la bobine, le courant iL est nécessairement continu, sans quoi uL = L
diL
dt

tendrait vers l’infini. C’est pourquoi :

lim
t→αT−

iL = lim
t→αT+

iL (66)

⇒ lim
t→αT

(

Im +
E

L
t

)

= lim
t→αT

[

IM +
E − E′

L
(t− αT )

]

(67)

⇒ Im +
E

L
αT = IM (68)

et :

lim
t→T−

iL = lim
t→T+

iL ⇒ lim
t→T

[

IM +
E − E′

L
(t− αT )

]

= Im (69)

⇒ IM +
E − E′

L
T × (1− α) = Im (70)

Les équations (68) et (70) ne peuvent être vérifiées qu’à condition que :

Im = Im +
E

L
αT

︸ ︷︷ ︸

IM

+
E − E′

L
T (1− α)

⇒ ET

L
− E′T

L
(1− α) = 0 ⇒ E′ =

E

1− α

4. (a) De la relation (68), il ressort que :

∆iL = IM − Im =
E

L
αT 6 ∆iLmax

⇒ L > Lmin =
EαT

∆iLmax

Application numérique :

Lmin =
50× 0,6× 50.10−6

0,3
⇒ Lmin = 5 mH

(b) La valeur moyenne de la puissance fournie par la source de tensionE est définie
par :

P =
1

T

∫ T

0

E × iL(t) dt =
E

T

{
∫ αT

0

iL(t) dt+

∫ T

αT

iL(T ) dt

}
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Or, la forme linéaire adoptée par iL sur les intervalles [0, αT [ et [αT, T [ conduit
à :

1

T

∫ αT

0

iL(t) dt =
Im + IM

2
et

1

T (1− α)

∫ T

αT

iL(t) dt =
Im + IM

2
(71)

Par suite :

P =
E

T

{

T
Im + IM

2
+ T (1− α)

Im + IM
2

}

= E × Im + IM
2

(72)

⇒ Im + IM =
2P

E
(73)

C’est pourquoi il apparaît un système de deux équations :







IM + Im =
2P

E

IM − Im = ∆iLmax

⇒







IM =
P

E
+

∆iLmax

2

Im =
P

E
− ∆iLmax

2

Application numérique :






IM =
150

50
+

0,3

2

Im =
150

50
− 0,3

2

⇒
{
IM = 3,15 A
Im = 2,85 A

5. (a) Les deux schémas de la question 1. montrent que :

t ∈ [0, αT [ ⇒
{
iK = iL > 0
uK = 0

et t ∈ [αT, T [ ⇒
{
iK = 0
uK = E′ (74)

de même que :

t ∈ [0, αT [ ⇒
{
iK′ = 0
uK′ = −E et t ∈ [αT, T [ ⇒

{
iK′ = iL > 0
uK′ = 0

C’est pourquoi les caractéristiques courant-tension des interrupteurs K et K ′

prennent les allures suivantes :

0
uK'

iK'

Interrupteur K'

0
uK

iK

Interrupteur K

(b) Ces caractéristiques permettent de prévoir que :

• l’interrupteur K se comporte comme un thyristor (ou un transistor) ;

• l’interrupeur K ′ se comporte comme une diode.
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E

L

u

iK

iK'

E'uK

uK'

(c) Les valeurs prises par la tension uK sont fournies par les expressions (74),
auquel cas la valeur moyenne de uK prend la valeur :

〈uK〉 = V0 =
1

T

∫ T

0

uK(t) dt =
1

T

∫ αT

0

uK(t)
︸ ︷︷ ︸

=0

dt+
1

T

∫ T

αT

uK(t)
︸ ︷︷ ︸

=E′

dt

⇒ V0 = 〈uK〉 = (1− α)E′ = E

6. (a) On note iR(t) et iL(t) les intensités des courants qui traversent la résistance et
le condensateur respectivement.

E

L

K

K'

u
C

R

iL iK'

iR iCuL

En appelant q(t) la charge portée par le condensateur, laquelle charge varie
périodiquement : q(t+ T ) = q(t), on obtient :

〈iC〉 =
1

T

∫ T

0

iC(t) dt =
1

T

∫ T

0

dq

dt
=

1

T

∫ T

0

dq

=
1

T
[q(T )− q(0)] ⇒ iC = 0

En revanche :

iK′ = iC + iR ⇒ 〈iR〉 = 〈i′K〉 − 〈iC〉 ⇒ 〈iR〉 = 〈iK′〉

c’est-à-dire :

IR =
1

T

∫ T

0

iK′ dt =
1

T







∫ αT

0

iK′

︸︷︷︸

=0

dt+

∫ T

αT

iK′ dt






=

1

T

∫ T

αT

iK′ dt

Or, la fonction iK′(t) est linéaire dans l’intervalle [αT, T [, ce qui a pour consé-
quence :

1

T (1− α)

∫ T

αT

iK′ dt =
Im + IM

2
⇒

∫ T

αT

iK′ dt = T (1− α)× Im + IM
2

⇒ IR = (1− α)× Im + IM
2

où la relation (73) conduit à :

Im + IM =
2P

E
⇒ IR = (1− α)

P

E
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Application numérique :

iR = (1− 0,6)× 150

50
= 1,2 A

(b) La puissance moyenne dissipée dans le condensateur est définie par :

PC =
1

T

∫ T

0

iC(t)× u(t) dt avec iC(t) = C
du

dt

=
1

T

∫ T

0

C
du

dt
× u(t) dt =

C

2T

[
u2(T )− u2(0)

]

⇒ PC = 0 car u(t) est périodique.

La puissance P fournie par la source vérifie :

P = PL + PR + PC

où :

PL =
1

T

∫ T

0

uL × iL dt =
1

T

∫ T

0

L
diL
dt

× iL dt =
L

T

∫ T

0

iL diL

=
L

2T

[
i2L(T )− i2L(0)

]
= 0

Il s’ensuit que :

PR = P = 150 W

• 56 Concours ATS

1. Lorsque t ∈ [0, αT [, le transistor est passant, ce qui signifie que l’interrupteur T
est fermé, tandis que pour t ∈ [αT, T [, le transistor est bloqué, ce qui se traduit par
l’ouverture de T (dans ce cas, la diode devient passante et donc équivalente à un
interrupteur fermé).

E 

L

uL

T

R
id = 0

iR

vd uR

it = iR

vt = 0

C

D

B

E 

L

uL

A

R

it = 0

iR
vt

uR
id = iR

vd = 0

C

D

BA

αTOtP0 TOtPαT

• Pour t ∈ [0, αT [ la loi des mailles, appliquée à (ABCD), impose :

E − uL − uR = 0 ⇒ uL + uR = E ⇒ L
diR
dt

+R iR = E (75)
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• Pour t ∈ [αT, T [, la même loi des mailles conduit à :

vd − uL − uR = 0 ⇒ uL + uR = vd = 0 ⇒ L
diR
dt

+R iR = 0 (76)

2. Les schémas précédents révèlent que :
{
vt = 0 pour t ∈ [0, αT [
vd = 0 pour t ∈ [αT, T [

Or, puisque E = vd + vt, il s’ensuit que :
{
vt = E pour t ∈ [αT, T [
vd = E pour t ∈ [0, αT [

0
t

αT T

E

0
t

αT T

E

vt vt

Pour t ∈ [0, αT [, iR est solution de l’équation différentielle (75) :

L
diR
dt

+R iR = E ⇒ iR =
E

R
+A e−t/τ où τ =

L

R

Or, l’énoncé précise qu’à t = 0, iR prend la valeur Imin :

Imin =
E

R
+A⇒ A = Imin −

E

R

Par suite :

iR =
E

R
+

(

Imin −
E

R

)

e−t/τ pour t ∈ [0, αT [ (77)

En revanche, pour t ∈ [αT, T [, iR est solution de l’équation différentielle (76) :

L
diR
dt

+R iR = 0 ⇒ iR = B e−t/τ

On peut alors poser :

iR(t = αT ) = Imax ⇒ Imax = B e−αT/τ ⇒ B = Imax e
αT/τ

de sorte que :

iR = Imax e
αT−t

τ pour t ∈ [αT, T [ (78)

Les équations (77) et (78) conduisent à la représentation suivante de iR(t) :
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0

Imax

t
αT T

Imin

iR

Enfin, les schémas équivalents au circuit pour t ∈ [0, αT [ et pour t ∈ [αT, T [ ré-
vèlent que :

{
id = 0 pour t ∈ [0, αT [
id = iR pour t ∈ [αT, T [

et

{
it = iR pour t ∈ [0, αT [
it = 0 pour t ∈ [αT, T [

0

Imax

t
αT T

Imin

id

0

Imax

t
αT T

Imin

it

3. L’hypothèse T ≪ τ , c’est-à-dire
t

τ
≪ 1, permet une linéarisation de la fontion

exponentielle : e−t/τ ≃ 1− t

τ
, de sorte que iR varie linéairement, en fonction de

t, sur les intervalles [0, αT [ et [αT, T [.

0

Imax

t
αT T

Imin

iR

Or, une fonction linéaire f(x) = ax+ b, entre x1 et x2, prend la valeur moyenne :

〈f〉 = f(x2) + f(x1)

2

ce qui signifie que, sur les intervalles [0, αT [ et [αT, T [, iR a pour valeurs moyennes
respectives :

〈iR〉1 =
1

αT

∫ αT

0

iR(t) dt =
Imax + Imin

2
⇒
∫ αT

0

iR(t) dt = αT × Imax + Imin

2

et :

〈iR〉2 =
1

T (1− α)

∫ T

αT

iR(t) dt =
Imax + Imin

2
⇒
∫ T

αT

iR(t) dt = (1−α)T×Imax + Imin

2
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Ce faisant, sur une période T , iR prend la valeur moyenne :

〈iR〉 =
1

T

∫ T

0

iR(t) dt =
1

T

∫ αT

0

iR(t) dt+
1

T

∫ T

αT

iR(t) dt

=
1

T
× αT × Imax + Imin

2
+

1

T
× (1− α)T × Imax + Imin

2

⇒ 〈iR〉 =
Imax + Imin

2

Or, la linéarisation : e−t/τ ≃ 1− t

τ
peut s’appliquer à l’expression (77) de iR(t) :

iR(t) =
E

R
+

(

Imin −
E

R

)

e−t/τ ≃ E

R
+

(

Imin −
E

R

) (

1− t

τ

)

⇒ iR(t) ≃ Imin

(

1− t

τ

)

+
E

R

t

τ

Or, à la date t = αT , iR(t) est continu, ce qui a pour conséquence :

iR(αT ) = Imax ⇒ Imax ≃ Imin

(

1− αT

τ

)

+
E

R

αT

τ
(79)

De même, la linéarisation de l’exponentielle peut s’appliquer à l’expression (78) de
iR :

iR(t) = Imax e
αT−t

τ ≃ Imax ×
(

1 +
αT

τ
− t

τ

)

tandis que la continuité de la fonction iR(t) en t = T impose :

iR(T ) = Imin ⇒ Imin = Imax ×
[

1 +
(α− 1)T

τ

]

(80)

Aussi, les équations (79) et (80) imposent-elles :

Imax = Imax

[

1 +
(α− 1)T

τ

] (

1− αT

τ

)

+
E

R

αT

τ

= Imax

[

1− T

τ
+
α (1− α)T 2

τ2

]

+
E

R

αT

τ

c’est-à-dire, en ne conservant que les termes d’ordre 1 en
T

τ
:

Imax = Imax

(

1− T

τ

)

+
E

R

αT

τ
⇒ Imax ×

T

τ
=
E

R
× αT

τ

⇒ Imax =
αE

R

Quant à l’expression de Imin, elle se déduit de la relation (80) :

Imin = Imax ×
(

1 +
α− 1

τ
T

)

⇒ Imax + Imin = Imax

(

2 +
α− 1

τ
T

)

=
αE

R

(

2 +
α− 1

τ
T

)
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Il s’ensuit que :

〈iR〉 =
αE

R
×
(

1 +
α− 1

2τ
T

)

c’est-à-dire, étant donné que
T

τ
≪ 1 :

〈iR〉 ≃
αE

R
(81)

4. L’ondulation : ∆iR = Imax − Imin s’obtient à nouveau à l’aide de la relation (80) :

Imin = Imax + Imax ×
(α− 1)T

τ
⇒ ∆iR = Imax ×

(1− α)T

τ

où τ =
L

R
, Imax =

αE

R
et T =

1

f
conduisent à :

∆iR =
αE

R
× R

L
× 1− α

f
⇒ ∆iR =

α(1− α)E

Lf
(82)

Application numérique :

∆iR =
(0,5)2 × 12

20.103 × L
=

15.10−5

L

5. Les résultats (81) et (82) permettent de trouver le rapport :

∆iR
〈iR〉

=
α(1− α)E

Lf
× R

αE
=

1− α

τf

que l’on souhaite égal à 0,1 :

1− α

τf
= 0,1 ⇒ τ =

1− α

0,1× f
=

0,5

2.103
⇒ τ = 25.10−5 s−1

• 57 Concours de l’ESIM

1. Soient i′ et I les intensités complexes des courants qui traversent respectivement
les résistances R et Rs.

AiZii

ve

Rs
ε

r

R

vr

vs
Re

i

i'

I

i'
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La loi d’Ohm et la loi des mailles imposent :

vr = r (i− i′) et vr − vs = R i′ (83)

de même que I = Ai i+ i′ permet de poser :

vs = Rs I = Rs (Ai i+ i′) (84)

Les lois (83) conduisent à :

i′ =
vr − vs
R

et i = i′ +
vr
r

= vr ×
r +R

rR
− vs
R

Ce faisant, l’équation (84) devient :

vs = Rs

[

vr ×
Ai (r +R)

rR
− Ai
R
vs +

vr
R

− vs
R

]

⇒ Rvs = Rs vr

(

Ai
R+ r

r
+ 1

)

−Rs (1 +Ai) vs

⇒ [R+Rs (1 +Ai)] vs =
Rs
r

[r +Ai (r +R)] vr

Il apparaît alors que :

vr = β vs avec β =
r

Rs
× R+Rs (1 +Ai)

r + (r +R)Ai

Quant à la tension ε, elle vaut :

ε = Re i⇒ i =
ε

Re

tandis que les équations (83) ont pour conséquence :

vr = r i− r i′ = R i′ + vs ⇒ (R+ r) i′ = r i− vs = r
ε

Re
− vs

⇒ i′ =
r ε

Re (R+ r)
− vs
R+ r

Les expressions de i et i′ ainsi obtenues peuvent être utilisées dans l’équation (84),
qui adopte alors la forme suivante :

vs = Rs (Ai i+ i′) = Rs

[
Ai ε

Re
+

r ε

Re (R+ r)
− vs
R+ r

]

⇒ (R+ r) vs =
Rs
Re

[r + (R+ r)Ai] ε−Rs vs

⇒ (R+ r +Rs) vs =
Rs
Re

[r + (R+ r)Ai] ε

Il existe donc un nombre complexe µ tel que :

µ =
Rs
Re

× r + (R+ r)Ai
R+ r +Rs

⇒ vs = µ ε
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Les définitions de µ et β :

vs = µ ε et vr = β vs avec ε = ve − vr

sont par conséquent compatibles avec le schéma-bloc représénté ci-dessous :

µ

vr

+
−

ε

β

ve vs

2. L’expression de µ peut aussi s’écrire :

µ ≃ Rs
Re

× r + (R+ r)Ai
R+ r

car R≫ Rs

=
Rs
Re

×
(

r

R+ r
+Ai

)

où |Ai| ≫
r

R+ r
autorise à poser :

µ ≃ Rs
Re

×Ai

De même, l’expression de β se simplifie :

β =
r

Rs
× R+Rs +RsAi

(r +R)

(

Ai +
r

r +R

) ≃ r

Rs
× R+RsAi

(r +R)Ai
car







R≫ Rs

|Ai| ≫
r

r +R

⇒ β ≃ r

Rs
× RsAi

(r +R)Ai
puisque Rs |Ai| ≫ R

soit, finalement :

β ≃ r

r +R

3. (a) Afin de simplifier les calculs, on posera x =
f

f1
, de sorte que f2 = 100 f1

s’écrit aussi
f

f2
= 10−2 x :

µ =
Rs
Re

×Ai =
103

104
× 105

(1 + jx) (1 + 10−2 jx)

=
106

(1 + jx) (100 + jx)

et : β =
103

100 + 103
≃ 1. Ce faisant, la transmittance en boucle ouverte vaut :

T (x) = µ× β =
106

(1 + jx) (100 + jx)
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(b) Le résultat précédent fournit :

1 + T ≃ (jx)2 + 101 jx+ 106

(jx)2 + 101 jx+ 100

de sorte que l’équation : (1 + T ) s = 0 équivaut à l’équation :

1

ω2
0

(jω)2s+
101

ω0
jωs+ 106 s = 0 où ω0 = 2πf0 et ω = 2πf

c’est-à-dire à l’équation différentielle :

1

ω2
0

d2s

dt2
+

101

ω0

ds

dt
+ 106 s = 0

dont l’équation caractéristique :

1

ω2
0

X2 +
101

ω0
X + 106 = 0 ⇒ X2 + 101ω0X + 106 ω2

0 = 0

admet pour solutions :

X =
−101ω0 ± ω0

√

(101)2 − 4.106

2
≃ −50ω0 ± 1 000ω0 j

Il apparaît ainsi que les deux racines du polynôme caractéristique de (1 + T ) s
ont leur partie réelle négative, ce qui suffit à prouver que le système est stable.

• 58 Concours ESIM

I-

1. La chaîne directe fournit un signal V 2 = A× (V 1 − V R), tandis que la chaine de
retour fournit : V R = B V 2. Il s’ensuit que :

V 2 = AV 1 −AB V 2 ⇒ V 2 (1 +AB) = AV 1 ⇒ H =
V 2

V 1

=
A

1 +AB

2. En boucle ouvert, le système fournirait le signal V R :

V1
A VR+

−
B

V2

Aussi :
{
V R = B V 2

V 2 = AV 1
⇒ V R = AB V1 ⇒ T (ω) =

V R
V 1

= A×B (85)

Cette relation justifie la dénomination de T (ω) ; il s’agit d’une transmittance en
boucle ouvert.
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3. (a) En choisissantB = B ∈ R etA =
A0

1 + j
ω

ω0

, la fonction de transfertH devient :

H =
A

1 +AB
=

A0

1 + j
ω

ω0

× 1

1 +
A0B

1 + j
ω

ω0

=
A0

1 + j
ω

ω0
+A0B

=

A0

1 +A0B

1 + j
ω

(1 +A0B)ω0

c’est-à-dire, en posant : H0 =
A0

1 +A0B
et ω′

0 = (1 +A0B) ω0 :

H =
V 2

V 1

=
H0

1 + j
ω

ω′
0

⇒ j
ω

ω′
0

V 2 + V 2 = H0 V 1

⇒ 1

ω′
0

dV 2

dt
+ V 2 = H0 V 1

Par conséquent, les tensions V1(t) et V2(t) sont liées par l’équation différen-
tielle :

1

ω′
0

dV2
dt

+ V2 = H0 V1 = H0E pour t > 0

Outre la solution homogène au second membre : V2h = H0E, cette équation
admet une solution de l’équation :

1

ω′
0

dV2s
dt

+ V2s = 0 ⇒ V2s = α e−ω
′
0t

Il s’ensuit que :

V2(t) = V1s + V2s = H0E + α e−ω
′
0t

où α est une constante dont l’expression doit rendre compte de la valeur nulle
de V2(t = 0) :

0 = H0E + α ⇒ α = −H0E ⇒ V2(t) = H0E
(

1− e−ω
′
0t
)

⇒ avec H0 =
A0

1 +A0B
et ω′

0 = (1 +A0B)ω0

(b) L’amplificateur en boucle fermée est stable à condition que V2(t) ne tende pas
vers l’infini avec t, c’est-à-dire à condition que :

ω′
0 > 0 ⇒ A0B > −1
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4. Dans le cas présent, la transmittance en boucle ouverte vaut :

T (ω) = A×B =
A0B

1 + j
ω

ω0

Pour présenter T (ω) sous forme polaire, il convient de distinguer deux cas :

• Si A0B > 0 :

T (ω) =
|A0B|

√

1 +

(
ω

ω0

)2

ejφ

avec tanφ =
ω

ω0

auquel cas :

|T (ω)| = |A0B|
√

1 +

(
ω

ω0

)2
et ϕ = arg {T (ω)} ⇒ tanϕ = − tanφ = − ω

ω0

• Si A0B < 0 :

T (ω) = − |A0B|
√

1 +

(
ω

ω0

)2

ejφ

=
|A0B|

√

1 +

(
ω

ω0

)2
ej(−π−φ)

d’où il s’ensuit que :

|T (ω)| = |A0B|
√

1 +

(
ω

ω0

)2
et ϕ = −π − φ = arg {T (ω)} avec tanφ =

ω

ω0

Il s’agit alors de calculer Mϕ et MG dans ces deux cas.

• Si A0B > 0, ω1 est la pulsation telle que :

|T (ω1)| = 1 ⇒ |A0B|
√

1 +

(
ω1

ω0

)2
= 1 ⇒ 1 +

(
ω1

ω0

)2

= |A0B|2 = 104

⇒ ω1

ω0
≃ 102

Dans ce cas :

tanφ = −ω1

ω0
= −102 ⇒ φ ≃ 89,4˚ ⇒ ϕ = −89,4˚

⇒ Mϕ = 180˚ + ϕ = 180˚ − 89,4˚ = 90,6˚

Selon ce critère, le système est stable.
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En revanche, pour ω variant dans l’intervalle [0,∞[, tanϕ = − ω

ω0
varie de 0

à −∞, c’est-à-dire que ϕ ∈
[

0, − π

2

[

. Il est donc impossible de trouver ωc tel

que ϕ = arg {T (ωc)} = −π ; la marge de gain n’est donc pas calculable.

• Si A0B 6 0, la pulsation ω1 est la même que précédemment :
ω1

ω0
= 102, de

sorte que tanφ = −ω1

ω0
⇒ φ = 89,4˚ et donc :

ϕ = arg {T (ω1)} = −180˚ − 89,4˚ ⇒ Mϕ = 180˚ + (−180˚ − 89,4˚)

⇒ Mϕ = −89,4˚

Le résultat : Mϕ<0 suggère l’instabilité du système.
Quant à l’argument ϕ de T (ω) : ϕ = −π − φ, il peut s’identifier à −π pour une
pulsation ωc :

arg {T (ωc)} = −π ⇒ −π − φ = −π ⇒ φ = 0

⇒ tanφ = 0 ⇒ ωc
ω0

= 0

⇒ |T (ωc)| =
|A0B|

√

1 +

(
ωc

ω0

)2
= |A0B| = 102

⇒ MG = −20 log |T (ωc)| = −40

Selon le critère relatif à la marge de gain, le système en boucle fermé est in-
stable.
De ces deux résultats, il ressort que le calcul de la marge de gain et de la marge
de phase donnent des prédictions compatibles concernant l’instabilité du sys-
tème.

II-

1. Les A.O. présentant une impédance d’entrée infinie, les différences de potentiel
aux bornes des résistances R et R0 sont nulles.

d
+

−

R1

V2

R

d
+

−V1

R

VR

R0

R0

V1

V2

VM

VM

VS

Ce faisant :
V 2 = µ (V R − V 1) = −µ (V 1 − V R)
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tandis que les résistances R1 et R2 constituent un pont diviseur de tension, pour
lequel :

V R =
R0

R0 +R1
V S et V S = µ (VM − V 2) où VM = 0 V

⇒ V R = −
µR0

R0 +R1
V 2

Il s’ensuit que ce système peut être décrit pr un schéma-bloc, en posant :

A = −µ et B = − R0

R0 +R1
µ

V1
A

VR

+
−

B

V2

2. Le résultat (85) donne le gain en boucle ouverte :

T (ω) = A×B =
R0

R0 +R1
×
(
µ
)2

=
R0

R0 +R1
×







µ0

1 + j
ω

ω0







2

3. En notant φ l’argument du nombre complexe :

1 + j
ω

ω0
=

√

1 +

(
ω

ω0

)2

ejφ avec tanφ =
ω

ω0

le gain en boucle ouverte vaut :

|T (ω)| = R0

R0 +R1
× µ2

0

1 +

(
ω

ω0

)2 et arg {T (ω)} = ϕ = −2φ = −2 arctan

(
ω

ω0

)

La pulsation ω1 pour laquelle |T (ω1)| = 1 vérifie donc :

1 =
100

10100
× 1010

1 +

(
ω1

ω0

)2 ≃ 108

1 +

(
ω1

ω0

)2 ⇒ ω1

ω0
≃ 104

Dans ce cas :
tanφ =

ω1

ω0
= 104 ⇒ φ ≃ π

2
⇒ ϕ = −π

Ce faisant :
Mϕ = 180˚ + arg {T (ω1)}

︸ ︷︷ ︸

ϕ

⇒ Mϕ = 0

Étant donné que Mϕ est très différent de 45˚, le système sera peu stable.
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• 59 Concours Centrale-Supélec

1. En choisissant µ infini, le fonctionnement en régime linéaire de l’A.O. impose :
ε = 0, sans quoi s = µ ε tendrait vers l’infini.

Or, ε = e− s conduit directement à :

s = e
−

+
ε

s
e

2. En considérant maintenant que µ = µ0 est fini, la linéarité de l’A.O. suggère que :

s = µ0 ε = µ0 (e− s) ⇒ (1 + µ0) s = µ0 e

⇒ s =
µ0

1 + µ0
× e

Compte tenu de l’ordre de grandeur de µ0 ≃ 107, cette relation s’écrit aussi :

s = e

ce qui rend peu intéressant le choix de µ fini.

3. Les relations entre les tensions du montage inverseur :

s = µ ε avec ε = e− s

permettent d’identifier :

la grandeur d’entrée : e
la grandeur de retour : s
la grandeur de sortie : s

Le montage suiveur rentre bien dans le cadre des systèmes linéaires bouclés, à
condition que µ désigne la transmittance de la chaîne directe et β = 1 celle de la
chaîne de retour.

+
−

ε

r

e
sµ

β

4. Dans les questions 1. et 2. la tension s ne dépend pas du courant de sortie, ce qui
suggère la valeur nulle de la résistance de sortie du suiveur.

5. Soit Re la résistance d’entrée de l’A.O. (résistance permettant d’appliquer la loi
d’Ohm entre le potentiel e+ de l’entrée non inverseuse et le courant i qui entre
dans l’A.O. : e+ = Re i). La tension e+ est donnée par la loi du pont diviseur de
tension :
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e+ =
Re

Rg +Re
Eg ⇒ Eg =

(

1 +
Rg
Re

)

e+

tandis que l’hypothèse de l’A.O. idéal im-
pose i = 0, c’est-à-dire :

e+ = Eg −Rg i = Eg ⇒ 1 +
Rg
Re

= 1

⇒ Rg
Re

= 0 avec Rg 6= 0

−

+
ε

Re

s

e+

i
Rg

Eg

Il s’ensuit que Re tend vers l’infini .

En tenant compte de la résistance r, le montage
proposé se présente comme indiqué ci-contre.
Ce faisant, la loi du pont diviseur de tension
fournit :

s =
Ru

r +Ru
µ0 ε

−

+
r

s
µ0 ε

e

Ru

i

où :

ε = e− s ⇒ s =
µ0Ru
r +Ru

(e− s)

⇒ s×
(

1 +
µ0Ru
r +Ru

)

=
µ0Ru
r +Ru

e

⇒ s =
µ0Ru

r + (1 + µ0)Ru
e

Cette loi montre qu’en circuit ouvert (Ru → ∞) :

s0 =
µ0

1 + µ0
e

Ce faisant, le montage suiveur se comporte comme un générateur de tension, de
force électromotrice s0 et de résistance interne Rs :

sRu

i

Rss0

Dans ce cas, la loi du pont diviseur de tension fournit :

s =
Ru

Ru +Rs
s0 =

Ru
Ru +Rs

× µ0 e

1 + µ0
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La comparaison des deux expressions obtenues pour s amène à poser :

µ0Ru e

r + (1 + µ0)Ru
=

Ru µ0 e

(Ru +Rs) (1 + µ0)

⇒ r + (1 + µ0)Ru = Rs (1 + µ0) +Ru (1 + µ0)

⇒ Rs =
r

1 + µ0

La résistance r est de l’ordre de 10 Ω tandis que µ0 est de l’ordre de 107. C’est
pourquoi :

Rs ≃
r

µ0
= 10−6 Ω ≃ 0 Ω

L’intérêt du montage suiveur à A.O. vient de ce qui’il permet de générer une tension
s ≃ e :

• avec une résistance d’entrée Re infinie : aucun courant ne rentre dans l’entrée
non inverseuse de l’A.O.

• avec une résistance de sortie nulle, de sorte que s ≃ e, quelle que soit l’intensité
du courant de sortie.

6. Dans l’expression : µ =
µ0

1 + j
ω

ω0

, la pulsation ω0 désigne la pulsation de coupure,

telle que :

∀ω 6 ω0, |µ(ω)| >
µ0√
2

Pour un amplificateur opérationnel usuel, ω0 est de l’ordre de 50 Hz. Une telle
bande passant : [0, ω0 = 50 Hz] montre que l’A.O. fonctionne, dans la plupart des
circuits, hors de sa bande passante.

7. Le schéma-bloc de la question 3. révèle que :

s = µ ε = µ (e− r) où r = β s = s

⇒ s = µ e− µ s⇒ s× (1 + µ) = µ e

Ce faisant, la fonction de transfert du montage suiveur vaut :

T (jω) =
s

e
=

µ

1 + µ
avec µ =

µ0

1 + j
ω

ω0

c’est-à-dire :

T (jω) =
µ0

1 + j
ω

ω0

× 1

1 +
µ0

1 + j
ω

ω0

=
µ0

1 + j
ω

ω0
+ µ0

=

µ0

1 + µ0

1 + j
ω

(1 + µ0)ω0

On peut ainsi écrire :
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T (jω) =
T0

1 + j
ω

ωc

avec







T0 =
µ0

1 + µ0

ωc = (1 + µ0)ω0

ce qui permet de mettre en évidence le nouveau gain (T0) du montage, ainsi que
sa nouvelle pulsation de coupure ωc. Ainsi, le produit gain × bande du montage
vaut-il :

gain × bande = T0 × ωc = µ0 × ω0

8. La relation : s = µ ε équivaut à :

s =
µ0

1 + j
ω

ω0

⇒ s+ τ × jω s = µ0 ε où τ =
1

ω0

⇒ s+ τ
ds

dt
= µ0 ε

de sorte que les tensions s(t) et ε(t) sont liées par l’équation différentielle :

s+ τ
ds

dt
= µ0 ε

9. Le montage schématisé ci-dessous conduit à poser :

s = µ
(
e+ − e−

)
= µ (s− e)

=
µ0

1 + j
ω

ω0

(s− e)

⇒ s+
1

ω0
jωs = µ0 s− µ0 e

⇒ (1− µ0) s+
1

ω0
jωs = −µ0 e

+

−

s
e e+

e−

d’où découle l’équation différentielle :

(1− µ0) s+
1

ω0

ds

dt
= −µ0

de

dt

Or, l’ordre de grandeur de µ0 (≃ 107) conduit à simplifier cette équation :

−µ0 s+
1

ω0

ds

dt
= −µ0

de

dt

et, notamment, lorsque e = 0, cette équation a pour solution :

s(t) = A eµ0 ω0 t (A = cte )

La grandeur valeur du produit µ0 × ω0 ≃ 5.108 montre que s(t) diverge très rapi-
dement, en dépit de la valeur nulle de e ; ce montage n’est pas stable : l’A.O. atteint
rapidement la saturation : s = ±Vsat.
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10. En revanche, pour le montage suivant, on observe que :

s = µ
(
e+ − e−

)
= µ (e− s)

=
µ0

1 + j
ω

ω0

(e− s)

⇒ s+
1

ω0
jωs = µ0 e− µ0 s

⇒ (1 + µ0) s+
1

ω0
jωs = µ0 e

−

+

s
e e−

e+

Aussi, l’équation différentielle liant s(t) et e(t) :

(1 + µ0) s+
1

ω0

ds

dt
= µ0 e⇒ µ0 s+

1

ω0

ds

dt
≃ µ0 e

admet pour solution, lorsque e(t) = 0 :

s = B e−ω0µ0 t (B = cte )

ce qui prouve la stabilité du montage : lorsque e(t) est identiquement nul, s(t) tend
rapidement vers zéro.
Cependant, pour assurer un fonctionnement linéaire à l’A.O., il est nécessaire que
|s| < Vsat. Par exemple, le montage diviseur non inverseur, bien que stable, peut ne

pas fonctionner en régime linéaire si

∣
∣
∣
∣

(

1 +
R1

R2

)

× e

∣
∣
∣
∣

excède la valeur Vsat.
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Électromagnétisme

3.1 Opérateurs vectoriels
Excepté en coordonnées cartésiennes, les expressions des opérateurs présentés dans
cette section ne sont pas exigibles ; en cas de besoin, un énoncé les rappellerait. En
revanche, les relations entre opérateurs, ainsi que les théorèmes de Stockes-Ampère et
de Green-Ostrogradski sont à connaître.

3.1.1 Opérateurs en coordonnées cartésiennes

Soit f(x, y, z) un champ scalaire et soit ~V (x, y, z) un
champ vectoriel :

~V (x, y, z) = Vx ~ex + Vy ~ey + Vz ~ez

dont les composantes Vx, Vy et Vz dépendent des coor-
données x, y et z du point de mesure M(x, y, z). On
définit les opérateurs vectoriels :

• gradient de f :

ex
x

z

O

x

y

M

ey

ez

z

y

−−→
grad f =

∂f

∂x
~ex +

∂f

∂y
~ey +

∂f

∂z
~ez

• divergenve de ~V :

div ~V =
∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

• rotationnel de ~V :

−→
rot ~V =

(
∂Vz
∂y

− ∂Vy
∂z

)

~ex +

(
∂Vx
∂z

− ∂Vz
∂x

)

~ey +

(
∂Vy
∂x

− ∂Vx
∂y

)

~ez

• Laplacien de f ou de ~V :

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
et ∆~V = (∆Vx)~ex + (∆Vy)~ey + (∆Vz)~ez

317
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3.1.2 Opérateurs en coordonnées cylindriques

Soit M un point de l’espace repéré par ses coordonnées
cylindriques (r, θ, z) :

−−→
OM = r ~er + z ~ez

dont dépendent un champ scalaire f(r, θ, z) et un champ
vectoriel ~V (r, θ, z) = Vr ~er + Vθ ~eθ + Vz ~ez . Les opéra-
teurs vectoriels sont alors :

• le gradient de f

er

θ
z

O

x

y

M

eθ

ez

z

r

−−→
grad f =

∂f

∂r
~er +

1

r

∂f

∂θ
~eθ +

∂f

∂z
~ez

• la divergence de ~V :

div ~V =
1

r

∂

∂r
(r Vr) +

1

r

∂Vθ
∂θ

+
∂Vz
∂z

• le rotationnel de ~V :

−→
rot ~V =

(
1

r

∂Vz
∂θ

− ∂Vθ
∂z

)

~er +

(
∂Vr
∂z

− ∂Vz
∂r

)

~eθ +

(
1

r

∂(r Vθ)

∂r
− 1

r

∂Vr
∂θ

)

~ez

• le Laplacien de f et de ~V :

∆f =
1

r

∂

∂r

(

r
∂f

∂r

)

+
1

r2
∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2

et :

∆~V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∆Vr −
Vr

r2
− 2

r2
∂Vθ

∂θ

∆Vθ −
Vθ

r2
+

2

r2
∂Vr

∂θ

∆Vz

3.1.3 Opérateurs en coordonnées sphériques
Un champ scalaire f(r, θ, φ) ou un champ vectoriel :

~V (r, θ, φ) = Vr ~er + Vθ ~eθ + Vφ ~eφ

dépendent du point M où ils sont repérés par leurs coor-
données sphériques r, θ et φ. Les opérateurs vectoriels
correspondants sont :

• le gradient de f :

−−→
grad f =

∂f

∂r
~er +

1

r

∂f

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
~eφ

er

θ
O

x

y

M

eφ

z

r

φ

eθ

eφ
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• la divergence de ~V :

div ~V =
1

r2
∂

∂r

(
r2 Vr

)
+

1

r sin θ

∂(sin θ Vθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Vφ
∂φ

• le rotationnel de ~V : avec :

−→
rot ~V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

r sin θ

[
∂ (sin θ Vφ)

∂θ
− ∂Vθ

∂φ

]

1

r

[
1

sin θ

∂Vr

∂φ
− ∂(r Vφ)

∂r

]

1

r

[
∂(r Vθ)

∂r
− ∂Vr

∂θ

]

• le Laplacien de f :

∆f =
1

r

∂2(r f)

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2

À nouveau, le Laplacien du champ vectoriel ~V est défini par :

∆~V =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∆Vr −
2Vr

r2
− 2

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ Vθ)−

2

r2 sin θ

∂Vφ

∂φ

∆Vθ =
Vθ

r2 sin2 θ
+

2

r2
∂Vr

∂θ
− 2 cos θ

r2 sin2 θ

∂Vφ

∂φ

∆Vφ −
Vφ

r2 sin2 θ
+

2

r2 sin θ

∂Vr

∂φ
+

2 cos θ

r2 sin2 θ

∂Vθ

∂φ

3.1.4 L’opérateur vectoriel nabla

En coordonnées cartésiennes, on définit l’opérateur vectoriel nabla (~∇) par :

~∇ =
∂

∂x
~ex +

∂

∂y
~ey +

∂

∂z
~ez

Ainsi, le gradient, la divergence, le rotationnel et le Laplacien de champs scalaires ou
vectoriels apparaissent comme des opérations géométriques simples :

• le gradient d’un champ scalaire f se présente comme une multiplication :

−−→
grad f ≡ ~∇f

• la divergence d’un champ vectoriel ~V apparaît comme un produit scalaire :

div ~V ≡ ~∇ · ~V
• le rotationnel d’un champ vectoriel ~V est assimilable à un produit vectoriel :

−→
rot ~V ≡ ~∇∧ ~V

• le Laplacien d’un champ scalaire f peut s’écrire à l’aide du carré scalaire de ~∇ :
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∆f =
(

~∇ · ~∇
)

f = ~∇2f

ou d’un produit scalaire :

∆f = ~∇ ·
(

~∇f
)

= div
(−−→
grad f

)

• le Laplacien d’un champ vectoriel ~V ne peut, quant à lui, s’exprimer qu’à l’aide du
carré scalaire de ~∇ :

∆~V =
(

~∇ · ~∇
)

~V

3.1.5 Relations entre opérateurs

L’introduction de l’opérateur nabla conduit rapidement aux relations suivantes, où f et
g sont des champs scalaires, ~U et ~V des champs vectoriels :

−→
rot

(−−→
grad f

)

= ~0 ⇔ ~∇∧
(

~∇f
)

= ~0

div
(−→
rot ~V

)

= 0 ⇔ ~∇ ·
(

~∇∧ ~V
)

= 0

de même que :

−→
rot

(−→
rot ~V

)

=
−−→
grad

(

div ~V
)

−∆~V ⇔ ~∇∧
(

~∇∧ ~V
)

= ~∇
(

~∇ · ~V
)

−
(

~∇ · ~∇
)

~V

On pourra également s’assurer que :

−−→
grad (f × g) = f

−−→
grad g + g

−−→
grad f (1)

div
(

f × ~V
)

= f div ~V + ~V · −−→grad f (2)

−→
rot

(

f × ~V
)

= f
−→
rot ~V +

(−−→
grad f

)

∧ ~V (3)

div
(

~U ∧ ~V
)

= ~V · −→rot ~U − ~U · −→rot ~V (4)

3.1.6 Circulation et flux d’un vecteur

3.1.6.1 Circulation d’un champ vectoriel

Définition 1 Soit d~ℓ un déplacement élémentaire le long d’une
courbe (Γ). On appelle circulation (C) d’un champ vectoriel ~V le
long de (Γ) l’intégrale : V

dℓ

(Γ)

C =

∫

(Γ)

~V · d~ℓ
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Théorème de Stockes-Ampère

Soit (Γ) une courbe fermée, sur laquelle prend
appui une surface (S) et soit d~S un élément
orienté de S . Pour tout champ vectoriel ~V , on
montre que :

∮

(Γ)

~V · d~ℓ =
∫∫

(S)

(−→
rot ~V

)

· d~S

V

(Γ)

dℓ

dS

(S)

L’orientation de la surface d~S est déterminée par la « règle de la main droite » : l’en-
semble des doigts de la main droite tournant dans le sens de parcours de (Γ), le pouce
tendu indique le sens de d~S.

3.1.6.2 Flux d’un champ vectoriel

Définition 2

Soit d~S un élément d’une surface (S) et soit ~V un champ vectoriel.
Le flux ΦS de ~V à travers (S) est défini par :

ΦS =

∫∫

(S)

~V · d~S

V

dS

(S)

Théorème de Green-Ostrogradski

Soit (Σ) une surface fermée et d~S un élément de (Σ),
orienté vers l’extérieur du volume (V) circonscrit par (Σ).
On montre que :

ΦΣ =

∫∫

©
(Σ)

~V · d~S =

∫∫∫

(V)

div ~V × dτ

où dτ désigne un élément de (V ).

V

(Σ)

dS

dτ

(V)

3.2 Électrostatique

3.2.1 Loi de Coulomb

3.2.1.1 Champ créé par des charges

Soit un point P1, portant une charge q1. Cette charge crée en un
point M un champ électrique :

~E(M) =
q1

4πε0 P1M3

−−−→
P1M (en V · m−1)

E(M)

u1

M

P1(q1)

où ε0 =
1

36π × 109
F · m−1 est la permittivité électrique du vide.
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Si ~u1 =

−−−→
P1M

P1M
désigne le vecteur unitaire de

−−−→
P1M , l’expression du champ est aussi

écrite :

~E(M) =
q1

4πε0 P1M2
~u1

Soit un ensemble de n points portant les charges respectives qi. Chacun de ces points
crée en M un champ électrique :

~Ei(M) =
qi

4πε0 PiM3

−−→
PiM

tandis que le champ électrique produit en M par la totalité de ces points vaut :

~E(M) =

n∑

i=1

~Ei(M) =

n∑

i=1

qi
4πε0 PiM3

−−→
PiM

Les charges électriques peuvent également être distribuées de manière continue.
• Soit une courbe (Γ) chargée. Chaque élément dℓ de (Γ) porte une charge δq à

l’origine de la définition de la densité linéique de charges :

λ =
δq

dℓ
⇒ δq = λdℓ

Étant donné que dℓ est infiniment petit, on considère que
cet élément s’identifie à un point P portant la charge δq
et qui produit en M le champ :

δ ~E(M) =
δq

4πε0 PM3

−−→
PM =

λdℓ

4πε0 PM3

−−→
PM

dℓ
(Γ)

P

M δE(M)

Le champ total produit en M par (Γ) est alors la somme des contributions δ ~E(M)
de tous les points P de (Γ) :

~E(M) =

∫

(Γ)

λ(P )

4πε0 PM2

−−→
PM dℓ

Le champ peut ainsi être calculé en tout point, sauf ceux qui appartiennent à
(Γ).

• Soit une surface (S) chargée. Cette surface peut être décomposée en surfaces élé-
mentaires dΣ, centrées sur des points P de (S), portant la charge δq calculable à
partir de la densité surfacique σ(P ) en chaque point P :

σ(P ) =
δq

dΣ
⇒ δq = σ(P ) dΣ

Chaque point P crée ainsi en M un champ électrique
élémentaire :

δ ~E(M) =
δq

4πε0 PM3

−−→
PM =

σ(P ) dΣ

4πε0 PM3

−−→
PM

Le champ total produit en M par (S) est alors la
somme de toutes les contributions δ ~E(M) étendue à
tous les points de (S) :

(S)

P

M δE(M)

dΣ
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~E =

∫∫

(S)

σ(P )

4πε0 PM3

−−→
PM dS

• Soit (V) un volume chargé, décomposable en éléments de volume dτ centrés sur
des points P de (V) et portant la charge δq.
La densité volumique de charges en P étant défi-
nie par :

ρ(P ) =
δq

dτ
⇒ δq = ρ(P ) dτ

le champ élémentaire créé en M par P vaut :
dτ

(V)

M
δE(M)

P

δ ~E(M) =
δq

4πε0 PM3

−−→
PM =

ρ(P ) dτ

4πε0 PM3

−−→
PM

et le champ total ~E(M) créé par (V) est la résultante de toutes les contributions
δ ~E(M) des points P de (V) :

~E(M) =

∫∫∫

V

ρ(P )

4πε0 PM3
dτ

L’additivité des champs vectoriels permet d’énoncer le théorème de superposition :

Si une distribution de charges (D) peut être décomposée en n distributions
(Di), créant chacune enM un champ électrique ~Ei(M), le champ ~E(M) créé
par (D) vaut :

~E(M) =

n∑

i=1

~Ei(M)

Pour des répartitions continues de charges, ce théorème devient :

~E(M) =

∫

distribution
δ ~E

où l’intégrale est simple, double ou triple, selon la modélisation retenue pour
la distribution de charges.

3.2.1.2 Symétries

Définition 3 Un axe (∆) est appelé axe de symétrie électrostatique si tout couple
de points {P, P ′}, géométriquement symétriques par rapport (∆), portent des charges
identiques.

(∆)

E(M)
M

P(q)P'(q)
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Dans ce cas :

le champ électrique ~E(M), produit par la distribution de charges sur un point
de (∆), est colinéaire à l’axe (∆)

Définition 4 Soient P et P ′ deux points géométriquement symétriques par rapport
à un plan (Πa) et portant des charges q et q′ = −q. Le plan (Πa) est alors un plan
d’antisymétrie électrostatique pour l’ensemble des couples de points {P, P ′}.

On montre que, dans ces conditions :

le champ électrique produit, en tout point M d’un plan (Πa) d’antisymétrie
électrostatique, est perpendiculaire à (Πa).

E(M)

P(q) P'(-q)

M

(Πa)

M"M'

Remarque – On montre également que si deux points M ′ et M ′′ sont symétriques
par rapport à un plan d’antisymétrie électrostatique, les champs ~E(M ′) et ~E(M ′′)
vérifient :

~E(M ′′) = −sym
{

~E(M ′)
}

pour M ′′ = sym {M ′}

Définition 5 Soient P et P ′ deux points géométriquement symétriques par rapport à
un plan (Πs) ; le plan (Πs) est appelé plan de symétrie électrostatique si les charges q
et q′, portées par tout couple {P, P ′}, sont identiques.

On montre que :

le champ électrique produit par une distribution (D) de charges, en tout point
M d’un plan de symétrie électrostatique (Πs), appartient à (Πs).

E(M)

P(q) P'(q)

M

(Πs)

M"M'

Remarque – Si M ′ et M ′′ sont deux points symétriques par rapport à un plan de sy-
métrie électrostatique, on montre aussi que les champs ~E(M ′) et ~E(M ′′) qui y règnent
sont symétriques par rapport à ce plan :
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~E(M ′′) = sym
{

~E(M ′)
}

pour M ′′ = sym {M ′}

Pour déterminer la direction du champ électrique ~E produit en un point M par
une distribution (D) de charges :
• chercher, dans un premier temps, s’il existe un axe (∆) de symétrie électro-

statique passant par M ; dans ce cas : ~E(M) ‖ (∆).
• sinon, chercher siM appartient à un plan (Πa) d’antisymétrie électrostatique

pour (D). S’il existe : ~E(M) ⊥ (Πa).
• à défaut d’un plan d’antisymétrie ou d’un axe de symétrie, trouver un plan

(Πs) de symétrie pour (D), passant parM . Le cas échéant, ~E(M) appartient
à (Πs) mais, pour autant, la direction de ~E(M) n’est pas encore accessible.
Il faut alors trouver un autre plan (Π′

s) de symétrie électrostatique pour (D),
passant par M . Dans ce cas, la direction de ~E(M) est celle de l’intersection
de (Πs) et (Π′

s).

Les éléments de symétrie (axes ou plans) doivent nécessairement contenir le point
M où est déterminée la direction du champ ~E(M).

Cet algorithme peut être employé au calcul de champs électriques produits par des
distributions de géométries simples, telles que celui produit sur l’axe médiateur d’un
segment de longueur 2L situé à une distance r de M , portant une densité linéique λ de
charges uniforme (cf. exercice de la page 387) :

~E(M) =
λ

2πε0r
× L√

r2 + L2
~er (5)

ou celui produit par un disque uniformément chargé, avec une densité surfacique (σ),
en un point M de son axe :

~E(M) =
σz

2ε0

(
1

|z| −
1√

R2 + z2

)

~ez (6)

er

O

(Γ)

E(M)

r

L

M

L
O (D)

R

z

M

ez

E(M)

Un plan infini peut être modélisé par un disque de rayon infini, qui crée le champ
~E∞(M) tel que :

~E∞(M) = lim
R→∞

[

~E(M)
]

⇒ ~E∞(M) =
σ

2ε0
× z

|z| ~ez (7)
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Remarque – En tout point de distributions linéiques ou surfaciques de charges, le
champ électrique n’est pas défini. En revanche, il est possible de le calculer à l’inté-
rieur d’une distribution volumique de charges.

On considère une sphère (S) de centre O, de rayon R et d’axe
vertical (Oz) de vecteur directeur unitaire ~ez . (S) est chargé en
surface avec une densité σ = σ0 cos θ où σ0 est une constante

et où θ =
(−−→
OP,~ez

)

.

1. Calculer la charge totale portée par la sphère.

2. Calculer le champ électrique ~E(O) qu’elle produit en O.

ez

P

O
θ
R

Réponse

1. Soit une couronne contenant le point P (R, θ, φ), de largeur Rdθ, située
sur la surface de (S). Tout élément de cette couronne, centré sur P , pré-
sente une surface dS = Rdθ ×R sin θ dφ et donc une charge élémen-
taire :

δq = σ dS = σ0R
2 × sin θ cos θ dθ dφ

Aussi, la charge totale portée par (D) vaut :

ez

O
θ

φ

dθ
Rx

dφ P

q =

∫∫

(D)
δq = σ0R

2

∫ π

θ=0

∫ 2π

φ=0
sin θ cos θ dθ dφ

= σ0R
2

∫ π

0
sin θ cos θ dθ

∫ 2π

0
dφ

= 2πσ0R
2 ×

[

− cos(2θ)

4

]π

0

= 0

2. Tout point P de (S) admet un symétrique P ′′ par rapport à l’axe (Oz), qui porte la même charge,
ce qui signifie que l’axe (Oz) est un axe de symétrie électrostatique et donc que le champ électrique
produit en O est colinéaire à l’axe (Oz) :

~E(O) = E(O)~ez

Bien que la méthode employée ci-dessus soit la plus efficace,
il est intéressant de retrouver ce résultat en exploitant les éven-
tuels plans d’antisymétrie des charges ; cet exercice illustre un
exemple d’utilisation de ces plans, auquel cas il convient de
procéder de la manière suivante :
Soient P et P ′ deux points symétriques par rapport au plan
(Oxy), P est repéré par θ, P ′ par π − θ. Aussi, en notant
σ(P ) = σ0 cos θ, on obtient :

σ(P ′) = σ0 cos(π − θ) = −σ0 cos θ = −σ(P )

ce qui fait du plan (Oxy) un plan d’antisymétrie électrosta-
tique. Par conséquent :

ez

θ

O

x

y

P

z

φ

π-θ

P'

P"

~E(O) = E(O)~ez ⇒ E(O) = ~E(O) · ~ez (8)
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Un élément dS = R2 sin θ dθ dφ, centré sur P , porte la charge δq = σ dS responsable de l’apparition
d’un champ électrique en O :

δ ~E(O) =
δq

4πε0 PO3

−−→
PO =

σ0R2 × sin θ cos θ dθ dφ

4πε0 R3

−−→
PO

=
σ0

4πε0R
× sin θ cos θ dθ dφ

−−→
PO

Aussi, le champ électrique total produit en O vaut-il :

~E(O) =
σ0

4πε0 R

∫∫

©
(S)

sin θ cos θ dθ dφ
−−→
PO

Or, conformément au résultat (8) et puisque l’indépendance de ~ez à l’égard de la position du point P
permet de distribuer le produit scalaire dans l’intégrale, il s’ensuit que :

E(O) = ~E(O) · ~ez =
σ0

4πε0 R

∫∫

©
(S)

sin θ cos θ dθ dφ
−−→
PO · ~ez
︸ ︷︷ ︸

−R cos θ

=
σ0

4πε0

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
− sin θ cos2 θ dθ

=
σ0

4πε0
× 2π ×

[
1

3
cos3 θ

]π

0

=
σ0

2ε0
× −2

3
= − σ0

3ε0

Finalement :
~E(O) = − σ0

3ε0
~ez

3.2.1.3 Invariants

• Invariance par translation
Une distribution de charges ρ est dite invariante
par translation dans la direction ~u si :

ρ(x, y, z +∆z) = ρ(x, y, z)

Dans ces conditions, la norme du champ ~E est
aussi indépendante de la variable z :

E(x, y, z) ≡ E(x, y)

O

x

y

u

z

P(x,y,z)

∆z

P'(x,y,z+∆z)

• Invariance par rotation autour d’un axe
Une distribution ρ de charges est dite invariante
par rotation autour de l’axe (Oz) si :

ρ(r, θ +∆θ, z) = ρ(r, θ, z)

ce qui permet d’écrire :

E(r, θ, z) ≡ E(r, z)

θ
z

O

x

y

P'

z

r P

∆θ
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• Invariance par rotation autour d’un point
Une distribution ρ est dite invariante par rotation
autour d’un point O si :

ρ(r, θ +∆θ, φ+∆φ) = ρ(r, θ, φ)

Il s’ensuit que :

E(r, θ, φ) ≡ E(r)

θ

O

x

y
P'

z

r

φ ∆φ

∆θ

P

3.2.2 Équation de Maxwell-Gauss
3.2.2.1 Théorème de Gauss

Si, en un point M , se trouve une densité volumique de charges ρ(M), le champ élec-
trique ~E(M) en M vérifie l’équation locale de Maxwell-Gauss :

div ~E(M) =
ρ(M)

ε0

Une plaque, dont les faces parallèles au plan (Oxy) ont une surface S supposée
très grande, contient des charges électriques de densité volumique ρ uniforme.

Les deux plaques sont espacées d’une distance e et sont situées en z = +
e

2
et en

z = −e
2

.

e

O

x

Mez

z

S

y

1. Déterminer les caractéristiques (direction et variables) du champ électrique ~E(M)
produit en tout point M(x, y, z) de l’espace par cette distribution de charges.

2. En déduire l’expression de ~E(M) entre les plaques (|z| < e

2
).

3. On admet la continuité de ~E à la traversée de chacune des faces. Exprimer, dans

ces conditions, ~E
(

z >
e

2

)

et ~E
(

z 6 −e
2

)

en supposant vide l’espace extérieur

aux plaques.

4. On fait tendre e vers zéro, en maintenant constante la charge totale ; on modélise
ainsi un plan chargé en surface, avec une densité σ. Après avoir exprimé σ en
fonction de ρ et e, retrouver les champs :

~E(z > 0) =
σ

2ε0
~ez et ~E(z < 0) = − σ

2ε0
~ez

Réponse
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1. Tout axe (∆) passant par M parallèlement à l’axe (Oz) est un axe de symétrie pour la distribution de
charges, en raison de quoi ~E(M) est colinéaire à (∆) et donc à ~ez : ~E(M) = E ~ez . En outre, puisque
la plaque peut être considérée comme infinie selon les directions de (Ox) et (Oy), les paramètres x et
y laissent invariante la distribution de charges ; la norme E du champ ne dépend que de z :

~E(M) = E(z)× ~ez

2. En raison du théorème local de Gauss, on trouve entre les plaques :

div
[
~E(M)

]

=
ρ

ε0
⇒ dE

dz
=

ρ

ε0

ce qui montre l’existence d’une constante K telle que :

E(z) =
ρ

ε0
z +K

De plus, lorsqueM se trouve dans le plan (Oxy), ce plan est un plan de symétrie pour la distribution de
charges, auquel cas ~E(z = 0) appartient à ce plan. Or, ~E(z = 0) est également colinéaire à l’axe (∆)

parallèle à (Oz). Donc ~E(z = 0) appartient simultanément au plan (Oxy) et à l’axe (Oz), c’est-à-dire
à leur intersection, qui se réduit à un point :

~E(z = 0) = ~0 ⇒ K = 0 ⇒ E(z) =
ρ

ε0
z ⇒ ~E(M) =

ρ

ε0
z ~ez

3. La continuité de ~E(M) à la traversée des plaques se traduit par :

lim
z→e/2

[E(z)] = E
( e

2

)

⇒ E
( e

2

)

=
ρe

2ε0

et :
lim

z→−e/2
[E(z)] = E

(

− e

2

)

⇒ E
(

− e

2

)

= − ρe

2ε0

En outre, pour |z| > e

2
, le théorème local de Gauss stipule que :

div
[
~E(M)

]

=
ρ

ε0
= 0 ⇒ dEz

dz
= 0 ⇒ E(z) = cte

c’est pourquoi :
~E
(

z >
e

2

)

=
ρe

2ε0
~ez et ~E

(

z 6 − e

2

)

= − ρe

2ε0
~ez (9)

4. La charge totale Q = ρ× Se de la distribution ne varie pas tandis que e devient de plus en plus petit ;
la plaque est alors assimilée à un plan de densité surfacique de charges :

σ =
Q

S
= ρe

Ce faisant, les résultats (9) deviennent :

~E(z > 0) =
σ

2ε0
~ez et ~E(z < 0) = − σ

2ε0
~ez

3.2.2.2 Théorème de Gauss
Soit (V) un volume contenant la charge :

qint =

∫∫∫

(V)

ρdτ

et qui est limité par une surface fermée (Σ). Le flux de ~E à travers
(Σ) est défini à partir du champ ~E(M) en chaque pointM de (Σ) :

ΦΣ =

∫∫

©
(Σ)

~E(M) · d~S
(Σ)

dS

dτ

(V)

E(M)

M
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c’est-à-dire, compte tenu du théorème de Green-Ostrogradski :
∫∫

©
(Σ)

~E(M) · d~S =

∫∫∫

(V)

div ~E dτ =

∫∫∫

(V)

ρ

ε0
dτ car div ~E =

ρ

ε0

C’est ainsi que l’on retrouve la forme intégrale du théorème de Gauss :

ΦΣ =

∫∫

©
(Σ)

~E(M) · d~S =
qint

ε0
(10)

L’emploi de la relation (10) en vue de calculer le champ ~E(M) créé en M par
une distribution (D) de charges doit respecter l’algorithme suivant :

• déterminer la direction de ~E(M) en M ainsi que les éventuels invariants de
(D) ;

• trouver une surface fermée (Σ) qui contient M et sur laquelle

E(M) =
∥
∥
∥ ~E(M)

∥
∥
∥ est souvent constant (généralement, (Σ) présente

les mêmes symétries que (D)) ;

• s’assurer que pour tout point M de (Σ), ~E(M) · d~S s’exprime de manière
simple (les cas fréquemment rencontrés sont : ~E · d~S = E(M)× dS ou
~E · d~S = 0) ;

• calculer ΦΣ à travers (Σ) ;

• déterminer la charge qint contenue dans le volume (V) circonscrit dans (Σ) ;

• utiliser enfin la relation (10).

Le théorème de Gauss peut ainsi être employé au calcul du champ électrique produit
par une distribution de charges de géométrie simple, comme celui produit par un plan
P infini, portant une charge uniforme, de densité surfacique σ = cte.

ex

dS1

dS2

dSℓ

ey

ez

(P) S

Tout axe perpendiculaire à (P) est un axe de symétrie pour cette distribution de charges,
auquel cas le champ ~E qu’elle produit est colinéaire à ~ez ⊥ (P) : ~E = E × ~ez . De
plus, toute translation de (P) dans les directions de ~ex ou de ~ey laisse invariante la
distribution de charges, ce qui signifie que E ne dépend que de la cote z de (P) :

~E = E(z)~ez

On désigne alors par (Σ) la surface fermée composée des surfaces S1 = S et S2 = S
parallèles à (P) et des quatre faces, de surface totale Sℓ, perpendiculaires à (P). Le
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flux de ~E à travers (Σ) vaut ainsi :

ΦΣ =

∫∫

(S1)

~E · d~S1 +

∫∫

(S2)

~E · d~S2 +

∫∫

(Sℓ)

~E · d~Sℓ
︸ ︷︷ ︸

=0

car ~E ⊥ d~Sℓ

et où ~E · d~S1 = E(z) dS1, ~E · d~S2 = −E(−z) dS2 = E(z) dS2 car d~S2 = −dS2 ~ez
tandis que E(−z) = −E(z) pour des raisons de symétrie. C’est pourquoi :

ΦΣ = 2E(z)× S

tandis que la charge qint comprise dans (Σ) coïncide avec celle portée par une surface
S de (P) : qint = σS. Par conséquent, le théorème de Gauss s’écrit :

ΦΣ =
qint

ε0
⇒ 2E(z)× S =

σS

ε0
⇒ E(z) =

σ

2ε0

d’où l’on déduit que :

~E(z > 0) =
σ

2ε0
~ez et ~E(z < 0) = − σ

2ε0
~ez (11)

Remarque – Ce résultat montre que le champ électrique n’est pas défini en un point
de la surface chargée ; il subit une discontinuité à la traversée de cette surface.

3.2.3 Équation de Maxwell-Faraday

3.2.3.1 Équation de Maxwell-Faraday en régime stationnaire

Cette équation établit qu’en régime stationnaire (c’est-à-dire si le temps n’intervient
pas dans les phénomènes physiques), le champ électrostatique vérifie, en tout point de
l’espace :

−→
rot ~E = ~0 (Maxwell-Faraday)

On rappelle que le champ produit par une disque uniformément chargé, sur un
point M de son axe (O,~ez), est donné par la relation (6) de la page 325 :

~E(M) =
σz

2ε0

(
1

|z| −
1√

R2 + z2

)

~ez

Calculer, par une méthode directe,
−→
rot ~E(M).

ez

O
R

z

M

ex

ey

Réponse La formule du rotationnel, en coordonnées cartésiennes, doit être connue des étudiants de
classe préparatoire :

−→
rot ~E =

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)

~ex +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)

~ey +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)

~ez
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où Ex, Ey et Ez sont les composantes de ~E(M) :

~E(M) = Ex ~ex + Ey ~ey + Ez ~ez

En remarquant ici que seul Ez et non nul, on simplifie le calcul du rotationnel :

−→
rot ~E =

∂Ez

∂y
~ey − ∂Ez

∂x
~ey = ~0

car Ez =
σz

2ε0

(
1

|z| −
1√

R2+z2

)

est indépendant de x et y.

3.2.3.2 Potentiel électrostatique

Étant donné que, pour tout champ scalaire V :
−→
rot

(−−→
gradV

)

= ~0, l’équation de

Maxwell-Faraday montre qu’il existe une fonction V (M) telle que :

~E(M) = −−−→
gradV (M) ⇔ −→

rot ~E(M) = ~0

La fonction V (M) est alors appelée potentiel électrique au point M , dont dérive le
champ électrostatique ~E(M) au même point.

Remarque – De l’équation ~E(M) = −−−→
gradV (M) découle la non unicité de la fonc-

tion V (M), qui peut être définie à une constante arbitraire près. De manière générale,
cette constante sera calculée à partir de conditions limites imposées ou suggérées par
les énoncés.

Définition 6 Soient V (M ′) et V (M) les valeurs d’un champ
scalaire V aux points respectifs M ′ et M , infiniment proches,

tels que
−−−→
MM ′ = d~ℓ. La variation dV = V (M ′)− V (M) dé-

finit le gradient du champ V en M :

M'
dℓ

M

V(M)
V(M')

dV =
−−→
gradV · d~ℓ

Définition 7 On appelle tension UAB entre deux points A et B la différence de po-
tentiel entre A et B :

UAB = V (A)− V (B) (en volts)

La circulation CAB de ~E le long de n’importe quelle courbe passant par A et B est
définie par :

CAB =

∫ B

A

~E · d~ℓ
UAB=VA-VB

dℓ
E

(Γ) B

A
avec :
∫ B

A

~E · d~ℓ = −
∫ B

A

(−−→
gradV

)

· d~ℓ = −
∫ B

A

dV ⇒
∫ B

A

~E · d~ℓ = VA − VB = UAB
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Remarque – La circulation CAB = VA−VB ne dépend pas du chemin liant les points
A et B.
Si, de surcroît, le champ ~E est uniforme le long d’une courbe (Γ) :

∫

(Γ)

~E · d~ℓ = ~E · −−→AB ⇒ UAB = ~E · −−→AB

Le résultat : CAB = VA − VB n’est valable qu’en régime stationnaire. Dès que
les paramètres physiques dépendent du temps, cette relation cesse d’être vraie. Notam-
ment, nous montrerons ultérieurement que l’identité :

∮

~E · d~ℓ = 0

ne sera plus vérifiée lorsque ~E dépendra du temps.

Définition 8 On appelle ligne de champ une ligne (Γ) en tout point M de laquelle le
champ ~E(M) est tangent à (Γ) .

Pour déterminer l’expression d’une ligne de champ, il suffit de trouver les points
M de l’espace qui vérifient :

~E(M) ∧ d
−−→
OM = ~0

Remarque – Soient deux points M et M ′ d’une même ligne de champ (Γ), infini-

ment proches l’un de l’autre (
−−−→
MM ′ = d~ℓ). Si V (M) et V (M ′) désignent la valeur du

potentiel en M et en M ′, l’égalité :
~E · d~ℓ = −dV = V (M)− V (M ′)

dℓ

E
(Γ)

M'M

montre que si ~E et d~ℓ =
−−−→
MM ′ ont le même sens, V (M) > V (M ′). Ceci prouve que

~E est toujours orienté dans le sens des potentiels décroissants.

Définition 9 On appelle surface équipotentielle une surface dont tous les point pos-
sèdent le même potentiel électrique.

Soient M et M ′ deux points infiniment proches, qui appartiennent à une même surface
équipotentielle (S), ce qui signifie aussi que V (M ′) = V (M).
On note (L) une ligne de champ qui coupe (S) en M . Par
définition, le champ en M vérifie :

~E(M) = −−−→
gradV

⇒ ~E(M) ·
−−−→
MM ′ =

(

−−−→
gradV

)

·
−−−→
MM ′

⇒ ~E(M) ·
−−−→
MM ′ = V (M)− V (M ′) = 0

⇒ ~E(M) ⊥
−−−→
MM ′

E(M)
(S)

M'

M
(L)
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Cette identité devant être vérifiée pour tout point M ′ ∈ (S), alors que ~E(M) est loca-
lement tangent à (L) en M , on en déduit que :

en leurs points d’intersection, les surfaces équipotentielles et les lignes de
champs qui en dérivent sont perpendiculaires.

On retiendra, par ailleurs, que :

en l’absence de charge à l’infini, le potentiel électrique est conventionnelle-
ment choisi nul à l’infini.

3.2.3.3 Équation de Poisson

La relation de Maxwell-Gauss, associée à la définition du potentiel électrique :

div ~E =
ρ

ε0
et ~E = −−−→

gradV

conduisent à l’équation de Poisson :

div
(

−−−→
gradV

)

=
ρ

ε0
⇒ −∆V =

ρ

ε0
⇒ ∆V +

ρ

ε0
= 0

Dans l’espace règne un potentiel électrotatique à symétrie sphérique :

V (r) =
q

4πε0r
e−r/a

où a, q désignent des constantes et r la distance au centre du référentiel de cet espace.

1. Déterminer le champ électrique ~E(M) créé en un point M de l’espace.

2. Déterminer la densité volumique de charges à l’origine du potentiel V (r).

On rappelle qu’en coordonnées sphériques :

−−→
gradV =

∂V

∂r
~er +

1

r

∂V

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂V

∂φ
~eφ

et :

∆V =
1

r

∂2(rV )

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2V

∂φ2

Réponse

1. Puisque V (r) ne dépend que de r, la définition du potentiel s’écrit :

~E = −−−→
gradV = − dV

dr
~er = − q

4πε0

d

dr

(

e−r/a

r

)

~er

⇒ ~E =
q

4πε0

(
1

r2
+

1

ar

)

e−r/a ~er

2. De même, l’équation de Poisson fournit :

ρ = −ε0 ∆V = − q

4πr

d2

dr2

(

r × e−r/a

r

)

=
q

4πr

d

dr

(

e−r/a

a

)

⇒ ρ(r) = − q

4πa2
× e−r/a

r
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3.2.3.4 Calcul de potentiels

Soit P un point de l’espace, portant la charge δq responsable de
l’apparition d’un champ électrique en un point M et donc d’un po-
tentiel δV (M) :

er

P(δq)

r

M

δV  (M)

δV (M) =
δq

4πε0 PM
(12)

où δq = λdℓ, δq = σ dS, δq = ρdτ selon que la distribution de charges est linéique,
surfacique ou volumique.

Le calcul du potentiel électrique créé par une distribution (D) de charges peut
s’effectuer de deux manières :

• l’intégration sur tous les points de (D) de la relation (12) :

V (M) =

∫

(D)

δq

4πε0 PM

Cette relation ne permet pas le calcul de V (M) lorsqu’il existe des charges
à l’infini ; elle diverge. Dans ce cas, pour déterminer V (M), l’unique possi-
bilité reste :

• la résolution des équations différentielles issues de la définition du potentiel
ou de l’équation de Poisson :

~E = −−−→
gradV ou ∆V +

ρ

ε0
= 0

Un segment linéaire, de longueur 2L, porte une charge
répartie avec une densité linéique λ uniforme. Le point
O désigne le centre de ce segment et on note M un point
de la médiatrice du segment, tel que OM = r

er

r

L

M

P
z

O

ez

L

1. Soit P un point du segment chargé, tel que OP = z, au voisinage duquel se trouve
une charge δq répartie sur un élément de longueur dz. Déterminer l’expression du
potentiel électrique δV (M) que δq produit en M .
En déduire l’expression du potentiel V (M) que crée la totalité du segment chargé
en M .

2. En déduire le champ électrique ~E(M) produit en M par cette distribution de
charges ; on utilisera le système de coordonnées cylindriques de vecteurs de base
{~er, ~eθ, ~ez}.

On rappelle que :

argsh (x) = ln
(

x+
√

1 + x2
)

Réponse
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1. Un élément dz du segment chargé, centré sur P , porte la charge δq = λdz, responsable de l’apparition,
en M , du potentiel :

δV (M) =
δq

4πε0 PM
=

λdz

4πε0
√
r2 + z2

Aussi, le potentiel produit en M vaut :

V (M) =
λ

4πε0

∫ L

−L

dz√
r2 + z2

Afin de calculer ce potentiel, effectuons le changement de variable :

z = r sinhu⇒ dz = r coshudu et r2 + z2 = r2
(
1 + sinh2 u

)
= r2 cosh2 u

avec :

u1 = argsh

(

−L
r

)

et u2 = argsh

(
L

r

)

de manière à poser :
∫ L

−L

dz√
r2 + z2

=

∫ u2

u1

r coshudu

r coshu
= u2 − u1

= argsh

(
L

r

)

− argsh

(

−L
r

)

= ln




L

r
+

√

1 +
L2

r2



− ln



−L
r

+

√

1 +
L2

r2





En remarquant que :

ln




L

r
+

√

1 +
L2

r2



 = ln

[
1

r

(

L+
√

r2 + L2
)]

et que :

ln



−L
r

+

√

1 +
L2

r2



 = ln

[
1

r

(

−L+
√

r2 + L2
)]

de sorte que :
∫ L

−L

dz√
r2 + z2

= ln

(

L+
√
r2 + L2

r

)

− ln

(

−L+
√
r2 + L2

r

)

(13)

on déduit que :

V (M) =
λ

4πε0
ln

(

L+
√
r2 + L2

−L+
√
r2 + L2

)

Remarque – Lorsque L tend vers l’infini (fil infini), V (M) ne peut se déduire de cette relation, en
référence au conseil méthodologique précédent.

2. En coordonnées cylindriques, la définition de V s’écrit :

~E = −−−→
gradV = −∂V

∂r
~er − 1

r

∂V

∂θ
~eθ − ∂V

∂z
~ez

où V (M) ne dépend que de r :

~E(M) = − dV

dr
~er = − d

dr

[

ln
(

L+
√

r2 + L2
)

− ln
(

−L+
√

r2 + L2
)]

× λ~er

4πε0

= −








r
√
r2 + L2

L+
√
r2 + L2

−

r
√
r2 + L2

−L+
√
r2 + L2







× λ~er

4πε0

= − r√
r2 + L2

×
[ −2L

−L2 + (r2 + L2)

]

× λ~er

4πε0

⇒ ~E(M) =
λ

2πε0
× L

r
√
r2 + L2

~er
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Remarque – Lorsque L tend vers l’infini :

~E(M) =
λ

2πε0r
~er

et la relation : ~E = −−−→
gradV permet de remonter au potentiel créé par un fil infini :

V = − λ

2πε0
ln r + cte

On remaque que ce potentiel ne peut être choisi nul en l’infini, étant donné l’existence de charges. On
peut, en revanche, le supposer nul pour un point conventionnel (r = rA), auquel cas :

V (r) =
λ

2πε0
ln
( rA

r

)

3.2.3.5 Continuité du champ électrostatique

Considérons une surface (S) séparant deux milieux (1) et (2) où règnent les champs
électriques ~E1 et ~E2 de composantes normales E1n, E2n et de composantes tangen-
tielles E1t, E2t au voisinage d’un point M de (S).

E1

(1)

n12

M
(2)

E2

E1n

E1t =E2t

E2n

En calculant la circulation de ~E sur un parcours fermé qui passe dans (1) et (2), on
montre que :

E2t = E1t

Cette relation montre que la composante tangentielle du champ électrique est continue
lors du passage à travers tout surface.
De même, le calcul du flux à travers une surface interceptant S montre que :

E2n − E1n =
σ(M)

ε0

Cette relation montre que la composante normale de ~E subit une discontinuité à la
traversée d’une surface chargée.
De ces deux relations, il découle qu’à la traversée de l’interface :

~E2 − ~E1 =
σ(M)

ε0
~n12(M)

où ~n12(M) est le vecteur unitaire normal à (S), dirigé vers le milieu (2).
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3.2.3.6 Continuité du potentiel

Soit (Σ) une surface chargée, de densité surfacique σ. Considérons un point M n’ap-
partenant pas à (Σ) et un point O son projeté orthogonal sur (Σ), tel que OM = z.

O(D) r

R

z

M

P

x

P
O

r
(D)

x

dr

dSdθ
θ

(Σ)

Au voisinage de O, il est toujours possible de découper, par la pensée au moins, un
disque (D) de centre O et de rayon R assez petit pour que (D) soit perpendiculaire à
(OM). On note (S) le complément de (D) à (Σ) : (Σ) = (S) ∪ (D).
En l’absence de (D), le point O se trouverait dans une région de l’espace vide de
charge, auquel cas le champ électrique ~E1(O) en O existerait et serait simplement
celui produit en O par les charges portées par (S). Par suite, l’existence d’un champ
~E1(O) montre que le potentiel V1 produit par (S) est continu enO, sans quoi la relation
~E1(O) = −−−→

gradV1(O) serait un non-sens mathématique. On peut rendre compte de
cette continuité par la relation :

lim
M→O

[V1(M)] = V1(O)

Soit, maintenant, un point P de (D), repéré par ses coordonnées polaires (r, θ), au
voisinage duquel une surface élémentaire dSP = r dθ × dr contient une charge
δqP = σ(r, θ) dSP , laquelle charge produit en M et en O les potentiels :

δV2(M) =
δqP

4πε0 PM
=
σ(r, θ)× r dr dθ

4πε0
√
r2 + z2

et :

δV2(O) =
δqP

4πε0OP
=
σ(r, θ)× r dr dθ

4πε0 r
=
σ(r, θ)

4πε0
dr dθ

Ce faisant, les potentiels V2(M) et V2(O) produits par les charges situées sur D valent :

V2(M) =

∫∫

D

σ(r, θ)

4πε0
× r dr dθ√

r2 + z2
et V2(O) =

∫∫

D

σ(r, θ)

4πε0
dr dθ

Si R est assez petit pour que σ(r, θ) soit uniforme du D, ces relations conduisent à :

V2(M) =
σ

4πε0

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

r dr√
r2 + z2

=
σ

2ε0
×
(√

R2 + z2 − |z|
)

et :

V2(O) =
σ

4πε0

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

dr =
σR

2ε0
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Il paraît alors évident que la fonction V2 est continue en O car :

lim
z→0

[V2(M)] =
σR

2ε0
= V2(O) ⇔ lim

M→O
[V2(M)] = V2(O)

Dans ce cas, le potentiel V = V1 + V2 vérifie :

lim
M→O

[V (M)] = lim
M→O

[V1M) + V2(M)] = V1(O) + V2(O)

⇒ lim
M→O

[V (M)] = V (O)

ce qui signifie également que :

le potentiel est continu à la traversée d’une surface chargée avec une
densité surfacique σ uniforme.

Remarque – Le résultat précédent s’étend au cas où σ(r, θ) n’est pas uniforme, à

condition toutefois que l’intégrale : V2(M) =
1

4πε0

∫∫

D

σ(r, θ) r dr dθ√
r2 + z2

soit unifor-

mément convergente. Dans ce cas seulement, il sera possible d’écrire :

lim
z→0

∫∫

D

σ(r, θ) r dr dθ√
r2 + z2

=

∫∫

D

σ(r, θ) dr dθ ⇒ lim
M→O

[V2(M)] = V2(O)

Un raisonnnement analogue permet de montrer que :

le potentiel est continu à la traversée d’un volume chargé avec une den-
sité volumique ρ uniforme.

3.2.4 Énergie électrostatique

3.2.4.1 Énergie d’une distribution de charges

Soient q1 et q2 deux charges localisées en des points M1 et M2 de l’espace. L’énergie
potentielle du système ainsi constitué vaut :

Ep =
q1q2

4πε0M1M2

Aussi, en notant : V (M1) =
q2

4πε0M1M2
et V (M2) =

q1
4πε0M1M2

les potentiels que

créent respectivement les charges q2 et q1 aux points M1 et M2 :

Ep =
1

2
[q1 V (M1) + q2 V (M2)]

Ce résultat se généralise à un système de n points Mi portant des charges qi et se
trouvant aux potentiels V (Mi) :

Ep =
1

2

n∑

i=1

qi V (Mi)
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Lorsque les charges sont réparties dans une distribution continue (D), avec une densité
volumique ρ, la loi précédente devient :

Ep =
1

2

∫∫∫

(D)

ρ(M)V (M) dτ (14)

3.2.4.2 Énergie d’un champ électrostatique

On peut déduire de la relation (14) l’expression de l’énergie produite, dans l’espace,
par un champ électrostatique :

Ep =
∫∫∫

espace

ε0E
2

2
dτ

Cette relation conduit à définir une densité volumique d’énergie uE à partir de l’énergie
dEp contenue dans un volume dτ de l’espace :

uE =
dEp
dτ

=
ε0E

2

2

3.2.5 Dipôle électrostatique
3.2.5.1 Potentiel et champ créés

Définition 10 Soit A un point portant une charge −q et soit B un point portant une
charge q ; ce couple est appelé dipôle élecrostatique, auquel est associé le moment
dipolaire ~p est défini par :

~p = q
−−→
AB

p

A(-q) B(q)

Considérons un dipôle électrostatique, dont
le centre O est pris comme origine d’un re-
père polaire. Dans ce repère, un point M
est repéré par ~r =

−−→
OM = r ~er. Ce faisant :

OA = OB =
a

2
et AB = a⇒ ~p = qa~ez .

En un point M très éloigné de O (r ≫ a), ce
dipôle crée le potentiel :

er

O

r

M

eθ

θ ez
BA

a/2 a/2

~p = qa~ez ⇒ p = ‖~p‖ = qa⇒ V (M) =
‖~p‖
4πε0

× cos θ

r2
=

~p · ~er
4πε0r2

(15)

De ce potentiel dérive un champ ~E(M) qui vérifie1 :

~E(M) = −−−→
gradV ⇒ Er ~er + Eθ ~eθ = −∂V

∂r
~er −

1

r

∂V

∂θ
~eθ

⇒ Er = −∂V
∂r

et Eθ = −1

r

∂V

∂θ

1Les résultats fournis ici sont limités à l’ordre 1 en
a

2
; certains exercices requièrent cependant une ex-

tension des calculs à des ordres supérieurs (ce cas se produit, notamment, lorsqu’à l’ordre choisi, apparaît le
résultat dénué d’intérêt : V (M) = 0.
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d’où il découle que :







Er =
p

4πε0
× 2 cos θ

r3

Eθ =
p

4πε0
× sin θ

r3

⇒ ~E =
p

4πε0r3
(2 cos θ ~er + sin θ ~eθ)

3.2.5.2 Dipôle dans un champ uniforme

Considérons un dipôle, de moment dipolaire ~p = q
−−→
AB

plongé dans un champ électrostatique ~E uniforme. Soient
~fA = −q ~E et ~fB = q ~E les forces subies par les charges
situées aux points A et B ; la résultante des forces électro-
statiques qui s’appliquent sur le dipôle vaut :

~F = ~fA + ~fB = ~0

p

A(-q)

B(q)
E

O
x

y

E

E

Soit O un point fixe de l’espace. Les forces ~fA et ~fB sont à l’origine des moments, par
rapport à O :

~MO

(

~fA

)

=
−→
OA ∧ ~fA = −q−→OA ∧ ~E

et :
~MO

(

~fB

)

=
−−→
OB ∧ ~fB = q

−−→
OB ∧ ~E

Aussi, le moment des forces électrostatiques en O est défini par :

~MO = ~MO

(

~fA

)

+ ~MO

(

~fB

)

= q
(−−→
OB −−→

OA
)

∧ ~E = q
−−→
AB ∧ ~E

⇒ ~MO = ~p ∧ ~E

De surcroît, le dipôle plongé dans un champ électrique uniforme ~E acquiert l’énergie
potentielle :

Ep = −~p · ~E (16)

Une charge ponctuelle Q est placée en un point O de l’espace, tandis qu’un
dipôle électrostatique, de moment dipolaire ~p = q

−−→
AB (avec q > 0) a son centre G

placé à une distance r de O.

p

A(-q)

B(q)

r G
O(Q) φ

On supposera que r ≫ AB, de sorte que le champ électrostatique créé par Q
sur le dipôle est supposé uniforme : ~E(A) = ~E(B) = ~E(G). On note également

φ =
(−−→
OG, ~p

)

.
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1. Rappeler l’expression du champ électrique ~E(G) que la charge Q produit en G. En
déduire l’expression de l’énergie potentielle Edip du dipôle.

2. Que vaut le potentiel électrostatique V (O) que le dipôle produit en O ? En déduire
l’expression de l’énergie potentielle EQ de la charge Q. Comparer Edip et EQ.

3. Comment s’oriente le dipôle en équilibre stable, selon queQ est positif ou négatif ?

Réponse Il convient de reprendre le schéma proposé par l’énoncé et d’y introduire une base polaire
(~er, ~eθ), d’origine G, afin de pouvoir exprimer le potentiel produit par le dipôle dans l’espace.

p

A(-q)

B(q)

θ
r

er

G
u

O(Q)

eθ

φ

1. Compte tenu de cette représentation, le champ électrique que la charge Q produit en G vaut :

~E(G) =
Q

4πε0 r2
~u avec ~u =

−−→
OG

OG

Ce faisant, l’énergie potentielle d’interaction entre le dipôle et le champ produit par Q est donnée par la
relation (16) :

Edip = −~p · ~E = − pQ

4πε0 r2
cosφ

2. Le choix de la base polaire (~er , ~eθ) a été motivé par le souci d’utiliser l’expression (15) du potentiel
V (O) que le dipôle produit en O :

V (O) =
p

4πε0
× cos θ

r2

Ainsi, l’énergie potentielle d’interaction de la charge et du champ électrostatique produit en O par le
dipôle vaut :

EQ = Q× V (O) ⇒ EQ =
pQ

4πε0
× cos θ

r2

On remarque en outre sur le schéma précédent que :

θ + φ = π ⇒ θ = π − φ⇒ cos θ = − cosφ⇒ EQ = Edip

3. L’orientation du dipôle est déterminée par l’angle φ, avec :

dEdip

dφ
=

pQ

4πε0r2
sinφ⇒ d2Edip

dφ2
=

pQ

4πε0r2
cosφ

Aussi, les positions d’équilibre correspondent aux angles φ qui affectent à Edip un extremum, c’est-à-dire
qui sont solutions de l’équation :

dEdip

dφ
= 0 ⇒ φ = 0 ou φ = π

Il convient ici de distinguer deux cas :

• Si Q > 0, on trouve :

d2Edip

dφ2

∣
∣
∣
∣
φ=0

=
pQ

4πε0r2
> 0 et

d2Edip

dφ2

∣
∣
∣
∣
φ=π

= − pQ

4πε0r2
< 0

C’est donc en φ = 0 que la position d’équilibre du dipôle est stable :

A(-q) B(q)
G

O(Q > 0)
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• Si Q < 0 (avec q > 0), les valeurs :

d2Edip

dφ2

∣
∣
∣
∣
φ=0

=
pQ

4πε0r2
< 0 et

d2Edip

dφ2

∣
∣
∣
∣
φ=π

= − pQ

4πε0r2
> 0

montrent que l’énergie potentielle du dipôle est minimum pour φ = π ; il s’agit d’une orientation
stable pour le dipôle.

A(-q)B(q)
G

O(Q < 0)

Remarque – Les positions d’équilibre stable correspondent donc au cas où le dipôle s’aligne sur les
lignes de champ, avec les vecteurs ~p et ~E dans le même sens ; si ces vecteurs sont de sens opposé,
l’équilibre est instable.

3.2.5.3 Polarisation des milieux diélectriques

Cette section ne s’adresse qu’aux étudiants de la filière PC.

Définition 11 On appelle milieu diélectrique un milieu parfaitement isolant, c’est-à-
dire ne comportant que des charges liées aux molécules constituant le milieu.

Cette définition autorise l’existence de charges, dites plus rapidement charges liées, de
densité volumique ρliées et de densité surfacique σliées.

Définition 12 Soit dτ un volume élémentaire d’un milieu diélectrique (D), qui pré-
sente un moment dipolaire δ~p. On appelle vecteur polarisation ~P de (D) la densité
volumique des moments dipolaires :

~P =
δ~p

dτ
⇒ δ~p = ~P dτ

Dans ce qui suit, on supposera le matériau diélectrique (D) globalement neutre, dé-
pourvu de charges libres. La densité volumique de charges liées vaut alors :

ρliées = − div ~P (17)

Les charges issues de la polarisation peuvent également se répartir
en surface, avec une densité :

σliées = ~P · ~n

où ~n est un vecteur unitaire normal à la surface, dirigé vers l’ex-
térieur de celle-ci.

δp

n

 P

 P

Remarque – Pour une polarisation uniforme, les charges liées se répartissent en sur-
face (car div ~P = 0 entraîne que ρliées = 0).

Définition 13 Un milieu diélectrique est dit linéaire s’il existe un nombre χ, appelé
susceptibilité électrique, qui rend la polarisation ~P colinéaire au champ électrique ~E :

~P = χε0 ~E
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Remarque – Dans un milieu diélectrique (D), le champ total ~E peut avoir deux ori-
gines distinctes :

• un champ ~Eext provenant d’une distribution de charges extérieure à (D) ;

• un champ ~Ep produit par les charges liées.

C’est pourquoi :

~E = ~Eext + ~Ep

Un condensateur plan est constitué de deux armatures métalliques planes, de
surface S et espacées d’une distance e telle que l’on négligera les effets de bord : dans
l’espace situé entre les armatures le champ électrique est supposé uniforme.

-Q0

V u

+Q0

Vide

1. Initialement, les armatures du condensateur portent les charges +Q0 et −Q0, tan-
dis que l’espace qui les sépare est vide. Déterminer l’expression du champ électro-
statique ~E0 produit par ces charges dans l’espace compris entre les armatures du
condensateur ; sa capacité vaut alors C0

2. On introduit maintenant, entre les armatures, un matériau diélectrique linéaire de
susceptibilité électrique χ, les charges portées par les armatures étant maintenues
constantes.

Sous l’influence du champ ~E0 appa-
raissent des charges liées dans le diélec-
trique, à l’origine d’une polarisation ~P
uniforme.

(a) Montrer que les charges liées n’appa-
raissent qu’à la surface du matériau di-
électrique.

-Q0

V u

+Q0

++++++++++++++++++

−−−−−−−−−−−−−−−−−−

P

(b) Soit σliées la densité surfacique de ces charges. Déterminer le champ électrique
~Ep produit par ces charges, d’abord en fonction de σliées, puis en fonction de ~P .

(c) Montrer que le champ électrique total ~E qui règne entre les armatures s’exprime
d’une manière simple en fonction de ~E0 et de χ.

(d) En supposant que la tension V entre les armatures du condensateur soit pro-
portionnelle à la norme du champ qui règne entre les armatures, montrer que le
condensateur, équipé du diélectrique, a pour capacité :

C = (1 + χ) C0 > C0

Réponse
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1. Notons σ+ = σ0 =
Q0

S
et σ− = −σ0 = −Q0

S
les densités surfaciques de charges portées par les

armatures du condensateur. Conformément au résultat (7) établi à la page 325, les charges Q0 et −Q0

produisent en un point M les champ respectifs :

~E+ =
σ+

2ε0
~u =

σ0

2ε0
~u et ~E− = − σ−

2ε0
~u =

σ0

2ε0
~u

C’est pourquoi, entre les armatures du condensateur règne un
champ électrique :

~E0 = ~E+ + ~E− =
σ0

ε0
~u

-Q0

u

+Q0

-σ0

M

E+ E−

+σ0

2. (a) La densité volumique des charges liées, ρliées, dépend de ~P selon la loi : ρliées = −div ~P . Or, ~P
étant uniforme, il s’ensuit que :

div ~P = 0 ⇒ ρliées = 0

ce qui signifie que les charges liées sont réparties exclusivement en surface avec des densité surfa-
ciques :

σ
(+)
liées = ~P · ~n+ et σ(−)

liées = ~P · ~n−

où ~n+ = −~u et ~n− = ~u désignent les vecteurs unitaires nor-

maux aux surfaces portant respectivement les densités σ(+)
liées

et σ(−)
liées , dirigés vers l’extérieur du volume diélectrique. Par

conséquent ;

σ
(+)
liées = −P et σ(−)

liées = P

-Q0

u

+Q0

-σ0

n+

n−

+σ0

Ep

++++++++++++++++++

−−−−−−−−−−−−−−−−−−

P

σliées
(+)

σliées
(-)

(b) En reproduisant les calculs de la première question, on est amené à trouver que le champ ~Ep produit
par les charges liées entre les armatures du condensateur vaut :

~Ep =
σ
(+)
liées

ε0
~u⇒ ~Ep = − P

ε0
~u = −

~P

ε0

(c) La linéarité du diélectrique impose :

~P = χε0 ~E ⇒ ~Ep = −χ ~E

d’où il découle que le champ total produit en un point situé entre les armatures du condensateur
vaut :

~E = ~E0 + ~Ep = ~E0 − χ ~E ⇒ ~E =
~E0

1 + χ
(18)

(d) La tension V aux bornes du condensateur étant supposée proportionnelle à la norme du champ
électrique, il convient de distinguer deux états :

• en l’absence de diélectrique, les armatures présentent une charge Q0 et sont soumises à une

différence de potentiel V0 = α
∥
∥
∥ ~E0

∥
∥
∥ = αE0, à partir de laquelle est définie la capacité C0

du condensateur :
Q0 = C0 V0 = C0 αE0

• l’introduction du diélectrique dans le condensateur ne modifie pas la chargeQ0 portée par ses

armatures, mais plutôt la différence de potentiel entre ses armatures : V = α
∥
∥
∥ ~E
∥
∥
∥ = αE.

Sa capacité C vérifie alors :
Q0 = CV = C αE

Par suite : Q0 = C0 αE0 = C αE ⇒ C0 E0 = C E, c’est-à-dire, en tenant compte du
résutat (18) :

E0 = (1 + χ) E ⇒ C0 (1 + χ) E = C E ⇒ C = (1 + χ) C0

⇒ C = εr × C0 avec εr = 1 + χ
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3.3 Conducteurs à l’équilibre électrostatique

3.3.1 Équilibre électrostatique
3.3.1.1 Conducteurs

Dans un conducteur, on distingue les charges mobiles, susceptibles de se déplacer faci-
lement (sous l’action d’un champ électrique, par exemple) des charges liées, qui n’ont
pour mouvement que les faibles vibrations autour de positions d’équilibre.
En chaque point M , on peut poser :

ρ(M) = ρlibres(M) + ρliées(M)

Si le matériau est électriquement neutre en chaque pointM , on peut écrire : ρ(M) = 0,
ce qui ne signifie pas qu’il n’existe pas de charges, mais que les fonctions ρlibres(M) et
ρliées(M) sont opposées.

3.3.1.2 Équilibre

Définition 14 Un conducteur est à l’équilibre électrostatique dans un référentiel R
quand ses charges mobiles n’ont pas de vitesse d’ensemble dans R :

〈~vlibres〉 = ~0 (à l’équilibre.)

En conséquence, il ne peut pas exister de champ élec-
trostatique dans le volume conducteur, sans quoi celui-
ci déplacerait les charges sous l’action de la force
~f = q ~E :

~Eint = ~0

 Eint = 0

 Vint = cte
 Vsurface = Vint

ce qui implique que le potentiel y est constant. En effet, ~Eint = ~0 conduit à−−→
gradVint = ~0, donc :

Vint = cte (le conducteur est un volume équipotentiel) ;
Vint = Vsurface (la fonction potentiel est continue).

D’après la forme locale de l’équation de Maxwell-Gauss : div ~E =
ρint

ε0
, on en déduit

que la densité volumique de charge dans un conducteur est nulle. Autrement dit, si un
conducteur porte une charge non nulle, celle-ci se répartit, à l’équilibre, nécessairement
sur sa surface (S) et est caractérisée par sa densité surfacique σ. On retiendra, pour un
conducteur à l’équilibre électrostatique :

~Eint = ~0 Vint = Vsurface = cte

ρint = 0 Qconducteur =

∫∫

©
(S)

σ dS

On considère une sphère métallique creuse, de centre O et de rayon R, qui
porte la charge Q répartie selon la densité uniforme σ.
Exprimer le potentiel de cette sphère, en fonction de σ, R et ε0.
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Réponse

Le champ électrique est nul en tout point intérieur à la sphère métallique. Aussi,

il découle de la relation ~E = −−−→
gradV que le potentiel est uniforme dans la

sphère, ce qui signifie qu’en tout point M : V (M) = V (O).
Soit P un point de la sphère (S), où se trouvent des charges de densité surfa-
cique σ. Le potentiel du point O est défini par :

V (O) =

∫∫

(S)

σ dS(P )

4πε0 PO
=

σ

4πε0R

∫∫

(S)
dS(P ) =

σ

4πε0R
× 4πR2

O

x

A

z

B

y

P

R

Enfin, puisque le potentiel V (O) vaut aussi V0 :

V0 =
σR

ε0
(19)

3.3.1.3 Théorème de Coulomb

Soit M un point à la surface d’un conducteur, ~n(M) le vecteur normal à ce conducteur
(dirigé vers l’extérieur) au point M et σ(M) la densité surfacique de charges au même
point.
Si ~Eext désigne le champ électrique au voisinage extérieur du
conducteur et ~Eint = ~0 celui au voisinage intérieur, la relation
de passage impose :

~Eext = ~Eint +
σ(M)

ε0
~n(M)

c’est-à-dire :

~Eext =
σ(M)

ε0
~n(M)

n(M)

Eint=0

M

3.3.1.4 Effet de pointe

On considère le conducteur schématisé ci-dessous, à l’équilibre, dont le potentiel prend
la valeur V0. Comparons les densités surfaciques de charge aux points A et B.

A
B

RA
RB

Au niveau des points A et B on peut localement assimiler ce dernier à des sphères
de rayons RA et RB < RA. Or, conformément à la loi (19) de la page 347 :
σR = ε0V0 = cte, ce qui se traduit par :

σ(B) > σ(A)

Un conducteur a donc tendance à porter une densité de charges d’autant plus
importante que le rayon de courbure local est petit.

À la limite, une courbure infinie représente une pointe, d’où l’appellation « effet de
pointe » attribué à ce phénomène.
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En conséquence, l’intensité du champ ~E sera, d’après le théorème de Coulomb, plus
importante au niveau des pointes. Un champ électrique trop intense au niveau d’une
pointe pourra ioniser le milieu environnant ; cette propriété est utilisée dans les para-
tonnerres.

3.3.1.5 Capacité d’un conducteur dans l’espace

Définition 15 Soit un conducteur dans l’espace, infiniment éloigné de tout autre
conducteur. On admet qu’il existe une relation de proportionnalité entre sa charge
et son potentiel :

Q = C × V

C est appelé capacité du conducteur et s’exprime en farad (F).

Une sphère métallique, de rayon R et de centre O, porte une charge Q unifor-
mément répartie sur sa surface.

1. Déterminer le champ électrique ~E(M) en un point M tel que : OM = r > R.

2. En déduire l’expression du potentiel V de la sphère, puis de sa capacité C.

Réponse

1. L’axe (OM), de vecteur unitaire directeur~er , est un axe de symétrie pour la distribution (D) de charges,
auquel cas ~E(M) est colinéaire à ~er : ~E(M) = E ~er .

En outre, toute rotation de (D) autour de O laisse (D) invariant, en
conséquence de quoi E ne dépend que de r :

~E(M) = E(r)~er

Soit alors (Σ) une surface sphérique, de rayon r, sur laquelle tout élé-
ment d~S est colinéaire à ~er , ce qui se traduit par :

erO

dS

r

(Σ)

M
E(M)

R
(D)

ΦΣ =

∫∫

(Σ)

~E · d~S =

∫∫

(Σ)
E(r)× dS = E(r)

∫∫

(Σ)
dS = E(r)× 4πr2

Or, conformément au théorème de Gauss :

ΦΣ =
Q

ε0
⇒ E(r)× 4πr2 =

Q

ε0
⇒ E(r) =

Q

4πε0r2
⇒ ~E(M) =

Q

4πε0r2
~er

2. Le potentiel V = V (M) en M est lié à ~E(M) par :

~E(M) = −−−→
gradV ⇒ Q

4πε0r2
~er = −∂V

∂r
~er − 1

r

∂V

∂θ
~eθ − 1

r sin θ

∂V

∂ϕ
~eϕ

ce qui suffit à montrer d’une part que V ne dépend pas des angles θ et ϕ (car
∂V

∂θ
= 0 et

∂V

∂ϕ
= 0) et

d’autre part que :
dV

dr
= − Q

4πε0r2
⇒ V (M) =

Q

4πε0r
+K

où K = 0 pour tenir compte de la condition : lim
r→∞

[V (M)] = 0. Ce faisant, lorsque M se trouve

à la surface du conducteur, r = R fournit le potentiel de ce conducteur : V (R) =
Q

4πε0R
, où

Q = C × V (R) conduit à :

V (R) =
C × V (R)

4πε0R
⇒ C = 4πε0R
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3.3.2 Condensateurs

3.3.2.1 Définitions

Définition 16 On dit que deux surfaces sont en influence totale si toutes les lignes de
champ partant de l’une arrivent sur l’autre.

Définition 17 On appelle condensateur un ensemble
de deux surfaces métalliques en influence totale.

On peut alors définir :

• la charge Q1 portée par le conducteur C1 ;

• la charge Q2 int portée par la surface intérieure du
conducteur C2 ;

• la charge Q2 ext, celle portée par la surface exté-
rieure du conducteur C2.

Q1

Q2 int

Q2 ext

C1

C2

Le champ électrique étant nul dans les volumes conducteurs, le théorème de Gauss,
appliqué à une surface passant à l’intérieur du conducteur C2, permet de trouver que :

Q2 int = −Q1

3.3.2.2 Capacité d’un condensateur

Définition 18 Soient deux conducteurs, portés aux potentiels V1 et V2, dont le premier
présente la charge Q1. Si ces deux conducteurs sont en influence totale, l’ensemble
constitue un condensateur de capacité :

C =
Q1

V1 − V2

Q1

Q2 int

Q2 ext

C1

C2
V1 V2

Pour déterminer une capacité, on doit exprimer V1 − V2 =

∫ (2)

(1)

~E · d−−→OM , ce

qui impose le calcul préalable de ~E, que l’on effectuera généralement à l’aide
du théorème de Gauss.
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Rappelons que l’intégrale
∫ (2)

(1)

~E · d−−→OM est indépendante du chemin suivi. De plus,

les conducteurs C1 et C2 étant équipotentiels, le point (1) peut être n’importe où sur C1
(de même que pour le point (2) sur C2).

Remarque – En notant : Q2 int = C (V2 − V1), la charge totale portée par C2 vaut :

Q2 = Q2 int +Q2 ext

3.3.2.3 Capacité d’un condensateur plan

On considère deux plans, de surface S, uniformément chargés, le premier à +Q et le
second à −Q.

 V2

ez

 V1  Q1 = Q
e/2

O

-e/2
 Q2 = -Q

En vertu du résultat (7) de la page 325 :

• le plan en z =
e

2
crée le champ :

~E1

(

z >
e

2

)

=
Q

2Sε0
~ez et ~E1

(

z <
e

2

)

= − Q

2Sε0
~ez

• le plan en z = −e
2

crée le champ :

~E2

(

z > −e
2

)

=
−Q
2Sε0

~ez et ~E2

(

z < −e
2

)

=
Q

2Sε0
~ez

Par superposition, nous avons ~E = ~E1 + ~E2 :

~E
(

|z| > e

2

)

= ~0 et ~E
(

|z| < e

2

)

= − Q

Sε0
~ez

Pour exprimer la capacité C =
Q1

V1 − V2
, déterminons :

V1 − V2 =

∫ (2)

(1)

~E · ~ez dz = e× Q

Sε0
=
eQ1

S ε0

⇒ C =
Q1

eQ1
Sε0 =

S ε0
e

En conclusion :

la capacité d’un condensateur plan vaut : C = ε0
S

e
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3.3.3 Énergie d’un condensateur

Définition 19 On appelle énergie d’un condensateur la grandeur :

E =
1

2
C (V1 − V2)

2
=
Q2

1

2C

Cette dernière s’identifie à l’énergie du champ électrostatique entre les plaques :

E =
ε0
2

∫∫∫

(V )

E2(P ) dτ(P )

(V ) étant le volume entre les plaques.

3.4 Magnétostatique

3.4.1 Densités de courant

3.4.1.1 Densité volumique de courant

Considérons un milieu contenant des charges mobiles, de densité volumique ρm (en
C · m−3). Nous admettrons que ces charges se déplacent toutes avec la même vitesse
s’ensemble ~v et qu’elles se déplacent alors d’une distance v dt pendant une durée dt.
Soit dV le volume du parallélépipède de sec-
tion de base dS (à laquelle est associé un vec-
teur d~S, de norme dS et dirigé selon la nor-
male à la section) et de hauteur h = v dt cosα.
Pendant la durée dt, seules les charges conte-
nues dans dV = hdS peuvent atteindre ou
traverser dS. Aussi, la charge δq qui traverse
dS pendant dt vaut-elle :

δq = ρm dV = ρmhdS = ρmv dS cosαdt

= ρm ~v · d~S dt

Aussi, le courant δi qui traverse la surface dS
est défini par :

v

dS

h

v dt

v dt

v dt

α

α

δi =
δq

dt
= ~v · d~S avec ~v = ρm ~v (20)

L’intensité i du courant qui traverse une surface (Σ) est alors dé-
finie à partir de la loi (20) :

i =

∫∫

(Σ)

~v · d~S

(Σ)
dS

jv
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Un condensateur est composé d’une anode rectiligne (A) et d’une cathode
cylindrique (C), de rayon R et d’axe (A).
Le régime est permanent, ce qui se traduit par l’absence de charge accumulée dans le
condensateur : le courant I qui arrive à l’anode est le même que celui qui part de la
cathode.

On admettra que les charges se déplacent, de
manière radiale : ~v = v(r)~er, à l’intérieur d’un
fluide conducteur qui occupe la totalité de la hau-
teur h de la cathode.

1. Montrer que la densité volumique de courant
jv vérifie l’équation :

jv + r
djv
dr

= 0

où r désigne la distance à (A).

2. En déduire l’expression de jv(r) en fonction
de I , h et r.

I

h

(A)

(C)

R

I

Réponse

1. Isolons, dans le condensateur, un cylindre d’axe (A), de hauteur h et de rayon r. La surface
S(r) = 2πrh de ce cylindre est alors traversée par un courant d’intensité :

I(r) = jv(r)× S(r) = [jv(r)× r]× 2πh

De même, un cylindre identique au premier, mais de rayon r+dr est traversé par un courant d’intensité :

I(r + dr) = jv(r + dr)× S(r + dr) où S(r + dr) = 2πh× (r + dr)

= [jv(r + dr)× (r + dr)]× 2πh

Aussi, en définissant une fonction ψ(r) = jv(r)× r, les courants I(r) et I(r + dr) s’écrivent :

I(r) = ψ(r)× 2πh et I(r + dr) = ψ(r + dr)× 2πh

Or, le volume compris entre les deux cylindres reçoit, pendant dt, une charge δq(r) = I(r)dt, tandis
qu’une charge δq(r + dr) = I(r + dr)dt s’en échappe. C’est pourquoi le régime permanent impose :

δq(r + dr) = δq(r) ⇒ I(r + dr) = I(r) ⇒ ψ(r + dr) = ψ(r) ⇒ ψ(r) + dr
dψ

dr
= ψ(r)

c’est-à-dire :
dψ

dr
= 0 ⇒ d

dr
[jv(r)× r] = 0 ⇒ jv(r) + r

djv

dr
= 0 (21)

2. L’équation (21) montre qu’il existe une constante α telle que :

d

dr
[jv(r)× r] = 0 ⇒ jv(r)× r = α⇒ jv(r) =

α

r

En outre, la cathode de rayon R est traversée par un courant d’intensité I définie par :

I = jv(R)× 2πRh =
α

R
× 2πRh = α× 2πh⇒ α =

I

2πh
⇒ jv(r) =

I

2πrh
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3.4.1.2 Densité surfacique de courant

Considérons des charges mobiles à la surface d’un corps (C), de densité surfacique σm
(en C · m−2).

Soit ~v la vitesse des porteurs de charge, sup-
posée identique pour tous les porteurs. Pendant
une durée dt, seuls les porteurs de charge si-
tués à l’intérieur de la surface dS = dℓ× h
peuvent traverser un segment dℓ situé sur la sur-
face de (C). Or, dans dS se trouve une charge
δq = σm dS, avec :

v

dℓ

hθ

v dt

θ

dS
dℓ

(C)

h = v dt cos θ ⇒ dS = v dℓ cos θ × dt = ~v · d~ℓ× dt

⇒ δq = σm ~v · d~ℓ× dt

Aussi, le courant qui traverse dℓ a pour intensité :

δi =
δq

dt
= ~s · d~ℓ avec ~s = σm ~v

~s est alors appelé densité surfacique de courant.

On remarquera que le vecteur d~ℓ est perpendiculaire au segment de longueur dℓ.
Pour vous en souvenir, rappelez-vous qu’il en va de même avec le vecteur surface d~S
et de la surface dS qui en est la norme.

Soit (D) un disque de centre O et de rayon R, portant sur une de ses faces des
charges de densité surfacique σ. Le disque (D) est libre de tourner autour de son axe
passant par O, avec une vitesse angulaire ω.
1. On suppose d’abord que σ = σ0 est uniforme.

Donner l’expression de la densité surfacique de courant
~s(r) en un point M situé à une distance r de O.
En déduire l’expression de l’intensité I du courant élec-
trique généré par la rotation de (D), en fonction de σ, ω
et R.

2. On suppose maintenant que σ(r) =
σ0
R

× r. Répondre aux

mêmes questions.

er

O
r

(D) M
eθ

R

Réponse

1. La vitesse d’un porteur de charge à une distance r de O est donnée, en coordon-
nées polaires, par :

~v = rω ~eθ ⇒ ~s = σrω ~eθ

Soit d~ℓ = dr ~eθ un élément de rayon de (D). Cet élément est alors traversé par
un courant élémentaire d’intensité :

O r
(D) M

eθ

R

dℓ

δI = ~s · d~ℓ = σ ω r dr (22)
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Aussi, le courant qui traverse la totalité d’un rayon de (D) a pour intensité :

I =

∫ R

0
σω r dr = σω

∫ R

0
r dr ⇒ I =

σω

2
R2

2. Dans le cas où σ = σ(r) =
σ0

R
× r, l’intensité du courant qui traverse d~r est toujours donnée par la

relation (22) :

δI = σ(r)× ωr dr =
σ0ω

R
r2 dr

Par suite, le courant qui traverse la totalité d’un rayon de (D) présente l’intensité :

I =

∫ R

0

σ0ω

R
× r2 dr =

σ0ω

R

∫ R

0
r2 dr =

σ0ω

R
× R3

3
⇒ I =

σωR2

3

3.4.1.3 Conservation de la charge

La charge q(t) contenue dans une distribution (D) de charge de volume (V) est définie,
à toute date t, par :

q(t) =

∫∫∫

(V)

ρ
(−−→
OM, t

)

dτ

où la fonction ρ
(−−→
OM, t

)

désigne la densité vo-

lumique de charges au point M , à la date t.
Quant au courant qui traverse vers l’extérieur la
surface (Σ) de (D), son intensité est définie par :

(Σ)

dS
dτ

(V)

z

jv

x

y

O

M

i = − dq

dt
=

∫∫

©
(Σ)

~v · d~S =

∫∫∫

(V)

div~v dτ

Il en découle la loi locale de conservation de la charge :

∂ρ

∂t
+ div~v = 0

Cas des milieux diélectriques

Cette partie fait suite à celle abordée à la page 343 et, à ce titre, elle ne s’adresse
qu’aux étudiants de la filière PC.

La densité volumique des charges liées, dans un milieu de polarisation ~P , vérifie :

ρliées = − div ~P

Sa variation est alors associée à un courant de densité volumique ~p telle que :

∂ρliées

∂t
+ div~p = 0 ⇒ ~p =

∂ ~P

∂t
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3.4.2 Le champ magnétostatique
3.4.2.1 Loi de Biot et Savart
Soit un fil électrique (Γ), parcouru par un courant d’intensité I .
Le champ magnétique δ ~B produit en M par un élément infinité-
simal d~ℓ de (Γ), centré sur P ∈ (Γ), est donné par la loi empi-
rique de Biot et Savart :

δ ~B =
µ0 I

4π

d~ℓ ∧ −−→
PM

PM3
(Γ)

dℓ

P

I

M
δB

Pour calculer le champ ~B produit par la totalité de (Γ) sur M , il suffit alors d’addition-
ner toutes les contributions δ ~B, ce qui se traduit par le calcul de :

~B =
µ0

4π

∫

(Γ)

I(P ) d~ℓ ∧ −−→
PM

PM3

où µ0 = 4π × 10−7 H · m−1 désigne la perméabilité magnétique du vide.

Remarque – Cette relation ne permet pas le calcul de ~B sur (Γ) ; une discontinuité
est observée.

Soit une parabole (P), de foyer F , parcourue par un courant
d’intensité I .
Déterminer le champ magnétique ~B(F ) au foyer F de (P).
On rappelle la paramétrisation de (P) :

r =
p

1− cos θ

On exprimera ~B(F ) en fonction de I , p et ~k (vecteur uni-
taire perpendiculaire au plan qui contient P).

(P)

F

I
M

I

k

r

θ

Réponse Soit M un point de (P), repéré par le vecteur
−−→
FM = r ~er .

Un déplacement élémentaire de M sur (P) s’écrit alors, en coordonnées po-
laires :

d~ℓ = d
−−→
FM = dr ~er + r dθ ~eθ

tandis que
−−→
MF = −r ~er conduit à :

d~ℓ ∧ −−→
MF = (dr ~er + r dθ ~eθ) ∧ (−r ~er)

= −r dr ~er ∧ ~er
︸ ︷︷ ︸

=~0

−r2 dθ ~eθ ∧ ~er
︸ ︷︷ ︸

=−~k

= r2 dθ ~k
(P)

F

I M

I

k

r

θ

dℓ

ereθ

Aussi, conformément à la loi de Biot et Savart, le champ élémentaire produit par d~ℓ en F vaut :

δ ~B =
µ0I

4π

d~ℓ ∧ −−→
MF

MF 3
=
µ0I

4π

r2 dθ ~k

r3
=
µ0I ~k

4π

dθ

r

où r est paramétré par θ selon :

1

r
=

1

p
(1− cos θ) ⇒ δ ~B =

µ0I ~k

4πp
(1− cos θ) dθ
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Or, puisque (P) est décrit pour θ variant de 0 à 2π, il s’ensuit que :

~B(F ) =
µ0I ~k

4πp

{∫ 2π

0
dθ −

∫ 2π

0
cos θ dθ

}

=
µ0I ~k

4πp

{

2π − [sin θ]2π0

}

⇒ ~B(F ) =
µ0I

2p
~k

Si le courant électrique est réparti en surface, avec une
densité surfacique ~s(P ), on trouve de la même ma-
nière :

~B(M) =
µ0

4π

∫∫

(Σ)

~s(P ) ∧
−−→
PM

PM3
dS

P

(Σ)

dS

Mjs

Remarque – Le champ magnétique calculé par cette méthode présente, en tout point
de (Σ), une discontinuité finie. Cette méthode ne permet pas de définir le champ ma-
gnétique en chaque point de la surface.

De même, lorsque le courant est réparti selon une densité volumique
~v(P ), le champ magnétique produit en M peut s’obtenir par le calcul
de :

~B(M) =
µ0

4π

∫∫∫

(V)

~v(P ) ∧
−−→
PM

PM3
dτ

dτ
jv(P)

B M

P

Cependant, ce dernier calcul sera peu utilisé ; on lui préférera l’emploi du théorème
d’Ampère, présenté ultérieurement.

Remarque – Le champ magnétique calculé par cette méthode est en général défini en
tout point de la distribution volumique.

3.4.2.2 Symétries et invariants

Définition 20 On dit qu’un plan (Πs) est un plan de sy-
métrie pour une distribution de courant si, en tout couple de
points {P1, P2} symétriques par rapport à (Πs), circulent des
courants I1 et I2 symétriques par rapport à (Πs).

Le champ magnétique créé en tout point M d’un plan de sy-
métrie électrique (Πs) est perpendiculaire à (Πs).

δB
MI1

P2P1

I2

(Πs)

M"M'

Soient M ′ et M ′′ deux point symétriques par rapport à (Πs). On peut montrer que :

~B(M ′′) = −sym
{

~B(M ′)
}

lorsque M ′′ = sym {M ′}
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Définition 21 On dit qu’un plan (Πa) est un plan d’anti-
symétrie pour une distribution de courant si en tout couple
de points {P1, P2}, symétriques par rapport à (Πa), cir-
culent des courants d’égale intensité I , mais de sens oppo-
sés.

Le champ magnétique créé en tout pointM d’un plan d’an-
tisymétrie électrique (Πa) est contenu dans (Πa). De plus,
on peut montrer que :

M ′′ = sym {M ′} ⇒ ~B(M ′′) = sym
{

~B(M ′)
}

M

P2P1

I

I

δB

(Πa)

M"M'

Définition 22 Une distribution de courant I est dite
invariante par translation dans la direction ~u si :

I(x, y, z +∆z) = I(x, y, z)

Dans ce cas, la norme B du champ magnétique ne dé-
pend pas de la variable z :

B(x, y, z) ≡ B(x, y)

O

x

y

u

z

P(x,y,z)

∆z

P'(x,y,z+∆z)

Définition 23 Une distribution de courant I est inva-
riante par rotation autour de l’axe (Oz) si :

I(r, θ +∆θ, z) = I(r, θ, z)

ce qui a pour conséquence :

B(r, θ, z) ≡ B(r, z)

θ
z

O

x

y

P'

z

r P

∆θ

Définition 24 L’invariance d’une distribution de cou-
rant I par rotation autour d’un point O est assurée dès
que :

I(r, θ +∆θ, φ+∆φ) = I(r, θ, φ)

et se traduit par l’identité :

I(r, θ, φ) ≡ I(r)

θ

O

x

y
P'

z

r

φ ∆φ

∆θ

P
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Une spire (C), de rayon R et d’axe (Oz), est parcourue par un courant d’in-
tensité I .
On note ~ez le vecteur unitaire directeur de (Oz) et M
un point de cet axe, situé à une abscisse z de O.

1. Trouver la direction du champ magnétique ~B(M)
créé par (C) en M .

2. Exprimer ~B(M) en fonction de I , R et θ (angle
du cône de sommet M , qui prend appui sur (C)).

R
ez

O
θ

z

M

(C)

I

Réponse

1. Soient P et P ′ deux points de (C) symétriques par rapport à (Oz).

En ces points, le courant électrique circule dans le sens de d~ℓ et de
d~ℓ′ = −d~ℓ, de sorte que tout plan passant par (Oz) est un plan d’an-
tisymétrie électrique. Soient alors (Π1) et (Π2) deux de ces plans,
distincts. Le champ ~B(M) doit appartenir simultanément à (Π1) et
(Π2), c’est-à-dire à leur intersection (Oz).
C’est pourquoi ~B(M) est colinéaire à ~ez :

R
ez

O
θ

z

M

I

P'

u
Pdℓ

dℓ'

~B(M) = B(M)~ez (23)

2. La portion d~ℓ = dℓ ~u de (C) produit en M le champ élémentaire :

δ ~B(M) =
µ0I

4π

d~ℓ ∧ −−→
PM

PM3
⇒ ~B(M) =

µ0I

4π

∮

(C)

d~ℓ ∧ −−→
PM

PM3

où PM =
√
R2 + z2 est indépendant du point P . En outre, il ressort de la relation (23) que :

B(M) = ~B(M) · ~ez =
µ0I

4π PM3

∮

(C)

(

d~ℓ ∧ −−→
PM

)

· ~ez

=
µ0I

4π PM3

∮

(C)

(−−→
PM ∧ ~ez

)

· d~ℓ

où :

−−→
PM ∧ ~ez = PM sin θ ~u⇒

(−−→
PM ∧ ~ez

)

· d~ℓ = (PM sin θ ~u) · (dℓ ~u) = PM sin θ × dℓ

C’est pourquoi :

B(M) =
µ0I

4π
× sin θ

MP 2

∮

(C)
dℓ =

µ0I

4π
× sin θ

MP 2
× 2πR =

µ0IR

2
× sin θ

MP 2

Enfin, le triangle (OMP ) est rectangle en O, ce qui implique que :

sin θ =
R

MP
⇒ 1

MP 2
=

sin2 θ

R2
⇒ B(M) =

µ0I

2R
× sin3 θ

d’où il découle que :

~B(M) =
µ0I

2R
× sin3 θ ~ez (24)
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Soit (F) un fil rectiligne infini, parcouru par un courant d’intensité I uniforme,
et dirigé selon le vecteur unitaire ~ez .

Un point M de l’espace se trouve à une distance r = OM

non nulle de (F) et l’on note ~er le vecteur unitaire de
−−→
OM :−−→

OM = r ~er.
Une base cylindrique B = {~er, ~eθ, ~ez} est constituée en adjoi-
gnant le vecteur unitaire ~eθ = ~ez ∧ ~er.

ez

M

(F)

I

r

eθ er
P

O

z

Un point P de (F) sera repéré par sa position
−−→
OP = z ~ez .

1. En appliquant la loi de Biot et Savart, déterminer l’expression du champ magné-
tique ~B(M) produit par (F) en M , comme une intégrale sur d

−−→
OP .

2. Par des arguments de symétrie, déterminer la direction de ~B(M) et en déduire son
expression.

3. On rappelle qu’un vecteur ~B, de composantes (Bx, By, Bz) dans une base carté-
sienne B′ = {~ex, ~ey, ~ez} a pour divergence :

div ~B =
∂Bx
∂x

+
∂By
∂y

+
∂Bz
∂z

Calculer la divergence de ~B(M).

Réponse

1. Un élément d
−−→
OP = dOP ~ez de (F) produit en M un champ magnétique élémentaire :

δ ~B(M) =
µ0I

4π

d
−−→
OP ∧ −−→

PM

PM3

Ce faisant, le champ magnétique produit en M par la totalité de (F) vaut :

~B(M) =
µ0I

4π

∫

(F)

d
−−→
OP ∧ −−→

PM

PM3

2. Le plan (de la feuille) qui passe par M et qui contient (F) est un plan de symétrie pour le courant
électrique, en conséquence de quoi ~B(M) est perpendiculaire à ce plan :

~B(M) = B(M)~eθ ⇒ B(M) = ~eθ · ~B(M)

c’est-à-dire :

B(M) = ~eθ · µ0I
4π

∫

(F)

d
−−→
OP ∧ −−→

PM

PM3

=
µ0I

4π

∫

(F)

(

d
−−→
OP ∧ −−→

PM
)

· ~eθ
PM3

ez

M

(F)

I

r

eθ erP

O

z
α

α

Aussi, en notant α =
(−−→
PM,~er

)

, on remarque que :
(

d
−−→
OP ∧ −−→

PM
)

· ~eθ =
(

~eθ ∧ d
−−→
OP
)

· −−→PM

= (~eθ ∧ ~ez dz) ·
−−→
PM car

−−→
OP = z ~ez ⇒ d

−−→
OP = dz ~ez

= dz ~er · −−→PM = dz × PM cosα

Par conséquent :

B(M) =
µ0I

4π

∫ ∞

−∞

dz × cosα

PM2
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où l’on peut effectuer le changement de variable :

z = r tanα⇒ dz =
r dα

cos2 α
et cosα =

r

PM
⇒ 1

PM2
=

cos2 α

r2

Il s’ensuit alors que :

B(M) =
µ0I

4π

∫ π/2

−π/2

r dα

cos2 α
× cosα× cos2 α

r2
=
µ0I

4πr

∫ π/2

−π/2
cosαdα =

µ0I

2πr

⇒ ~B(M) =
µ0I

2πr
~eθ

3. Le rappel de l’énoncé est une invitation au calcul de div ~B dans le système de coordonnées cartésiennes,
de base B {~ex, ~ey , ~ez}, dans lequel le point M est repéré par le vecteur :

−−→
OM = x~ex + y ~ey ⇒ r = OM =

√

x2 + y2

En remaquant que :

−−→
OM = r ~er ⇒ ~er =

−−→
OM

r
=
x

r
~ex +

y

r
~ey

la définition de ~eθ conduit, dans B, à :
er

θ
O

M

eθ

ez

ez

ex

ey

~eθ = ~ez ∧ ~er =





0
0
1



 ∧ 1

r





x
y
0



 =
1

r
(−y ~ex + x~ey)

⇒ ~B(M) =
µ0I

2πr2
(−y ~ex + x~ey) = Bx ~ex +By ~ey +Bz ~ez

avec Bx = −µ0I
2π

× y

x2 + y2
, By =

µ0I

2π
× x

x2 + y2
et Bz = 0

Par suite, les expressions :

∂Bx

∂x
=
µ0 I

2π
× 2xy

(x2 + y2)2
et
∂By

∂y
= −µ0 I

2π
× 2xy

(x2 + y2)2

suffisent à se convaincre que :

div ~B =
∂Bx

∂x
+
∂By

∂y
+
∂Bz

∂z
= 0

Le résultat précédent se généralise à tout champ magnétique, dépendant éventuellement
du temps :

div ~B = 0

3.4.2.3 Champ à flux conservatif

Soit (Σ1) une surface qui prend appui sur le
contour fermé (Γ). Le flux du champ magnétique
à travers (Σ) est alors défini par :

φ1 =

∫∫

(Σ1)

~B(M) · d~SM

B(M)

dSM

M

(Γ)
(Σ1)

Considérons, de même, une surface (Σ2) qui prend appui sur
le même contour fermé (Γ). À nouveau, le flux du champ
magnétique à travers (Σ2) est défini par :

φ2 =

∫∫

(Σ2)

~B(N) · d~SN
B(N)

(Σ2)

dSN

N

(Γ)
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Réalisons maintenant une surface fermée (Σ) en résunissant (Σ1) et (Σ2) par leur
contour commun (Γ) :

B(M)

dSM

M

(Γ)

B(N)

(Σ2)

N
dS'N

(Σ1)

P dτP

B(P)

Le flux du champ magnétique à travers (Σ) = (Σ1)∪ (Σ2) se calcule alors en orientant
les surfaces élémentaires d~S vers l’extérieur du volume circonscrit par (Σ) :

φ =

∫∫

©
(Σ)

~B · d~S =

∫∫

(Σ1)

~B(M) · d~SM +

∫∫

(Σ2)

~B(N) · d~S′
N avec d~S′

N = −d~SN

=

∫∫

(Σ1)

~B(M) · d~SM −
∫∫

(Σ2)

~B(N) · d~SN = φ1 − φ2

Du reste, la formule de Sockes-Ampères fournit :
∫∫

©
(Σ)

~B · d~S =

∫∫

(V )

div ~B(P ) dτP = 0 car div ~B(P ) = 0

Il s’ensuit que :

le champ magnétique est à flux conservatif, c’est-à-dire que le
flux à travers une surface ouverte ne dépend pas de cette surface,
mais seulement du contour qui la sous-tend :

φ1 = φ2

Remarque – On peut également concevoir la nature conservative du flux magnétique
de la manière suivante : le flux φ1 du champ magnétique qui « entre » dans un volume
(V ) s’identifie toujours au flux φ2 du champ magnétique qui en « sort ».

3.4.2.4 Lignes de champ

On ne peut déduire de l’équation div ~B = 0 que les lignes de champ se referment
sur elles-mêmes. En effet, la solution ~B =

−→
cte est solution de cette équation bien que

les lignes de champ correspondantes soient parallèles les unes au autres. En revanche,
considérons une ligne de champ (L) passant par un point M :

dSP
P

(L)

(SP)

dSM

dSQ

(SQ)

Q

M tM
(Σ)
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Choisissons alors une surface (Σ) en forme de tube, infiniment fin et entourant loca-
lement (L), dont les sections droites SP et SQ sont perpendiculaires à (L) aux points
respectifs P et Q. Étant donné que, pour tout point M d’une ligne de champ, ~B(M)
est localement tangent à (L), on peut poser :

~B(P ) = B(P )~tP et ~B(Q) = B(Q)~tQ

où les vecteurs unitaires ~tP et ~tQ sont à l’origine de la définition des vecteurs surface :

d~SP = dSP ~tP et d~SQ = dSQ ~tQ avec dSP > 0 et dSQ > 0

Il s’ensuit que le flux du champ magnétique à travers (Σ) vaut :

φ =

∫∫

©
(Σ)

~B · d~S = ~B(P ) · d~SP + ~B(Q) · d~SQ = B(P ) dSP +B(Q) dSQ

De fait, l’équation div ~B = 0 a pour conséquence :

φ = 0 ⇒ B(P ) dSP +B(Q) dSQ ⇒ B(P ) = − dSQ
dSP

B(Q)

ce qui suffit à montrer que B(P ) et B(Q) sont de signe opposé, c’est-à-dire que ~B(P )

et ~B(Q) sont de sens inverse. On peut alors énoncer ce résultat de la manière suivante :

de part et d’autre d’un pointM d’une ligne de champ, le champ magné-
tique peut ni converger, ni diverger : d’un coté deM le champ est dirigé
vers M tandis qu’il s’en éloigne de l’autre coté.

Remarque – Ce résultat traduit l’absence de source ponctuelle de champ magnétique,
d’où pourraient diverger toutes les lignes de champ.

3.4.2.5 Le potentiel vecteur

Étant donné que pour tout champ vectoriel ~u, div
(−→
rot ~u

)

= 0, l’équation div ~B = 0

suffit à montrer l’existence d’un champ vectoriel ~A(M), appelé potentiel vecteur, tel
que :

~B(M) =
−→
rot

[

~A(M)
]

⇔ div ~B(M) = 0 (25)

On peut noter qu’il existe un potentiel vecteur ~A(M) dont le rotationnel redonne la loi
de Biot et Savart :

~A(M) =
µ0I

4π

∫

(Γ)

d
−−→
OP

MP

⇒ ~B(M) =
−→
rot

[

~A(M)
]

=
µ0I

4π

∫

(Γ)

d
−−→
OP ∧ −−→

PM

PM3
(Γ)

dOP

P

I

M

ey

O
ex
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Si le courant électrique est réparti en surface ou en volume, avec des densités respec-
tives ~s(P ) et ~v(P ), les potentiels vecteurs :

~A(M) =
µ0

4π

∫

(S)

~s(P )

PM
dSP et ~A(M) =

µ0

4π

∫∫∫

(V)

~v(P )

PM
dτP

sont des solutions de l’équation (25) compatibles avec la loi de Biot et Savart.

P
(S)

dSP

M

js(M)

A(M)

dτP
jv(P)

M

P

A(M)

(V)

Le calcul du potentiel vecteur ~A(M), dont dérive le champ magnétique ~B(M),
peut se mener de plusieurs manières :

• par un calcul direct des intégrales :

~A(M) =
µ0I

4π

∫

(Γ)

d
−−→
OP

PM
ou ~A(M) =

µ0

4π

∫∫

(S)

~s(P )

PM
dSP

ou ~A(M) =
µ0

4π

∫∫∫

(V)

~v(P )

PM
dτP

à condition que les courants aient une extension spatiale finie, sans quoi ces
intégrales divergent ;

• par la résolution des équations différentielles qui émanent de la relation :

~B(M) =
−→
rot ~A(M)

à condition que l’expression du rotationnel soit connue (un étudiant de
deuxième année de classe préparatoire est supposé connaître cette expres-
sion en coordonnées cartésiennes, mais pas en coordonnées cylindriques ou
sphériques) ;

• par l’expression explicite des intégrales :
∫∫

(S)

~B(M) · d~SM =

∮

(Γ)

~A(P ) · d−−→OP

3.4.2.6 Équation de Maxwell-Ampère

Si, en un point M , circule un courant de densité volumique ~v(M), le champ magné-
tique ~B(M) produit en Mvérifie l’équation de Maxwell-Ampère :
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−→
rot

[

~B(M)
]

= µ0 ~v(M)

Considérons un contour fermé (Γ) sur lequel un
point courant P se déplace de d~ℓ. Ce contour déli-
mite une surface (Σ) traversée par un courant Iint.
Le sens choisi par P pour décrire (Γ) détermine
l’orientation de la surface élémentaire d~S de (Σ) :

dS
jv

Iint

P

M dℓ(Γ)
(Σ)

les doigts de la main droite tournant dans le sens de parcours de (Γ), le pouce tendu
donne l’orientation de d~S. Ce faisant, le théorème de Stockes-Ampère indique que :

∮

(Γ)

~B(P ) · d~ℓ =

∫

(Σ)

−→
rot

[

~B(M)
]

· d~S =

∫∫

(Σ)

µ0 ~v(M) · d~S

= µ0

∫∫

(Σ)

~v(M) · d~S

d’où découle le théorème d’Ampère :
∮

(Γ)

~B · d~ℓ = µ0 Iint

L’utilisation du théorème d’Ampère en vue de calculer le champ magnétique
~B(P ) en un point P doit respecter le protocole suivant :

• Déterminer les caractéristiques de ~B(P ) en P (éléments de symétrie passant
par P , invariants éventuels).

• Trouver un contour (Γ) sur lequel : soit
∥
∥
∥ ~B(P )

∥
∥
∥ est constant en tout point

P , soit ~B(P ) ⊥ d~ℓ aux points P où
∥
∥
∥ ~B(P )

∥
∥
∥ n’est pas constant.

• Calculer la circulation de ~B le long de (Γ) : C =

∮

(Γ)

~B(P ) · d~ℓ.

• Déterminer Iint en ayant soin de respecter l’orientation de la surface (Σ).

Un fil infini rectiligne (F) est parcouru par un courant d’intensité I .
On note ~ez un vecteur unitaire directeur de (F).
Les composantes des divers vecteurs seront expri-
mées dans la base cylindrique (0, ~er, ~eθ, ~ez).

1. Quelles sont les caractéristiques du champ ma-
gnétique ~B(P ) en un point P situé à une dis-
tance r de (F) ?

2. En utilisant le théorème d’Ampère, déterminer
~B(P ).

er

θ

I

O

(F)

eθ

r

ez

P

Réponse

1. Le plan contenant (F) et passant parP est évidemment un plan de symétrie pour (F), ce qui signifie que
~B(P ) est perpendiculaire à ce plan : ~B(P ) = B~eθ . En outre, toute rotation de (F) et toute translation
dans la direction de ~ez laissent invariante la distribution de courant, ce qui se traduit par l’indépendance
de B à l’égard des paramètres θ et z :

~B(P ) = B(r)~eθ
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2. La norme
∥
∥
∥ ~B(P )

∥
∥
∥ = B(r) est constante sur tout cercle d’axe (F), auquel cas le parcours (Γ) choisi

est un cercle d’axe (F), qui contient P .

Ce faisant, la circulation du champ ~B(P ) = B(r)~eθ le
long de (Γ) est définie par :

C =

∮

(Γ)

~B(P ) · d~ℓ =
∮

(Γ)
B(r)× dℓ

= B(r)

∮

(Γ)
dℓ = B(r)× 2πr

En outre, le sens le parcours de (Γ) a été choisi de ma-
nière à ce que (Γ) enlasse le courant d’intensité algé-
brique Iint = +I , en conséquence de quoi le théorème
d’Ampère se traduit par :

ez

P dℓ = dℓ eθ

(Γ)

(F)

I

C = µ0 Iint ⇒ B(r)× 2πr = µ0I ⇒ B(r) =
µ0I

2πr
⇒ ~B(P ) =

µ0 I

2πr
~eθ

Étant donné que ~B =
−→
rot ~A :

−→
rot

[−→
rot ~A

]

= µ0 ~v ⇒
−−→
grad

(

div ~A
)

−∆ ~A = µ0 ~v

Ainsi, la jauge de Coulomb : div ~A = 0 conduit à une définition locale du potentiel
vecteur :

∆ ~A(M) + µ0 ~v(M) = ~0

La simulitude de cette équation avec l’équation de Poisson (dont la solution est
connue), justifie le choix de la jauge de Coulomb.

3.4.2.7 Continuité du champ magnétique

Considérons deux milieux (1) et (2) dans lesquels peuvent circuler des courants de
densités volumiques ~1v et ~2v . Ces milieux sont séparés par une surface (Σ) sur la-
quelle circule un courant de densité surfacique ~s.

n12

(Σ)

B2

(1)

(2)

j2v

B1

M
js

j1v

ut

js

On note ~B1 et ~B2 les champs magnétiques dans (1) et (2), au voisinage d’un point M
de (Σ). Soit ~n12 un vecteur unitaire normal à (Σ) en M , dirigé du milieu (1) vers le

milieu (2) et soit ~ut le vecteur unitaire tel que ~ut =
1

‖~s‖
~n12 ∧ ~s. La projection de ~B1
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et ~B2 sur les directions de ~un et de ~ut valent :
{

~B1 · ~n12 = B1n

~B2 · ~ut = B1t
et

{
~B2 · ~n12 = B2n

~B2 · ~ut = B2t

En calculant le flux du champ magnétique à travers une surface fermée infiniment pe-
tite, qui traverse (Σ), on montre qu’il y a continuité des composantes normales du
champ magnétique :

B1n = B2n

En revanche, le calcul de la circulation du champ magnétique le long d’un parcours
fermé infinitésimal, qui traverse (Σ), conduit à :

B2t −B1t = µ0 js

D’une manière plus générale, si ~ut n’est pas perpendiculaire à ~s, on montre, de la
même façon, que :

~B2 − ~B1 = µ0 ~s ∧ ~n12

3.4.3 Forces de Laplace

3.4.3.1 Action d’un champ magnétique sur un courant

On a évoqué, dans le cours de première année, l’existence d’une force de Lorentz qui
s’exerce sur une charge q, animée d’une vitesse ~v et plongée dans un champ magnétique
~B :

~f = q ~v ∧ ~B

Aussi, un élément d~ℓ d’un circuit parcouru par un courant d’in-
tensité I , plongé dans un champ magnétique ~B, est soumis à la
force de Laplace

δ ~f = I d~ℓ ∧ ~B
B(P)

(Γ)

dℓ(P)
I

P

Par conséquent, un fil (Γ), parcouru par un courant d’intensité I , est soumis à une force
totale :

~f =

∫

(Γ)

I d~ℓ(P ) ∧ ~B(P )

Remarque – Si un milieu (D) est parcouru par un courant de densité surfacique
~s(P ) ou volumique ~v(P ) en chaque point P de sa surface ou de son volume, la force
de Laplace qui s’exerce sur (D) vaut :

~f =

∫∫

(D)

~s(P ) ∧ ~B(P ) dS ou ~f =

∫∫∫

V

~v(P ) ∧ ~B(P ) dτP
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3.4.3.2 Résultante des forces magnétiques

CAS D’UN CHAMP UNIFORME

Soit (Γ) un circuit fermé, dans lequel circule un courant
d’intensité I . On note P un point courant de (Γ), où règne
un champ magnétique ~B(P ) = ~B supposé uniforme.
La résultante des forces de Laplace qui s’exercent sur (Γ)
vaut :

B

(Γ)

I
P

O

B

~R =

∮

(Γ)

I d
−−→
OP ∧ ~B(P ) = I ×

(
∮

(Γ)

d
−−→
OP

)

︸ ︷︷ ︸

=~0

∧ ~B (26)

⇒ ~R = ~0 si ~B est uniforme. (27)

CAS D’UN CHAMP NON UNIFORME

Considérons maintenant une spire circulaire (Γ), de centre O, de rayon a, parcourue
par un courant d’intensité I et placée dans un champ magnétique extérieur ~B. Un point
P de (Γ) est repéré par ses coordonnées polaires (R, θ, z = 0) dans la base {~er, ~eθ, ~ez}.

Dans cette base, définissons un champ magnétique par :

~B = Br ~er +Bθ ~eθ +Bz ~ez

où Br = 0, Bθ = Kr sin θ et Bz = −Kz cos θ (K est
une constante réelle non nulle) assurent à ~B(P ) de ne pas
être uniforme.
Dans ces conditions :

O

P
eθ

a

(Γ)

θ

I

er

ey

exez

d
−−→
OP ∧ ~B(P ) =





0
adθ
0



 ∧





0
Kr sin θ
−Kz cos θ



 =





−Kaz cos θ dθ
0
0





= −Kaz cos θ dθ ~er

où le vecteur ~er a pour composantes, dans la base cartésienne {~ex, ~ey, ~ez} :

~er =





cos θ
sin θ
0



⇒ d
−−→
OP ∧ ~B(P ) = −Kaz cos2 θ dθ ~ex −Kaz cos θ sin θ dθ ~ey

Ce faisant, la résultante :

~R = I

∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B(P ) = Rx ~ex +Ry ~ey +Rz ~ez

a pour composantes :

Rx = −IKaz
∫ 2π

0

cos2 θ dθ = −IKaz
2

× 2π = −πIKaz

Ry = −IKaz
∫ 2π

0

cos θ sin θ dθ =
IKaz

4
[cos(2θ)]

2π
0 = 0

Rz = 0
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On admettra la généralisation de ce résultat :

La résultante des forces de Laplace n’est en général pas nulle lorsque le champ
magnétique n’est pas uniforme.

3.4.3.3 Moment des forces magnétiques

Définition 25 Soit (Γ) un circuit fermé, plan, parcouru par un courant d’intensité I .
En notant ~S un vecteur perpendiculaire à (Γ) et dont la norme s’identifie à la surface
S circonscrite par (Γ), on définit le moment magnétique de (Γ) par :

~m = I ~S

Remarque – Le moment magnétique de (Γ) est orienté par la
« règle de la main droite » : l’ensemble des doigts de la main droite
tournant dans le sens de circulation du courant électrique, le pouce
tendu donne l’orientation de ~m.

m

(Γ) I

P
O

Dans un champ magnétique ~B uniforme, le moment des forces de Laplace est donné
par le produit vectoriel :

~M = ~m ∧ ~B (28)

Un circuit circulaire (Γ), de rayon R et de centre O, est parcouru par un
courant d’intensité I . (Γ) est plongé dans un champ magnétique ~B = B~ex, comme
l’indique la figure ci-dessous.
1. (a) Soit δ ~MO le moment de la force de La-

place qui s’exerce en un point P de (Γ) :

δ ~f = I d
−−→
OP ∧ ~B. Déterminer, en coordonnées

polaires, les composante de δ ~MO.

(b) En déduire, dans la base {~ex, ~ey, ~ez}, les com-
posantes de δ ~MO puis calculer le moment ~MO

en O des forces de Laplace qui s’exercent sur la
totalité de (Γ).

(Γ)
O

P

I

B
R

θ

ereθ

ex

er

ez

ey

2. Après avoir donné l’expression du moment magnétique ~m de (Γ), retrouver l’ex-
pression de ~MO.

Réponse

1. (a) Un point P de (Γ) est caractérisé par son vecteur position :

−−→
OP = R~er ⇒ d

−−→
OP = Rd~er = Rdθ ~eθ

Ainsi, le moment de la force de Laplace qui s’exerce sur P vaut :

δ ~MO =
−−→
OP ∧

[

I d
−−→
OP ∧ ~B

]

= I
[

d
−−→
OP ×

(
~B · −−→OP

)

− ~B ×
(−−→
OP · d−−→OP

)]

(Γ)

O

P

I

B
R

θ

er
eθ

ex

er

ez

ey

θ
θ
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Or : −−→
OP · d−−→OP = (R~er) · (Rdθ ~eθ) = 0

tandis que ~B · −−→OP = RB cos θ conduit à :

δ ~MO = IRdθ ~eθ ×RB cos θ = IR2B cos θ dθ ~eθ

(b) Dans la base {~ex, ~ey , ~ez}, les composantes du vecteur ~eθ





− sin θ
cos θ
0



 conduisent à celles de

δ ~MO :

δ ~MO =





δMOx

δMOy

δMOz



 =





−IR2B cos θ sin θ dθ
IR2B cos2 θ dθ

0





Par suite, les composantes du moment ~MO des forces de Laplace qui s’exercent sur la totalité de
(Γ) sont données par :

MOx = −IR2B

∫ 2π

0
cos θ sin θ dθ =

IR2B

2

[
cos(2θ)

2

]2π

0

= 0

MOy = IR2B

∫ 2π

0
cos2 θ dθ = IR2B

∫ 2π

0

1 + cos(2θ)

2
dθ

=
IR2B

2
×
{∫ 2π

0
dθ +

∫ 2π

0
cos(2θ)dθ

}

=
IR2B

2
×
{

2π +

[
sin(2θ)

2

]2π

0

}

= IπR2B

et MOz = 0. Il s’ensuit que :
~MO = IπR2B~ey

2. D’après sa définition : ~m = I ~S, où ~S = πR2 ~ez , le moment magnétique de (Γ) vaut :

~m = IπR2 ~ez

Par suite :
~MO = ~m ∧ ~B = IπR2B~ez ∧ ~ex ⇒ ~MO = IπR2B~ey

3.4.4 Énergie magnétostatique
On peut montrer que la densité volumique d’énergie magnétostatique vaut, en un point
M de l’espace :

uB =

∥
∥
∥ ~B(M)

∥
∥
∥

2

2µ0

de sorte que l’énergie magnétostatique vaut, dans la totalité de l’espace :

EB =
1

2µ0

∫∫∫

espace

∥
∥
∥ ~B(M)

∥
∥
∥

2

dτM

Une bobine torique est composée de N spires jointives carrées, de coté a,
situées à une distance R d’un axe (Oz) : Un point M de l’espace sera repéré par ses
coordonnées cylindriques (r, θ, z). On peut montrer que, la bobine étant parcourue par
un courant d’intensité I , elle produit un champ magnétique nul à l’extérieur :

~Bext = ~B(r, θ, z) = ~0 pour r < R ou r > R+ a ou |z| > a

2
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et un champ magnétique non nul à l’intérieur :

~Bint = ~B(r, θ, z) =
µ0NI

2πr
~eθ pour

{
R < r < R+ a

|z| < a

2

O

M

r
I

I

z

er

eθ

ez

R

a

a

1. Montrer que le flux du champ magnétique, à travers la totalité desN spires, s’écrit :
φ = L× I , où l’on exprimera le coefficient d’auto-inductance L en fonction de N ,
a et R.

2. Déterminer l’énergie magnétostatique EB produite par la bobine dans l’espace, en
utilisant l’expression de sa densité volumique uB . On exprimera le résultat en fonc-
tion de L et I seulement.

3. En électrocinétique, la bobine est assimilée à un dipôle aux bornes duquel règne une

tension U = L
di

dt
lorsqu’il est parcouru par un courant d’intensité i. En exprimant

la puissance électrique absorbée par ce dipôle, montrer que la bobine emmagasine
une énergie dont l’expression est compatible avec EB .

Réponse

1. Isolons, dans une spire, une bande (B) de longueur a, d’épaisseur dr, située à une distance r de (Oz) :

O
r

z

R

a

a

B(M)

M

dSM

dr

Une telle bande présente un vecteur surface d~SM = adr ~eθ , tandis que le champ magnétique y prend

la valeur : ~B(M) =
µ0NI

2πr
~eθ . Par suite, le flux magnétique à travers (B) vaut :

δφ0 = ~B(M) · d~SM =
µ0NIa

2π
× dr

r
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de sorte que le flux du champ magnétique à travers une spire vaut :

φ0 =
µ0NIa

2π

∫ R+a

R

dr

r
=
µ0NIa

2π
ln
(

1 +
a

R

)

Aussi, le flux magnétique à travers la totalité des N spires qui composent la bobine est donné par :

φ = N × φ0 =
µ0N2a

2π
ln
(

1 +
a

R

)

× I

expression que l’on peut aussi écrire :

φ = L× I avec L =
µ0N2a

2π
ln
(

1 +
a

R

)

(29)

2. La bobine sépare l’espace en deux régions : celle (int) qui lui est intérieure et celle (ext) qui lui est
extérieure. Par conséquent, l’énergie magnétostatique que la bobine produit dans l’espace vaut :

EB =

∫∫

espace
uB(M)dτM =

∫∫∫

(int)
uB(M)dτM +

∫∫∫

(ext)
uB(M)dτM

où uB(M) =
1

2µ0

∥
∥
∥ ~B(M)

∥
∥
∥
2

, c’est-à-dire :

• à l’extérieur de la bobine :
∥
∥
∥ ~Bext(M)

∥
∥
∥ = 0 ⇒ uB(M) = 0 ⇒

∫∫∫

(ext)
uB(M)dτM = 0

• à l’intérieur de la bobine :

∥
∥
∥ ~Bint(M)

∥
∥
∥ =

µ0NI

2πr
⇒ uB(M) =

µ0N2I2

8π2r2

Soit dτ un volume élémentaire exprimé en coordonnées cylindriques :

dτ = dz × r dθ × dr

à partir duquel s’exprime EB :
O

r

dr

z

dθ

dz

EB =

∫∫∫

(int)
uB(M)× r dr dθ dz

=

∫ R+a

r=R

∫ 2π

θ=0

∫ a/2

z=−a/2

µ0N2I2

8π2
× dr

r
× dθ dz

=
µ0N2I2

8π2
ln

(
R+ a

R

)

× 2π × a =
µ0N2a

4π
ln
(

1 +
a

R

)

× I2

c’est-à-dire :

EB =
1

2
L I2 (30)

3. La puissance P reçue par une bobine traversée par un courant d’intensité i, aux bornes de laquelle règne

une tension U = L
di

dt
, est liée à l’énergie dE emmagasinée par la bobine pendant dt :

P = U × i⇒ dE

dt
= L

di

dt
× i⇒ dE = L idi

Notamment, si l’énergie E est nulle lorsque i est nul, cette énergie prend la valeur E ′
B lorsque

i = I 6= 0 :
∫ E′

B

0
dE = L

∫ I

0
idi⇒ E ′

B =
1

2
L I2

On s’assurera que la compatibilité de ce résultat avec la relation (30) prouve que l’énergie emmagasinée
par la bobine l’est sous forme d’énergie magnétostatique.



372 Chapitre 3

3.4.5 Le dipôle magnétique

3.4.5.1 Potentiel vecteur et champ créés

Définition 26 On appelle dipôle magnétique un circuit plan (Γ),
parcouru par un courant d’intensité I . Le moment magnétique de
ce dipôle vaut alors :

~m = I × ~S

où ~S =
1

2

∮

(Γ)

−−→
OP ∧ d

−−→
OP .

m

(Γ) I

P
O

Soit (D) un dipôle magnétique de centre O, situé dans
un plan (Oxy), de moment magnétique ~m = IS ~ez
et de rayon R. Un point M de l’espace est caracté-
risé par ses coordonnées sphériques r = OM ≫ R et

θ =
(−−→
OM,~ez

)

. Le potentiel vecteur produit par (D) en

M a pour expression :

~A(M) =
µ0

4π
× ~m ∧ −−→

OM

OM3
=
µ0

4π
× ~m ∧ ~er

r2

m

D I

er

θ

O

x

y

M

z

r eθ

eφ

Le vecteur ~m ayant pour composante : ~m = m~ez , on obtient :

~m ∧ ~er = m~ez ∧ ~er = m~eφ ⇒ ~A(M) =
µ0m

4π
× ~eφ
r2

Quant au champ magnétique produit par le dipôle magnétique, il s’obtient à l’aide de
la relation :

~B(M) =
−→
rot

[

~A(M)
]

=
µ0

4π

(
2m cos θ

r3
~er +

m sin θ

r3
~eθ

)

(31)

Le calcul du champ magnétique produit par une boucle de courant en un point M de
son axe a été réalisé à la page 358 et a fourni le résultat (24) :

~B(M) =
µ0I

2R
sin3 α~ez

où sinα =
R√

r2 +R2
≃ R

r
lorsque r ≫ R. Il s’ensuit que :

~B(M) =
µ0I

2R
× R3

r3
~ez =

µ0IR
2

2r3
~ez (32)

I

er

θ

O

r

M
z

R

eθ
α

Du reste, lorsque le point M se trouve sur l’axe du dipôle magnétique, l’angle θ est nul
tandis que ~er s’identifie à ~ez , auquel cas la relation (31) devient :

~B(M) =
µ0

4π
× 2m

r3
~er =

µ0m

2πr3
~ez
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avec :

m = I × πR2 ⇒ ~B(M) =
µ0IR

2

2r3
~ez

ce qui confirme l’identité (32).

Remarque – Tout aimant de taille assez petite possède un moment magnétique ~m qui
crée, à grande distance, un champ magnétique de même structure que celui créé par
une spire de petite dimension ; un aimant est assimilable à un très grand nombre de
dipôles magnétiques.

3.4.5.2 Interactions avec un champ uniforme

Conformément au résultat (27) de la page 367, la résultante des forces de Laplace qui
s’exercent sur le dipôle vaut :

~R = ~0 si ~B est uniforme.

De même, le résultat (28) de la page 368 s’applique au cas du dipôle magnétique de
moment ~m plongé dans un champ magnétique uniforme ~B ; le moment des forces de
Laplace vaut :

~MO = ~m ∧ ~B

Sous l’influence d’un champ magnétique uniforme, un dipôle magnétique acquiert
l’énergie potentielle :

Ep = −~m · ~B

Remarque – En interagissant avec des champs extérieurs, les dipôles électriques et
magnétiques montrent des analogies :

Moment électrique Moment magnétique
~R = ~0 ~R = ~0
~MO = ~p ∧ ~E ~MO = ~m ∧ ~B

Ep = −~p · ~E Ep = −~m · ~B

3.5 Les équations de Maxwell en régime non stationnaire

3.5.1 Équation de Maxwell-Faraday
En régime dépendant du temps, l’équation de Maxwell-Faraday s’écrit sous sa forme
locale :

−→
rot ~E(M) = −∂

−→
B (M)

∂t

Remarque – Dans le cadre des régimes indépendants du temps :

∂ ~B(M)

∂t
= ~0 ⇒ −→

rot ~E(M) = ~0

On retrouve ainsi l’équation de Maxwell-Faraday en régime permanent.
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Il est possible d’expliciter cette équation sous forme
intégrale. Considérons un contour fermé, (C), orienté,
sur lequel s’appuie une surface (S), (C) et (S) étant
fixes.
Le sens de d~S est corrélé à l’orientation de (C) selon
la « règle de la main droite ».
Nous avons l’égalité :

(C)

dSM

(S)

O P

M

∫∫

(S)

−→
rot ~E(M) · d~SM =

∫∫

(S)

−∂
~B(M)

∂t
· d~SM = − d

dt

∫∫

(S)

~B(M) · d~SM .

D’après le théorème de Stockes-Ampère nous déduisons que :
∫∫

(S)

−→
rot ~E(M) · d~SM =

∮

(C)

~E(P ) · d−−→OP

Il s’ensuit que :
∮

(C)

~E(P ) · d−−→OP = − d

dt

∫∫

(S)

~B(M) · d~SM

Nous retiendrons les formulations locales et intégrales de la relation de Maxwell-
Faraday :

−→
rot ~E(M) = −∂

−→
B (M)

∂t
et
∮

(C)

~E(P ) · d−−→OP = − d

dt

∫∫

(S)

~B(M) · d~SM

Remarque – La formulation intégrale de cette relation sera très utile lorsque l’opé-
rateur rotationnel sera difficile à expliciter.
Une conséquence importante de cette équation, est que le champ électrique n’est pas,
en général, à circulation conservative. En régime variable :

~E 6= −−−→
gradV

3.5.2 Équation de Maxwell-Ampère

Cette dernière s’exprime aussi sous sa forme locale :

−→
rot ~B = µ0~v + µ0ε0

∂ ~E

∂t

et sous sa forme intégrale :

∮

(C)

~B(P ) · d−−→OP = µ0

∫∫

(S)

~v(M) · d~SM + µ0ε0
d

dt

∫∫

(S)

~E(M) · d~S(M)

Une fois de plus on passe d’une formulation à l’autre en utilisant le théorème de
Stockes-Ampère.
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Remarque – Dans le cadre des régimes permanents :

∂ ~E

∂t
= ~0 ⇒ −→

rot ~B = µ0~v

On retrouve à nouveau l’équation de Maxwell-Ampère des régimes permanents.

Définition 27 On appelle courant de déplacement le vecteur :

~d = ε0
∂ ~E

∂t

L’équation de Maxwell-Ampère peut s’écrire alors :
−→
rot ~B = µ0 (~v + ~d) .

3.5.3 Équation de Maxwell-Gauss et du flux magnétique
Ces équations ne sont pas modifiées par rapport à celles des régimes permanents. Nous
rappelons donc les formes locales et intégrales de ces équations :

• l’équation de Maxwell-Gauss :

div ~E =
ρ

ε0
et
∫∫

©
(S)

~E(M) · d~SM =
qint

ε0

• l’équation du flux magnétique :

div ~B(M) = 0 et
∫∫

©
(S)

~B(M) · d~SM = 0

Le champ magnétique est toujours à flux conservatif.
Le champ électrique satisfait toujours au théorème de Gauss.

3.5.4 Relations champs-potentiels

L’équation div ~B = 0 implique toujours l’existence du potentiel vecteur ~A tel que
~B =

−→
rot ~A.

Les équations :
−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
et ~B =

−→
rot ~A donnent, quant à elles :

−→
rot ~E = − ∂

∂t

(−→
rot ~A

)

=
−→
rot

(

−∂
~A

∂t

)

⇒ −→
rot

(

~E +
∂ ~A

∂t

)

= ~0

Cette dernière égalité suggère l’existence d’un potentiel scalaire V tel que :

~E +
∂ ~A

∂t
= −−−→

gradV

On retiendra donc les deux relations champs-potentiels :

~E = −−−→
gradV − ∂ ~A

∂t
et ~B =

−→
rot ~A

Remarque – Comme en régime permanent, les potentiels ne sont pas uniques.
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3.5.5 Équations aux potentiels

De l’équation div ~E =
ρ

ε0
nous déduisons que :

div

(

−−−→
gradV − ∂ ~A

∂t

)

=
ρ

ε0
⇒ ∆V +

∂

∂t

(

div ~A
)

= − ρ

ε0

Nous avons là une première relation entre les potentiels. À partir de l’égalité :
−→
rot

(−→
rot ~A

)

=
−−→
grad

(

div ~A
)

−∆ ~A

et de :
−→
rot ~A = ~B, nous déduisons que :

−→
rot ~B = µ0~v + µ0ε0

∂ ~E

∂t
=

−−→
grad

(

div ~A
)

−∆ ~A

⇒ µ0~v + µ0ε0
∂

∂t

(

−−−→
gradV − ∂ ~A

∂t

)

=
−−→
grad

(

div ~A
)

−∆ ~A

⇒ µ0~v − µ0ε0
−−→
grad

(
∂V

∂t

)

− µ0ε0
∂2 ~A

∂t2
=

−−→
grad

(

div ~A
)

−∆ ~A

⇒ ∆ ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
+ µ0~v =

−−→
grad

(

div ~A+
1

c2
∂V

∂t

)

avec c2ε0µ0 = 1

Nous obtenons ainsi une seconde relation entre les potentiels.
Rappelons que ~A et V ne sont pas uniques. Il est possible, en se plaçant dans une jauge
particulière, de simplifier les équations précédentes. Il s’agit de la Jauge de Lorentz
dans laquelle :

div ~A+
1

c2
∂V

∂t
= 0 ⇒ ∂

∂t

(

div ~A
)

= − 1

c2
∂2V

∂t2

Remarque – Cette jauge n’assure pas l’unicité des deux potentiels.
On retiendra les équations valables dans la jauge de Lorentz :

∆V − 1

c2
∂2V

∂t2
+

ρ

ε0
= 0 et ∆ ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
+ µ0~v = ~0

3.5.6 Potentiels retardés
On admettra pour la suite que ces équations ont pour solutions :

V (M, t) =
1

4πε0

∫∫∫

(V)

ρ
(
P, t− PM

c

)

PM
dτP

~A (M, t) =
µ0

4π

∫∫∫

(V)

~v
(
P, t− PM

c

)

PM
dτP

dτP

M

P
(V)

La notion de potentiels retardés est à associer au fait que le potentiel au point M à
l’instant t, dépend des valeurs de la fonction caractéristique des sources ρ ou ~v aux
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points P de la distribution à l’instant t − PM

c
.
PM

c
représente le temps que met le

signal électromagnétique pour se propager de P à M .

3.5.7 Approximations
3.5.7.1 Approximation des régimes quasi permanents

Dans le cas où les évolutions temporelles des potentiels ne sont pas trop rapides, ces
derniers sont donnés par :

V (M, t) =
1

4πε0

∫∫∫

(V)

ρ (P, t)

PM
dτP

~A (M, t) =
µ0

4π

∫∫∫

(V)

~v (P, t)

PM
dτP

Remarque – ~A et V se calculent donc comme en régime stationnaire, il suffit de
remplacer ρ(P ) par ρ(P, t) et ~v(P ) par ~v(P, t) .
Une fois les potentiels déterminés il est possible d’obtenir les champs par les relations
champs-potentiels .
La relation entre ~B et ~A : ~B =

−→
rot ~A n’étant pas modifiée par rapport au cas des ré-

gimes permanents, dans l’ A.R.Q.P.2 ~B se calcule en utilisant les relations de magné-
tostatique.

Par contre pour ~E la situation est différente, à cause du terme supplémentaire −∂
~A

∂t
:

~E = −−−→
gradV − ∂ ~A

∂t

Les relations d’électrostatique ne pourront plus être utilisées pour le déterminer.

3.5.7.2 Approximation des régimes quasi permanents dans un conducteur

Dans tout conducteur qui obéit à la loi d’Ohm nous avons les relations :

~v = γ ~E

−→
rot ~B = µ0γ ~E + µ0ε0

∂ ~E

∂t

Dans le cadre de l’A.R.Q.P. il sera possible de négliger ε0
∂ ~E

∂t
par rapport à γ ~E. Cette

approximation sera d’autant plus justifiée que γ sera élevé et que les variations tempo-
relles de ~E seront faibles. Pour une évolution temporelle sinusoïdale du champ élec-

trique nous avons

∣
∣
∣
∣

∂E

∂t

∣
∣
∣
∣
= ω |E|. L’approximation des régimes quasi permanents dans

le conducteur est vérifiée si ε0 ω ≪ γ, γ étant de l’ordre de 107 et ε0 de l’ordre de
10−12, ceci laisse une bonne marge de manœuvre. Dans le cadre des régimes quasi
permanents dans un conducteur qui obéit à la loi d’Ohm, on retiendra que :

2Abréviation pour Approximation des Régimes Quasi Permanents.
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−→
rot ~B = µ0 ~v

3.6 Induction électromagnétique

3.6.1 Loi de transformation des champs

Soit R2 un référentiel en mouvement rectiligne uniforme par rapport à un référentiel
galiléen R1. On note ~Ve la vitesse d’entraînement de R2 par rapport à R1. Supposons

qu’il existe dans chaque référentiel un champ électromagnétique :
(

~E1, ~B1

)

dans R1

et
(

~E2, ~B2

)

dans R2. Une particule de charge q, de vitesse ~V1 dans R1 et ~V2 dans

R2, va subir respectivement dans ces référentiels les forces ~f1 = q ~E1 + q ~V1 ∧ ~B1 et
~f2 = q ~E2+q ~V2∧ ~B2. L’invariance de la force en relativité galiléenne permet d’écrire :

~f1 = q ~E1 + q ~V1 ∧ ~B1 = q ~E2 + q ~V2 ∧ ~B2

Couplée à la loi de composition des vitesses : ~V2 = ~V1 + ~Ve, cette égalité des forces
permet de déduire la loi de transformation du champ électromagnétique :

~E1 = ~E2 + ~Ve ∧ ~B2 et ~B1 = ~B2

Remarque – Cette loi de transformation des champs n’est vraie qu’en relativité gali-
léenne.

3.6.2 Circuit mobile dans un champ permanent, induction de Lo-
rentz

3.6.2.1 Expérience du rail de Laplace

Soit (AB) un rail conducteur qui peut glisser le long d’un cadre métallique. L’ensemble
(A,B,C,D) constitue un circuit fermé, placé dans un champ magnétique permanent :
B~ez .

A

B

B = B ez

C

ey

ez

ex

I

D

Lorsqu’on communique au rail une vitesse ~V = V ~ey , on constate l’existence d’un
courant induit dirigé de A vers B. On peut expliquer ce phénomène en faisant réfé-
rence à la loi de transfomation des champs. Effectivement, dans le référentiel lié à la
tige, apparaît un champ électrique : ~E = ~V ∧ ~B = BV ~ex qui déplace les électrons par
l’intermédiaire de la force ~F = q ~E = −eBV ~ex donc de B vers A.
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3.6.2.2 Induction de Lorentz

L’exemple précédent illustre un fait général : lorsqu’un circuit se déplace dans un
champ magnétique permanent, il est soumis au phénomène d’induction de Lorentz :

Définition 28 En tout point P d’un circuit qui se déplace dans un champ magnétique
permanent ~B, apparaît le champ électromoteur de Lorentz : ~E(P ). Dans toute branche
AB du circuit mobile apparaît la force électromotrice induite eAB dirigée de A vers
B.

On retiendra les relations :

~E(P ) = ~V (P ) ∧ ~B(P ) et eAB =

∫ B

A

~E(P ) · d~ℓ(P )

Exprimer la force électromotrice induite dans l’expérience des rails de Laplace
en fonction de B, V et ℓ = AB.

Réponse

eAB =

∫ B

A
(BV ~ex) · (dx · ~ex) = BV ℓ

3.6.2.3 Bilan de puissance

Soit une portion AB de circuit, parcourue par un courant d’intensité IAB , en mouve-
ment dans un champ magnétique permanent. AB subit des efforts de Laplace, dont la
puissance PL vérifie :

PL = −eAB × IAB

Remarque – Cette relation pourra être très utile pour la détermination de la force
électromotrice

Dans l’étude des rails de Laplace, retrouver l’expression de la force électro-
motrice induite à partir d’un bilan de puissance

Réponse Le mouvement de la tige étant une simple translation, la puissance des efforts ~FL de Laplace
est donnée par PL = ~FL · ~V . Il faut donc, pour commencer, exprimer la résultante des efforts de Laplace :

~FL =

∫ B

A
IAB d~ℓ ∧ ~B =

∫ B

A
IAB (dx~ex) ∧ (B~ez) = −BIABℓ~ey

On en déduit alors que PL = −BIABℓV et donc que eAB = BV ℓ.

3.6.2.4 Loi de Faraday

Dans le cas où le circuit est constitué d’une seule maille, la force électromotrice est
donnée par la loi de Faraday :

e = −dφ
dt
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φ =

∫∫

S

~B · d~S étant le flux du champ magnétique appliqué, à travers une surface

qui s’appuie sur le circuit. La force électromotrice est orientée dans le sens positif de
parcours du circuit.

Remarque – Le signe de φ dépend du sens positif choisi pour l’orientation du circuit.

3.6.3 Circuit fixe dans un champ magnétique variable, induction de
Neumann

Tout circuit fixe placé dans un champ magnétique variable ~B(t) subit le phénomène
d’induction de Neumann. Il apparaît au sein du circuit une force électromotrice toujours
donnée par la loi de Faraday. Toutefois dans ce cas les causes de variation du flux sont
les variations temporelles du champ magnétique. Comme pour l’induction de Lorentz,
il est possible de définir un champ électromoteur.

e = − dφ

dt
= − d

dt

(∫∫

S

~B · d~S
)

= − d

dt

(∮

C

~A · d~ℓ
)

= −
∮

C

∂ ~A

∂t
· d~ℓ

Ce qui permet de définir le champ électromoteur associé à l’induction de Neumann :

~E = −∂
−→
A

∂t

On retiendra les relations :

e = − dφ

dt
= −

∮

C

∂ ~A

∂t
· d~ℓ

3.6.4 Induction dans le cas général

Pour un circuit qui se déplace dans un champ magnétique variable, la cause des va-
riations du flux est double : il y a à la fois le déplacement du circuit et les variations
temporelles de ~B.
On définit le champ électromoteur résultant :

~E = −∂
−→
A

∂t
+
−→
V ∧ −→

B

La loi de Faraday reste vérifiée.

3.6.4.1 Force électromotrice induite

Le champ ~E est à l’origine d’une force électromotrice e induite par la variation du flux
magnétique :

e = −dφ
dt

=

∫

C

(

−∂
~A

∂t
+ ~V ∧ ~B

)

· d~ℓ
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3.6.4.2 Loi d’Ohm généralisée

Soit RAB la résistance d’une portion de circuit, parcourue par IAB . On note eAB la
force électromotrice induite.
Le schéma électrique équivalent permet de déduire la loi
d’Ohm généralisée :

VA − VB = RABIAB − eAB

eAB

VB
RAB

IAB

VA−VB

VA

Remarque – Pour une maille VA = VB donc IAB =
eAB
RAB

3.6.5 Auto-induction
3.6.5.1 Inductance propre d’un circuit

Considérons un circuit (C) orienté parcouru par un courant i, on appelle flux propre :

φp =

∫∫

S

~Bp(M) · d~SM

~Bp étant le champ magnétique crée par le circuit lui-même. Nous
avons la relation :

Bp(M)dSM

M i
(C)

φp = Li

L étant l’inductance propre du circuit, coefficient toujours positif, qui ne dépend que de
la géomètrie de ce dernier. L s’exprime en Henry (H). Ce coefficient se calcule comme

le rapport de
φp
i

lorsque le calcul de φp est aisé. Dans le cas contraire on peut l’obtenir

par la relation
1

2
Li2 =

∫∫∫

V

B2
p(M)

2µ0
dτM .

Exprimer l’inductance propre d’un solénoïde idéal de section S, de longueur
ℓ et de nombre de spires par unité de longueur n :

1. à partir de l’expression du flux propre ;

2. à l’aide d’un raisonnement énergétique.

Réponse

1. Le flux propre associé à la spire k du solénoïde s’écrit φk = µ0niS. Le flux total à travers le solénoïde
est donc φ = nℓφk = µ0n2ℓSi⇒ L = µ0n2ℓS.

2. Le champ magnétique produit par un solénoïde (S) est nul à l’exérieur
de (S) et a pour intensité Bp = µ0ni à l’intérieur de (S). Donc B est
non nul uniquement à l’intérieur du volume V = S × ℓ de (S), en consé-
quence de quoi :

ℓ

S

Bp = µ0ni ⇒
∫∫

B2
p(M)

2µ0
dτM =

(µ0ni)
2

2µ0
V =

µ0n2i2Sℓ

2

⇒ L =
2

i2

∫∫

V

B2
p(M)

2µ0
dτM = µ0n

2ℓS
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Remarque – L’inductance propre d’un circuit ne sera considérable que lorsque ce
dernier sera constitué d’un grand nombre de spires ; pour une simple boucle de courant
elle pourra être négligée

3.6.5.2 Force électromotrice d’auto-induction

La force électromotrice d’auto-induction se déduit de la loi de Faraday :

e = − d (Li)

dt

Remarque – Si le circuit est rigide L est constant, de sorte que : e = −L di

dt
.

3.6.6 Inductance mutuelle
3.6.6.1 Coefficient de mutuelle inductance

Définition 29 Les circuits C1 et C2 sont couplés par mutuelle inductance si le flux du
champ magnétique crée par C1 à travers C2 est non nul.

Considérons deux circuits C1 et C2 orientés, respectivement parcourus par les courants
I1 et I2, créant les champs ~B1 et ~B2.
Le flux du champ magnétique à travers C1 a pour origine le champ propre à C1 : φ1p,
mais aussi le champ appliqué par C2 : φ1a.

φ1 = φ1p + φ1a avec







φ1p =

∫∫

S1

~B1 · d~S1 = L1I1

φ1a =

∫∫

S1

~B2 · d~S1

De même pour le circuit C2 :

φ2 = φ2p + φ2a avec







φ2p =

∫∫

S2

~B2 · d~S2 = L2I2

φ2a =

∫∫

S2

~B1 · d~S2

φ1a, dépendant de ~B2, sera proportionnel à I2 de même que φ2a, dépendant de ~B1,
sera proportionnel à I1. Ces proportionnalités permettent d’introduire le coefficient de
mutuelle inductance :

M =
φ1a
I2

=
φ2a
I1

Comme l’inductance propre M s’exprime en Henry, ce coefficient (qui dépend de la
géomètrie de l’ensemble des deux circuits) est algébrique, son signe change chaque
fois que l’on modifie l’orientation d’un des deux circuits.

On considère un solénoïde infini d’axe Oz portant n spires par unité de lon-
gueur. On dispose à l’intérieur de ce dernier une spire carrée de côté a et d’axe Oz′

faisant un angle α avec Oz . Déterminer le coefficient de mutuelle indutance entre les
deux circuits.
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Réponse
Orientons le solénoïde (notéC1) et la spire (notéeC2) et notons I
et i les courants dans ces deux circuits. Le flux du champ crée par
la spire à travers le solénoïde étant compliqué à définir nous choi-

sirons la relation : M =
φ2a

I
, où φ2a désigne le flux du champ

~B1 créé par C1, à travers C2.

I

O
dS2

α

αi
z

z'

a  B1

 C1

 C2

φ2a =

∫∫

S2

~B1 · d~S2 =

∫∫

S2

B1 dS2 sinα = µ0nI sinα

∫∫

S2

dS2 = µ0nIa
2 sinα

⇒ M = µ0na
2 sinα

3.6.6.2 Circuits couplés

Les circuits C1 et C2 sont de résistances R1 et R2, d’inductances propres L1 et L2 et
comportent respectivements les générateurs eg1 et eg2.

I2

(C1)

eg2

I1

eg1

B1

B2

(C2)

Exprimons les équations électriques qui leur sont associés : dans C1 apparaît la force

électromotrice d’induction totale : e1 = − dφ1
dt

= −φ1p
dt

− φ1a
dt

= −L1
dI1
dt

−M dI2
dt

.

L’équation électrique est donc :

eg1 + e1 = R1I1 ⇒ eg1 = R1I1 + L1
dI1
dt

+M
dI2
dt

Un raisonnement équivalent pour C2, nous permettra d’obtenir :

eg2 = R2I2 + L2
dI2
dt

+M
dI1
dt

Nous obtenons là un système de deux équations différentielles couplées.

3.6.6.3 Aspect énergétique

Multiplions les équations précédentes par I1 et I2 :






eg1 I1 = R1 I
2
1 + L1 I1

dI1

dt
+M I1

dI2

dt

eg2 I2 = R2 I
2
2 + L2 I2

dI2

dt
+M I2

dI1

dt

La somme de ces deux équations donne :

eg1 I1 + eg2 I2 = R1 I
2
1 +R2 I

2
2 +

d

dt

(
1

2
L1 I

2
1 +

1

2
L2 I

2
2 +M I1 I2

)
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3.6.7 Énergie électromagnétique

3.6.7.1 Densité volumique d’énergie électromagnétique

Tout volume de l’espace où existe un champ possède une énergie électromagnétique.
On note ue(M) la densité volumique d’énergie électromagnétique en un point M et
E(V ) l’énergie associée contenue dans le volume V .

ue (M) =
ε0E

2

2
+
B2

2µ0
et E(V ) =

∫∫∫

V

ue(M) dτM

Remarque – Dans ces deux expressions, on distingue les termes associés aux com-
posantes électrique et magnétique du champ

3.6.7.2 Énergie échangée entre le champ et la matière

Nous savons qu’il est possible d’accélérer des charges en les soumettant à un champ
électrique. Il s’agit là d’un exemple de transfert d’énergie entre le champ et la matière.
Plus généralement, considérons une distribution volumique (ρ) de charges mobiles dans
un champ électromagnétique. La charge δq = ρdτ qui possède la vitesse ~v subit la
force :

δ ~f = ρdτ
(

~E + ~v ∧ ~B
)

.

Le travail de cette force au cours d’un déplacement élementaire d
−−→
OM s’écrit :

δ2W = ρdτ
(

~E + ~v ∧ ~B
)

· d−−→OM où d
−−→
OM = ~v dt

= ρdτ ~E · ~v dt+ ρdτ
(

~v ∧ ~B
)

· ~v dt
︸ ︷︷ ︸

=0

Remarque – Le terme magnétique est effectivement nul, puisqu’il implique un produit
mixte faisant apparaître deux fois le vecteur vitesse.
La densité volumique de courant : ~v = ρ~v conduit à l’expression du travail :

δ2W = ~v · ~E dτ × dt

à partir de laquelle est définie une puissance élémentaire :

dP =
δ2W

dt
= ~v · ~E dτ

On peut alors exprimer la puissance totale échangée entre le champ électromagnétique
et les charges d’un volume V comme :

P =

∫∫∫

V

~v(M) · ~E(M) dτM

Remarque – D’après nos conventions si P > 0, les charges gagnent de l’énergie ,
dans le cas contraire elles cèdent de l’énergie électromagnétique au champ.
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3.6.7.3 Énergie électromagnétique rayonnée, vecteur de Poynting

Le soleil émet des ondes électromagnétiques qui se propagent dans l’espace jusqu’à
nous. Ces dernières transportent de l’énergie nécessaire à la vie sur Terre. Cette propa-
gation se fait dans une direction et un sens qu’il est possible de préciser à l’aide d’un
vecteur.

Définition 30 On appelle vecteur de Poynting associé au champ électromagnétique :

~R = ~E ∧
~B

µ0

La puissance élémentaire rayonnée par le champ à travers une surface dS, dans le sens
de d~S s’écrit :

dP = ~R · d~S

Ce résultat se généralise alors pour une surface quelconque, ce qui permet de définir la
puissance totale rayonnée par le champ à travers une surface :

Pr =
∫∫

S

~R(P ) · d~SP

3.6.7.4 Bilan d’énergie életromagnétique

On considère un volume V , fixe dans l’espace, limité par une surface S.
L’énergie électromagnétique contenue dans ce volume est susceptible de varier, soit
parce que le champ va échanger de l’énergie avec les charges, soit parce qu’il va rayon-
ner à travers S.
L’énergie étant une grandeur conservative, il est possible d’établir une équation tradui-
sant ces différents échanges.
Soit E(t) l’énergie électromagnétique du volume V à la date t ; la variation de E entre
les instants t et t+ dt vaut :

dE = E(t+ dt)− E(t)

=

∫∫∫

V

ue(M, t+ dt) dτM −
∫∫∫

V

ue(M, t) dτM =

∫∫∫

V

∂ue(M, t)

∂t
dtdτM

Cette variation s’écrit aussi :

dE = −
∫∫∫

V

~v(M) · ~E(M) dtdτM −
∫∫

©
S

~R(P ) · d~SP dt

le premier terme traduisant l’énergie échangée entre le champ et les charges, le second
l’énergie rayonnée à travers la surface S qui délimite V .
On a alors l’égalité :
∫∫∫

V

∂ue(M, t)

∂t
dtdτM = −

∫∫∫

V

~v(M) · ~E(M) dtdτM −
∫∫

©
S

~R(P ) · d~SP dt

(33)
qui s’écrit aussi, après application du théorème de Green-Ostrogradski :
∫∫∫

V

∂ue(M, t)

∂t
dtdτM = −

∫∫∫

V

~v(M)· ~E(M) dtdτM−
∫∫∫

V

div ~R(M) dtdτM
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d’où il découle que :
∫∫∫

V

(
∂ue(M, t)

∂t
+ ~v(M) · ~E(M) + div ~R(M)

)

dτM = 0

Cette dernière relation devant être vérifiée pour tout volume V , on en déduit la forme
locale de l’équation (33) :

∂ue
∂t

+ ~v · ~E + div ~R = 0

Par exemple, intéressons-nous au cas d’un conducteur ohmique
(C) cylindrique, de longueur L, de section S et de conductivité
γ, parcouru par un courant permanent d’intensité I , de densité
volumique ~v = Jv ~ez .
La loi locale d’Ohm : ~v = γ ~E permet d’exprimer le terme :
∫∫∫

V

~v(M) · ~E(M) dτM =

∫∫∫

V

J2
v

γ
dτM =

J2
v

γ
× S × L

dSP

S

L

ez

jv
er

eθ

P

La puissance échangée entre le champ et les charges vaut donc :

J2
v S × L

γ
=
I2 × S × L

γ S2
=

L

γS
× I2 = R0 I

2

où R0 désigne la résistance électrique du conducteur ohmique ; on reconnaît le terme
classique associé à l’effet Joule.

Exprimons maintenant la puissance rayonnée à travers la résistance :
∫∫

©~R(P ) · d~SP ,

en rappelant au préalable que le champ magnétique à la surface du cylindre s’écrit :

~B(P ) =
µ0 I

2πa
~eθ, a étant le rayon du cylindre :

~R(P ) = ~E(P ) ∧
~B(P )

µ0
= −Jv

γ
× µ0 I

2πaµ0
=

−I2
2πaγS

~er

Par conséquent :
∫∫

©
S

~R(P ) · d~SP =

∫∫

©
S

−I2
2πaγS

× dSP = −I
2 × 2πaL

2πaγS
= −I

2L

γS
= −R0 I

2

La puissance rayonnée par le champ est donc opposée à la puissance échangée entre le
champ et les charges. La relation (33) est donc vérifiée puisqu’en régime permanent le

terme
∫∫∫

∂ue(M, )

∂t
dtdτM est nul.
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• 60 Lycée Poincaré, Nancy
5 min.

Loi de Coulomb MP-PC-PSI-PT

Calculer le champ électrostatique créé enO par une distribu-
tion linéique de charges de densité uniforme λ, sur l’arc de
circonférence BC (c’est-à-dire la circonférence complète à
laquelle on a retranché l’arc d’angle 2α). On noteR le rayon
du cercle : OB = OC = R.

α

O

B

R

C

ez

α

• 61 Lycée Saint-Louis, Paris
20 min.

Loi de Coulomb MP-PC-PSI-PT

On considère deux sphères de centre O, de rayons
a1 et a2 (a1 < a2) et un cône de révolution, d’axe
(Oz) et de demi-angle au sommet α.
Le volume grisé (intersection du cône et de la
couronne sphérique) contient des charges réparties
uniformément en volume et de densité volumique
ρ.
Déterminer le champ électrostatique en O (on uti-
lisera les coordonnées sphériques r, θ et φ).

α

O

x

y

z

a1

a2

• 62 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.

Calcul direct de champs électrostatiques MP-PC-PSI-PT

I- Distribution linéique de charges

Un segment linéaire (L), de centre O et de lon-
gueur 2L, contient en chacun de ses points P
une densité linéique de charge λ(P ). Chaque
point de l’espace est repéré par ses coordonnées
cylindriques dans la base B = {~er, ~eθ, ~ez},
dont O est l’origine.

er

O (L)

r

L

z

M

P

L

ezeθ

On cherche à déterminer le champ électrostatique ~E(M) produit par (L) en un point

M de l’axe médiateur de (L) :
−−→
OM = r ~er, dans les deux cas suivants.

1. Densité linéique uniforme
On considère que λ(P ) est uniforme, que l’on notera simplement λ.

(a) Le point P étant repéré par son vecteur position
−−→
OP = z ~ez , exprimer les

composantes du vecteur
−−→
PM dans B.
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(b) Déterminer, à l’aide des éléments de symétrie de (L), la direction de ~E(M) ;
on notera :

~E(M) = E(M) ~u

où ~u est un vecteur de base que l’on précisera.

(c) Montrer que :

E(M) =
λr

4πε0

∫ L

−L

dz

(z2 + r2)
3/2

(d) En effectuant le changement de variable : z = r × tanu, trouver l’expression
de ~E(M) en fonction de λ, r, L et ~er.

2. Densité linéique non uniforme
On suppose maintenant que λ dépend de z selon une loi de type :

λ = α× |z|

où α est une constante.

Le segment (L) porte une charge totale Q.

(a) Trouver l’expression de α en fonction de Q et L.

(b) Compte tenu de la symétrie de (L), donner la direction de ~E(M) ; on posera :

~E(M) = E(M)× ~v

où ~v est un vecteur unitaire que l’on précisera.

(c) En déduire que :

E(M) =
Qr

4πε0L2

∫ L

−L

|z| dz
(r2 + z2)

3/2

(d) Déterminer alors l’expression de ~E(M) en fonction de Q, L, r et ~er.

II- Distribution surfacique de charges

Un disque (D) plan, de centre O et de rayon R, est
chargé en surface avec une densité uniforme σ. Une
base cylindrique B = {~er, ~eθ, ~ez} servira encore à re-

pérer chaque point P de (D) :
−−→
OP = r ~er et un point

M de l’axe de (D) :
−−→
OM = z ~ez .

On rappelle qu’une surface élémentaire peut être dé-
finie au voisinage de P par : dSP = r dr dθ, où θ
peut varier dans l’intervalle [0, 2π] pour décrire chaque
point P de (D).

ez

O(D) r
R

z

M

P

eθ

er

1. Compte tenu de la symétrie de (D), donner la direction du champ ~E(M) que (D)
produit en M .

2. Déterminer l’expression de ~E(M) en fonction de σ, z, |z|, R, ~ez .
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3. Comment peut-on obtenir rapidement l’expression du champ électrique que produit
en M un plan infini (0, ~er, ~eθ), chargé uniformément avec une densité surfacique σ
uniforme.

Représenter les vecteurs ~E(M1) et ~E(M2) en deux points M1 et M2 situés de part
et d’autre d’un tel plan.

• 63 Lycée Hoche, Versailles
30 min.

Loi de Coulomb MP-PC-PSI-PT

On considère un cylindre de révolution d’axe
(Oz) illimité qu’on partage en deux par un plan
contenant (Oz).
Le demi-cylindre est chargé uniformément en vo-
lume avec la densité ρ > 0.
On veut déterminer le champ électrostatique créé
en O par ces charges.

1. Montrer que ~E(O) est colinéaire à ~ey , vecteur
unitaire de l’axe (Oy).

2. Calculer ~E(O).
On utilisera les coordonées cylindriques
M(r, θ, z).
Au cours des calculs, on obtiendra une inté-
grale double qu’on calculera en commençant
par intégrer par rapport à z.

er

θ
O

M

ez

ey

ex

H

R

Les coordonées cylindriques choisies seront définies par :

−−→
OH = r ~er (~ex, ~er) = θ

−−→
HM = z ~ez

• 64 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Lignes de champ MP-PC-PSI-PT

Le schéma ci-desssous représente une ligne de champ.

ux

0A(qA)

P uy

B(qB)

1

-1 1

La charge qA > 0 est supposée connue. Calculer qB en fonction de qA.
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• 65 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Potentiel électrostatique MP-PC-PSI-PT

Une distribution de charges produit le potentiel électrostatique :

V (r) =
qe

4πε0

e−λr

r

(

1 +
λr

2

)

On rappelle les expressions du gradient et du Laplacien d’un champ scalaire f , en
coordonnées sphériques :

−−→
grad f =

∂f

∂r
~er +

1

r

∂f

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
~eϕ

et :

∆f =
1

r

∂2(rf)

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂f

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

1. Sachant que la distribution est à symétrie sphérique, déterminer l’expression du
champ électrostatique engendré par ce potentiel.

2. Calculer la charge Q(r) contenue dans une sphère de rayon r et l’exprimer sous la
forme d’une charge centrale et d’une distrbution volumique ρ1(r).

• 66 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.

Théorème de Gauss MP-PC-PSI-PT

Une charge q est répartie uniformément dans un vo-
lume sphérique, de rayon R et de centre O, ce qui se
traduit par :

{
ρ = cte pour r < R
ρ = 0 pour r > R

M
O r

R

1. En coordonnées sphériques, le champ électrique ~E(r, θ, φ), produit en M(r, θ, φ)
par cette distribution, dépend a priori des coordonnées r, θ et φ.
En utilisant les symétries et invariants, donner les caractéristiques de ce champ
(direction et variables influentes).
Trouver, de même, le champ ~E(O) en O.

2. On rappelle l’expression de la divergence d’un champ ~E en coordonnées sphé-
riques :

div ~E =
1

r2
∂

∂r

(
r2Er

)
+

1

r sin θ

∂ (sin θ Eθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Eφ
∂φ

En déduire, pour r < R, l’expression du champ électrique en fonction de q, r et R.

3. On admettra la continuité de E =
∥
∥
∥ ~E
∥
∥
∥ en r = R. Montrer qu’en tout point M

extérieur à la sphère, le champ électrique a la même expression que celui que pro-
duirait la charge q concentrée en O.
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• 67 Lycée du Parc, Lyon
20 min.

Théorème de Gauss MP-PC-PSI-PT

Soit une demi-sphère de centre O, de rayon R, chargée uniformément en surface (den-
sité surfacique de charges : σ = cte).

O M

(Π)

Montrer que le champ électrostatique en un point M quelconque du plan équatorial
(Π) est orthogonal à (Π), si M est contenu dans le cercle intersection de (Π) et de la
demi-sphère.

• 68 Concours de l’ENAC
30 min.

Théorème de Gauss et potentiel MP-PC-PSI-PT

Du point de vue du potentiel et du champ électriques qu’ils créent, les noyaux de cer-
tains atomes légers peuvent être modélisés par une distribution volumique de charge à

l’intérieur d’une sphère de centre O et de rayon a. On désigne par ~r =
−−→
OP le vecteur

position d’un point P quelconque de l’espace. Pour r < a, la charge volumique ρ(P )
qui représente le noyau varie en fonction de r = OP suivant la loi :

ρ = ρ0

(

1− r2

a2

)

où ρ0 est une constante positive.

1. Exprimer la charge totale Q du noyau.

(a) Q =
1

3
πε0ρ0a

3 (b) Q =
8

15
πρ0a

3

(c) Q =
3

5
πε0ρ0a

2 (d) Q =
ρ0a

2

2π

2. Les propriétés de symétrie du champ électrostatique permettent d’affirmer que :

(a) le champ électrique est contenu dans les plans de symétrie des charges ;

(b) le champ électrique est orthogonal aux plans d’antisymétrie des charges ;

(c) le champ électrique est orthogonal aux plans de symétrie des charges ;

(d) le champ électrique est contenu dans les plans d’antisymétrie des charges.

3. Calculer le champ électrique ~Ee(P ) en tout point P extérieur à la sphère (r > a).

(a) ~Ee(P ) =
2ρ0 a

3

15 ε0 r3
~r (b) ~Ee(P ) =

ρ0 a
3

2π ε0 r3
~r

(c) ~Ee(P ) =
2πρ0 a

2

ε0 r2
~r (d) ~Ee(P ) = ~0
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4. Calculer le champ électrique ~Ei(P ) en tout point P intérieur à la sphère (r < a).

(a) ~Ei(P ) =
ρ0

2πε0

(
2

3
− 3 r2

4 a2

)

~r (b) ~Ei(P ) =
3ρ0
2πε0

(
3

4
− 4 r2

3 a2

)

~r

(c) ~Ei(P ) =
ρ0
ε0

(
1

3
− r2

5 a2

)

~r (d) ~Ei(P ) = ~0

5. Exprimer le potentiel Ve(P ) créé par le noyau lorsque r > a.

(a) Ve(P ) =
ρ0 a

2

4πε0
(b) Ve(P ) =

4ρ0 a
2

3πε0 r

(c) Ve(P ) =
2ρ0 a

3

15ε0 r
(d) Ve(P ) =

πρ0 a
2

3ε0 r

6. Exprimer le potentiel Vi(P ) créé par le noyau lorsque r < a.

(a) Vi(P ) =
ρ0
ε0

(
a2

4
− r2

6
+

r4

20 a2

)

(b) Vi(P ) =
ρ0

4πε0

(
a2

3
− r2

2
+
r3

a

)

(c) Vi(P ) =
ρ0
ε0

(
a2

6
− r2

3
+

r

3a

)

(d) Vi(P ) =
4πρ0
ε0

(
r2

6
+

r4

4a2

)

• 69 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
30 min.

Énergie électrostatique MP-PC-PSI-PT

Une sphère (S), de rayon R et de centre O, porte une charge répartie uniformément
en volume, avec une densité ρ. Un point M de l’espace est repéré par ses coordonnées
sphériques (r, θ, φ) telles que

−−→
OM = r ~er.

1. Déterminer, en fonction de q et R, l’expression de ρ(r).

2. Quelle est l’expression du volume élémentaire dτ compris entre deux sphères de
centre O et de rayons r et r + dr.

3. On note ~E(M) et V (M) le champ électrique que produit (S) en un point M , ainsi
que le potentiel au même point.

(a) Trouver les expressions de ~E(M) pour r > R et pour r < R.

(b) Trouver les expressions de V (M) pour r > R et pour r < R.

4. Déterminer la densité volumique d’énergie électrostatique produite par (S). En dé-
duire l’énergie électrostatique E produite par (S) dans l’espace, en fonction de q et
R.

5. Calculer l’intégrale :

I =
1

2

∫∫∫

espace
ρ V dτ

et conclure.
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• 70 Lycée Saint-Louis, Paris
20 min.

Dipôle électrostatique MP-PC-PSI-PT

Une charge ponctuelle Q est à l’origine O des coor-
données cylindriques et crée un champ :

~E =
Q

4πε0r2
~er

Un dipôle, de moment ~p, est placé en un point M tel
que

−−→
OM = r ~er

er

O

r

p

M

eθ

u

θ

ϕ

v

1. (a) Démontrer que la force ~F subie par le dipôle est donnée par ~F =
(

~p · −−→grad
)

~E.

On rappelle que si ~p et
−−→
grad ψ s’écrivent, dans une base {~e1, ~e2, ~e3} :

~p =

3∑

i=1

pi ~ei et
−−→
grad ψ =

3∑

i=1

(∇iψ) ~ei

l’opérateur
(

~p · −−→grad
)

est défini par :

(

~p · −−→grad
)

~E =

3∑

i=1

pi∇i
~E

(b) Calculer la force ~F exercée par la charge Q sur le dipôle. On rappelle que
∂~er
∂θ

= ~eθ.

2. Retrouver ce résultat à partir du principe des actions réciproques et de l’expression
du champ électrique ~E(O) que le dipôle produit en O.

• 71 Lycée Saint-Louis, Paris
30 min.

Dipôle électrostatique MP-PC-PT-PSI

On considère deux dipôles permanents, dont les moments ~p0 et ~p′0 (de normes éven-
tuellement différentes) sont portés sur un même axe de vecteur unitaire ~u, sont à la
distance r l’un de l’autre. Nous nous plaçons dans l’hypothèse restrictive où il n’y a
que deux orientations possibles : ~p0 et ~p′0 peuvent être soit parallèles soit antiparallèles.

p0

r
up0' p0

r
up0'

Moments parallèles Moments antiparallèles

1. Calculer, dans chaque cas, la force qui s’exerce entre les dipôles, en fonction de

p0 = ‖~p0‖, p′0 =
∥
∥
∥~p′0

∥
∥
∥, r et ~u.
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On donne, pour ε≪ 1 :

(1 + ε)−2 ≃ 1− 2 ε+ 3 ε2

2. On rappelle que l’énergie potentielle d’un dipôle rigide de moment ~p, dans un
champ électrostatique ~E, est :

Ep = −~p · ~E

Nous supposerons que l’agitation thermique est assez forte pour faire passer sans
cesse les dipôles de moments ~p0 et ~p′0 d’une position à l’autre. Calculer la force
moyenne qui s’exerce entre les deux dipôles.
On utilisera la loi de répartition statistique de Boltzmann qui donne le nombre de
dipôles n(Ep) d’énergie Ep en fonction de la température :

n (Ep) = A e−Ep/kT

où A est une constante et k est la constante de Boltzmann. On supposera ici que∣
∣
∣
∣

Ep
kT

∣
∣
∣
∣
≪ 1.

• 72 Lycée Saint-Louis, Paris
60 min.

Dipôles électrostatiques MP-PC-PT-PSI

On propose ici une introduction à l’étude microscopique des interactions entre les mo-
lécules d’un gaz ; ces molécules sont assimilables à des dipôles électriques permanents.
Soient deux dipôles permanents, de moments dipolaires respectifs ~p1 et ~p2, localisés
respectivement sur les points O1 et O2 ; soit ~r =

−−−→
O1O2 le rayon vecteur joignant ces

deux dipôles, de norme r = O1O2 (figure 1).

O1

x

y

z

θ1
p1

r O2

θ2

p2

Figure 1

θ1

θ2

ϕ2

r
p1

p2
O2

O1

Figure 2

1. Donner l’expression du potentiel et du champ électrostatiques au point O2, dus au
dipôle situé en O1.

2. On rappelle l’expression de l’énergie d’un dipôle électrostatique dans un champ
électrique ~E : E = −~p · ~E. Montrer alors que l’énergie d’interaction des deux di-
pôles est :

E =
1

4πε0r3

[

~p1 · ~p2 − 3×
(

~p1 ·
~r

r

)

×
(

~p2 ·
~r

r

)]
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Comme indiqué à la figure 2, le système est paramétré de la façon suivante : le vecteur
~p1, situé dans le plan (xOz), fait un angle θ1 avec l’axe (Oz), qui porte le vecteur ~r ;
le vecteur ~p2 est repéré par ses coordonnées sphériques angulaires θ2 et ϕ2.

1. On considère d’abord le cas où ϕ2 est nul. Indiquer alors les configurations corres-
pondant à un extremum d’énergie ; commenter la nature (stable ou instable, maxi-
mum ou minimum d’énergie potentielle) de chacun de ces extrema.

2. On considère maintenant le cas général. Calculer Ep(p1, p2, r, θ1, θ2, ϕ2).

3. Montrer que si les orientations des vecteurs ~p1 et ~p2 étaient libres et indépendantes
entre elles, la moyenne, calculée sur toutes les orientations possibles, de l’énergie
d’interaction serait nulle.

On admettra qu’à l’équilibre thermodynamique à une température T , la probabilité
élémentaire de trouver le système dans une configuration angulaire donnée s’écrit :

δP =
1

Z
sin θ1 sin θ2 e

−β E(θ1, θ2, ϕ2) dθ1 dθ2 dϕ2

où Z (fonction de partition) est une constante de normalisation et β =
1

kT
(k = 1,35.10−23 J · K−1 désigne la constante de Boltzmann).
On suppose, dans ce qui suit, que la distance r est fixe et que β E est très petit devant
1.

4. Montrer alors que l’énergie moyenne du système, 〈E〉, varie comme :

〈E〉 = E0
a(T )

r6

On se bornera, pour les calculs, à donner le signe de E0 et la dépendance en tempé-
rature de la fonction a(T ).

• 73 Concours Centrale-Supélec
20 min.

Polarisation d’un diélectrique PC

Une sphère d’un matériau conducteur est placée dans un champ électrique ~Ea = Ea ~ez
et il en résulte l’apparition de charges en surface, de densité σ(M) = σ0 cos θ (σ0 est
une constante).

1. Déterminer le champ ~Em(O) que produit cette distribu-
tion de charges au centre O de la sphère, ainsi que le
champ total ~E(O).

On admettra par la suite que le champ électrique ~E est
uniforme à l’intérieur de cette sphère.

ez

θ

O

x

y

M

z

2. On modélise la sphère par une succession de dipôle (deux surfaces élémentaires
symétriques par rapport au plan (Oxy)).

(a) Déterminer le moment dipolaire ~P de la distribution de charges et le moment
dipolaire volumique (vecteur polarisation ~p).
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(b) À l’équilibre, le champ total ~E est nul à l’intérieur de la sphère. Quelle relation
y a-t-il entre ~P et ~Ea ?

3. Maintenant, le conducteur est supposé mauvais, de conductivité γ et Ea dépend du
temps. On suppose que la relation trouvée entre ~P et ~Ea reste valable. Montrer que

la densité volumique de courant dans le conducteur est donnée par : ~J =
d~P

dt
.

• 74 Lycée Louis-le-Grand, Paris
20 min.

Polarisation de la matière PC

Une sphère (S), composée d’un matériau diélectrique linéaire, homogène et isotrope,
est placée dans un champ électrique uniforme ~E0. On admet que, dans ces conditions,
le champ électrique est uniforme dans la sphère de volume (V). On note ~P le vecteur
polarisation de la sphère et ~P le moment dipolaire total créé par la distribution de
charges :

~P =

∫∫∫

(V)

~P dτ

1. Déduire des hypothèses de l’énoncé que :

(a) ~P est uniforme dans (S) ;

(b) les charges liées sont exclusivement réparties à la surface de (S), avec une

densité surfacique que l’on exprimera en fonction de P =
∥
∥
∥~P
∥
∥
∥ et de l’angle θ

entre ~P et un élément de surface d~S de (S) ;

(c) (S) est globalement neutre électriquement.

2. Exprimer le champ ~Ep(M) produit par cette distribution surfacique de charges en
tout point M intérieur à (S), en fonction de ~P .

En déduire l’expression du champ électrique ~E(M) en fonction de ~E0 et de la
susceptibilité électrique χ du diélectrique.

3. Montrer que pour un point N extérieur à la sphère, le champ électrique ~Ep(N)
se réduit au champ électrique créé par un dipôle placé au centre O de la sphère ;
exprimer son momment dipolaire en fonction de ~P .

• 75 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Capacité d’un conducteur MP-PT

Une sphère métallique, de rayon R et de centre O, porte une charge Q.

1. À l’aide du théorème de Gauss, déterminer l’expression du champ électrique ~E(M)
en un point M tel que OM = r > R.

2. En déduire l’expression du potentiel V de la sphère, puis de la capacité C de ce
conducteur.
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• 76 Lycée Henri Wallon, Valenciennes
30 min.

Condensateurs MP-PT

Dans cet exercice, ~E représente le champ électrique.

1. On considère un plan infini, uniformément chargé en surface avec une densité sur-
facique σ. L’axe (Oz) est un axe perpendiculaire au plan et tel que O appartient à
ce plan.

(a) Montrer que le champ électrique ~E est pa-
rallèle à (Oz).

(b) Calculer le champ ~E en tout point de l’es-
pace, en fonction de σ, ε0 et ~uz (vecteur
unitaire de l’axe (Oz)).
On distinguera le cas où z est positif et le
cas où z est négatif.

uz

O

z

σ

(c) Représenter la courbe E = f(z) où E = ~E · ~uz .

(d) Quelle est la discontinuité subie par ~E à la traversée du plan z = 0 ? cela était-il
prévisible ?

(e) Déterminer le potentiel électrostatique V (z) ; on prendra V (0) = 0.

2. On considère maintenant deux plans identiques au précédent, parallèles entre eux,

perpendiculaires à un axe (Oz), siués aux abcsisses z =
e

2
et z = −e

2
. Le plan

supérieur est chargé uniformément avec une densité σ, le plan inférieur est chargé
avec une densité uniforme −σ.

uz

e/2

O

-e/2

z

U

σ

-σ

(a) Déterminer le champ électrostatique ~E, dans tout l’espace, en fonction de σ, ε0
et ~uz .

(b) Déterminer le potentiel électrostatique V (z) pour |z| < e

2
. On imposera tou-

jours V (0) = 0.

(c) Calculer la différence de potentiel U entre la plaque supérieure et la plaque
inférieure.

(d) Quelle relation existe-t-il entre E, U et e ?

(e) Soit Q la charge d’une surface S de l’armature supérieure. On rappelle que la
capacité C du condensateur est définie par Q = C × U . En déduire l’expres-
sion de la capacité C.
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(f) Déterminer l’énergie électrostatique emmagasinée dans un cylindre d’axe

(Oz), de surface de base S, contenu entre les plans z = −e
2

et z =
e

2
. On

exprimera cette énergie We en fonction de U et C, puis en fonction de Q et C,
Q étant la charge de l’armature supérieure, de surface S.

• 77 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.

Condensateurs MP-PC-PSI-PT

On considère un condensateur cylindrique formé de deux
armatures coaxiales de hauteur h et de rayons respectifs R1

etR2 avec h≫ R2. L’armature interne porte la charge élec-
trique Q. Les potentiels des armatures sont respectivement
V1 et V2. Soit un point M situé à la distance r de l’axe tel
que R1 < r < R2.

1. Calculer la composante E(r) du champ ~E entre les ar-
matures.

2. Calculer la circulation du champ électrique entre les ar-
matures en fonction de Q, ε0, h, R2 et R1.

ez

R1
R2

h

3. Exprimer la capacité C du condensateur en fonction de ε0, h, R2 et R1.

4. Calculer C pour R1 = 0,1 cm, R2 = 0,2 cm, ε0 = 8,8.10−12 u.s.i et h = 10 cm.

5. Que devient l’expression de C si les rayons des armatures sont très voisins c’est à
dire si R2 −R1 = e≪ R1.

6. Le champ électrique ne doit pas dépasser la valeur E0 afin d’éviter le claquage
du condensateur. Calculer la valeur Umax de la différence de potentiel pouvant
être appliquée entre les armatures en fonction de E0, R1 et R2. Faire l’application
numérique pour E0 = 3 MV · m−1.

7. Exprimer l’énergie électrostatique stockée par le condensateur, retrouver alors l’ex-
pression de sa capacité.

• 78 Concours Polytechnique
30 min.

Loi de Biot et Savart MP-PC-PSI-PT

On cherche à déterminer le champ magnétique ~B créé par un fil hélicoïdal, parcouru
par un courant d’intensité I et d’équation paramétrique :

x = a cosφ y = a sinφ z = a tanα× φ

avec : −Nπ 6 φ 6 Nπ.

On se place en un point M de l’axe (Oz), de cote b et l’on note θ1, θ2 les angles sous
lesquels sont vues, depuis M , les faces de la bobine ainsi créee.
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θ1

ez

O
M

z

b

a

y

x

θ2

H2

H1

I
φ 

I

1. On pose :

u1 = arctan

(
b

a
+Nπ tanα

)

et u2 = arctan

(
b

a
−Nπ tanα

)

Déterminer la longueur L = H1 −H2 de la bobine en fonction de a, tanα et N .
Calculer également le nombre n de spires par mètre, en fonction de a et tanα.

2. Calculer la composante Bz = ~B(M) · ~ez du champ magnétique produit en M et
montrer qu’elle peut se mettre sous la forme :

Bz =
µ0In

2
(cos θ1 − cos θ2)

• 79 Concours ESIM
15 min.

Théorème d’Ampère MP-PC-PSI-PT

1. Calculer le champ magnétique ~B créé par un fil infini parcouru par un courant
d’intensité I , à une distance a (on commencera par étudier les symétries et on
utilisera le théorème d’Ampère).

2. (a) On considère un ruban infini d’épaisseur e négligeable (cf. figure 1).

L
Figure 1

r e

L

I

M

M

2L

I

Figure 2

Calculer le champ magnétique ~B(M) que produit ce ruban en un point M .

(b) Même question dans le cas de la gouttière présentée sur la figure 2.

• 80 QCM
20 min.

Théorème d’Ampère et potentiel vecteur MP-PC-PSI-PT

1. On considère un conducteur, d’extension infinie selon son axe (z′z) et de rayon R.
Un courant I , de densité volumique uniforme ~v = jv ~ez , parcourt le cylindre. Tous
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les points de l’espace sont repérés par leurs coordonnées (r, θ, z) dans le repère
cylindro-polaire (O,~er, ~eθ, ~ez). Calculer le champ magnétique ~B(M) en un point
M quelconque à l’intérieur du conducteur cylindrique. On note µ0 la perméabilité
du vide.

(a) ~B(M) =
µ0I

πR2
r ~eθ (b) ~B(M) =

µ0I

πR2
r ~ez

(c) ~B(M) =
µ0I

2R2
r ~eθ (d) ~B(M) =

µ0I

2πR2
r ~eθ

2. En prenant l’origine du potentiel vecteur sur l’axe du conducteur (z′z), quelle est
l’expression du potentiel vecteur ~A(M) en un point M quelconque à l’intérieur du
conducteur cylindrique ?

(a) ~A(M) = − µ0I

4πR2
r2 ~ez (b) ~A(M) =

µ0I

4πR2
r2 ~ez

(c) ~A(M) = − µ0I

2πR2
r2 ~ez (d) ~A(M) =

µ0I

2πR2
r2 ~ez

• 81 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Théorème d’Ampère MP-PC-PSI-PT

1. On considère une plaque métallique infinie dans les directions des vecteurs ~ey et
~ez de la base cartésienne {~ex, ~ey, ~ez}. Cette plaque, d’épaisseur dx, est parcourue
par un courant de densité volumique ~v = j ~ey (où j est une constante). À l’aide du
théorème d’Ampère, déterminer l’expression du champ magnétique produit en un
point M extérieur à la plaque (on précisera de quel coté de la plaque se trouve M ).

2. On s’intéresse maintenant à une distribution de courant, de densité volumique :

{
~v = j0 e

−x/a ~ey pour x > 0

~v = ~0 pour x < 0

où j0 et a sont des constantes.

(a) En utilisant le résultat de la question précédente, déterminer le champ ~B(x < 0)
que produit cette distribution de courant.

(b) À l’aide de la formulation locale du théorème d’Ampère, en déduire l’expres-
sion de ~B(x > 0).

(c) Donner l’expression d’un potentiel vecteur ~A(M) produit en tout point M de
l’espace.
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• 82 Concours Centrale-Supélec
30 min.

Théorème d’Ampère MP-PC-PSI-PT

Un il infini est parcouru par un courant d’intensité I .
Un cadre, de centreO, de hauteur h et de longueur 2a,
est situé à une distance R de ce fil. Le plan du cadre
est incliné d’un angle ϕ par rapport au plan contenant
le fil et l’axe (Oz).

1. Déterminer l’expression du champ magnétique
~B(M) en tout point M séparé du fil d’une dis-
tance r.

ez

z

I

hr

ϕ

a

M

a

eθ

O

R

er

2. On suppose ici que ϕ = 0. Calculer le flux Φ0 du champ magnétique créé par le fil
à travers le cadre.

3. Répondre à la même question pour ϕ 6= 0. Retrouve-t-on lim
ϕ→0

Φ = Φ0 ?

On rappelle que la fonction réciproque de sinhx est définie par :

argsh x = ln
(

x+
√

1 + x2
)

• 83 Concours Commun Polytechnique
10 min.

Forces de Laplace MP-PC-PSI-PT

Le schéma ci-contre représente une roue de Barlow : une
roue conductrice, de rayon a, d’axe (O,~ez) et de moment
d’inertie J par rapport à cet axe, peut tourner autour de son
axe avec une vitesse angulaire ~ω = ω~ez . Une source de cou-
rant achemine un courant d’intensité I en O, lequel courant
est récupéré par un bain de mercure, en un point H

aI

ez

O

H

B

La roue de Barlow est plongée dans un champ magnétique uniforme ~B = −B~ez et
l’on suppose que ω = 0 à la date t = 0.

1. Déterminer l’expresion du moment des forces de Laplace qui s’exercent sur la roue.

2. Sachant que le moment, par rapport à O, de la force de frottement est noté :
~MO

(

~f
)

= −k ~ω (où k est une constante), trouver ω(t).

• 84 Concours Mines-Ponts
20 min.

Force de Laplace MP-PC-PSI-PT

Une spire circulaire de rayon R et d’axe Oz est parcourue par un courant I constant.

1. Le champ en un point M n’appartenant pas à la spire s’écrit :

~B(M) = Br ~er +Bθ ~eθ +Bz ~ez

Montrer en utilisant le théorème d’Ampère que : Bθ = 0.
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2. Démontrer que pour tout point M au voisinage de l’axe de révolution de la spire :

Br ≃ −r
2

dBr
dz

.

3. On place à la cote z = z0 une spire de rayon a ≪ R parcourue par un courant i.
Calculer la force exercée par la grande spire sur la petite. Dans quels cas cette force
est-elle attractive ou répulsive ? Faire une analogie remarquable.

• 85 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Force de Laplace MP-PC-PSI-PT

Un cadre rectangulaireD1, de dimension 2a selonOx et
2b selon Oz est parcouru par un courant i constant.
On place à une distance x0 > a de ce cadre, un fil infini
D2, confondu avec l’axe (O,~ez) parcouru par un courant
constant I . Exprimer la résultante des efforts de Laplace
s’exerçant sur D1.

O

i

ex

ez

D1

I

2bD2

2a

• 86 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
30 min.

Forces de Laplace MP-PC-PSI-PT

1. Un circuit fermé (Γ), contenu dans un plan perpendiculaire à un vecteur unitaire
~ez , est parcouru par un courant d’intensité I .

Ce circuit est plongé dans un champ magnétique ~B non
uniforme : ~B(P ) dépend du point P où il est mesuré.

(a) On note ~R =
∑

α

Rα ~eα la résultante des forces

de Laplace qui s’exercent sur (Γ), de composantes
(Rx,Ry,Rz) dans une base cartésienne {~ex, ~ey, ~ez}.
Montrer que :

(Γ)

O

B(P)ey

IP

ez ex

Rα = I

∫∫

(S)

−→
rot

(

~B ∧ ~eα
)

· d~S

où (S) désigne la surface de contour (Γ).

(b) On rappelle que pour tout couple de vecteurs ~U et ~V :
−→
rot

(

~U ∧ ~V
)

= ~U × div ~V − ~V × div ~U +
(

~V · ~∇
)

~U −
(

~U · ~∇
)

~V

où :
(

~V · ~∇
)

~U =
∑

α

Vα
∂~U

∂xα

En déduire que :

~R = I

∫∫

(S)

(−−→
gradBz

)

× dS (34)
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2. On cherche à vérifie la relation (34) sur un car particulier :

un cadre rectangulaire (OACD) est plongé dans un
champ magnétique de composantes cartésiennes :

Bx =
B0

a
x By = −B0

a
y Bz =

B0

a
x

Ce cadre, de largeur OA = CD = ℓ et de longueur
AC = DO = L, est parcouru par un courant d’intensité
I .

(Γ)

O

ey

C

ez ex
P

ℓ

I

D

L

A

(a) Déterminer, par un calcul direct, la résultante des forces de Laplace :

~R =

∮

(Γ)

I d
−−→
OP ∧ ~B = I

∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B

(b) Retrouver ce résultat à l’aide de la relation (34).

• 87 Concours Centrale-Supélec
30 min.

Dipôle magnétique MP

On admet que le champ magnétique terrestre ~B est assimilable au champ magnétique
d’un dipôle magnétique situé au centre A de la Terre, de moment :

~mT = −mT ~ez

mT est positif et ~ez désigne le vecteur unitaire de l’axe géo-
magnétique de la Terre, qui est légèrement incliné par rapport
à l’axe de rotation terrestre ; le signe négatif tient compte du
fait que sud et nord magnétiques sont inversés par rapport
aux sud et nord géographiques.

A

ϕ

M

ex

ey

ez

ψ

mT

eϕ

er

eψ

Un pointM de l’espace est repéré par ses coordonnées sphériques (r, ϕ, ψ) par rapport
à l’axe géomagnétique (A,~ez).

En un point M suffisamment éloigné de A, les composantes de ~B s’écrivent :

~B = Br ~er +Bϕ ~eϕ +Bψ ~eψ avec







Br = −µ0mT

4π
× 2 cosϕ

r3

Bϕ = −µ0mT

4π
× sinϕ

r3

Bψ = 0

~er, ~eϕ et ~eψ sont les vecteurs unitaires de la base sphérique.

1. Établir l’équation différentielle d’une ligne de champ. En intégrant cette équa-
tion, montrer que l’équation d’une ligne de champ est donnée par l’expression :
r = r0 sin2 ϕ, où r0 désigne une constante.

2. Tracer l’allure de quelques lignes de champ dans un plan méridien (plan défini par
ψ = constante).
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3. Calculer l’intensité B = B(ϕ) du champ magnétique sur une ligne de champ ;
en désignant par B0 l’intensité correspondante dans le plan équatorial magnétique

(plan défini par ϕ =
π

2
), écrire B sous la forme B = B0 × f(ϕ).

Exprimer B0 en fonction de mT , r0, µ0 puis expliciter la fonction f(ϕ).

4. Pour quelle valeur de ϕ l’intensité B(ϕ) est-elle minimale ? Exprimer la valeur
Bmin correspondante, en fonction de B0.

5. Vérifier que f(π − ϕ) = f(ϕ).

6. Représenter le graphe de f(ϕ) en précisant le domaine de variation de ϕ.
7. On se propose de déterminer, en un point P (défini par l’angle ϕ = ϕP ) situé à la

surface de la Terre, l’intensité de la composante horizontale Bh = |Bϕ| du champ
magnétique terrestre, en mesurant les petites oscillations dans un plan horizontal
d’une aiguille aimantée.
L’aiguille aimantée est un petit solide qui peut tourner sans frottements autour de
son axe vertical. Elle est assimilable à un dipôle magnétique de moment magnétique
~m horizontal et de moment d’inertie J par rapport à son axe de rotation. On pose :

α = (~eϕ, ~m)

(a) Quelle est la position d’équilibre stable de l’aiguille aimantée dans le champ
magnétique terrestre ? justifier brièvement la réponse.

(b) Établir l’équation différentielle du mouvement de l’aiguille soumise au champ
magnétique terrestre.

(c) En déduire la période τ0 des petites oscillations de cette aiguille, en fonction de
Bh, J et m = ‖~m‖.

(d) Les valeurs de m et J n’étant pas connues, on utilise le champ magnétique ~Be,
créé par une bobine parcourue par un courant électrique, pour s’en affranchir.
On place d’abord la bobine telle que ~Be et la composante horizontale du champ
terrestre soient parallèles et de même sens ; on mesure la période τ1 des petites
oscillations de l’aiguille aimantée. On change ensuite le sens du courant dans la
bobine et on mesure la nouvelle valeur τ2 de la période des petites oscillations.
En déduire Bh en fonction de l’intensité Be du champ ~Be créé par la bobine et

du rapport
τ1
τ2

(on supposera que Bh < Be).

(e) Application numérique : en un point P , défini par ϕP = 50˚, on a mesuré

Be = 100 µT et
τ1
τ2

= 0,78. Calculer Bh.

• 88 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Équations de Maxwell MP-PC-PSI-PT

On désignera par i le nombre complexe de module unité et d’argument
π

2
et, à toute

grandeur harmonique de pulsation ω : a(M, t) = a(M) cos [ωt+ φ(M)], on asso-
ciera le nombre complexe a(M, t) = A(M) eiωt oùA(M) représente l’amplitude com-
plexe : A(M) = a(M) eiφ(M).
La perméabilité magnétique du vide : µ0 = 4π × 10−7 H · m−1 doit être systématique-
ment remplacée, dans un matériau métallique, par la perméabilité magnétique absolue
du métal : µ = µ0 × µr.
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On tiendra compte aussi de la conductivité électrique γ des métaux. Les données sont :

acier amagnétique µr = 1 γ = 106 S · m−1

acier magnétique µr = 350 γ = 5.106 S · m−1

La permittivité électrique du vide sera prise égale à : ε0 =
1

36π × 109
F · m−1.

Enfin, l’expression donnée ci-après du Laplacien vectoriel d’un vecteur ~ pourra être
utilisée sans démonstration :

∆~ =
−−→
grad (div~)−−→

rot
(−→
rot~

)

Un conducteur, alimenté par un courant i, génère un champ magnétique ~B sinusoï-
dal, de fréquence compatible avec l’approximation des régimes quasi stationnaires. Ce
champ est globalement orienté suivant un axe (Oz) autour duquel il conserve une sy-
métrie de révolution. Il agit sur un disque métallique coaxial, d’épaisseur d = 1 cm,
dont la face en regard vers l’inducteur est centrée en O.

O
B

inducteur

x

i1

z

plaque circulaire

1. Exprimer la loi qui permet de prévoir globalement le sens de roration des courants
induits dans la plaque circulaire. Préciser celui-ci. Quelle est la fréquence des cou-
rants induits ?

2. Pour modéliser ces courants, on cherche une solution conforme aux équations de
Maxwell et compatible avec l’hypothèse de charges mobiles entraînées, en rota-
tion autour de l’axe (Oz), avec une vitesse angulaire Ω(z), uniforme dans chaque
section droite de la plaque circulaire.
Toute l’étude se fera en coordonnées cartésiennes dans le référentiel orthonormé
(Ox, y, z), l’axe (Oy), non représenté sur la figure précédente, étant orienté nor-
malement au plan du dessin, vers l’arrière.

(a) Exprimer la vitesse linéaire ~v des charges électriques en un point M(x, y, z) du

disque, sous forme d’un produit vectoriel fonction du rayon vecteur
−−→
OM et du

vecteur axial ~Ω(z) représentant la vitesse de rotation, orienté selon (Oz).

(b) En déduire les composantes jx et jy de la densité de courant ~, en fonction du
nombre n de charges élémentaires e mobiles par unité de volume, de la vitesse
angulaire Ω(z) et des coordonnées du point M .

(c) Calculer les dérivées partielles
∂2jx
∂x2

,
∂2jx
∂y2

,
∂2jy
∂x2

et
∂2jy
∂y2

.

3. Équations de Maxwell

(a) Exprimer la loi d’Ohm locale pour un métal de conductivité γ.

(b) Écrire les équations de Maxwell pour un métal de perméabilié absolue µ.
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(c) À partir de ces équations de Maxwell, retrouver l’équation locale de conserva-
tion de la charge.

(d) Si les conditions initiales étaient telles qu’une densité volumique de charges
ρ0 soit présente à l’instant t = 0, montrer qu’elle disparaîtrait en un temps très
court. Évaluer ce temps et conclure qu’en régime établi, le conducteur reste
globalement neutre en tout point de son volume. Donner l’expression simplifiée
de l’équation de Maxwell-Gauss.

(e) Montrer que, lorsque la fréquence imposée est égale à 25 kHz, les courants de
déplacement sont tout à fait négligeables devant les courants de conduction.
Dans ce cas, donner l’expession simplifiée de l’équation de Maxwell-Ampère.

(f) Réécrire les équations de Maxwell ainsi obtenues, en utilisant la notation com-
plexe pour les dérivations en fonction du temps. En déduire une relation expri-
mant la proportionnalité entre la densité de courant ~ et son Laplacien vectoriel
∆~.

4. On cherche, pour les composantes jx et jy de la densité volumique de courant, des
expressions complexes qui puissent s’écrire : Jx(z) e

iωt et Jy(z) e
iωt.

Montrer alors, en utilisant les résultats obtenus en 2-(c), que ces expressions sont
régies par des équations différentielles de la forme :

d2Jx
dz2

= f (Jx) et
d2Jy
dz2

= f
(
Jy
)

5. Résoudre ces équations et écrire l’expression générale des amplitudes complexes
Jx et Jy en faisant apparaître, dans chaque cas, deux constantes d’intégration.

6. Introduire une grandeur δ homogène à une longueur et caractéristique de l’atté-
nuation suivant l’axe (Oz). Quel nom donne-t-on habituellement à cette grandeur ?
Montrer qu’elle peut s’écrire :

δ ≃ 503,5√
γµrf

7. L’inducteur est alimenté par un générateur délivrant une fréquence f = 25 kHz.
La plaque a une épaisseur égale à 1 cm.

(a) Calculer la profondeur des courants dans les deux cas : acier amagnétique puis
acier magnétique, compte tenu des valeurs numériques données en début de
problème.

(b) Justifier que, malgré la petitesse de son épaisseur, on puisse considérer la plaque
comme illimitée selon z.

(c) Simplifier alors les expressions de Jx et de Jy .

8. Donner, en notation réelle, l’expression de la norme du vecteur densité de courant
~(z). On désignera par J0 sont amplitude en z = 0.

• 89 Concours Centrale-Supélec
20 min.

Induction MP-PC-PSI-PT

Une bobine plate deN spires, de section S, de résistanceR et d’inductance négligeable
est placée à l’intérieur d’un solénoïde idéal comportant n spires par unité de longueur,
parcouru par un courant I constant.
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Un opérateur fait tourner la bobine à la vitesse angulaire ω constante autour d’un axe
parallèle à (Ox), portant le diamètre de la bobine et perpendiculaire à l’axe (Oz) du
solénoïde.

I
z

x

 B1

1. Décrire qualitativement ce qui se passe dans la bobine.

2. Exprimer le courant induit dans la bobine.

3. Exprimer les actions mécaniques du solénoïde sur la bobine.

• 90 Concours Mines-Ponts 2002
20 min.

Induction MP-PC-PSI-PT

On introduit une particule (m, q) dans une région où règne le champ uniforme ~B,
définissant la direction Oz.
La vitesse ~v de la particule est dans le plan passant par l’origine O, perpendiculaire à
~B.
On note respectivement v et B les normes de la vitesse et du champ magnétique ;
ces deux dernières grandeurs dépendent du temps. Les variations du champ ~B sont
suffisamment lentes pour qu’à un instant donné, la trajectoire puisse être considérée
comme circulaire, de période de révolution T . On se propose d’abord d’exprimer dans
ces conditions le champ électrique ~E associée aux variations temporelles de ~B par deux
méthodes différentes.

1. On admet que ce champ électrique, possédant la symétrie cylindrique, est orthora-
dial ; trouver alors sa mesure algébrique sur le vecteur unitaire ~eθ.

Si ~B pointe vers les z positifs et si sa norme augmente avec le temps, une particule
de charge électrique positive sera-t-elle accélérée ou ralentie par la force associée
au champ ~E ?

2. Vérifier que le champ magnétique à l’instant t au point M peut-être décrit par le

potentiel vecteur : ~A =
1

2
~B ∧ ~OM .

En admettant que le potentiel scalaire soit nul, exprimer le champ électrique ~E
associé au potentiel choisi.

3. Exprimer le rayon R du cercle trajectoire en fonction de v, B, m et q.

4. Établir que l’énergie cinétique de la particule Ec(t) est proportionnelle à B.

5. Le champ électrique induit dépend lui aussi du temps,
∂ ~E

∂t
n’est pas identique-

ment nul ; or, la relation
−→
rot ~B =

1

c2
∂ ~E

∂t
force la conclusion que le champ ~B étant

homogène dans l’espace, le champ ~E ne saurait dépendre du temps.
Quelle est l’origine de cette contradiction ? Comment la résoudre ?
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• 91 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Induction MP-PC-PSI-PT

Sur deux rails conducteurs parallèles à l’axe (Ox), dans un même plan horizontal,
séparés d’une distance d, peuvent glisser deux barres conductrices parallèles, perpen-
diculaires aux rails. On négligera les frottements entre les barres et les rails. L’ensemble
constitue un circuit fermé de résistance totale R0 que l’on admettra indépendante de
la position des barres. Ce dispositif est plongé dans un champ magnétique uniforme et
stationnnaire, orthogonal au plan du circuit. À t = 0, on lance la barre 1, avec la vitesse
~V = V0 ~ex, la barre 2 étant immobile.

B = B ez

V
1

V
2

Barre 1 Barre 2

1. Par une étude qualitative, monter que la barre 2 se met en mouvement. Comment
vont évoluer les vitesses des deux barres ?

2. Exprimer l’intensité du courant induit dans le circuit.

3. Exprimer ~V1(t) et ~V2(t)

4. Montrer qu’entre t = 0 et t très grand, la puissance dissipée par effet Joule corres-
pond à la variation d’énergie cinétique. Conclure.

• 92 Lycée Saint-Exupéry
30 min.

Induction MP-PC-PSI-PT

On considère deux spires de rayons R et a, (R≫ a) ayant même axe
(Oz).
La spire de rayon R est parcouru par le courant I(t) = I0 cos(ωt).
On appelle z la distance qui sépare les deux spires. On se place dans
l’approximation des régimes quasi permanents

1. On cherche à exprimer le champ magnétique , ~B1, crée par la grande
spire au niveau de la petite. Montrer que ce champ n’a pas de com-
posante orthoradiale.

2. Exprimer ce champ en tout point de l’axe (Oz), on admettra pour la
suite que ~B1(r, z) = B1r ~ur +B1z(r = 0, z) ~uz .

O

ez

I(t)

i(t)

3. En déduire M , inductance mutuelle entre les deux circuits.

4. En assimilant la petite spire à un dipôle magnétique, de moment que l’on précisera,
exprimer le flux du champ magnétique crée par cette dernière au niveau de la grande
spire, retrouver la valeur de M .

On donne pour un dipôle magnétique de moment ~M, situé en P , le potentiel
vecteur crée en tout point de l’espace repéré par ses coordonnées sphériques
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M(r, θ, ϕ) :

~A(M) =
µ0

4π

~M∧ ~PM

PM3

5. Exprimer, en régime établi, le courant induit dans la spire de rayon a.

• 93 Concours Centrale-Supélec
30 min.

Induction MP-PC-PSI-PT

On place un cylindre de rayon a, de longueur L, d’axe (Oz) et de conductivité γ dans
un champ magnétique uniforme :

a
ezO

L

B

~B = B0 cos(ωt)~ez

1. Quel dispositif permet d’obtenir un tel champ ?

2. Justifier qu’il va apparaître dans le milieu un champ électrique.

3. En admettant que ce dernier est orthoradial, l’exprimer en fonction de B0, r et ω
pour r < a.

4. Exprimer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le matériau.

• 94 Concours Commun Polytechnique
40 min.

Induction MP-PC-PSI-PT

Un aimant A, de moment magnétique ~M , de moment
d’inertie J , situé dans le plan (Oxy), tourne autour
de l’axe (Oz) à la vitesse angulaire ~ω = ω~ez .
Une spire de rayon a, d’inductance propre négli-
geable et de résistance R, est centrée sur l’axe (Ox)
à l’abscisse r ≫ a.

1. Exprimer le courant induit dans la spire. On uti-
lisera l’expression du champ magnétique crée par
un aimant à grande distance.

er

r

eθ

θ

y

x
A

2. En déduire le champ magnétique crée par la spire au point O.

3. Exprimer le moment des efforts qu’exerce la spire sur l’aimant.

4. En supposant que l’aimant, entraîné par un moteur, tourne à vitesse angulaire
constante, exprimer le moment du couple exercé par le moteur sur l’aimant.
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5. À t = 0 le moteur débraye, θ = 0 et ω = ω0. Déterminer l’angle α dont tourne A
avant de s’immobiliser, en supposant d’abord que le moteur exerce un frein négli-
geable, puis que le moteur freine fortement A.

On rappelle que le champ magnétique créé par un aimant de moment M en un point P
de l’espace vaut :

~B(P ) =
µ0M

4π AP 3
[2 cos θ ~er + sin θ ~eθ]
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• 60 Lycée Poincaré, Nancy

Soit dℓ un élément de longueur, centré sur un point P ,
correspondant à un arc dℓ = Rdθ et portant donc une
charge δq = λdℓ = λRdθ. Une telle charge produit en O
un champ électrique élémentaire :

δ ~E =
δq

4πε0 PO2
~u où

−−→
PO = R~u

=
λRdθ

4πε0R2
~u =

λ

4πε0R
dθ ~u

α

O

B

R

C

ez

α

u

P

θ

θ

dθ

dℓ

Aussi, le champ produit en O par la totalité de la distribution (θ varie de α à 2π − α)
vaut :

~E(O) =
λ

4πε0R

∫ 2π−α

α

dθ ~u

Or, l’axe (O,~ez) est un axe de symétrie pour cette distribution de charges, passant par
O, en conséquence de quoi ~E(O) est colinéaire à ~ez :

~E(O) = E(O)~ez ⇒ E(O) = ~E(O) · ~ez =
λ

4πε0R

∫ 2π−α

α

~u · ~ez dθ

où ~u · ~ez = cos θ permet d’écrire :

E(O) =
λ

4πε0R

∫ 2π−α

α

cos θ dθ =
λ

4πε0R




sin(2π − α)
︸ ︷︷ ︸

=− sinα

− sinα






= − λ

2πε0R
sinα

⇒ ~E(O) = − λ

2πε0R
sinα~ez

• 61 Lycée Saint-Louis, Paris

Un point M(r, θ, φ) de la distribution de charges
est repéré par ses coordonnées sphériques :

r ∈ [a1, a2] , θ ∈ [0, α] , φ ∈ [0, 2π]

et par le vecteur unitaire ~er :
−−→
OM = r ~er avec θ = (~er, ~ez)

Or, au voisinage de M , un volume élémentaire
δτ = r2 dr sin θ dθ dφ contient la charge :

er

θ

O

x

y

M

z

r

φ

ez

δq = ρdτ = ρ× r2 dr × sin θ dθ dφ
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à l’origine du champ électrique δ ~E(O) en O :

δ ~E(O) =
δq

4πε0r2
~u =

ρ

4πε0
dr × sin θ dθ × dφ~u

où ~u =

−−→
MO

OM
est le vecteur unitaire directeur de

−−→
MO.

Ainsi, le champ électrique créé en O par l’ensemble de la distribution (D) vaut :

~E(O) =

∫∫∫

(D)

ρ

4πε0
× dr × sin θ dθ × dφ~u

Or, l’axe (Oz) est un axe de symétrie électrique, qui passe par O, en conséquence de
quoi le champ électrique est colinéaire à (Oz) :

~E(O) = E(O)~ez ⇒ E(O) = ~E(O) · ~ez

Enfin, les définitions des vecteurs ~u et ~er conduisent à :
{ −−→

OM = r ~er−−→
MO = r ~u

⇒ ~u = −~er ⇒ ~u · ~ez = −~er · ~ez = − cos θ

Il s’ensuit que :

E(O) = ~E(O) · ~ez
=

∫∫∫

(D)

ρ

4πε0
× dr × sin θ dθ × dφ× ~u · ~ez

︸ ︷︷ ︸

− cos θ

= − ρ

4πε0

∫ 2π

φ=0

dφ

∫ a2

a1

dr

∫ α

0

sin θ cos θ dθ

= − ρ

4πε0
× 2π × (a2 − a1)×

1

2

[

−cos(2θ)

2

]α

0

soit encore :
E(O) = − ρ

8ε0
(a2 − a1) [1− cos(2α)]

Par suite :

~E(O) = − ρ

8ε0
(a2 − a1)× [1− cos(2α)] ~ez

• 62 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

I- Distributions linéiques de charge

1. Densité linéique uniforme

(a) Dans la base cylindrique, le vecteur
−−→
PM s’écrit :

−−→
PM =

−−→
PO +

−−→
OM avec

{ −−→
OP = z ~ez−−→
OM = r ~er

⇒ −−→
PM = r ~er − z ~ez
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d’où se déduit également sa norme :

PM =
∥
∥
∥
−−→
PM

∥
∥
∥ =

√

r2 + z2

(b) Soient P et P ′ deux points de (L), symétriques par rapport à l’axe (OM).
Étant donné que λ est uniforme, les densités λ(P ) et λ(P ′) sont égales, en
conséquence de quoi (OM) est un axe de symétrie électrostatique. Par suite
~E(M) présente la même direction que (OM), de vecteur directeur ~er :

~E(M) = E(M)× ~er

d’où il découle que :

~E(M) · ~er = E(M)× ~er · ~er ⇒ E(M) = ~E(M) · ~er (35)

(c) Un élément de longueur dz centré sur P possède une charge δqP = λdz qui
produit en M le champ élémentaire :

δ ~E(M) =
δqP
4πε0

×
−−→
PM

PM3
=
λdz

4πε0
×

−−→
PM

(r2 + z2)
3/2

Par conséquent, l’ensemble des points de (L), décrit par z ∈ [−L,L], produit
en M un champ électrique :

~E(M) =
λ

4πε0

∫ L

−L

−−→
PM

(r2 + z2)
3/2

dz

De la relation (35), il découle alors que :

E(M) =
λ

4πε0
× ~ez ·

∫ L

−L

−−→
PM

(r2 + z2)
3/2

dz =
λ

4πε0

∫ L

−L

−−→
PM · ~ez

(r2 + z2)
3/2

dz

Compte tenu de l’expression obtenue pour
−−→
PM , le produit scalaire :

−−→
PM · ~er = (r ~er − z ~ez) · ~er = r

conduit à :

E(M) =
λ

4πε0

∫ L

−L

r

(r2 + z2)
3/2

dz ⇒ E(M) =
λr

4πε0

∫ L

−L

dz

(r2 + z2)
3/2

(d) Le changement de variable proposé par l’énoncé : z = r tanu, se traduit par :

dz = r
du

cos2 u

et :

r2 + z2 = r2 ×
(
1 + tan2 u

)
=

r2

cos2 u
⇒ 1

(r2 + z2)
3/2

=
cos3 u

r3

De plus, lorsque z prend la valeur ±L, la variable u adopte la valeur :

u0 = ± arctan

(
L

r

)
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De ce fait :

E(M) =
λr

4πε0

∫ u0

−u0

r du

cos2 u
× cos3 u

r3
=

λ

4πε0r

∫ u0

−u0

cosudu

=
λ

4πε0r
× 2 sinu0

En remarquant que :

sinu0 =
tanu0

√

1 + tan2 u0
=

L

r
√

1 +

(
L

r

)2
⇒ E(M) =

λ

2πε0r
× L√

r2 + L2

on obtient finalement :

~E(M) =
λ

2πε0r
× L√

r2 + L2
~er

2. Densité linéique non uniforme
(a) Un élément de longueur dz, centré sur P , possède une charge élémentaire :

δqP = σ(P ) dz = α |z| dz

de sorte que la charge totale Q portée par (L) s’obtient en additionnant toutes
les contributions δqP pour z ∈ [−L,L] :

Q =

∫ L

−L

α |z| dz = 2α

∫ L

0

|z| dz

car la fonction |z| est paire, de sorte que :

Q = 2α

∫ L

0

z dz = 2α× L2

2
= αL2 ⇒ α =

Q

L2
⇒ δqP =

Q

L2
|z| dz

(b) À nouveau, si P ′(−z) est un point symétrique de P (z), on constate que :

λ(P ′) =
Q

L2
|−z| = Q

L2
|z| = λ(P )

ce qui suffit à prouver que l’axe (OM) est un axe de symétrie électrostatique,
de vecteur unitaire ~er. Pour les mêmes raisons que précédemment, il s’ensuit
que :

~E(M) = E(M)× ~er ⇒ E(M) = ~E(M) · ~er (36)

(c) Chaque élément δqP étant à l’origine, en M , d’un champ électrique :

δ ~E(M) =
δqP
4πε0

×
−−→
PM

PM3
=

Q

4πε0 L2
× |z| dz

(r2 + z2)
3/2

−−→
PM

le champ total produit par (L) en M vaut :

~E(M) =
Q

4πε0 L2

∫ L

−L

|z| dz
(r2 + z2)

3/2

−−→
PM
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c’est-à-dire, compte tenu de la relation (36) :

E(M) =
Q

4πε0 L2
~er ·

∫ L

−L

|z| dz
(r2 + z2)

3/2

−−→
PM

=
Q

4πε0 L2

∫ L

−L

|z| dz
(r2 + z2)

3/2

−−→
PM · ~er

car le vecteur de base uniforme ~er peut être distribué dans l’intégrale. Aussi, en
remarquant que

−−→
PM · ~er = r, indépendamment du paramètre z, on obtient :

E(M) =
Qr

4πε0 L2

∫ L

−L

|z| dz
(r2 + z2)

3/2

(d) La parité de la fonction
|z|

√

(r2 + z2)
3/2

permet aussi d’écrire cette intégrale

sous la forme :

E(M) =
Qr

4πε0 L2
× 2

∫ L

0

|z| dz
(r2 + z2)

3/2

=
Qr

2πε0 L2
×
∫ L

0

z dz

(r2 + z2)
3/2

car |z| = z pour z > 0

=
Qr

2πε0 L2
×
[

− 1√
r2 + z2

]z=L

z=0

=
Qr

2πε0 L2
×
(
1

r
− 1√

r2 + L2

)

en conséquence de quoi :

~E(M) = E(M)~er =
Q

2πε0 L2

(

1− r√
r2 + L2

)

~er

II- Distribution surfacique de charges

1. Étant donné l’uniformité de σ, les densités surfaciques de charges σ(P ) et σ(P ′),
en des points P et P ′ symétriques par rapport à (OM), sont égales ; l’axe (OM)
est un axe de symétrie électrostatique, dont la direction ~ez est aussi celle du champ
~E(M) :

~E(M) = E(M)~ez ⇒ E(M) = ~E(M) · ~ez (37)

2. Une surface dSP = r dr dθ, centrée sur P , contient une charge :

δqP = σ dSP = σ r dr dθ

à l’origine d’un champ électrostatique en M :

δ ~E(M) =
δqP
4πε0

×
−−→
PM

PM3
=

σ

4πε0
× r dr dθ

PM3

−−→
PM

où le vecteur : −−→
PM =

−−→
PO +

−−→
OM = z ~ez − r ~er
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a pour norme :

PM =
∥
∥
∥
−−→
PM

∥
∥
∥ =

√

z2 + r2 ⇒ δ ~E(M) =
σ

4πε0
× r dr dθ

(z2 + r2)
3/2

−−→
PM

Par conséquent, le champ total produit par (D) en M vaut :

~E(M) =
σ

4πε0

∫∫

(D)

r dr dθ

(z2 + r2)
3/2

−−→
PM

Ce faisant, l’identité (37) devient, en distribuant le vecteur de base ~ez dans l’inté-
grale :

E(M) = ~E(M) · ~ez =
σ

4πε0

∫∫

(D)

r dr dθ

(z2 + r2)
3/2

−−→
PM · ~ez

où :
−−→
PM · ~ez = (z ~ez − r ~er) · ~ez = z

⇒ E(M) =
σ

4πε0

∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0

z r dr dθ

(z2 + r2)
3/2

Compte tenu de l’indépendance des paramètres d’intégration r et θ, cette intégrale
vaut aussi :

E(M) =
σ z

4πε0
×
∫ 2π

0

dθ ×
∫ R

0

r dr

(z2 + r2)
3/2

=
σz

4πε0
× 2π ×

[

− 1√
z2 + r2

]r=R

r=0

où l’identité :
√
z2 = |z| conduit à :

E(M) =
σz

2ε0
×
(

1

|z| −
1√

z2 +R2

)

C’est pourquoi :

~E(M) = E(M)~ez =
σz

2ε0
×
(

1

|z| −
1√

z2 +R2

)

~ez

3. Un plan (O,~er, ~eθ) infini peut être assimilé à un disque (D) dont le rayon R tend
vers l’infini, avec :

lim
R→∞

(
1

|z| −
1√

z2 +R2

)

=
1

|z|

à la suite de quoi le champ électrique créé en M par ce plan infini s’écrit :

~E(M) =
σ

2ε0
× z

|z| ~ez (38)

SoientM1(z1 > 0) etM2(z2 < 0) deux points situés de part et d’autre du plan (Π)
infini ; les champs produits en ces points s’obtiennent à partir de la loi précédente,
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dans laquelle :

z1 > 0 ⇒ z1 = |z1| ⇒ ~E(M1) =
σ

2ε0
~ez

tandis que :

z2 < 0 ⇒ z2 = − |z2| ⇒ ~E(M2) = − σ

2ε0
~ez

En représentant la trace de (Π) sur la feuille, perpendiculaire à (Π), les champs
~E(M1) et ~E(M2) apparaissent alors symétriques par rapporrt à (Π) :

(Π)

M1

E(M1)

M2

E(M2)

Remarque – Le résultat (38) montre non seulement qu’à la traversée du plan
chargé, le champ électrostatique subit la discontinuité :

∆ ~E = ~E(M1)− ~E(M2) =
σ

ε0
~ez

mais également qu’en tout point de (Π), le champ électrostatique ne peut être cal-
culé.

• 63 Lycée Hoche, Versailles

1. L’axe (Oy) étant un axe de symétrie, il s’ensuit que ~E(O) présente la même direc-
tion, c’est-à-dire celle de ~ey :

~E(O) = E(O)~ey ⇒ E(O) = ~E(O) · ~ey (39)

Notamment, si δτ désigne un volume élémentaire, centré sur M et produisant un
champ δ ~E(O) en O, le champ électrique total produit en O par la distribution (D)
de charges vaut :

~E(O) =

∫∫∫

(D)

δ ~E(O)

Aussi, la relation (39) a-t-elle pour conséquence :

E(O) = ~ey ·
∫∫∫

(D)

δ ~E(O) =

∫∫∫

(D)

δ ~E(O) · ~ey (40)

2. Le volume δτ = r dθ× dr× dz évoqué précédemment contient la charge élémen-
taire :

δq = ρ δτ = ρ× r dr × dz × dθ
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responsable de l’apparition, en O, du champ électrique :

δ ~E(O) =
δq

4πε0MO3

−−→
MO

où : −−→
MO =

−−→
MH +

−−→
HO = −z ~ez − r ~er ⇒MO =

√

z2 + r2

et : −−→
MO · ~ey = (−z ~ez − r ~er) · ~ey = −r ~er · ~ey = −r sin θ

Par suite, la relation (40) devient :

E(O) = −
∫∫∫

(D)

δq

4πε0 (z2 + r2)
3/2

r sin θ = −
∫∫∫

(D)

ρ r dr dz dθ

4πε0 (z2 + r2)
3/2

r sin θ

Or, la distribution (D) étant décrite par r ∈ [0, R], θ ∈ [0, π] et z ∈ ]−∞, +∞[, il
s’ensuit que :

E(O) =

∫ π

θ=0

− sin θ dθ

∫ R

r=0

(

ρ

4πε0
r2 dr

∫ +∞

−∞

dz

(z2 + r2)
3/2

)

avec : ∫ π

0

− sin θ dθ = [cos θ]
π
0 = −2

tandis que le changement de variable :

z = r tanu⇒ z2 + r2 = r2
(
1 + tan2 u

)
=

r2

cos2 u
et dz = r

du

cos2 u

fournit :
∫ +∞

−∞

dz

(z2 + r2)
3/2

=

∫ π/2

−π/2

r
du

cos2 u
× cos3 u

r3
=

1

r2

∫ π/2

−π/2

cosudu

=
1

r2
[sinu]

π/2
−π/2 =

2

r2

C’est pourquoi :

E(O) = −2×
∫ R

r=0

ρ

4πε0
r2 × 2

r2
dr = − ρ

πε0

∫ R

r=0

dr

= − ρR

πε0
⇒ ~E(O) = − ρR

πε0
~ey

• 64 Concours Commun Polytechnique

Les charges qA et qB produisent, au point P , des champs électriques respectifs :

~EA(P ) =
qA
4πε0

−→
AP

AP 3
et ~EB(P ) =

qB
4πε0

−−→
BP

BP 3
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de résultante :

~E(P ) = ~EA(P ) + ~EB(P ) =
1

4πε0

(

qA

−→
AP

AP 3
+ qB

−−→
BP

BP 3

)

ux

0A(qA)

P uy

B(qB)

1

-1 1

E(P)
EA(P)

EB(P)

EB(P)

Or, en P , la ligne de champ présente une tangente parallèle à l’axe (O, ~ux), ce qui
signifie que ~E(P ) est colinéaire à ~ux, ce qui impose également :

~E(P ) · ~uy = 0 ⇒ 1

4πε0

( qA
AP 3

−→
AP · ~uy +

qB
BP 3

−−→
BP · ~uy

)

= 0

où, en notant y l’ordonnée du point P :
{ −→

AP · ~uy = y−−→
BP · ~uy = y

⇒ y

4πε0

( qA
AP 3

+
qB
BP 3

)

= 0

⇒ qB = −
(
BP

AP

)3

× qA

Application numérique :
Avec : BP =

√
32 + 22 =

√
13 et AB =

√
12 + 22 =

√
5, ou trouve :

qB = −
(
13

5

)3/2

qA ≃ −4,2× qA

• 65 Concours Commun Polytechnique

1. Le potentiel V (r) est associé au champ électrostatique ~E par l’intermédiaire de la
relation :

~E = −−−→
grad V = −∂V

∂r
~er −

1

r

∂V

∂θ
~eθ −

1

r sin θ

∂V

∂ϕ
~eϕ

= − dV

dr
~er car V ≡ V (r)

= − qe

4πε0

d

dr

[

e−λr
(
1

r
+
λ

2

)]

~er

= − qe

4πε0
e−λr

[

− 1

r2
− λ

r
− λ2

2

]

~er
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soit encore :

~E =
qe

4πε0r2
e−λr ×

(

1 + λ r +
1

2
λ2r2

)

~er

2. La densité volumique de charges, ρ(r), vérifie l’équation de Poisson :

∆V +
ρ

ε0
= 0 ⇒ ρ = −ε0 ∆V

où le potentiel V ne dépend que de la variable r, en conséquence de quoi

∆V =
1

r

d2

dr2
(rV ) =

1

r

d2

dr2

[

e−λr
(

1 +
λr

2

)]

× qe

4πε0

=
1

r

d

dr

[

e−λr
(
λ

2
− λ− λ2

2
r

)]

× qe

4πε0

= − λ

2r

d

dr

[
e−λr (1 + λr)

]
× qe

4πε0

= − λ

2r
e−λr

(
λ− λ− λ2r

)
× qe

4πε0

=
qe λ3

8πε0
e−λr

d’où il s’ensuit que :

ρ(r) = −qe λ
3

8π
e−λr

Aussi, dans le volume élémentaire compris dans une coquille sphérique centrée sur
O et de rayons r et r + dr, se trouve une charge :

δQ = ρ(r)× 4πr2 dr = −qe λ
3

2
r2 e−λr dr

Par suite, dans une sphère de rayon r est confinée une charge :

Q(r) =

∫ r

0

δQ = −qe λ
3

2

∫ r

0

u2 e−λu du

où une intégration par parties fournit :

I =

∫ r

0

u2 e−λu du =
2

λ3
− e−λr

(
r2

λ
+

2r

λ2
+

2

λ3

)

⇒ Q(r) = −qe+ qe e−λr
(
λ2r2

2
+ λr + 1

)

Cette expression montre que la charge Q(r) est la somme d’une charge centrale :

Q0 = −qe
et d’une charge :

Q1 = qe e−λr
(
λ2r2

2
+ λr + 1

)
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qui provient d’une distribution volumique de charges ρ1 telle que :

Q1 =

∫ r

0

4π u2 ρ1(u) du

c’est-à-dire :

qe

4π
e−λr

(
λ2r2

2
+ λr + 1

)

=

∫ r

0

u2ρ1(u) du

Il s’ensuit que :

r2 ρ1(r) =
qe

4π

d

dr

[

e−λr
(
λ2r2

2
+ λr + 1

)]

=
qe

4π
e−λr

(

λ2r + λ− λ3

2
r2 − λ2r − λ

)

= −λ
3qe

8π
r2 e−λr

⇒ ρ1(r) = −λ
3qe

8π
e−λr

• 66 Lycée Saint-Exypéry, Mantes-la-Jolie

1. L’axe (OM), de vecteur directeur ~er, tel que
−−→
OM = r ~er, est un axe de symétrie

électrique qui passe par M , en raison de quoi ~E(M) est colinéaire à ~er :

~E(M) = Er(r, θ, φ)~er

De plus, une rotation de la distribution de
charges autour de O n’entraîne aucune mo-
dification de cette distribution. C’est pour-
quoi la composante Er de ~E est indépen-
dante de θ et de φ :

M
O r

R

er

~E(M) = Er(r)~er

2. Pour r < R, ρ est constant et est défini par :

ρ =
q

4

3
πR3

⇒ ρ

3
=

q

4πR3
(41)

Ce faisant, l’équation locale de Maxwell-Gauss impose :

div ~E =
ρ

ε0
⇒ 1

r2
∂

∂r

(
r2Er

)
=

ρ

ε0
car Eθ = 0 et Eφ = 0

⇒ d

dr

(
r2Er

)
=

ρ

ε0
r2 car Er = Er(r)

⇒ r2Er =
ρ r3

3ε0
+ α
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où α est une constante que l’on peut calculer en écrivant cette relation en r = 0 :

0 = 0 + α⇒ Er =
ρr

3ε0

c’est-à-dire, en tenant compte de l’expression (41) :

Er =
qr

4πε0R3
⇒ ~E =

qr

4πε0R3
~er

3. En admettant la continuité de Er en r = R, on suppose que :

lim
r→R−

[Er(r)] = Er(R) = lim
r→R+

[Er(r)]

⇒ Er(R) = lim
r→R+

[Er(r)] = lim
r→R

[
qr

4πε0R3

]

⇒ Er(R) = lim
r→R+

[Er(r)] =
q

4πε0R2

En outre, pour r > R, ρ = 0 confère à l’équation de Maxwell-Gauss la forme
suivante :

div ~E =
ρ

ε0
⇒ 1

r2
d

dr

(
r2Er

)
= 0 ⇒ r2Er = β

où β est une constant accessible en faisant tendre r vers R+ :

lim
r→R+

[Er(r)] = lim
r→R

(
β

r2

)

⇒ q

4πε0R2
=

β

R2
⇒ β =

q

4πε0

⇒ Er =
q

4πε0 r2

d’où il s’ensuit que :

~E =
q

4πε0 r2
~er =

q

4πε0OM3

−−→
OM

qui correspond à l’expression du champ électrique que produirait en M une charge
ponctuelle q située en O.

• 67 Lycée du Parc, Lyon

Soit (Σ1) la demi-sphère évoquée dans l’énoncé, qui produit enM un champ électrique
~E1.
Le plan (P ) qui passe simultanément par O et
M est un plan de symétrie pour la distribution de
charges étudiée, auquel cas ~E1 ∈ (P ). Aussi, en no-

tant ~er ∈ (P ) le vecteur unitaire de
−−→
OM :

−−→
OM = OM ~er

et ~ez le vecteur unitaire orthogonal à (Π), le champ
~E1 a pour composantes :

O M

(P)

er

E1ez

~E1 = E1r ~er + E1z ~ez (42)
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Adjoignons à (Σ1) une demi-sphère (Σ2) iden-
tique à (Σ1) de manière à constituer une sphère
(Σ) complète.
La demi-sphère (Σ2) produit en M un champ :

~E2 = E2r ~er + E2z ~ez

symétrique de ~E1 par rapport à (Π) (car si Σ2

prenait la place de (Σ1), ~E2 s’identifierait à ~E1),
ce qui s’exprime par :

O M

(S)

er

E1

ez

(Π)
E

E2

(Σ1)

r

(Σ2)
{
E2z = −E1z = −Ez
E1r = E2r = Er

⇒
{

~E1 = Ez ~ez + Er ~ez
~E2 = −Ez ~ez + Er ~er

C’est pourquoi le champ résultant ~E vaut :

~E = ~E1 + ~E2 = 2Er ~er

Considérons, en outre, une sphère (S) de rayon r = OM , centrée sur O et de surface
totale S = 4πr2. Soit ~E = 2Er ~er un champ radial, de norme Er constante, colinéaire
à tout élément d~S = dS ~er de (S). Le théorème de Gauss impose :

ΦE =

∫∫

(S)

~E · d~S =
qint

ε0
= 0

car aucune charge ne se trouve dans le volume circonscrit par (S). C’est pourquoi :

0 =

∫∫

(S)

2Er dS = 2Er

∫∫

(S)

dS = 2Er × 4πr2 ⇒ Er = 0

Compte tenu de cette identité, le champ ~E1 décrit par la relation (42) devient :

~E1 = Ez ~ez ⇒ ~E1 ⊥ (Π) car ~ez ⊥ (Π)

• 68 Concours de l’ENAC

1. Une coquille sphérique, de centre O et dont les rayons valent r et r + dr, présente
un volume dτ = 4πr2 dr et donc une charge :

δQ = ρdτ = 4πρ0

(

1− r2

a2

)

r2 dr

C’est pourquoi, dans la sphère de rayon a se trouve la charge :

Q = 4πρ0

∫ a

0

(

r2 − r4

a2

)

dr = 4πρ0

(
a3

3
− 1

a2
× a5

5

)

(43)

= 4πρ0a
3 ×

(
1

3
− 1

5

)

(44)

⇒ Q =
8

15
πρ0a

3 (réponse b) (45)



424 Chapitre 3

2. Les propriétés de symétrie du champ électrostatique permettent d’affirmer que :

le champ électrique ~E est contenu dans le plan de symétrie des charges et
est orthogonal à leurs plans d’antisymétrie (réponses a et b).

Soient ainsi deux plans, (Π1) et (Π2) passant parO et P , qui sont plans de symétrie
pour la distribution de charges. Par suite, le champ ~E(P ) appartient simultanément
à (Π1) et (Π2), c’est-à-dire à leur intersection.

E

(Π2)

O er

(Π1)

P

Cette intersection coïncidant avec le rayon (OP ), de vecteur directeur unitaire ~er,
il s’ensuit que :

~E(P ) = E(P )~er

3. Considérons une sphère (Σ) de rayon r, passant par le point P au voisinage duquel
un élément de surface d~S est défini par : d~S = dS ~er.

Par conséquent :

~E(P ) · d~S = E(P )× dS

En outre, toute rotation de la distribution (D) de
charges autour de O laisse invariante (D), ce qui
signifie que le champ électrique ne dépend que de
r.

erO

dS

r

(Σ)

E(P)
P

~E(P ) · d~S = E(r)× dS

Ce faisant, le flux du champ électrique à travers (Σ) est défini par :

ΦΣ =

∫∫

(Σ)

~E(P ) · d~S =

∫∫

(Σ)

E(r)× dS = E(r)×
∫∫

(Σ)

dS

⇒ ΦΣ = E(r)× 4πr2

Notamment, lorsque r > a, la charge qint contenue à l’intérieur de (Σ) s’identifie à
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Q =
8

15
πρ0 a

3. Ce faisant, le théorème de Gauss stipule que :

ΦΣ =
qint

ε0
⇒ Ee(r)× 4πr2 =

8π

15

ρ0a
3

ε0
(46)

⇒ Ee(r) =
2ρ0a

3

15ε0r2
(47)

⇒ ~Ee(P ) = Ee(r)~er =
2ρ0a

3

15ε0r2
~er (48)

avec :

~er =
~r

r
⇒ ~Ee(P ) =

2ρ0a
3

15ε0r3
~r (réponse a)

4. Si maintenant la sphère (Σ) se trouve à l’intérieur de la distribution de charges
(r < a), son volume contient une charge qint calculable à partir de la relation (43) :

qint = 4πρ0

∫ r

0

(

r2 − r4

a2

)

dr = 4πρ0

(
r3

3
− r5

5a2

)

= 4πρ0

(
1

3
− r2

5a2

)

r3

Aussi, l’application du théorème de Gauss conduit à :

ΦΣ =
qint

ε0
⇒ E(r)× 4πr2 =

4πρ0
ε0

(
1

3
− r2

5a2

)

r3 (49)

⇒ E(r) =
ρ0
ε0

(
1

3
− r2

5a2

)

r (50)

⇒ ~Ei(P ) =
ρ0
ε0

(
1

3
− r2

5a2

)

× r ~er (51)

c’est-à-dire, en remarquant que r ~er = ~r :

~Ei(P ) =
ρ0
ε0

(
1

3
− r2

5a2

)

~r (réponse c)

5. Le champ électrique ne dépendant que de r et étant radial : ~E = E(r)~er, la défini-
tion du potentiel électrique s’écrit, en coordonnées sphériques :

~E = −−−→
grad V ⇒ E(r)~er = −∂V

∂r
~er −

1

r

∂V

∂θ
~eθ −

1

r sin θ

∂V

∂φ
~eφ

Cette équation révèle non seulement que
∂V

∂θ
= 0 et

∂V

∂φ
= 0 (c’est-à-dire que V

ne dépend que de r), mais également que :

dV

dr
= −E(r) (52)

Lorsque r > a, le champ électrique adopte la forme (47) :

Ee(r) =
2ρ0a

3

15ε0r2
⇒ dV

dr
= − 2ρ0a

3

15ε0r2
⇒ Ve(r) =

2ρ0a
3

15ε0r
+ V0
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où la constante V0 tient compte de la valeur nulle de Ve(r) à l’infini, où ne se trouve
aucune charge électrique :

lim
r→∞

[V (r)] = 0 ⇒ V0 = 0

C’est pourquoi :

Ve(r) =
2ρ0 a

3

15 ε0 r
(réponse c)

6. Lorsque r < a, l’expression (50) du champ électrique donne à l’équation (52) la
forme suivante :

dV

dr
= −ρ0

ε0

(
r

3
− r3

5a2

)

⇒ Vi(r) = −ρ0
ε0

(
r2

6
− r4

20 a2

)

+ V1

La consante d’intégration V1 doit rendre compte de la continuité de la fonction
V (r) en r = a :

lim
r→a−

[V (r)] = lim
r→a+

[V (r)] ⇒ −ρ0
ε0

(
a2

6
− a2

20

)

+ V1 =
2 ρ0 a

2

15 ε0

⇒ − 7

60

ρ0 a
2

ε0
+ V1 =

2 a2

15
× ρ0
ε0

⇒ V1 =
ρ0 a

2

ε0
×
(

2

15
+

7

60

)

=
a2

4
× ρ0
ε0

Par conséquent :

Vi(r) =
ρ0
ε0

×
(
a2

4
− r2

6
+

r4

20 a2

)

(réponse a)

• 69 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Dans un volume V =
4

3
πR3, la charge q est répartie de manière uniforme avec une

densité définie par :

ρ =
q

V ⇒ ρ =
3q

4πR3

2. Une sphère S1 de rayon r renferme un volume V1 =
4

3
πr3 tandis qu’une sphère

S2 de rayon r + dr renferme un volume :

V2 =
4

3
π (r + dr)

3
=

4

3
π
(
r3 + 3 r2 dr + 3 r dr2 + dr3

)

soit, au premier ordre en dr : V2 =
4

3
πr3 + 4π r2 dr. C’est pourquoi le volume

compris entre S1 et S2 vaut :

dτ = V2 − V1 ⇒ dτ = 4π r2 dr
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3. (a) L’axe (OM), de vecteur unitaire directeur ~er, est un axe de symétrie pour la
distribution sphérique de charges, en raison de quoi ~E(M) est colinéaire à ~er :

~E(M) = E(M)~er

En outre, toute rotation de (S) autour deO laisse
invariante la distribution de charges. Il s’ensuit
que E(M) ne dépend que de r :

~E(M) = E(r)~er

erO

dS

r

(Σ)

M
E(M)

R
(S)

On désigne par (Σ) la surface d’une sphère de rayon r, dont un élément
d~S = dS ~er permet le calcul du flux de ~E à travers (Σ) :

Φ =

∫∫

(Σ)

~E · d~S =

∫∫

(Σ)

E(r)× dS = E(r)

∫∫

(Σ)

dS = E(r)× 4πr2

Le calcul de la charge qint contenue à l’intérieur de (Σ) doit se mener en distin-
guant deux cas :

• Pour r > R, qint = q, de sorte que le théorème de Gauss s’écrit :

ΦΣ =
qint

ε0
⇒ E(r)× 4πr2 =

q

ε0
⇒ E(r) =

q

4πε0r2
(53)

Par suite :

~E(M) =
q

4πε0r2
~er pour r > R

• Pour r < R, la charge qint représente la charge comprise dans une sphère

de volume V =
4

3
πr3 :

qint = ρV =
3q

4πR3
× 4πr3

3
⇒ qint =

q

R3
r3

Ce faisant, le théorème de Gauss établit que :

ΦΣ =
qint

ε0
⇒ E(r)× 4πr2 =

q

ε0R3
r3 ⇒ E(r) =

q r

4πε0R3
(54)

⇒ ~E(M) =
q

4πε0R3
r ~er pour r < R (55)

(b) La définition du potentiel électrostatique :

~E = −−−→
grad V ⇒ E(r)~er = −∂V

∂r
~er −

1

r

∂V

∂θ
~eθ −

1

r sin θ

∂V

∂φ
~eφ

montre que
∂V

∂θ
= 0 et

∂V

∂φ
= 0, ce qui signifie que V ne dépend que de r.

C’est pourquoi :
dV

dr
= −E(r) (56)

La résolution de cette équation doit être conduite en distinguant deux cas :
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• Pour r > R :

dV

dr
= − q

4πε0r2
⇒ V (r) =

q

4πε0r
+ V0

où V0 est une constante accessible à partir de la convention selon laquelle,
en l’absence de charge à l’infini :

lim
r→∞

[V (r)] = 0 ⇒ V0 = 0 ⇒ V (r) =
q

4πε0r
pour r > R (57)

• Pour r < R, E(r) =
q

4πε0R3
r donne à l’équation (56) la forme :

dV

dr
= − q

4πε0R3
r ⇒ V (r) = − q

8πε0R3
r2 + V1

où la constante V1 doit assurer la continuité de la fonction V (r) en r = R
(on ne peut utiliser ici la convention lim

r→∞
[V (r)] = 0 car le calcul de V (r)

est effectué pour r < R) :

lim
r→R−

[V (r)] = lim
r→R+

[V (r)] ⇒ V1 −
q

8πε0R3
×R2 =

q

4πε0R

⇒ V1 =
3q

8πε0R

Par suite :

V (r) =
q

8πε0R

(

3− r2

R2

)

pour r < R (58)

4. La densité volumique d’énergie électrostatique est définie par :

u =
dE
dτ

=
ε0
2

× E2

où l’expression de E(r) correspond aux resultats (53) et (54) selon que r > R ou
que r < R.

Pour r < R :

E(r) =
q

4πε0R3
r ⇒ u(r < R) =

q2

32π2ε0R6
r2

et, pour r > R :

E(r) =
q

4πε0r2
⇒ u(r > R) =

q2

32π2ε0
× 1

r4

Étant donné l’expression de dτ = 4πr2 dr, l’énergie électrostatique E créée dans
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l’espace vaut :

E =

∫∫∫

r<R

u(r) dτ +

∫∫∫

r>R

u(r) dτ

=
q2

8πε0R6

∫ R

0

r4 dr +
q2

8πε0

∫ ∞

R

dr

r2

=
q2

8πε0

{
1

R6
× R5

5
+

1

R

}

=
q2

8πε0
× 6

5R

soit encore :

E =
3q2

20πε0R

5. En remarquant que pour r > R, ρ(r) est nul, on obtient :

I =
1

2

∫∫∫

espace
ρ V dτ =

1

2

∫∫∫

r<R

ρ V dτ

où dτ = 4πr2 dr, ρ =
3q

4πR3
et, conformément au résultat (58) :

V (r < R) =
q

8πε0R

(

3− r2

R2

)

⇒ 1

2
ρ V dτ =

1

2
× 3q

4πR3
× q

8πε0R

(

3− r2

R2

)

× 4πr2 dr

⇒ 1

2
ρ V dτ =

3q2

16πε0R4
×
(

3r2 − r4

R2

)

dr

Il s’ensuit que :

I =
3q2

16πε0R4

[
∫ R

0

3r2 dr − 1

R2

∫ R

0

r4 dr

]

=
3q2

16πε0R4

[

R3 − R3

5

]

=
3q2

16πε0R
× 4

5

⇒ I =
3q2

20πε0R

La comparaison de ce résultat avec E conduit à poser : I = E , c’est-à-dire à confir-
mer l’identité :

E =
1

2

∫∫∫

espace
ρ V dτ =

∫∫

espace

ε0E
2

2
dτ

• 70 Lycée Saint-Louis, Paris

1. (a) Le dipôle est constitué de deux charges opposées , +q et −q, situées en des
points respectifs M et N , de sorte que ~p = q

−−→
MN .



430 Chapitre 3

Soient ~E(M) et ~E(N) les champs électrostatiques
aux points M et N ; la force ~F qui s’exerce sur le
dipôle vaut :

~F = q ~E(N)− q ~E(M) = q
[

~E(N)− ~E(M)
]

E(M)

dℓ

p

E(N)

M(-q)

N(q)

En coordonnées cartésiennes, le vecteur
−−→
MN = d~ℓ peut s’écrire :

−−→
MN = d~ℓ = dℓx ~ex + dℓy ~ey + dℓz ~ez

de sorte que le moment dipolaire ~p a pour composantes (px, py, pz) telles que :

~p = q d~ℓ (59)

⇒ px ~ex + py ~ey + pz ~ez = q dℓx ~ex + q dℓy ~ey + q dℓz ~ez (60)

⇒ px = q dℓx, py = q dℓy , pz = q dℓz (61)

En outre, les points M(x, y, z) et N (xN , yN , zN ) sont liés par :
−−→
MN = d~ℓ ⇒ (xN − x) ~ex + (yN − y) ~ey + (zN − z) ~ez

= dℓx ~ex + dℓy ~ey + dℓz ~ez

⇒ xN = x+ dℓx, yN = y + dℓy , zN = z + dℓz

de sorte que :

~E(N) = Ex (xN , yN , zN ) ~ex + Ey (xN , yN , zN ) ~ey + Ez (xN , yN , zN ) ~ez

et :
~E(M) = Ex(x, y, z)~ex + Ey(x, y, z)~ey + Ez(x, y, z)~ez

Or, les composantes Eα du champ électrique en M et N vérifient :

Eα (xN , yN , zN ) = Eα(x+ dℓx, y + dℓy, z + dℓz)

= Eα(x, y, z) + dℓx
∂Eα
∂x

+ dℓy
∂Eα
∂y

+ dℓz
∂Eα
∂z

ce qui signifie aussi que :

~E(N) = ~E(M) + dℓx
∂ ~E

∂x
+ dℓy

∂ ~E

∂y
+ dℓz

∂ ~E

∂z

Il s’ensuit que :

~F = q
[

~E(N)− ~E(M)
]

= q dℓx
∂ ~E

∂x
+ q dℓy

∂ ~E

∂y
+ q dℓz

∂ ~E

∂z

c’est-à-dire, en tenant compte des composantes (61) :

~E = px
∂ ~E

∂x
+ py

∂ ~E

∂y
+ pz

∂ ~E

∂z
⇒ ~F =

(

~p · −−→grad
)

~E (62)
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(b) En coordonnées polaires, l’opérateur
−−→
grad ≡ ~∇ a pour composantes :

~∇ ≡ ∂

∂r
~er +

1

r

∂

∂θ
~eθ

tandis que le vecteur ~p s’écrit :

~p = p cosϕ~er + p sinϕ~eθ

auquel cas :

~F = p cosϕ
∂ ~E

∂r
+
p sinϕ

r

∂ ~E

∂θ

où l’expression ~E =
Q

4πε0r2
~er est fournie par l’énoncé. Il s’ensuit que :

∂ ~E

∂r
=

∂

∂r

[
Q

4πε0r2
~er

]

=
−2Q

4πε0r3
~er car

∂~er
∂r

= ~0

et :
∂ ~E

∂θ
=

∂

∂θ

[
Q

4πε0r2
~er

]

=
Q

4πε0r2
∂~er
∂θ

=
Q

4πε0r2
~eθ

Ce faisant :

~E =
pQ

4πε0r3
(−2 cosϕ~er + sinϕ~eθ)

2. Le cours a permis d’établir que, dans une base {~u,~v}, le champ ~E(O) produit par
le dipôle vaut :

~E(O) =
p

4πε0r3
(2 cos θ ~u+ sin θ ~v) (63)

er

O

r

pM

eθ

θ

er

O

r

p

M

eθ

u

θ
ϕ

v

y

x

Il convient cependant d’adapter les notations au cas étudié ici. Notamment,

θ =
(

~p,
−−→
MO

)

vérifie :

θ + ϕ = π ⇒ θ = π − ϕ⇒
{

cos θ = − cosϕ
sin θ = sinϕ

tandis que ~E = Eu ~u+ Ev ~v, avec u = −~er, ~v = −~eθ et :

Eu =
p

4πε0r3
× 2 cos θ = − p

4πε0r3
× 2 cosϕ

Ev =
p

4πε0r3
× sin θ =

p

4πε0r3
× sinϕ
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Ce faisant, la relation (63) doit être remplacée par :

~E(O) = − p

4πε0r3
× 2 cosϕ× (−~er) +

p

4πε0r3
× sinϕ× (−~eθ)

⇒ ~E(O) =
p

4πε0r3
(2 cosϕ~er − sinϕ~eθ)

Aussi, la charge Q placée en O est soumise à la force :

~F ′ = Q× ~E(O) ⇒ ~F ′ =
pQ

4πε0r3
(2 cosϕ~er − sinϕ~eθ)

de sorte que le principe des actions réciproques conduit à :

~F = − ~F ′ ⇒ ~F =
pQ

4πε0r3
(−2 cosϕ~er + sinϕ~eθ)

• 71 Lycée Saint-Louis, Paris

1. Considérons les dipôles dont les moments dipolaires ~p0 et ~p′0 proviennent de
couples de charges (q, − q) et (q′, − q′) séparées par les distances 2a et 2b. Deux
cas doivent être distingués :

• Si les moments dipolaires sont parallèles : ~p0 = p0 ~u et ~p′0 = p′0 ~u avec
p0 = 2aq et p′0 = 2bq′, où q > 0 et q′ > 0.

p0

r

up0'
A1(-q)

a b
A2(q) B1(-q') B2(q')

O1 O2

a b

Le champ électrique ~E(B1) en B1 provient des champs ~EA1
(B1) et ~EA2

(B1)
produits par les charges portées par les points A1 et A2 :

~EA1
(B1) = − q ~u

4πε0 (r + a− b)2
= − q ~u

4πε0r2
×
(

1 +
a− b

r

)−2

et :

~EA2
(B1) =

q ~u

4πε0 (r − a− b)2
=

q ~u

4πε0r2

(

1− a+ b

r

)−2

Or, l’énoncé rappelle le développement limité de (1 + ε)−2 ≃ 1− 2ε+ 3ε2,
ce qui conduit à :

~EA1
(B1) = − q ~u

4πε0r2

[

1− 2
a− b

r
+ 3

(
a− b

r

)2
]

et :

~EA2
(B1) =

q ~u

4πε0r2

[

1 + 2
a+ b

r
+ 3

(
a+ b

r

)2
]
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Ce faisant, ~E(B1) = ~EA1
(B1)+ ~EA2

(B1) produit une force ~f(B1) = −q′ ~E(B1)
en B1 :

~f(B1) = −q′
[

~EA1
(B1) + ~EA2

(B1)
]

= − qq′ ~u

4πε0r2

{
4a

r
+

3

r2
[
(a+ b)2 − (a− b)2

]
}

soit encore :
~f(B1) = − qq′ ~u

4πε0r2

[
4a

r
+

3

r2
× 2a× 2b

]

De même, le point B2 est soumis aux champs électriques :

~EA1
(B2) =

−q ~u
4πε0 (r + a+ b)2

=
−q ~u
4πε0r2

(

1 +
a+ b

r

)−2

et :

~EA2
(B2) =

q ~u

4πε0 (r − a+ b)2
=

q ~u

4πε0r2

(

1 +
b− a

r

)−2

c’est-à-dire, en tenant compte du développement : (1 + ε)−2 ≃ 1− 2ε+ 3ε2 :

~EA1
(B2) =

−q ~u
4πε0r2

[

1− 2
a+ b

r
+ 3

(
a+ b

r

)2
]

et :

~EA2
(B2) =

q ~u

4πε0r2

[

1− 2
b− a

r
+ 3

(
b− a

r

)2
]

Aussi, le champ électrique : ~E(B2) = ~EA1
(B2)+ ~EA2

(B2), produit en B2, est
à l’origine de la force :

~f(B2) = q′ ~E(B2)

soit encore :

~f(B2) =
qq′ ~u

4πε0r2

[
4a

r
+ 3× (b− a)2 − (b+ a)2

r2

]

=
qq′ ~u

4πε0r2

[
4a

r
− 3

r2
× 2a× 2b

]

Par conséquent, le dipôle de moment ~p′0 est soumis à la force :

~f = ~f(B1) + ~f(B2) = −3× 2
qq′

4πε0r4
× 2a× 2b ~u

= −3× 2qa× 2q′b

2πε0r4
~u⇒ ~f = − 3 p0 p

′
0

2πε0r4
~u

• Si les moments dipolaires sont anti-parallèles : ~p0 = p0 ~u et ~p′0 = −p′0 ~u, avec :
p0 = 2qa et p′0 = 2q′b.
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p0

r

up0'
A1(-q)

a b
A2(q) B1(q') B2(-q')

O1 O2

a b

Les champs électriques produits en B1 et B2 par les charges portées par A1 et
A2 sont les mêmes que précédemment, car A1 et A2 portent les mêmes charges
tandis que les points B1 et B2 se trouvent encore aux distances respectives
r − b et r + b de O1 :

~E′(B1) = ~E(B1) et ~E′(B2) = ~E(B2)

C’est pourquoi les points B1 et B2 sont soumis aux forces :

~f ′(B1) = q′ ~E′(B1) = q′ ~E(B1) = −~f(B1)

et :
~f ′(B2) = −q′ ~E′(B2) = −q′ ~E(B2) = −~f(B2)

Par suite, la force ~f ′ qui s’exerce sur le dipôle de moment ~p′0 vaut :

~f ′ = ~f ′(B1) + ~f ′(B2) = −
[

~f(B1) + ~f(B2)
]

⇒ ~f ′ = −~f = 3
p0 p

′
0

2πε0r4
~u

2. Quelle que soit la configuration adoptée par le dipôle de moment ~p′0, le champ
électrique ~E(O2), que les charges situées en A1 et A2 produisent en O2, vaut :

~E(O2) = ~EA1
(O2) + ~EA2

(O2)

avec :
~EA1

(O2) =
−q ~u

4πε0 (r + a)2
=

−q ~u
4πε0r2

(

1 +
a

r

)−2

et :
~EA2

(O2) =
q ~u

4πε0 (r − a)2
=

q ~u

4πε0r2

(

1− a

r

)−2

c’est-à-dire, en utilisant le développement limité : (1 + ε)−2 ≃ 1− 2ε+ 3ε2 :

~EA1
(O2) ≃ − q ~u

4πε0r2

[

1− 2
a

r
+ 3

(a

r

)2
]

=
q ~u

4πε0r2

[

−1 + 2
a

r
− 3

(a

r

)2
]

et :
~EA2

(O2) ≃
q ~u

4πε0r2

[

1 + 2
a

r
+ 3

(a

r

)2
]

Il s’ensuit que :

~E(O2) =
4qa

4πε0r3
~u =

~p0
2πε0r3
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Ce faisant, selon le sens adopté par ~p′0, le dipôle {B1, B2} prend les énergies :

• E+
p = − ~E(O2) · ~p′0 = − p0 p

′
0

2πε0r3
si ~p′0 = p′0 ~u ;

• E−
p = − ~E(O2) · ~p′0 =

p0 p
′
0

2πε0r3
si ~p′0 = −p′0 ~u.

c’est-à-dire :

E+
p = −E0 et E−

p = E0 avec E0 =
p0 p

′
0

2πε0r3

On note n+ = n
(
E+
p

)
le nombre de dipôles de moment ~p′0 = p′0 ~u (et donc d’éner-

gie E+
p ) et n− = n

(
E−
p

)
le nombre de dipôles de moment ~p′0 = −p′0 ~u (d’énergie

E−
p ). Ce faisant, la loi de répartition statistique de Boltzmann indique que :

n+ = A e−E+
p /kT = A eE0/kT et n− = A e−E−

p /kT = A e−E0/kT

Aussi, le nombre total de dipôles vaut :

ntot = n+ + n− = A
(

eE0/kT + e−E0/kT
)

= 2A cosh

( E0
kT

)

De fait, les probabilités que ~p0 soit orienté selon ~u ou −~u valent respectivement :

P+ =
n+

ntot
=

eE0/kT

2 cosh (E0/kT )
et P− =

e−E0/kT

2 cosh (E0/kT )

Conformément aux résultats de la première question :






~f = − 3 p0 p
′
0

2πε0r4
~u pour ~p0 = p0 ~u

~f ′ =
3 p0 p

′
0

2πε0r4
~u pour ~p0 = −p0 ~u

auquel cas la force moyenne qui s’exerce entre les dipôles vaut :
〈

~f
〉

= P+ × ~f + P− × ~f ′

= − 3 p0 p
′
0

2πε0r4
(P+ − P−) ~u

= −3 p0 p
′
0 ~u

2πε0r4
× eE0/kT − e−E0/kT

2 cosh (E0/kT )

soit encore :
〈

~f
〉

= − 3 p0 p
′
0

2πε0r4
~u× tanh

( E0
kT

)

avec E0 =
p0 p

′
0

2πε0r3

Enfin, l’hypothèse :

∣
∣
∣
∣

Ep
kT

∣
∣
∣
∣
≪ 1 suggère l’emploi d’un développement limité :

tanh

( E0
kT

)

≃ E0
kT

=
1

kT
× p0 p

′
0

2πε0r3

d’où il s’ensuit que :
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〈

~f
〉

= − 1

kT
× 3 p20 p

′
0
2

4π2ε20r
7
~u

• 72 Lycée Charlemagne, Paris

1. Considérons une charge fixe −q située en un point O et une charge mobile +q

située en M , l’ensemble étant situé dans le champ uniforme ~E.

er

M(+q)O(-q)
f F

E

Le point M est soumis :

• à la force de rappel ~f ;

• à la force électrostatique ~F = q ~E. Or, le dipôle {O,M} présente un moment

dipolaire ~p = q
−−→
OM colinéaire à ~E :

~p = αε0 ~E ⇒ q
−−→
OM = αε0 ~E ⇒ ~E =

q

αε0

−−→
OM

Ce faisant, l’équilibre du point M est conditionné par l’équation :

~f + ~F = ~0 ⇒ ~f = −~F = −q ~E = − q2

αε0

−−→
OM

c’est-à-dire :

~f = −k−−→OM avec k =
q2

αε0

2. Considérons désormais un pointM1, de charge q et de massem, soumis à une force
de rappel :

~f = −k−−−→O1M1 avec k =
q2

αε0

La loi fondamentale de la dynamique impose alors :

f

p1

O1 M1(q)

m
d2

−−−→
O1M1

dt2
= ~f = −k−−−→O1M1 ⇒ d2

−−−→
O1M1

dt2
+
k

m

−−−→
O1M1 = ~0

Cette équation différentielle admet une solution sinusoïdale :
−−−→
O1M1 = ~A cos(ωt+ φ)

où ~A est un vecteur constant, φ une phase constante et :

ω =

√

k

m
=

√

q2

mαε0

Ce faisant, le moment dipolaire du système {O,M1} est défini par :

~p1 = q
−−−→
O1M1 ⇒ ~p1 = ~p0 cos(ωt+ φ) avec ~p0 = q ~A =

−→
cte
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et admet pour valeur moyenne pendant une période T =
2π

ω
:

〈~p1〉 =
1

T

∫ T

0

~p1 dt =
~p0
T

∫ T

0

cos(ωt+ φ) dt

=
~p0
ωT

[sin(ωt+ φ)]
T
0 =

~p0
2π

[sin(ωT + φ)− sinφ]

Ainsi, ωT = 2π impose :

sin(ωT + φ) = sinφ⇒ 〈~p1〉 = ~0

3. On s’intéresse maintenant à deux systèmes analogues aux précédents :

er

O2(-q) uθ
p1

r

eθ

x2

O1

x1

M1

x

M

M2(q)
p2

On montre qu’en un point M , de coordonnées polaires (r, θ), le dipôle ~p1 crée en
M un champ électrique de composantes :

Er =
2 p1

4πε0r3
cos θ et Eθ =

p1
4πε0r3

sin θ

où r = O1M . Aussi, au point O2, le dipôle crée le champ de composantes :

Er(O2) =
p1

2πε0x3
cos(0) =

p1
2πε0x3

et Eθ(O2) =
p1

4πε0x3
sin(0) = 0

c’est-à-dire :
~E(O2) =

p1
2πε0x3

~u car ~er = ~u pour θ = 0

De même, le dipôle crée en M2 le champ électrique :

~E(M2) =
p1

2πε0 (x+ x2)3
~u

Aussi, les points O2 (de charge −q) et M2 (de charge +q) sont-ils soumis aux
forces :

~f(O2) = −q ~E(O2) =
−p1q
2πε0x3

~u

et :

~f(M2) = q ~E(M2) =
p1q

2πε0x3

(

1 +
x2
x

)−3

~u

≃ p1q

2πε0x3

(

1− 3
x2
x

)

~u car x≪ x2
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Par conséquent, le dipôle {O2,M2} est soumis à la force :

~f = ~f(O2) + ~f(M2) ⇒ ~f = −3
p1qx2
2πε0x4

~u

où l’on remarque que :

qx2 = p2 ⇒ ~f = −3
p1p2

2πε0x4
~u (64)

4. En admettant que le champ produit en M2 par le dipôle {O1,M1} soit le même
que celui produit en O2, c’est-à-dire :

~E(M2) = ~E(O2) =
p1

2πε0x3
~u =

q x1
2πε0x3

~u

on en déduit que le point M2 est soumis à :

• la force :

~f2 = q ~E(M2) =
q2x1

2πε0x3
~u

• la force électrique due à la charge en O2 :

~f ′2 = −k−−−→O2M2 = −k x2 ~u avec k =
q2

αε0

Ce faisant, la loi fondamentale de la dynamique impose :

m
d2

−−−→
O2M2

dt2
= ~f ′2 +

~f2 ⇒ m
d2x2
dt2

= −k x2 +
q2 x1
2πε0x3

(65)

De même, le dipôle {O2,M2} produit en M1 un champ qui s’identifie à celui en
O1 :

~E(M1) ≃ ~E(O1) =
p2

2πε0x3
~u

Par conséquent, le point M1 est soumis :

• à la force :

~f1 = q ~E(M1) =
q2 x2
2πε0x3

~u

• à la force électrique exercée par le point O1 :

~f ′1 = −k−−−→O1M1 = −k x1 ~u avec k =
q2

αε0

Par suite, l’équation du mouvement de M1 est fournie par la loi fondamentale de la
dynamique :

m
d2

−−−→
O1M1

dt2
= ~f ′1 +

~f1 ⇒ m
d2x1
dt2

= −k x1 +
q2 x2
2πε0x3

(66)
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Les équations (65) et (66) constituent un système :






m
d2x2

dt2
= −k x2 +

q2 x1
2πε0 x3

m
d2x1
dt2

= −k x1 +
q2 x2
2πε0x3

(67)

La somme de ces équations s’écrit :

m
d2 (x1 + x2)

dt2
= −k (x1 + x2) +

q2

2πε0 x3
(x1 + x2)

⇒ m
d2u1
dt2

=

(
q2

2πε0 x3
− k

)

u1 avec u1 = x1 + x2

Or, en posant : λ =
α

2π x3
⇒ q2

2πε0 x3
= λ

q2

αε0
= λk, cette équation devient :

m
d2u1
dt2

= k (λ− 1)u1 ⇒ d2u1
dt2

=
k

m
(λ− 1)u1

⇒ d2u1
dt2

+
q2

mαε0
(λ− 1)u1 = 0

où λ≪ 1 permet d’affirmer que
q2

mαε0
(1− λ) > 0, en conséquence de quoi cette

équation admet une solution de la forme :

u1 = A1 cos(ω1t+ φ1) avec ω2
1 =

q2

mαε0
(1− λ)

De même, la différence des équations du système (67) s’écrit :

m
d2 (x2 − x1)

dt2
= −k (x2 − x1) +

q2

2πε0x3
(x1 − x2)

⇒ m
d2u2
dt2

= −
(

k +
q2

2πε0 x3

)

u2

En remarquant que :

λ =
α

2π x3
⇒ 1

2π x3
=
λ

α
⇒ q2

2πε0 x3
= λ

q2

αε0
= λk

cette équation devient :

m
d2u2
dt2

= −k (λ+ 1)u2 ⇒ d2u2
dt2

+
q2

mαε0
(λ+ 1)u2 = 0

et génère une solution de la forme :

u2 = A2 cos(ω2t+ φ2) avec ω2
2 =

q2

mαε0
(1 + λ)
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5. Les définitions de u1 et u2 conduisent aux expressions de x1 et x2 :
{
u1 = x1 + x2
u2 = x1 − x2

⇒
{
u1 + u2 = 2x1
u1 − u2 = 2x2

d’où l’on déduit que :

x1 =
u1 + u2

2
=
A1

2 ,
cos(ω1t+ φ1) +

A2

2
cos(ω2t+ φ2)

et :

x2 =
u1 − u2

2
=
A1

2
cos(ω1t+ φ1)−

A2

2
cos(ω2t+ φ2)

On posera désormais :ψi = ωit+φi afin de présenter ces solutions sous les formes :

x1 =
A1 cosψ1 +A2 cosψ2

2
et x2 =

A1 cosψ1 −A2 cosψ2

2

En outre, la force qui s’exerce sur les deux dipôles est donnée par le résultat (64) :

~f =
3 p1p2
2πε0x4

~u = − 3q2 ~u

2πε0 x4
× x1 x2 (68)

avec :

x1x2 =
1

4
(A1 cosψ1 +A2 cosψ2) (A1 cosψ1 −A2 cosψ2)

=
1

4

(
A2

1 cos2 ψ1 −A2
2 cos2 ψ2

)

Aussi, la valeur moyenne de x1 x2 dans le temps est définie par :

〈x1 x2〉 =
A2

1

4T1

∫ T1

0

cos2 (ω1t+ φ1) dt−
A2

2

4T2

∫ T2

0

cos2 (ω2t+ φ2) dt

où T1 =
2π

ω1
et T2 =

2π

ω2
sont les périodes des fonctions u1(t) et u2(t). Aussi :

〈x1x 2〉 =
A2

1

4T1

∫ T1

0

1 + cos (2ω1t+ 2φ1)

2
dt− A2

2

4T2

∫ T2

0

1 + cos (2ω2t+ 2φ2)

2
dt

=
A2

1

8T1

[

t+
1

2ω1
sin (2ω1t+ 2φ1)

]T1

0

− A2
2

8T2

[

t+
1

2ω2
sin (2ω2t+ 2φ2)

]T2

0

=
A2

1 −A2
2

8

Or, les expressions de A1 et A2 issues de la mécanique quantique sont :

Ai =

√

h

πmωi
⇒ A2

i =
h

πmωi
avec ωi =

√

q2

mαε0
(1± λ)

1/2
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C’est pourquoi :

A2
1 −A2

2 =
h

πm

√
mαε0
q2

[

(1− λ)−1/2 − (1 + λ)−1/2
]

avec
αε0
q2

=
1

k

=
h

π
√
km

[(

1 +
λ

2

)

−
(

1− λ

2

)]

pour λ≪ 1

=
h

π
√
km

× λ =
h

π
√
km

α

2π x3

Ainsi :

〈x1 x2〉 =
A2

1 −A2
2

8
=

hα

16π2
√
kmx3

associé à la relation (68), conduit à :
〈

~f
〉

= − 3q2 ~u

2πε0 x4
〈x1 x2〉 = − 3q2

2πε0x4
× hα

16π2
√
kmx3

~u

En remarquant que : q2 = kαε0 et en posant

√

k

m
= 2πν0, il vient finalement :

〈

~f
〉

= − 3kαε0
2πε0 x4

× hα

16π2
√
kmx3

~u

= − 3α2h

16π2 x7
× 1

2π

√

k

m
︸ ︷︷ ︸

ν0

~u

⇒
〈

~f
〉

= − 3α2hν0
16π2 x7

~u

• 73 Lycée Saint-Louis, Paris

1. Supposons le dipôle, de moment dipolaire ~p1, constitué par deux charges op-
posées, −q et +q, situées respectivement en des points O1 et A1, espacés de
a = O1A1 ≪ r.

θ1
p1

r

 a

O2 er

eθ

A1(+q)

O1(-q)

La charge −q produit, en O2, le potentiel :

VO(O2) =
−q

4πε0O1O2
= − q

4πε0r

tandis que la charge +q produit, en O2, le potentiel :

VA(O2) =
q

4πε0A1O2
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avec :
−−−→
A1O2 =

−−−→
A1O1 +

−−−→
O1O2 ⇒ (A1O2)

2
= (A1O1)

2
+ 2

−−−→
A1O1 ·

−−−→
O1O2 + (O1O2)

2

= a2 − 2ar cos θ1 + r2

= r2
(

1− 2a

r
cos θ1 +

a2

r2

)

Ce faisant :

A1O2 = r

(

1− 2a

r
cos θ1 +

a2

r2

)1/2

⇒ 1

A1O2
=

1

r

(

1− 2a

r
cos θ1 +

a2

r2

)−1/2

Or, l’hypothèse a≪ r suggère l’emploi d’un dévelopement limité d’ordre 1 en
a

r
:

1

A1O2
≃ 1

r

(

1 +
a

r
cos θ1

)

=
1

r
+

a

r2
cos θ1

⇒ VA(O2) =
q

4πε0r
+

qa

4πε0

cos θ1
r2

Par conséquent le dipôle {O1, A1}, de moment :

~p1 = q
−−−→
O1A1 ⇒ p1 = ‖~p1‖ = qa

produit en O2 le potentiel :

V (O2) = VO(O2) + VA(O2) =
qa

4πε0

cos θ1
r2

⇒ V (O2) =
p1

4πε0
× cos θ1

r2

De ce potentiel dérive, en O2, un champ électrostatique défini, en coordonnées
polaires par :

~E(O2) = −−−→
grad V ⇒ Er(O2)~er + Eθ(O2)~eθ = −∂V

∂r
~er −

1

r

∂V

∂θ
~eθ

d’où il découle que :

Er(O2) = − ∂

∂r

(
p1

4πε0
× cos θ1

r2

)

⇒ Er(O2) =
p1

4πε0r3
× 2 cos θ1

et :

Eθ(O2) =
1

r

∂

∂θ

(
p1

4πε0
× cos θ1

r2

)

⇒ Eθ(O2) =
p1

4πε0r3
× sin θ1

On peut alors poser :

~E(O2) = Er(O2)~er + Eθ(O2)~eθ =
1

4πε0r3
(2 p1 cos θ1 ~er + p1 sin θ ~eθ)

Or, le moment dipolaire ~p1 vérifie :

~p1 = p1 cos θ1 ~er − p1 sin θ1 ~eθ ⇒ ~p1 · ~er = p1 cos θ1
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où ~r =
−−−→
O1O2 ⇒ ~er =

~r

r
conduit à :

p1 cos θ1 = ~p1 ·
~r

r
(69)

En outre :

p1 sin θ1 ~eθ = p1 cos θ1 − ~p1 ⇒ ~E(O2) =
1

4πε0r3
(3 p1 cos θ1 ~er − ~p1)

c’est-à-dire, compte tenu de la relation (69) :

~E(O2) =
1

4πε0r3

[

3×
(

~p1 ·
~r

r

)

× ~r

r
− ~p1

]

2. Le dipôle de moment ~p2 présente ainsi une énergie potentielle E (qui est aussi
l’énergie d’interaction des deux dipôles) :

E = −~p2 · ~E(O2) ⇒ E =
1

4πε0r3

[

~p1 · ~p2 − 3×
(

~p1 ·
~r

r

)

×
(

~p2 ·
~r

r

)]

(70)

3. Si ϕ2 est nul, les moments dipolaires sont compris dans le plan (xO1z).
Ils ont alors pour composantes, dans la base (~er, ~eθ) :

~p1 = p1

(
cos θ1
sin θ1

)

et ~p2 = p2

(
cos θ2
sin θ2

)

d’où il découle que :

~p1 · ~p2 = p1p2 (cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2)

et que :

(~p1 · ~er)× (~p2 · ~er) = p1p2 cos θ1 cos θ2

Par conséquent :

x

z

θ1

θ2
p2

O2

O1

p1

er

eθ

E =
p1p2

4πε0r3
(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 − 3 cos θ1 cos θ2)

c’est-à-dire :

E =
p1p2

4πε0r3
× (sin θ1 sin θ2 − 2 cos θ1 cos θ2)

L’extremum de E s’obtient pour les valeurs de θ1 et θ2 qui satisfont à l’équation :

dE =
∂E
∂θ1

dθ1 +
∂E
∂θ2

dθ2 = 0 ⇒ ∂E
∂θ1

= 0 et
∂E
∂θ2

= 0

soit encore :

cos θ1 sin θ2 + 2 sin θ1 cos θ2 = 0 ⇒ cos θ1 sin θ2 = −2 sin θ1 cos θ2

et :

sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2 = 0 ⇒ sin θ1 cos θ2 = −2 cos θ1 sin θ2
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Par conséquent :

cos θ1 sin θ2 = −2× (−2 cos θ1 sin θ2) ⇒
{

5 cos θ1 sin θ2 = 0
sin θ1 cos θ2 = 0

Apparaissent alors quatre couples (θ1, θ2) susceptibles de rendre E extremum :
A1(0, 0), A2(0, π), A3(π, 0) et A4(π, π). Du reste :

∂2E
∂θ21

= − sin θ1 sin θ2 + 2 cos θ1 cos θ2

∂2E
∂θ22

= − sin θ1 sin θ2 + 2 cos θ1 cos θ2

∂2E
∂θ1∂θ2

=
∂2E

∂θ1∂θ1
= cos θ2 cos θ2 − 2 sin θ1 sin θ2

permetttent de remplir le tableau suivant, qui représente les valeurs des dérivés
secondes de E en fonction des couples (θ1,θ2) qui rendent E extremum :

∂2E
∂θ21

∂2E
∂θ22

∂2E
∂θ1∂θ2

A1(0, 0) 2 2 1
A2(0, π) −2 −2 −1
A3(π, 0) −2 −2 −1
A4(π, π) 2 2 1

Un tel tableau permet de conclure que :

• pour les couples de valeurs A1(0, 0) et A4(π, π), l’énergie potentielle est mini-
mum, ce qui signifie également que, pour ces orientations, les dipôles sont en
équilibre stable ;

• les orientations définies par les couples A2(0, π) et A3(π, 0) rendent E maxi-
mum, ce qui traduit l’instabilité de l’équilibre des dipôles.

4. Dans le cas général, l’angle ϕ2 est non nul, auquel cas les moments dipolaires ont
pour composantes, dans le repère (Oxyz) :

~p1 =





p1 sin θ1
0

p1 cos θ1



 et ~p2 =





p2 sin θ2 cosϕ2

p2 sin θ2 sinϕ2

p2 cos θ2





d’où il découle que :

~p1·~p2 = p1p2 (sin θ1 sin θ2 cosϕ2 + cos θ1 cos θ2)

tandis que :
x

y

z

θ1

θ2

ϕ2

p1

p2

{
~p1 · ~er = p1 sin θ1
~p2 · ~er = p2 sin θ2 cosϕ2

⇒
(

~p1 ·
~r

r

)

×
(

~p2 ·
~r

r

)

= p1p2 sin θ1 sin θ2 cosϕ2

Ce faisant, l’expression (70) de E devient :

E =
p1 p2
4πε0r3

(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cosϕ2 − 3 sin θ1 sin θ2 cosϕ2)
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soit encore :

E(θ1, θ2, ϕ2) =
p1 p2
4πε0r3

× (cos θ1 cos θ2 − 2 sin θ1 sin θ2 cosϕ2)

Dans la suite des calculs, nous adopterons les notations suivantes :

• ψ = ψ (θ1, θ2, ϕ2) = cos θ1 cos θ2 − 2 sin θ1 sin θ2 cosϕ2

• χ =
p1 p2
4πε0r3

• dΩ = sin θ1 sin θ2 dθ1 dθ2 dϕ2

de sorte que :
E (θ1, θ2, ϕ2) = χ× ψ (θ1, θ2, ϕ2)

Si les orientations des vecteurs ~p1 et ~p2 étaient libres et indépendantes, la proba-
bilité élémentaire de trouver le système dans une configuration angulaire donnée
serait proportionnelle à dΩ :

δP0 ∝ dΩ ⇒ 〈E〉 ∝
∫∫

E dΩ

⇒ 〈E〉 ∝ χ×
∫∫

ψ (θ1, θ2, ϕ2) sin θ1 sin θ2 dθ1 dθ2 dϕ2

où, pour éviter de décrire deux fois une même configuration, θ1 et θ2 varient dans
[0, π] et ϕ2 ∈ [0, 2π].
On notera désormais I1 l’intégrale :

I1 =

∫∫

ψ dΩ

=

∫∫

(cos θ1 cos θ2 − 2 sin θ1 sin θ2 cosϕ2) sin θ1 sin θ2 dθ1 dθ2 dϕ2

avec :
∫ π

θ1=0

∫ π

θ2=0

∫ 2π

ϕ2=0

cos θ1 cos θ2 sin θ1 sin θ2 dθ1 dθ2 dϕ2

=

∫ π

0

cos θ1 sin θ1 dθ1 ×
∫ π

0

cos θ2 sin θ2 dθ2

∫ 2π

0

dϕ2

=

[− cos(2θ1)

2

]π

0
︸ ︷︷ ︸

=0

×
[− cos(2θ2)

2

]π

0
︸ ︷︷ ︸

=0

×2π = 0

et :
∫ π

θ1=0

∫ π

θ2=0

∫ 2π

ϕ2=0

sin2 θ1 sin2 θ2 cosϕ2 dθ1 dθ2 dϕ2

=

∫ π

0

sin2 θ1 dθ1 ×
∫ π

0

sin2 θ2 dθ2 ×
∫ 2π

0

cosϕ2 dϕ2

=
π

2
× π

2
× [sinϕ2]

2π
0

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0
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Il s’ensuit que :

I1 =

∫∫

ψ dΩ = 0 (71)

de sorte que :

〈E〉 ∝ χ× I1 = 0

5. Compte tenu des notations adoptées, la probabilité élémentaire de trouver le sys-
tème dans une configuration angulaire donnée vaut en fait :

δP =
1

Z
e−βE dΩ ≃ 1

Z
(1− βE) dΩ car βE ≪ 1

≃ 1

Z
(1− βχψ) dΩ

Calculons au préalable les intégrales :

I0 =

∫∫

dΩ =

∫ π

θ1=0

∫ π

θ2=0

∫ 2π

ϕ2=0

sin θ1 sin θ2 dθ1 dθ2 dϕ2

=

∫ π

0

sin θ1 dθ1 ×
∫ π

0

sin θ2 dθ2 ×
∫ 2π

0

dϕ2

= [− cos θ1]
π
0 × [− cos θ2]

π
0 × 2π

c’est-à-dire :

I0 =

∫∫

dΩ = 8π (72)

et :

I2 =

∫∫

ψ2 dΩ

=

∫∫

(cos θ1 cos θ2 − 2 sin θ1 sin θ2 cosϕ2)
2
sin θ1 sin θ2 dθ1 dθ2 dϕ2

=

∫ π

0

cos2 θ1 sin θ1 dθ1

∫ π

0

cos2 θ2 sin θ2 dθ2

∫ 2π

0

dϕ2

−4

∫ π

0

cos θ1 sin2 θ1 dθ1

∫ π

0

sin2 θ2 cos θ2 dθ2

∫ 2π

0

cosϕ2 dϕ2

︸ ︷︷ ︸

=0

+4

∫ π

0

sin3 θ1 dθ1

∫ π

0

sin3 θ2 dθ2

∫ 2π

0

cos2 ϕ2 dϕ2

avec : ∫ π

0

cos2 θi sin θi dθi = −1

3

[
cos3 θi

]π

0
=

2

3

∫ π

0

sin3 θi dθi = −1

3

[
2 cos θi + sin2 θi cos θi

]π

0
=

4

3

et :
∫ 2π

0

cos2 ϕ2 dϕ2 =

[
ϕ2

2
− sin(2ϕ2)

2

]2π

0

= π
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Par conséquent : I2 =
8π

9
+

64π

9
= 8π. Ce faisant, la condition de normalisation

de δE impose :
∫∫∫

δP = 1 ⇒ 1

Z

∫∫

(1− βχψ) dΩ = 1

⇒ Z =

∫∫

dΩ− βχ

∫∫

ψ dΩ = I0 − βχ× I1

⇒ Z = 8π − βχ× 0 = 8π

tandis que la valeur moyenne de E est définie par :

〈E〉 =

∫∫∫

E × δP =

∫∫

χψ × 1

Z
(1− βχψ) dΩ

=
χ

Z

∫∫

ψ dΩ− βχ2

Z

∫∫

ψ2 dΩ

=
χ

Z
I1 −

β

Z
χ2 I2

Avec :

β =
1

kT
Z = 8π χ =

p1 p2
4πε0r3

I1 = 0 I2 = 8π

on obtient :

〈E〉 = − 1

kT
× 1

8π
×
(
p1 p2
4πε0

)2
1

r6
× 8π ⇒ 〈E〉 = − p21 p

2
2

16π2ε20k
× 1

T
× 1

r6

ce que l’on peut encore écrire :

〈E〉 = E0
a(T )

r6
avec E0 = − p21 p

2
2

16π2ε20k
< 0 et a(T ) =

1

T

• 74 Concours Centrale-Supélec

1. Soit d~S = dS ~er un élément de surface de la sphère, dont l’expression en coor-
données sphériques est :

dS = R2 sin θ dθ dφ

où R désigne le rayon de la sphère (S). L’élément
dS étant centré sur un point M , il contient une
charge δq = σ dS, à l’origine d’un champ électrique
en O :

δ ~Em(O) =
δq

4πε0
×

−−→
MO

MO3
= − δq

4πε0R2
~er

= −σ0 cos θ ×R2 sin θ dθ dφ

4πε0R2
~er

= − σ0
4πε0

cos θ sin θ dθ dφ~er

ez
θ

O

x

y
R

z

φ

er

M
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Aussi, le champ total produit en O vaut-il :

~Em(O) = − σ0
4πε0

∫∫

(S)

cos θ sin θ dθ dφ~er

Or, l’axe (Oz) état un axe de symétrie pour la distribution de charges, il s’ensuit
que ~Em(O) est colinéaire à ~ez :

~Em(O) = Em(O)~ez ⇒ Em(O) = ~Em(O) · ~ez
⇒ Em(O) = − σ0

4πε0

∫∫

(S)

cos θ sin θ dθ dφ ~er · ~ez
︸ ︷︷ ︸

cos θ

⇒ Em(O) = − σ0
4πε0

∫ π

0

cos2 θ sin θ dθ

∫ 2π

0

dφ

⇒ Em(O) = − σ0
4πε0

×
[− cos3 θ

3

]π

0

× 2π = −σ0
3

Par conséquent :

~Em(O) = −σ0
3
~ez (73)

Le champ total qui règne en O est la superposition du champ ~Em(O) et du champ
extérieur ~Ea = Ea ~ez :

~E(O) = ~Em(O) + ~Ea ⇒ ~E(O) =

(

Ea −
σ0
3ε0

)

~ez

En outre, puisque le champ électrique est uniforme à l’intérieur de la sphère, on y
trouve en tout point M :

~E(M) =

(

Ea −
σ0
3ε0

)

~ez (74)

2. (a) Soient deux points A et B, symétriques par rapport au plan (Oxy), sur lesquels
sont centrées des charges δq = σ dS, avec : dS = R2 sin θ dθ dφ.

Compte tenu de la distribution des charges, les
charges portées par A et B valent respective-
ment :

δqA = σ0 cos θ dS > 0
et δqB = σ0 cos(π − θ) dS = −δqA < 0

C’est pourquoi le couple de points {A,B}
constitue un dipôle, de moment :

ez
θ

O

x

y
R

z

φ

A

B
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δ ~P = δqA ×−−→
BA avec

−−→
BA = BA~ez = 2R cos θ ~ez

= σ0 cos θ ×R2 sin θ dθ dφ× 2R cos θ ~ez

= 2σ0R
3 ~ez × cos2 θ sin θ dθ × dφ

⇒ ~P = 2σ0R
3 ~ez

∫ π/2

0

cos2 θ sin θ dθ

∫ 2π

0

dφ = 2σ0R
3 ~ez ×

1

3
× 2π

⇒ ~P =
4

3
πR3 × σ0 ~ez

Le volume V =
4

3
πR3 est à l’origine du vecteur polarisation :

~P =
~P
V

⇒ ~P = σ0 ~ez (75)

(b) Le résultat précédent, associé au résultat (74) permet de conclure qu’en tout
point M intérieur à la sphère :

~E(M) = ~Ea −
σ0
3ε0

~ez ⇒ ~E(M) = ~Ea −
~P

3ε0

Or, à l’équilibre, ~E(M) est nul, ce qui a pour conséquence :

~Ea =
~P

3ε0
⇒ ~P = 3ε0 ~Ea

3. Soit A un point de la surface du conducteur, sur lequel est centrée une surface dS,
contenant une charge δq.

À cette surface est associé un vecteur d~S, tel que :

d~S = dS ~er avec ~er =
−→
OA

OA

Du reste, la relation (75) permet de poser :

~P · ~er = σ0 ~ez · ~er = σ0 cos θ = σ

ez
θ

O

x

y
R

z

φ

A

B

θez
dS

de sorte que :
δq = σ dS = ~P · d~S

Or, l’intensité du courant qui circule à travers d~S est définie par :

δI =
d(δq)

dt
=

d

dt

(

~P · d~S
)

=
d~P

dt
· d~S

tandis que le vecteur densité de courant ~J vérifie :

δI = ~J · d~S ⇒ ~J · d~S =
d~P

dt
· d~S ⇒ ~J =

d~P

dt
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• 75 Lycée Louis-le-Grand, Paris

1. Dans la suite, nous adopterons les coordonnées sphériques (r, θ, φ) pour caractéri-
ser les différents vecteurs.

Ainsi, un élément d~S de la surface de (S) s’écrira :

d~S = dS ~er = Rdθ ×R sin θ dφ~er

= R2 sin θ dθ dφ~er

avec : θ ∈ [0, π] et φ ∈ [0, 2π].

er

O

dS

θ

M

R

(S)
ex

ey

ez

φ

P

θ

(a) Soit ~Ep le champ produit par la polarisation du matériau diélectrique. Le champ
électrique en tout point M intérieur à (S) vaut :

~E(M) = ~E0 + ~Ep(M)

où ~E(M) = ~E car l’énoncé précise que le champ électrique est uniforme dans
(S). Or, un matériau diélectrique linéaire, homogène et isotrope est caractérisé
par une susceptibilité χ constante, telle que :

~P = ε0χ ~E

Par suite, ~P est uniforme à l’intérieur de (S).
(b) La densité volumique des charges liées valant :

ρliées = − div ~P = 0 car ~P est uniforme

il s’ensuit que les charges liées sont nécessairement réparties en surface.

Soit ~er le vecteur unitaire directeur de l’élément de surface d~S = dS ~er et
~P = P ~ez le vecteur polarisation. La densité surfacique des charges liées vaut
alors :

σp = ~P · ~er = P cos θ

(c) Une surface élémentaire dS = R2 sin θ dθ dφ porte une charge liée :

δq = σp dS = PR2 sin θ cos θ dθ dφ (76)

C’est pourquoi (S) contient la charge totale :

q = PR2 ×
∫ π

0

sin θ cos θ dθ ×
∫ 2π

0

dφ

=
PR2

2

∫ π

0

sin(2θ) dθ × 2π = PπR2 [− cos(2θ)]
π
0

⇒ q = 0

Ce résultat révèle que (S) est globalement neutre.
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2. Soit ~u = −~er le vecteur unitaire directeur de
−−→
MO :

−−→
MO =MO × ~u = −R~er

Une surface dS, centrée sur M(r, θ, φ), porte la charge δq donnée par l’identité
(76), à l’origine d’un champ électrique δ ~Ep(O), qui vérifie la loi de Coulomb :

δ ~Ep(O) =
δq

4πε0R2
~u = − δq

4πε0R2
~er = − P

4πε0
sin θ cos θ dθ dφ~er

Aussi, au point O règne le champ électrique :

~Ep(O) = − P

4πε0

∫∫

(S)

sin θ cos θ dθ dφ~er (77)

Or, l’axe (O,~ez) est un axe de symétrie pour la distribution surfacique de charges,
ce qui signifie que ~Ep(O) est colinéaire à cet axe et donc au vecteur unitaire ~ez :

~Ep(O) = Ep(O)~ez ⇒ Ep(O) = ~Ep(O) · ~ez

Par suite, la relation (77) conduit à :

Ep(O) = − P

4πε0

∫∫

sin θ cos2 θ dθ dφ car ~er · ~ez = cos θ

c’est-à-dire :

Ep(O) = − P

4πε0
×
∫ π

0

sin θ cos2 θ dθ ×
∫ 2π

0

dφ

= − P

4πε0
×
[

−cos3 θ

3

]π

0

× 2π = − P

4πε0
× 2

3
× 2π

⇒ Ep(O) = − P

3ε0

Aussi, en remarquant que ~E(O) = E(O)~ez et que ~P = P ~ez :

~Ep(O) = −
~P

3ε0

Enfin, puisque ~Ep(M) = ~E(M)− ~E0 = ~E− ~E0 est uniforme à l’intérieur de (S) :

~Ep(M) = −
~P

3ε0
pour M ⊂ (S)

Ce faisant, le champ électrique total ~E(M), en tout point M ⊂ (S), représente la
résultante :

~E(M) = ~E0 + ~Ep = ~E0 −
~P

3ε0
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Quant à la linéarité du diélectrique, elle impose que :

~P = ε0χ ~E(M) ⇒ ~E(M) = ~E0 −
χ

3
~E(M)

⇒
(

1 +
χ

3

)

~E(M) = ~E0

⇒ ~E(M) =
3 ~E0

χ+ 3
pour M ⊂ (S)

3. Soit A un point situé à l’intérieur de (S) et soit N un point situé à l’extérieur,

tel que
−−→
AN = r ~er. Un volume dτA, centré sur A, présente un moment dipolaire

élémentaire :

δ~pA = ~P (A) dτA = ~P dτA

qui produit en N un potentiel :

dV =
δ~pA · ~er
4πε0r2

=
~P · ~er
4πε0r2

dτA

er

O

δp
N

r

(S)

θ

A

Aussi, le potentiel électrique produit en N par la distribution de charges liées vaut :

V (N) =

∫∫∫

(V)

~P · ~er
4πε0r2

dτA

où (V) désigne le volume compris à l’intérieur de (S). Aussi, en tenant compte de
l’uniformité de ~P :

V (N) = ~P ·
∫∫∫

(V)

~er
4πε0r2

dτA = ~P · ~I

l’intégrale ~I s’identifiant au champ électrique que produirait une distribution uni-
forme de charges, de densité volumique ρ0 = 1 :

~I =

∫∫∫

(V)

~er
4πε0r2

dτA =

∫∫∫

(V)

ρ0 dτA
4πε0r2

~er

Ce champ est alors donné par le théorème de Gauss, à partir duquel on montre que
~I équivaut au champ que produirait la charge de (S) qui serait concentrée en O :

~I =
qint

4πε0

−−→
ON

ON3
=

qint

4πε0ON2
~u

où ~u =

−−→
ON

ON
désigne un vecteur unitaire de

−−→
ON et qint est la charge totale, de

densité volumique ρ0 = 1, contenue à l’intérieur du volume V =
4

3
πR3 limité par

(S). C’est pourquoi :
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~I =
ρ0 V

4πε0ON2
~u =

V
4πε0ON2

~u

⇒ V (N) = ~P · ~I =
~P × V

4πε0ON2
~u

Enfin, la définition de ~P (lorsque ~P est uniforme)
conduit à :

O

N

(S)

P

~P =

∫∫

(V)

~P dτ = ~P ×
∫∫∫

(V)

dτ = ~P × V

⇒ V (N) =
~P · ~u

4πε0ON2

Ce résultat s’identifie au potentiel que produirait en N un dipôle, situé en O, de
moment dipolaire ~P .

• 76 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. L’axe (OM), de vecteur unitaire directeur ~er, est un axe de symétrie pour la distri-
bution de charges (D), auquel cas ~E(M) est colinéaire ~er :

~E(M) = E~er

En outre, toute rotation de (D) autour de O laisse
(D) invariant, en conséquence de quoi E ne dépend
que de r :

~E(M) = E(r)~er

(Σ) désigne une surface sphérique, de rayon r sur
laquelle tout élément d~S est colinéaire à ~er, ce qui
se traduit par :

erO

dS

r

(Σ)

M
E(M)

R
(D)

ΦΣ =

∫∫

(Σ)

~E · d~S =

∫∫

(Σ)

E(r)× dS = E(r)×
∫∫

(Σ)

dS = E(r)× 4πr2

Or, conformément au théorème de Gauss :

ΦΣ =
Q

ε0
⇒ E(r)× 4πr2 =

Q

ε0
⇒ E(r) =

Q

4πε0r2
⇒ ~E(M) =

Q

4πε0r2
~er

2. Le potentiel V = V (M) en M est lié à ~E(M) par :

~E(M) = −−−→
gradV ⇒ Q

4πε0r2
~er = −∂V

∂r
~er −

1

r

∂V

∂θ
~eθ −

1

r sin θ

∂V

∂ϕ
~eϕ

ce qui suffit à montrer, d’une part, que V ne dépend pas des angles polaires θ et ϕ

(car
∂V

∂θ
= 0 et

∂V

∂ϕ
= 0) et d’autre part que :

dV

dr
= − Q

4πε0r2
⇒ V (M) =

Q

4πε0r
+K
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où K = 0 afin de tenir compte de la condition : lim
r→∞

[V (M)] = 0. Ce faisant,

lorsque M se trouve à la surface du conducteur, r = R fournit le potentiel de ce

conducteur : V (R) =
Q

4πε0R
, où Q = C × V (R) conduit finalement à :

V (R) =
C × V (R)

4πε0R
⇒ C = 4πε0R

• 77 Lycée Henri Wallon, Valenciennes

1. (a) Soient (Ox), (Oy) et (Oz) les axes d’un repère, tel que (Ox) et (Oy) appar-
tiennent au plan chargé. L’axe (Oz) étant un axe de symétrie pour la distribution
de charges, le champ ~E(M), produit en tout point M ∈ (Oz), est colinéaire à
~uz :

~E(M) = E ~uz

En outre, le plan chargé étant infini, toute translation de ce plan selon les direc-
tions de ~ux ou de ~uy laisse invariante la distribution de charges, auquel cas E
ne dépend que de z :

~E(M) = E(z) ~uz

(b) Considérons une surface fermée (Σ) composée :

• d’une face (S1), de surface S, parallèle au plan chargé (Π), située à une
cote z, de manière que E y prennent une valeur constante : E(z) ;

• d’une face (S2), de surface S, parallèle à (Π), située à la cote −z, de
manière que E y adopte la valeur constante E(−z). Pour des raisons de
symétrie, on remarque que E(−z) = −E(z) ;

• de quatre faces lattérales (Sℓ), perpendiculaires à (Π).

ux

dS1

dS2

dSℓ

uy

uz

(Π) S

E(z)(S1)

E(-z) = -E(-z)
(S2)
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Le flux de ~E à travers (Σ) est alors défini par :

ΦΣ =

∫∫

(Σ)

~E · d~S

=

∫∫

(S1)

~E(z) · d~S1 +

∫∫

(S2)

~E(−z) · d~S +

∫∫

(Sℓ)

~E · d~Sℓ
︸ ︷︷ ︸

=0

=

∫∫

(S1)

E(z)× dS1 +

∫∫

(S2)

E(z)× dS2

= E(z)×
[
∫∫

(S1)

dS1 +

∫∫

(S2)

dS2

]

= E(z)× 2S

En outre, la charge contenue dans le volume de frontière (Σ) vaut : qint = σ S,
auque cas le théorème de Gauss impose :

ΦΣ =
qint

ε0
⇒ E(z)× 2S =

σ S

ε0
⇒ E(z) =

σ

2ε0

d’où l’on déduit que :

~E(z > 0) =
σ

2ε0
~uz et ~E(z < 0) = − σ

2ε0
~uz (78)

(c) De ce qui précède, on déduit que ~E peut s’écrire :

~E = f(z) ~uz avec







f(z) =
σ

2ε0
pour z > 0

f(z) = − σ

2ε0
pour z < 0

Aussi, la fonction f(z) admet pour représentation graphique :

0

σ/2 ε0

z

f(z)

-σ/2 ε0

(d) À la traversée du plan z = 0, le champ électrique subit la discontinuité :

∆ ~E = lim
z→0+

[

~E(z)
]

− lim
z→0−

[

~E(z)
]

=
σ

ε0
~uz

Ce résultat est compatible avec celui énoncé dans le cours :
Soient ~E1(M) et ~E2(M) les champs situés de
part et d’autre d’un plan chargé en surface, avec
une densité σ. La relation de passage à travers
ce plan est donnée par :

~E2(M)− ~E1(M) =
σ

ε0
~n(M)

E1(M)

(2)

(1) M

n(M) E2(M)
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où ~n(M) est un vecteur unitaire normal au plan, dirigé du milieu (1) vers le

milieu (2) dans lesquels règnent les champs respectifs ~E1(M) et ~E2(M).

En posant :






~E2(M) = ~E(z > 0) =
σ

2ε0
~uz

~E1(M) = ~E(z < 0) = − σ

2ε0
~uz

et ~n(M) = ~uz , on retrouve bien :

∆ ~E = ~E(z > 0)− ~E(z < 0) =
σ

ε0
~n(M)

(e) En coordonnées cartésiennes, la relation : ~E = −−−→
gradV s’écrit :

E(z) ~uz = −∂V
∂x

~ux −
∂V

∂y
~uy −

∂V

∂z
~uz

d’où il apparaît que V ne dépend que de z (car
∂V

∂x
= 0 et

∂V

∂y
= 0) :

dV

dz
= −E(z)

On peut a priori distinguer deux cas :

• Pour z > 0 :

E(z) =
σ

2ε0
⇒ dV

dz
= − σ

2ε0
⇒ V (z > 0) = − σ

2ε0
z +K

• Pour z < 0 :

E(z) = − σ

2ε0
⇒ dV

dz
=

σ

2ε0
⇒ V (z 6 0) =

σ

2ε0
z +K ′

En remarquant que z = |z| pour z > 0 et que z = − |z| pour z 6 0, ces deux
relations deviennent simplement :

V (z) = − σ

2ε0
|z|+K

où K (ainsi que K ′) est une constante qui tient compte de la condition :

V (z = 0) = 0 ⇒ 0 = − σ

2ε0
× 0 +K ⇒ K = 0 ⇒ V (z) = − σ

2ε0
|z|

2. (a) Soient trois points M , N et P situés respectivement aux abscisses z >
e

2
,

|z| < e

2
et z < −e

2
. On note σ(+) = σ et σ(−) = −σ les densités de charge

portées par les armatures.
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uz

e/2

O

-e/2

z

U

σ(+)

M

N

P

σ(−)

La loi de superpositoin des champs électriques implique que le champ ~E qui
règne en un point de l’espace est la résultante vectorielle des champs ~E(+)

et ~E(−) créés par chacune des plaques. Les résultats (78) permettent alors de
poser :

• Au point M
(

z >
e

2

)

:







~E(+)(M) =
σ(+)

2ε0
~uz =

σ

2ε0
~uz

~E(−)(M) =
σ(−)

2ε0
~ez = − σ

2ε0
~uz

⇒ ~E
(

z >
e

2

)

= ~E(+)(M) + ~E(−)(M) = ~0

• Au point N
(

|z| < e

2

)

:







~E(+)(N) = −σ(+)

2ε0
~uz = − σ

2ε0
~uz

~E(−)(N) =
σ(−)

2ε0
~uz = − σ

2ε0
~uz

⇒ ~E
(

|z| < e

2

)

= ~E(+)(M) + ~E(−)(N) = − σ

ε0
~uz

• Au point P
(

z = −e
2

)

:







~E(+)(P ) = −σ(+)

2ε0
~uz = − σ

2ε0
~uz

~E(−)(P ) = −σ(−)

2ε0
~uz =

σ

2ε0
~uz

⇒ ~E
(

z < −e
2

)

= ~E(+)(P ) + ~E(−)(P ) = ~0
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(b) À nouveau, l’équation : ~E = −−−→
gradV fournit l’équation différentielle :

E(z) ~uz = −∂V
∂x

~ux −
∂V

∂y
~uy −

∂V

∂z
~uz ⇒

∂V

∂x
=
∂V

∂y
= 0

⇒ E(z) = − dV

dz

que l’on peut intégrer pour |z| < e

2
:

dV = −E
(

|z| < e

2

)

dz =
σ

ε0
dz ⇒ V (z) =

σ

ε0
z +K ′′

où la constante K ′′ est nulle, de manière à assurer V (z = 0) = 0. C’est pour-
quoi :

V (z) =
σ

ε0
z pour |z| < e

2

(c) Étant donné que la fonction V (z) est continue en toute valeur de z (sans quoi

E(z) = − dV

dz
deviendrait infini), les valeurs de V (z) en z = ±e

2
s’obtiennent

grâce aux résultats précédents :

V
(

z =
e

2

)

=
σ e

2ε0
et V

(

z = −e
2

)

= − σ e

2ε0

Aussi, la tension U est définie par :

U = V
(

z =
e

2

)

− V
(

z = −e
2

)

⇒ U =
σ e

ε0
(79)

(d) Étant donné que, pour |z| < e

2
, E = − σ

ε0
, il s’ensuit que :

U = −E × e (80)

(e) Soit Q la charge portée par l’armature supérieure, de surface S ; la définition de

σ =
Q

S
donne à la relation (79) la forme suivante :

U = Q× e

ε0S
=
Q

C
⇒ C = ε0

S

e

(f) En un point M , où règne un champ électrique ~E(M), est associée une densité
volumique d’énergie électrostatique :

δWe

dτ
=
ε0E

2

2
⇒ δWe =

ε0E
2

2
dτ

où δWe est l’énergie électrostatique confinée dans le volume dτ . Notamment,

dans un cylindre (C), situé entre z =
e

2
et z = −e

2
, de section S (le volume de
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(C) vaut donc V = Se), l’énergie électrostatique vaut alors :

We =

∫∫∫

(C)

ε0E
2

2
dτ avec E = − σ

ε0
pour |z| < e

2

=
ε0E

2

2
×
∫∫∫

(C)

dτ =
ε0E

2

2
× V

Or, en utilisant le résultat (80) : E = −U
e

, on obtient alors :

We =
ε0
2

× U2

e2
× Se =

ε0 S

e
× U2

2

⇒ We =
1

2
CU2 car C =

ε0 S

e

En outre, la définition de C : U =
Q

C
conduit à :

We =
Q2

2C

• 78 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Étant donné que h≫ R2 le condensateur peut être considéré de longueur infini.
Soit un point M de l’espace, le plan portant M et l’axe Oz est plan de symétrie
ainsi que le plan portant M et perpendiculaire à Oz. La direction de ~E est donnée
par l’intersection de ces deux plans . On en déduit : ~E = E ~er.

Les invariances par rotation autour de Oz et par translation le long de Oz per-
mettent d’écrire : E(r, θ, z) = E(r) Pour exprimer E(r) utilisons le théorème de
Gauss. Comme surface de Gauss choisisssons un cylindre, d’axe Oz, de hauteur h
et de rayon r tel que R1 < r < R2

∫∫

S

~E · d~S =
Qint

ε0

∫∫

S

~E · d~S =

∫∫

S

E(r) dS = E(r)

∫∫

S

dS = E(r)2πrh

Étant donné que Qint = Q : E(r) =
Q

2πrhε0

2. Soit C la circulation de ~E entre deux points des armatures :

C =

∫ 2

1

~E · d~ℓ = V1 − V2.

Le résultat de cette intégrale est indépendant du chemin choisi entre les armatures.
Choisissons un chemin direct pour lequel : d~ℓ = dℓ ~ur.

C =

∫ 2

1

E(r) dr =

∫ 2

1

Qdr

2πε0rh
=

Q

2πε0h
ln

(
R2

R1

)
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3. La capacité C est définie par : Q = C(V1 − V2), on en déduit :

C =
2πε0h

ln

(
R2

R1

)

4. L’application numérique donne : C =
2π.8,8.10−12.0,5

ln2
= 4.10−11F

5. Dans le cas où R2 −R1 = e≪ R1, l’expression de C devient :

ln

(
R2

R1

)

= ln

(
R1 + e

R2

)

= ln

(

1 +
e

R1

)

≃ e

R1
⇒ C ≃ 2πε0hR1

e

On note S = 2πR1h, la surface de la première armature qui est aussi approximati-
vement celle de la seconde.

On a donc C ≃ Sε0
e

, ce qui correspond à la capacité d’un condensateur plan.

6. La valeur maximale Emax est donnée pour (E)r=R1
. Il faut donc que :

Q

2πε0hR1
< E0 ⇒ Q < 2πε0hR1E0.

De l’égalité relative au condensateur Q = CU , on déduit que la tension aux bornes
du condensateur doit donc vérifier :

U <
R1E0

ln

(
R2

R1

)

L’application numérique donne : Umax = 207 944 V

7. L’énergie stockée par le condensateur vaut :

E =
Q2

2C
=

∫∫∫

V

ε0E
2

2µ0
dτ

Le calcul de cette intégrale se fait sur le volume situé entre les deux armatures du
condensateur :

E =

∫∫∫

V

ε0
2

(
Q

2πrhε0

)2

r dr dθ dz

=
ε0
2

(
Q

2πrhε0

)2 ∫ R2

R1

dr

r

∫ h

0

dz

∫ 2π

0

dθ

=
ε0
2

(
Q

2πrhε0

)2

ln

(
R2

R1

)

h2π

=
Q2

4πhε0
ln

(
R2

R1

)

=
Q2

2C

On en déduit que C =
2πε0h

ln
R2

R1

, ce qui est bien l’expression trouvée plus haut.
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• 79 Concours Polytechnique

1. Les distances H2 et H1 valent :

H1 = b+Nπa tanα et H2 = b−Nπa tanα

θ1

ez

O
M

z

b

a

y

x

θ2

H2

H1

P

dℓ

Nπa tanα Nπa tanα

Ainsi, la bobine a pour longueur :

L = H1 −H2 = 2Nπa tanα

En outre, une spire est décrite lorsque l’angle φ varie de ∆φ = 2π, auquel cas une
spire occupe, sur l’axe (Oz), une longueur : ∆z = a tanα×∆φ = 2πa tanα.
Ce faisant, le nombre de spires par unité de longueur vaut :

n =
1

∆z
=

1

2πa tanα
(81)

2. Soit P (x, y, z) un point de la bobine, tel que :

−−→
PM =





−x
−y

−z + b



 =





−a cosφ
−a sinφ

b− a tanα× φ





Il s’ensuit que :
PM2 = a2 + (b− a tanα× φ)

2

D’autre part, un déplacement élémentaire d~ℓ de P le long du fil de la bobine s’ex-
prime par :

d~ℓ = d
−−→
OP avec

−−→
OP =





a cosφ
a sinφ
a tanαφ



⇒ d~ℓ =





−a sin θ
a cos θ
a tanα



 dφ

Ainsi, le champ magnétique créé par le point P enM vérifie la loi de Biot et Savart :

δ ~B(M) =
µ0I

4π

d~ℓ ∧ −−→
PM

PM3

auquel cas :

δBz = δ ~B(M) · ~ez =
µ0I

4π PM3

(

d~ℓ ∧ −−→
PM

)

· ~ez

=
µ0I

4π PM3
×
(−−→
PM ∧ ~ez

)

· d~ℓ
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où :

−−→
PM ∧ ~ez =





−a cosφ
−a sinφ

b− a tanαφ



 ∧





0
0
1



 =





−a sinφ
a cosφ

0





⇒
(−−→
PM ∧ ~ez

)

· d~ℓ =





−a sinφ
a cosφ

0



 ·





−a sinφ
a cosφ
a tanα



 dφ = a2 dφ

Par conséquent :

δBz =
µ0I

4π
× a2 dφ

PM3
=
µ0Ia

2

4π
× dφ
[

a2 + (b− a tanαφ)
2
]3/2

⇒ Bz =
µ0Ia

2

4π

∫ Nπ

−Nπ

dφ
[

a2 + (b− a tanαφ)
2
]3/2

Le calcul de cette intégrale peut être mené en effectuant le changement de variable :

a tanu = b− a tanαφ⇒ a2 + (b− a tanαφ)
2

= a2
(
1 + tan2 u

)

=
a2

cos2 u

et d’autre part :

a
du

cos2 u
= −a tanαdφ⇒ dφ = − du

cos2 u tanα

Quant aux bornes d’intégration : φ1 = −Nπ et φ2 = Nπ, elles correspondent aux
valeurs u1 et u2 telles que :

{
a tanu1 = b− a tanαφ1
a tanu2 = b− a tanαφ2

⇒







tanu1 =
b

a
+Nπ tanα =

H1

a

tanu2 =
b

a
−Nπ tanα =

H2

a

On trouve ainsi :

Bz =
µ0Ia

2

4π

∫ u2

u1

−du

tanα cos2 u
× cos3 u

a3

=
µ0I

4πa tanα

∫ u2

u1

− cosudu

=
µ0I

4πa tanα
(sinu1 − sinu2)

En remarquant que :

sinui =
tanui

√

1 + tan2 ui
=

Hi/a
√

1 +H2
i /a

2
=

Hi
√

a2 +H2
i

= cos θi
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on trouve finalement :

Bz =
µ0I

4πa tanα
(cos θ1 − cos θ2)

où le résultat (81) fournit :

1

2πa tanα
= n⇒ Bz =

µ0nI

2
(cos θ1 − cos θ2)

• 80 Concours ESIM

1. Soit (F) un fil infini, parcouru par un courant d’intensité I , dirigé selon un axe
(O,~ez) ;
Tout plan contenant (F) et M est un plan de symétrie pour
le courant électrique, auquel cas ~B(M) est perpendiculaire
à un tel plan :

~B(M) = B × ~eθ

D’autre part, une rotation de (F) autour de l’axe (O,~ez),
ou une translation de (F) dans la direction de ~ez , laissent
invariante la distribution de courant, ce qui signifie que B ne
dépend que de la distance a = OM :

a

er

I

eθ

ez

O

M

(Γ)

dℓ

~B(M) = B(a)~eθ

Cette expression montre que B(a) demeure constant le long d’un parcours (Γ)
circulaire, de rayon a et de centre O. Sur un tel parcours, la circulation du champ
magnétique vaut :

C =

∮

(Γ)

~B(M) · d~ℓ =
∮

(Γ)

B(a)× dℓ = B(a)×
∮

(Γ)

dℓ = B(a)× 2πa

En outre, la surface de contour (Γ) est traversée par le courant d’intensité I . C’est
pourquoi le théorème d’Ampère s’écrit :

C = µ0 I ⇒ B(a)× 2πa = µ0 I ⇒ ~B(M) =
µ0 I

2πa
~eθ (82)

2. (a) Soit (B) une bande élémentaire, d’épaisseur e, de largeur dx, parcourue par un
courant d’intensité δI .

O
e

L

a

δI
(B)

Lx

M

r
H

k
θ

jv

dx

θ0

eθ

θ
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Le ruban conducteur est alors parcouru par un courant de densité volumique ~v
supposée uniforme et donc d’intensité :

I = jv × 2Le où jv = ‖~v‖

⇒ jv =
I

2Le

Aussi, la section ds = edx de la bande (B) est-elle traversée par un courant
d’intensité :

δI = jv ds =
I

2Le
× edx =

I

2L
dx

Ainsi, (B) produit en M un champ magnétique δ ~B(M) dont l’expression se
déduit du résultat (82) :

δ ~B(M) =
µ0 δI

2πa
~eθ =

µ0 I

4πLa
dx~eθ

C’est pourquoi le champ magnétique produit par la totalité du ruban conducteur
vaut :

~B(M) =
µ0 I

4πL

∫ L

x=−L

dx

a
~eθ (83)

Du reste, le plan médiateur (qui passe par M et H) du ruban est un plan de
symétrie pour la distribution de courant et est alors perpendiculaire à ~B(M) :

~B(M) = B~k ⇒ B = ~B(M) · ~k =
µ0 I

4πL

∫ L

x=−L

dx

a
~eθ · ~k

=
µ0 I

4πL

∫ L

x=−L

dx

a
cos θ

Il convient dès lors de remarquer que :

tan θ =
x

r
⇒ x = r tan θ ⇒ dx = r

dθ

cos2 θ

et :

cos θ =
r

a
⇒ 1

a
=

cos θ

r

Aussi, en posant sin θ0 =
L√

r2 + L2
, on obtient :

B =
µ0 I

4πL

∫ θ0

−θ0

r dθ

cos2 θ
× cos θ

r
× cos θ =

µ0 I

4πL

∫ θ0

−θ0

dθ

=
µ0 I

4πL
× 2θ0 =

µ0 I

2πL
arcsin

(
L√

r2 + L2

)

⇒ ~B =
µ0 I ~k

2πL
× arcsin

(
L√

r2 + L2

)

(b) Considérons maintenant un élément dℓ de la gouttière, centré sur un point O,
délimitant une bande B dans laquelle circule un courant d’intensité δI .
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La densité surfacique de courant js (sup-
posée uniforme) qui circule sur la gout-
tière est alors définie par :

js =
δI

dℓ
⇒ δI = js dℓ⇒ I = js × 2L

⇒ δI =
I

2L
dℓ avec dℓ = adθ

⇒ δI =
Ia

2L
dθ

O

δI

(B)

M
kθ

js

dθ

eθ

θ dℓ

(Π)

Dans la suite, le résultat (83) donne le champ magnétique δ ~B(M) produit par
(B) en M :

δ ~B(M) =
µ0 δI

2πa
~eθ =

µ0 I

4πL
dθ ~eθ

d’où se déduit le champ ~B(M) produit en M par la totalité de la gouttière :

~B(M) =
µ0 I

4πL

∫ π/2

−π/2

dθ ~eθ

Enfin, en remarquant que le plan médiateur (Π) de la gouttière, qui passe par
M , est un plan de symétrie pour le courant, on en déduit que :

~B(M) = B~k ⇒ B = ~B(M) · ~k =
µ0 I

4πL

∫ π/2

−π/2

dθ ~eθ · ~k
︸ ︷︷ ︸

cos θ

⇒ B =
µ0 I

4πL
[sin θ]

π/2
−π/2 =

µ0 I

2πL

⇒ ~B(M) =
µ0 I

2πL
~k

• 81 QCM

1. Soit M un point situé à une distance r de l’axe du cylindre, tel que
−−→
OM = r ~er et

r < R.
Le plan (Π) contenant les vecteurs ~ez et ~er est un plan
de symétrie pour la distribution de courant, en consé-
quence de quoi ~B(M) est perpendiculaire à (Π), ce qui
s’exprime par :

~B(M) = B~eθ

En outre, toute rotation du cylindre autour de (Oz),
ainsi que toute translation du cylindre dans la direction
de (Oz) laissent invariante la distribution de courant.
Par suite, B ne dépend que de r : ~B(M) = B(r)~eθ et
c’est pourquoi on calcule la circulation C de ~B le long
d’un parcours (Γ) circulaire, de centre O et de rayon r
(B(r) y demeure constant).

er

I

M

eθ

ez

z

r

(Γ)

R

dS 
(S)

jv

(Σ)
O
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Ce faisant, si d
−−→
OM désigne un déplacement élémentaire le long de (Γ), on constate

que : d
−−→
OM = dℓ~eθ de sorte que :

C =

∮

(Γ)

~B(M) · d−−→OM =

∮

(Γ)

B(r)× dℓ = B(r)

∮

(Γ)

dℓ = B(r)× 2πr

Introduisons maintenant le vecteur densité volumique de courant ~v , uniforme
d’après l’énoncé. La surface de base : S = πR2 est alors traversée par un courant
d’intensité :

I =

∫∫

(S)

~v · d~S =

∫∫

(S)

jv × dScar ~v = jv ~ez et d~S = dS ~ez

c’est-à-dire :

I = jv ×
∫∫

(S)

dS = jv × πR2 ⇒ jv =
I

πR2

De même, le parcours (Γ) circonscrit une surface Σ = πr2, traversée par un cou-
rant :

Iint =

∫∫

Σ

~v · d~S = jv × Σ = jv × πr2

⇒ Iint =
I

πR2
× πr2 =

Ir2

R2

Le théorème d’Ampère impose alors :

C = µ0 Iint ⇒ B × 2πr =
µ0I

R2
r2 ⇒ B =

µ0I

2πR2
× r

⇒ ~B(M) =
µ0I

2πR2
× r ~eθ (réponse d).

2. Le potentiel vecteur ~A(M) est accessible à partir de la loi : ~B(M) =
−→
rot ~A, à condi-

tion de connaître les composantes du rotationnel. Or, l’énoncé ne les rappelant pas,
il est nécessaire d’utiliser le système de coordonnées cartésiennes dans lequel nous
savons que :

−→
rot ~A =

(
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

)

~ex +

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)

~ey +

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)

~ez

où l’invariance de la distribution de courant par translation selon (Oz) montre que
les composantes de ~A ne dépendent pas de la variable z, ce qui se traduit aussi par :

−→
rot ~A =

∂Az
∂y

~ex −
∂Az
∂x

~ey +

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)

~ez (84)
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En outre, dans la base {~ex, ~ey, ~ez} , le vecteur orthoradial
s’écrit :

~eθ = − sin θ ~ex + cos θ ~ey

⇒ r ~eθ = −r sin θ ~ex + r cos θ ~ey

où r sin θ et r cos θ s’identifient respectivement aux co-
ordonnées y et x du point M :

θ
y M

r
ex

xO

ez

ey

θ

eθ er

r ~eθ = −y ~ex + x~ey ⇒ ~B(M) = − µ0I

2πR2
y ~ex +

µ0I

2πR2
x~ey

Par identification avec l’équation (84), on obtient alors :

∂Az
∂y

= − µ0I

2πR2
y et

∂Az
∂x

= − µ0I

2πR2
x (85)

La première de ces équations montre qu’il existe une fonction f(x) de x seulement,
telle que :

Az(x, y) = − µ0I

4πR2
y2 + f(x)

Quant à la dérivée
∂Az
∂x

=
df

dx
, elle est donnée par la deuxième des équations (85) :

∂Az
∂x

= − µ0I

2πR2
x⇒ df

dx
= − µ0I

2πR2
x⇒ f(x) = − µ0I

4πR2
x2 +K

où K désigne une constante. Par conséquent :

Az(x, y) = − µ0I

4πR2
y2 − µ0I

4πR2
x2 +K = − µ0I

4πR2
r2 +K

car r =
√

x2 + y2. Enfin, l’énoncé précise que sur l’axe du conducteur (r = 0), le
potentiel vecteur est nul, c’est-à-dire que :

Az(r = 0) = 0 ⇒ K = 0 ⇒ Az(r) = − µ0I

4πR2
r2

Enfin, la définition de :
−→
rot ~A = ~B =

µ0I

2πR2
(−y ~ex + x~ey) montre que ~B et ~A

sont orthogonaux, ce qui se traduit par :

~A(M) = Az ~ez ⇒ ~A(M) = − µ0I

4πR2
r2 ~ez (réponse a).

• 82 Concours Commun Polytechnique

1. Tout plan (Π) passant par M , perpendiculairement à la plaque, est un plan de sy-
métrie pour la distribution de courant, auquel cas ~B(M) est perpendiculaire à (Π)

et s’écrit donc : ~B(M) = B~ez .
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F

h

D

M

E

C

dℓ

jv B(M)
ez

ey ex

Plaque (P)

(Π)

dx

(Γ)

En outre, toute translation de (P) dans les directions de ~ey ou ~ez laisse invariante
la distribution de courant, en conséquence de quoi B ne dépend que du paramètre
d’espace x :

~B(M) = B(x)~ez

Remarque – Soit N un point symétrique de M par rapport à (P) et ~B(N) le
champ magnétique en N . Si (Π) effectuait une rotation d’un demi-tour, les points
M et N permuteraient, bien que les nouveaux champs en M et N n’aient pas été
modifiés (car physiquement, rien de distingue cette nouvelle configuration de la
première) :

M

B(M)

(P)

N

B(N)

rotation

M

B'(M)=B(N) (P)

N

B'(N)=B(M)

Ce résultat n’est possible qu’à condition que ~B(N) = − ~B(M), c’est-à-dire :

~B(−x) = −B(x)

Soit (Γ) = (CDEF ) un parcours rectangulaire, de hauteur h = DE = FC,
orienté selon la « règle de la main droite » : les doigts de la main droite tournant
dans le sens de (Γ), le pouce tendu est orienté selon ~v . La circulation de ~B le long
de (Γ) est définie par :

C =

∮

(Γ)

~B · d~ℓ =
∫ D

C

~B · d~ℓ
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ E

D

~B · d~ℓ+
∫ F

E

~B · d~ℓ
︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ C

F

~B · d~ℓ

=

∫ E

D

[B(−x)~ez] · [ dℓ~ez] +
∫ C

F

[B(x)~ez] · [−dℓ~ez]

= −B(x)×
∫ E

D

dℓ−B(x)

∫ C

F

dℓ = −B(x)× 2h

D’autre part, la surface de contours (Γ) est traversée par un courant d’intensité :

Iint = jv × hdx
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auquel cas le théorème d’Ampère précise que :

C = µ0 Iint ⇒ −B(x)× 2h = jv × hdx⇒ B(x) = −µ0jv
2

dx

d’où l’on déduit que :






~B(M) = −µ0 jv

2
dx~ez à droite de (P)

~B(M) =
µ0 jv

2
dx~ez à gauche de (P)

2. (a) La distribution de courant, décrite par :

~v(x > 0) = j0 e
−x/a ~ey et ~v(x < 0) = ~0

peut être considérée comme une association de plaques infinies, d’épaisseur
dx, parcourues par un courant de densité volumique ~v(x) et situées aux abs-
cisses x > 0.

M

ez

ey ex

dx

jv

O

y

x

Une de ces plaques crée, en M(x < 0), un champ magnétique élémentaire
donné par la question précédente :

δ ~B(M) =
µ0

2
jv dx~ez =

µ0 j0
2

e−x/a dx~ez

C’est pourquoi le champ total produit en M vaut :

~B(M) =
µ0 j0
2

~ez

∫ ∞

0

e−x/a dx =
µ0 j0
2

~ez

[

−a e−x/a
]∞

0

⇒ ~B(M) =
µ0 j0a

2
~ez

(b) L’expression locale du théorème d’Ampère précise qu’en tout point M de l’es-
pace :

−→
rot

[

~B(M)
]

= µ0 ~v(M)

Notamment, lorsque x > 0 : ~v(M) = ~v(x > 0) = j0 e
−x/a ~ey conduit à :







∂Bz

∂y
− ∂By

∂z
= 0

∂Bx

∂z
− ∂Bz

∂x
= µ0 j0 e

−x/a

∂By

∂x
− ∂Bx

∂y
= 0

(86)
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En outre, le plan (Oxy) qui passe par M est un plan de symétrie pour la distri-
bution de courant, auquel cas ~B(M) est perpendiculaire à ce plan :

~B(M) = Bz ~ez car Bx = 0 et By = 0

et, puisque toute translation dans les directions de (Oz) et de (Oy) laisse inva-
riante la distribution de courant, cela signifie que Bz ne dépend que de x :

∂Bz
∂y

= 0
∂Bz
∂z

= 0
∂Bz
∂x

=
dBz
dx

6= 0

Le système d’équations (86) se simplifie alors :

− dBz
dx

= µ0 j0 e
−x/a ⇒ Bz = µ0 j0a e

−x/a +K

où K est une constante qui doit rendre compte de la continuité de Bz(x) en
x = 0 (car il n’y a pas de courant surfacique en x = 0) :

lim
x→0+

Bz = lim
x→0−

Bz ⇒ lim
x→0

(

µ0j0a e
−x/a +K

)

= lim
x→0

(
µ0j0a

2

)

(87)

⇒ µ0ja+K =
µ0j0a

2
⇒ K = −µ0j0a

2
(88)

⇒ Bz = µ0j0a e
−x/a − µ0j0a

2
(89)

⇒ ~B(x > 0) =
µ0j0a

2

(

2 e−x/a − 1
)

~ez (90)

(c) Pour les mêmes raisons que précédemment, les composantes Ax, Ay et Az du
potentiel vecteur ne dépendent que du paramètre x, de sorte que la relation :

−→
rot ~A = ~B ⇒










∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y










=





0
0
Bz





se simplifie considérablement :

∂Az
∂x

= 0 et
∂Ay
∂x

= Bz

c’est-à-dire, encore :
dAy
dx

= Bz (91)

Quant à l’équation : ~B =
−→
rot ~A, elle montre que ~A ⊥ ~B, c’est-à-dire que

Az = 0. Enfin, puisque ~A ne dépend que de x, la jauge de Coulomb indique
que :

div ~A = 0 ⇒ ∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 ⇒ ∂Ax
∂x

= 0
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C’est pourquoi on pourra choisir le potentiel vecteur ~A





Ax
Ay
Az



 tel que :

Ax = 0
dAy
dx

= Bz Az = 0

Il convient désormais de distinguer deux cas :

• Si x < 0, Bz =
µ0j0a

2
confère à l’équation (91) la forme :

dAy
dx

=
µ0j0a

2
⇒ Ay(x 6 0) =

µ0j0a

2
x+K ′

où l’on peut choisir arbitrairement nulle la constante K ′, de sorte que :

~A(x 6 0) =
µ0j0a

2
x~ey

• Si x > 0, l’expression (89) de Bz donne à l’équation (91) la forme :

dAy
dx

= µ0j0a e
−x/a−µ0j0a

2
⇒ Ay(x > 0) = −µ0j0a

2 e−x/a−µ0j0a

2
x+K ′′

où la constante K ′′ doit être choisie de manière à assurer la continuité de
Ay en x = 0 :

lim
x→0+

Ay = lim
x→0−

Ay

⇒ lim
x→0

[

−µ0j0a
2 e−x/a − µ0j0a

2
x+K ′′

]

= lim
x→0

(
µ0j0a

2
x

)

⇒ −µ0j0a
2 +K ′′ = 0 ⇒ K ′′ = µ0j0a

2

⇒ Ay(x 6 0) = −µ0j0a
2 e−x/a − µ0j0a

2
x+ µ0j0a

2

⇒ ~A(x > 0) =
µ0j0a

2

[

2a
(

1− e−x/a
)

− x
]

~ey

• 83 Concours Centrale-Supélec

1. L’emploi du théorème d’Ampère requiert la recherche préalable des caractéris-
tiques du champ magnétique ~B(M) en un point M .
Le plan contenant le fil électrique et le point
M est un plan de symétrie pour le courant, au-
quel cas ~B(M) est perpendiculaire à ce plan :
~B(M) = B~eθ. En outre, toute rotation du fil élec-
trique sur lui-même, ainsi que toute translation

dans la direction ~ez laissent B =
∥
∥
∥ ~B(M)

∥
∥
∥ inva-

riant, ce qui signifie que B ne dépend que de r :

ez

M

(Γ)

I

r

eθ

er

~B(M) = B(r)~eθ
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Il convient de calculer la circulation de ~B(M) le long d’un parcourt (Γ) sur lequel
B(r) ne varie pas ; il s’agit d’un cercle de rayon r ayant pour axe le fil électrique :

C =

∫∫

(Γ)

~B · d~ℓ =
∫∫

(Γ)

B(r)× dℓ = B(r)×
∮

(Γ)

dℓ = B(r)× 2πr

Quant à la surface (orientée par le sens du parcourt de (Γ)), délimitée par (Γ), elle
est traversée par le courant Iint = I . De fait, le théorème d’Ampère se traduit par :

C = µ0 Iint ⇒ B(r)× 2πr = µ0 I ⇒ B(r) =
µ0 I

2πr

⇒ ~B(M) =
µ0 I

2πr
~eθ

2. Soit (B) une bande centrée sur un point M , dont le projeté orthogonal sur le fil
électrique est un point H tel que HM = r.

ez

z

I

h

r

a

M

a

eθ
O

ez

M

eθ

H
I

B

er

dr

O er

r

a aR

H

La surface dS = hdr de la bande B est caractérisée par le vecteur d~S = dS ~eθ,
perpendiculaire au cadre ; par suite, le flux Φ0 de ~B à travers le cadre (C) vaut :

Φ0 =

∫∫

(C)

~B(M) · d~S =

∫ R+a

R−a

(
µ0 I

2πr
~eθ

)

· (hdr ~eθ) (92)

=
µ0 Ih

2π

∫ R+a

R−a

dr

r
⇒ Φ0 =

µ0 Ih

2π
ln

(
R+ a

R− a

)

(93)

3. Considérons, maintenant, que le cadre (C) est incliné d’un angle ϕ 6= 0 par rapport
au plan contenant le fil et l’axe (Oz) :

ezz

I

h
H

a

M

a

eθ

O

ez

dS eθ

H
I

er

dρ

O

erMa

a

R

r

ϕ

ρ

R ϕ
ρ
ϕ

B(M)
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Plaçons-nons dans la situation où les points H , O et M seraient alignés si ϕ était
nul. La position du pointM est décrite par la distance ρ qui le sépare deO, de sorte
que :

−−→
HM =

−−→
HO +

−−→
OM ⇒ HM2 = r2

= HO2 + 2
−−→
HO · −−→OM +OM2

= R2 + 2Rρ cosϕ+ ρ2

= R2 sin2 ϕ+R2 cos2 ϕ+ 2Rρ cosϕ+ ρ2

ce qui conduit à :

r =

√

R2 sin2 ϕ+ (R cosϕ+ ρ)
2

En outre, les orientations de ~B(M) et de d~S sont telles que :

~B(M) · d~S = B(r) dS cosϕ =
µ0 I

2πr
× hdρ× cosϕ

Par suite, le flux de ~B à travers le cadre vaut :

Φ(ϕ) =

∫∫

~B(M) · d~S =

∫ a

−a

µ0 I

2πr
h cosϕdρ

=
µ0 Ih cosϕ

2π

∫ a

−a

dρ
√

R2 sin2 ϕ+ (R cosϕ+ ρ)2
=
µ0 Ih cosϕ

2π
× J

où l’intégrale J se calcule en effectuant le changement de variable :

R cosϕ+ ρ = R sinϕ× sinhu⇒ dρ = R sinϕ× coshudu

⇒ R2 sin2 ϕ+ (R cosϕ+ ρ)2 = R2 sin2 ϕ (coshu)
2

En outre, lorsque ρ prend les valeurs respectives −a et a, la variable u prend les
valeurs :

u1 = argsh

(
R cosϕ− a

R sinϕ

)

et u2 = argsh

(
R cosϕ+ a

R sinϕ

)

de sorte que :

J =

∫ u2

u1

R sinϕ× cosudu

R sinϕ× coshu
=

∫ u2

u1

du = u2 − u1

Or, sachant que argsh (x) = ln
(
x+

√
1 + x2

)
, cette intégrale devient :

J = ln




R cosϕ+ a

R sinϕ
+

√

1 +

(
R cosϕ+ a

R sinϕ

)2




− ln




R cosϕ− a

R sinϕ
+

√

1 +

(
R cosϕ− a

R sinϕ

)2




d’où il découle finalement que :
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Φ(ϕ) =
µ0 Ih cosϕ

2π
× ln

(

R cosϕ+ a+
√

R2 + 2Ra cosϕ+ a2

R cosϕ− a+
√

R2 − 2Ra cosϕ+ a2

)

On s’assure aisément de la compatibilité de ce résultat avec l’expression (93) de Φ0

car :

lim
ϕ→0

[Φ(ϕ)] =
µ0 Ih

2π
× ln

[
2× (R+ a)

2× (R− a)

]

⇒ lim
ϕ→0

[Φ(ϕ)] = Φ0

• 84 Concours Commun Polytechnique

1. Soit (L) une ligne de courant située entre les points O et H , suivie par un courant
élémentaire d’intensité δI .
Un point P de (L) est soumis à une force de Laplace :

δ2 ~F = δI d
−−→
OP ∧ ~B, à laquelle est associé un moment, par

rapport à O :

δ2 ~MO =
−−→
OP ∧ δ2 ~F = δI

−−→
OP ∧

[

d
−−→
OP ∧ ~B

]

= δI
[

d
−−→
OP ×

(−−→
OP · ~B

)

− ~B ×
(−−→
OP · d−−→OP

)]

aI

ez

O

(L)

B

P

H

où
−−→
OP ⊥ ~B ⇒ −−→

OP · ~B = 0 et
−−→
OP · d−−→OP =

1

2
d (OP )

2 conduisent à :

δ2 ~MO = −δI ~B × 1

2
d (OP )

2

Aussi, (L) est soumis au moment :

δ ~MO = −δI
~B

2

∫ a

0

d (OP )
2
= −δI a

2 ~B

2

de sorte que le moment des forces de Laplace qui s’exercent sur l’ensemble des
lignes de courant, liant O à H , vaut :

~MO = −I a
2

2
~B =

I a2B

2
~ez

2. Soit ∆ = (O,~ez) l’axe de la roue de Barlow. Les moments des forces de Laplace
par rapport à cet axe valent respectivement :

M∆

(

~F
)

= ~MO · ~ez et M∆

(

~f
)

= ~MO

(

~f
)

· ~ez = −kω

C’est pourquoi le mouvement de rotation de la roue est décrit par l’équation :

J
dω

dt
= M∆

(

~F
)

+M∆

(

~f
)

=
I a2B

2
− kω

⇒ J
dω

dt
+ kω =

I a2B

2

Cette équation différentielle peut être résolue en cherchant :
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• la solution ωs de l’équation différentielle sans second membre :

J
dωs
dt

+ k ωs = 0

dont l’équation caractéristique : J X + k = 0 ⇒ X = − k

J
conduit à :

ωs = A eXt = A e−kt/J

• La solution ωh homogène au second membre :

J
dωh
dt

+ k ωh =
I a2B

2

c’est-à-dire constante :

dωh
dt

= 0 ⇒ k ωh =
I a2B

2
⇒ ωh =

I a2B

2k

La solution générale de l’équation différentielle :

ω = ωh + ωs =
I a2B

2k
+A e−kt/J

présente alors une constante A, adaptée à la condition initiale :

ω(t = 0) = 0 ⇒ I a2B

2k
+A e−kt/J = 0 ⇒ A = −I a

2B

2k

⇒ ω(t) =
I a2B

2k
×
(

1− e−kt/J
)

• 85 Concours Mines Ponts

1. Appliquons le théorème d’Ampère sur le cercle de rayon r,centré sur l’axe Oz ,
dans un plan de côte z :

∮

C

~B · d~ℓ = µ0I

I représente les courants enlacés par le contour C.

Sachant que d~ℓ = dℓ~eθ nous avons ~B · d~ℓ = Bθ dℓ, la symétrie de révolution
autour de Oz implique : Bθ(r, θ, z) = Bθ(r, z).

Nous en déduisons alors :
∮

C

~B · d~ℓ = Bθ(r, z)

∮

C

dθ = 2πBθ(r, z) .

Ce contour n’enlace aucun courant donc : 2πBθ(r, z) = 0 ⇒ Bθ(r, z) = 0.
On pouvait aussi remarquer que tout plan contenant l’axe Oz est un plan d’antisy-
métrie pour la distribution de courant, ~B ne pouvait donc avoir de composante que
sur ~er et ~ez .

2. Le champ magnétique est à flux conservatif, utilisons cette propriété en calculant
son flux à travers le cylindre de hauteur dz , de centre z, de section de rayon r.
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Ce cylindre constituant une surface fermée nous avons alors :

φ
(

~B, SCylindre

)

= 0

Appelons S1, S2 et Slat respectivement les surfaces basses, hautes et latérales du
cylindre.

Remarquons que si l’on choisit r assez faible, on peut écrire en tout point :
Bz(r, z) ≃ Bz(0, z).
En conséquence de quoi :

φ
(

~B, S1

)

=

∫∫

S1

~B · d ~S1

=

∫∫

S1

(

Bz(0, z −
dz

2
)~ez +Br(r, z)~er

)

(−dS1)~ez

= −
∫∫

S1

Bz

(

(0, z − dz

2

)

dS1 = −Bz
(

0, z − dz

2

)

πr2

De même : φ
(

~B, S2

)

= Bz

(

0, z +
dz

2

)

πr2

Enfin :

φ
(

~B, Slat

)

=

∫∫

Slat

~B · d ~Slat

=

∫∫

Slat

(Bz(r, z)~ez +Br(r, z)~er) ( dSlat ~er)

=

∫∫

Slat

(Br(r, z) dSlat)

≃ Br(r, z)2πr dz

Les évolutions de z restant faibles sur Slat on peut considérer que la fonction
Br(r, z) est quasi constante. On en déduit donc :

πr2
(

Bz

(

0, z +
dz

2

)

−Bz

(

0, z − dz

2

))

︸ ︷︷ ︸

=
d

dz
(Bz(0, z)) dzπr2

+2πr dzBr(r, z) = 0.

D’où il s’en suit :

Br(r, z) = −r
2

d

dz
(Bz(0, z))

3. L’expression de la force de Laplace est donnée par :

~F =

∮

C

(

id~ℓ ∧ ~B
)

C étant la spire de rayon a et ~B le champ magnétique crée par la grande spire.
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Or :
∮

C

(

id~ℓ ∧ ~B
)

=

∮

C

iadθ ~eθ ∧ (Bz ~ez +Br ~er)

= iaBz

∮

C

dθ ~er
︸ ︷︷ ︸

=~0

−iaBr ~ez
∮

C

dθ

= −iaBr2π ~ez

On intégre sur la variable θ, r étant bloqué à la valeur a et z à la valeur z0, nous
avons donc :
~F = −2πaiBr(a, z0)~ez et d’après nos résultats précédents :

Br(a, z0) = −a
2

d

dz
(Bz(0, z))z=z0

Nous avons déja démontré que le champ magnétique crée par une spire de rayon
R, à la cote z0 de son axe de révolution est donné par :

Bz(0, z0) =
µ0IR

2

2 (R2 + z20)
3/2

Par conséquent :
d

dz
(Bz(0, z0)) = −3

4
µ0IR

2 2z20

(R2 + z20)
5/2

Ce qui implique : ~F = −3

4
µ0πa

2iIz0
R2

(R2 + z20)
5/2

~ez .

Lorsque les courants sont dans le même sens (même signe) cette force est attrac-
tive, elle est répulsive dans le cas contraire. Une spire parcourue par un courant
constitue un dipôle magnétique, elle est donc équivalente à un aimant. On retrouve
les phénomènes d’attraction et de répulsion des aimants.

• 86 Concours Commun Polytechnique

La résultante des efforts de Laplace est donnée par : ~F =

∮

D1

id~ℓ ∧ ~B. ~B étant le

champ magnétique crée par D2.
~B se détermine à partir du théorème d’Ampère : il s’écrit en tout point du plan

contenant le cadre : ~B =
µ0I

2πx
~ey .

Or le calcul de
∮

D1

(

id~ℓ ∧ ~B
)

, s’écrit comme la somme des quatre termes :
∫

QP

(

id~ℓ ∧ ~B
)

+

∫

PN

(

id~ℓ ∧ ~B
)

+

∫

NM

(

id~ℓ ∧ ~B
)

+

∫

MQ

(

id~ℓ ∧ ~B
)

Pour la partie QP , on a d~ℓ = dx~ex, donc :
∫

QP

(

id~ℓ ∧ ~B
)

=

∫

QP

(

idx~ex ∧
µ0I

2πx
~ey

)

=
µ0iI

2π

∫ x0+a

x0−a

(
dx

x
~ez

)

=
µ0iI

2π
ln

(
x0 + a

x0 − a

)

~ez
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De la même manière sur NM :
∫

NM

(

id~ℓ ∧ ~B
)

=

∫

NM

(

idx~ex ∧
µ0I

2πx
~ey

)

=
µ0iI

2π

∫ x0−a

x0+a

(
dx

x
~ez

)

= −µ0iI

2π
ln

(
x0 + a

x0 − a

)

~ez

Pour la partie PN , d~ℓ = dz ~ez et x = x0 + a conduisent à :
∫

PN

(

id~ℓ ∧ ~B
)

=
µ0iI

2π (x0 + a)

∫

PN

dz ~ex

=
µ0iI

2π (x0 + a)

∫ −b

b

−dz,~ex =
µ0iIb

π (x0 + a)
~ex

De même pour la partie MQ , x = x0 − a a pour conséquence :
∫

MQ

(

id~ℓ ∧ ~B
)

=
µ0iI

2π (x0 − a)

∫

PN

dz ~ex

=
µ0iI

2π (x0 − a)

∫ b

−b

−dz ~ex = − µ0iIb

π (x0 − a)
~ex

On en déduit que ~F =
µ0iIb

π

(
1

x0 + a
− 1

x0 − a

)

~ex = − µ0Iiba

π

(

x20 −
a2

4

) ~ex

• 87 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. (a) Soit P un point courant de (Γ), à partir duquel est définie la résultante de forces
de Laplace :

~R =

∮

(Γ)

I d
−−→
OP ∧ ~B(P ) = I

∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B(P )

Les vecteurs de base {~eα} étant orthogonaux, il s’en-
suit que :

~eα · ~eβ = δαβ =

{
1 si α = β
0 si α 6= β

(Γ)

O

B(P)ey

IP

ez ex

Aussi, le vecteur ~R vérifie-t-il :

~eα · ~R = ~eα ·
∑

β

Rβ ~eβ =
∑

β

Rβδαβ = Rα

⇒ Rα = I ~eα ·
∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B(P ) = I ×

∮

(Γ)

~eα ·
[

d
−−→
OP ∧ ~B(P )

]

Or, l’invariance d’un produit mixte par permutation circulaire de ses vecteurs
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conduit à :

~eα ·
[

d
−−→
OP ∧ ~B(P )

]

= d
−−→
OP ·

[

~B(P ) ∧ ~eα
]

⇒ Rα = I ×
∮

(Γ)

[

~B(P ) ∧ ~eα
]

· d−−→OP

Soit (S) la surface de contour (Γ) et soit ~U un vecteur quelconque, le théorème
de Stockes indique que :

∮

(Γ)

~U · d−−→OP =

∫∫

(S)

−→
rot

(

~U
)

· d~S

⇒ Rα = I ×
∫∫

(S)

−→
rot

[

~B(M) ∧ ~eα
]

· d~S

(b) La relation rappelée par l’énoncé conduit à :

−→
rot

(

~B ∧ ~eα
)

= ~B × div (~eα)− ~eα × div ~B +
(

~eα · ~∇
)

~B −
(

~B · ~∇
)

~eα

où :

• div (~eα) = 0 car les vecteurs {~eα} de la base cartésienne ne dépendent pas
du point de mesure ;

• div ~B = 0 est à l’origine de la définition du potentiel vecteur : ~B =
−→
rot ~A ;

• l’opérateur
(

~eα · ~∇
)

est défini par :

(

~eα · ~∇
)

~B =



~eα ·
∑

β

~eβ
∂

∂xβ



 ~B =
∑

β

δαβ
∂ ~B

∂xβ
=

∂ ~B

∂xα

• l’uniformité des vecteurs de base

(
∂~eα
∂xβ

= ~0

)

a pour conséquence :

(

~B · ~∇
)

~eα =
∑

β

Bβ
∂~eα
∂xβ

= ~0

Par conséquent :
−→
rot

(

~B ∧ ~eα
)

=
∂ ~B

∂xα
=
∑

β

∂Bβ
∂xα

~eβ . En outre, le parcours

(Γ) étant contenu dans un plan perpendiculaire à ~ez , il s’ensuit que tout élément
d~S de (S) est colinéaire à ~ez , de sorte que :

−→
rot

(

~B ∧ ~eα
)

· d~S =




∑

β

∂Bβ
∂xα

~eβ



 · dS ~ez =
∂Bz
∂xα

dS

⇒ Rα = I ×
∫∫

(S)

∂Bz
∂xα

dS
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finalement, la définition de l’opérateur gradient conduit à :

−−→
grad (Bz) =

∑

α

∂Bz
∂xα

~eα

de telle manière que :

~R =
∑

α

Rα ~eα = I ×
∫∫

(S)

∑

α

∂Bz
∂xα

~eα dS

soit encore :

~R = I ×
∫∫

(S)

−−→
grad (Bz)× dS (94)

2. (a) La résultante :

~R = I

∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B

doit être calculée en distinguant, dans (Γ), les seg-
ments horizontaux des segments verticaux, de sorte
que :

(Γ)

O

ey

C

ez ex
P

ℓ

I

D

L

A

~R = I

[
∮ A

O

d
−−→
OP ∧ ~B +

∫ C

A

d
−−→
OP ∧ ~B +

∫ D

C

d
−−→
OP ∧ ~B +

∫ O

D

d
−−→
OP ∧ ~B

]

• Lorsque P appartient aux segments horizontaux [O,A] et [D,C] :

d
−−→
OP = dx~ex ⇒ d

−−→
OP ∧ ~B = dx~ex ∧ (Bx ~ex +By ~ey +Bz ~ez)

= By dx~ez −Bz dx~ey

= −B0

a
y dx~ez −

B0

a
xdx~ey

Pour P ∈ [O,A], y est nul, en conséquence de quoi :

d
−−→
OP∧ ~B = −B0

a
xdx~ey ⇒

∫ A

O

d
−−→
OP∧ ~B = −B0

a

∫ ℓ

0

xdx~ey = −B0 ℓ
2

2a
~ey

En revanche, pour OP ∈ [C,D], y prend la valeur L, d’où il s’ensuit que :

d
−−→
OP ∧ ~B = −B0 L

a
dx~ez −

B0

a
xdx~ey

c’est-à-dire :
∫ D

C

d
−−→
OP ∧ ~B = −B0 L

a
~ez

∫ ℓ

0

dx− B0

a
~ey

∫ 0

ℓ

xdx~ey

=
B0 L ℓ

a
~ez +

B0 ℓ
2

2a
~ey
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• Lorsque P appartient aux segments verticaux [A,C] et [D,O] :

d
−−→
OP = dy ~ey ⇒ d

−−→
OP ∧ ~B = dy ~ey ∧ (Bx ~ex +By ~ey +Bz ~ez)

= −Bx dy ~ez +Bz dy ~ex

= −B0

a
xdy ~ez +

B0

a
xdy ~ex

Deux cas se présentent à nouveau : si P ∈ [A,C], x = ℓ entraîne que :
∫ C

A

d
−−→
OP ∧ ~B =

B0 ℓ

a

[

−~ez
∫ L

0

dy + ~ex

∫ L

0

dy

]

= −B0 ℓ L

a
~ez +

B0 ℓ L

a
~ex

En revanche, lorsque P ∈ [D,O], la valeur nulle de x a pour conséquence :

d
−−→
OP ∧ ~B = ~0 ⇒

∫ O

D

d
−−→
OP ∧ ~B = ~0

De ces calculs, il ressort finalement que :
∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B =

(

−B0 ℓ
2

2a
~ey

)

+

(
B0 L ℓ

a
~ez +

B0 ℓ
2

2a
~ey

)

+

(
B0 ℓ L

a
~ex −

B0 ℓ L

a
~ez

)

=
B0 ℓ L

a
~ex

⇒ ~R = I ×
∮

(Γ)

d
−−→
OP ∧ ~B =

IB0 ℓ L

a
~ex

(b) La composante Bz =
B0

a
x a pour gradient :

−−→
gradBz =

∂Bz
∂x

~ex +
∂Bz
∂y

~ey +
∂Bz
∂z

~ez =
B0 ~ex
a

Par suite, la loi (94) fournit directement :

~R = I ×
∫∫

(S)

−−→
grad (Bz) dS = I ×

∫∫

(S)

B0 ~ex
a

dS = I × B0 ~ex
a

∫∫

(S)

dS

où
∫∫

(S)

dS = ℓ L désigne la surface du rectangle (OACD). Finalement, on

obtient :

~R =
I B0 ℓ L

a
~ex

• 88 Concours Centrale-supélec

1. Un point M appartient à une ligne de champ L si un déplacement élémentaire
d
−−→
OM de M le long de L est tangent au champ magnétique ~B(M) en M , ce qui
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signifie également que d
−−→
OM et ~B(M) sont colinéaires. Or, en coordonnées sphé-

riques :
−−→
OM = r ~er ⇒ d

−−→
OM = dr ~er + r dϕ~eϕ + r sinϕdψ~eψ

Ce faisant, dans la base {~er, ~eϕ, ~eψ} :

~B(M) ∧ d
−−→
OM = −µ0mT

4πr3





2 cosϕ
sinϕ
0



 ∧





dr
r dϕ

r sinϕdψ





= −µ0mT

4πr3





r sin2 ϕdψ
−2r sinϕ cosϕdψ

2r cosϕdϕ− sinϕdr



 = ~0

La colinéarité de d
−−→
OM et de ~B(M) se traduit alors par les équations :

dψ = 0 ⇒ ψ = cte (95)

et :

2r cosϕdϕ = sinϕdr ⇒ dr

r
= 2

cosϕdϕ

sinϕ
= 2

d (sinϕ)

sinϕ
(96)

⇒ d (ln r) = 2× d [ln (sinϕ)] (97)

⇒ d (ln r) = d
[
ln
(
sin2 ϕ

)]
(98)

L’équation (95) montre qu’une ligne de champ magnétique est intégralement com-
prise dans un plan méridien (ψ = cte), tandis que l’équation (98) révèle l’existence
d’une constante r0 telle que :

r = r0 × sin2 ϕ

2. Dans un plan méridien (par exemple le plan (A,~ey, ~ez) pour ψ =
π

2
), l’équation

précédente montre qu’une ligne de champ passe par les points :

D
(

ϕ =
π

2
, r = r0

)

E
(

ϕ =
π

4
, r =

r0
2

)

A (ϕ = 0, r = 0)

r0

E

A D

ez

ey

mT

ϕ

3. En tout point M(r, ϕ, ψ) de l’espace, le champ magnétique a pour intensité :

B =
√

B2
r +B2

ϕ +B2
ψ =

µ0mT

4πr3

√

4 cos2 ϕ+ sin2 ϕ
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Notamment, une ligne de champ étant caractérisée par l’équation : r = r0 sin2 ϕ,
il s’ensuit que :

B(ϕ) =
µ0mT

4πr30
×
√

4 cos2 ϕ+ sin2 ϕ

sin6 ϕ

où : cos2 ϕ = 1− sin2 ϕ conduit à :

B(ϕ) =
µ0mT

4πr30
×
√

4− 3 sin2 ϕ

sin6 ϕ

Par définition, B0 désigne B(ϕ) dans le plan équatorial, c’est-à-dire :

B0 = B
(

ϕ =
π

2

)

=
µ0mT

4πr30
×

√
4− 3

1
=
µ0mT

4πr30

Aussi, B(ϕ) vaut-il :

B(ϕ) = B0 × f(ϕ) avec







B0 =
µ0mT

4πr30

f(ϕ) =

√

4− 3 sin2 ϕ

sin6 ϕ

4. La fonction f(ϕ) est minimale lorsque :

• son numérateur
√

4− 3 sin2 ϕ est minimum, c’est-à-dire lorsque sin2 ϕ = 1,

soit encore : ϕ = ±π
2

;

• son dénominateur sin6 ϕ est maximum, pour les mêmes valeurs de ϕ que pré-
cédemment.

Il s’ensuit que :

Bmin = B0 × f
(

±π
2

)

⇒ Bmin = B0 en ϕ = ±π
2

5. En remarquant que : sin2(π − ϕ) = sin2 ϕ, on conclut que :

f(π − ϕ) = f(ϕ)

ce qui signifie également que la fonction f(ϕ) est symétrique par rapport à l’axe
vertical correspondant à ϕ = π.

6. La fonction f(ϕ) a pour valeurs limites :

lim
ϕ→0

[f(ϕ)] = lim
ϕ→π

[f(ϕ)] = ∞

En outre, l’égalité : f(ϕ+ π) = f(ϕ) montre la périodicité (sur π) de f(ϕ), dont

la valeur minimum Bmin = B0 est obtenue pour ϕ =
π

2
:
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0

B0

f(ϕ)

ϕπ-π π/2-π/2

7. (a) La composante horizontale du champ géomagnétique peut s’écrire :

~Bh = Bϕ ~eϕ

Aussi, en un point A de la surface de la Terre, l’aiguille
aimantée présente-t-elle l’énergie potentielle magnétique :

Ep = − ~Bh · ~m = −Bh ×m× cosα

auquel cas les positions d’équilibre sont repérées par les
angles α qui rendent Ep extremum :

Bh

α
A

m

eϕ

eψer

dEp
dα

= 0 ⇒ Bhm sinα = 0 ⇒ α = 0 ou π.

Or, la position d’équilibre stable est celle qui rend minimum Ep, c’est-à-dire qui

assure
d2Ep
dα2

= Bhm cosα > 0, avec :

d2Ep
dα2

∣
∣
∣
∣
α=0

= Bhm > 0 et
d2Ep
dα2

∣
∣
∣
∣
α=π

= −Bhm < 0

Il apparaît donc que c’est en α = 0 que l’aiguille aimantée occupe sa position
d’équilibre stable.

(b) Soit ~MA le moment en A de la force magnétique :

~MA = ~m ∧ ~Bh = −mBh sinα~er

et M∆ = ~MA · ~er sa projection sur l’axe de rotation (A,~er) :

M∆ = −mBh sinα

Par suite, l’équation différentielle qui décrit le mouvement de l’aiguille s’écrit :

J
d2α

dt2
= M∆ ⇒ d2α

dt2
+
mBh
J

sinα = 0

(c) Des petites oscillations (sinα ≃ α) peuvent alors prendre naissance, respectant
l’équation différentielle :

d2α

dt2
+
mBh
J

α = 0

dont la solution est harmonique, de pulsation ω0 =

√

mBh
J

et donc de pé-

riode :
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τ0 =
2π

ω0
= 2π

√

J

mBh

(d) Lorsque ~Bh et ~Be présentent le même sens, l’aiguille est soumise au champ
magnétique résultant :

~B1 = ~Bh + ~Be = (Bh +Be) ~eϕ ⇒ B1 =
∥
∥
∥ ~B1

∥
∥
∥ = Bh +Be

et la période des oscillations vaut alors :

τ1 = 2π

√

J

mB1
= 2π

√

J

m (Bh +Be)
(99)

En revanche, lorsque ~Be et ~Bh sont de sens opposé, c’est le champ :

~B2 = ~Bh + ~Be = (Bh −Be) ~eϕ ⇒ B2 =
∥
∥
∥ ~B2

∥
∥
∥ = Be −Bh > 0

qui est à l’origine des oscillations, de période :

τ2 = 2π

√

J

mB2
= 2π

√

J

m (Be −Bh)
(100)

En notant α le rapport α =
τ1
τ2

, les relations (99) et (100) conduisent à :

α =
τ1
τ2

=

√

Be −Bh
Be +Bh

⇒ α2Be + α2Bh = Be −Bh

⇒ Bh
(
1 + α2

)
= Be

(
1− α2

)

⇒ Bh = Be ×
1− α2

1 + α2
avec α =

τ1
τ2

(e) Compte tenu de cette relation, avec : Be = 100 µT et α =
τ1
τ2

= 0,78, on

trouve :

Bh = 100.10−6 × 1− (0,78)2

1 + (0,78)2
⇒ Bh = 2,43.10−5 T

• 89 Concours Centrale-Supélec

1. Le flux appliqué par le solénoïde à la bobine varie au cours du temps. Par induction
il va donc apparaître un courant dans la bobine. Les effets de l’induction s’opposant
aux causes qui leur donnent naissance, les efforts du solénoïde sur la bobine vont
agir de façon à s’opposer à la rotation de cette dernière.

2. Définissons θ, angle caractéristique de la rotation et ~n vecteur normal à la bobine.
Pour une origine convenablement choisie : θ = ωt

Notons i le courant induit dans la bobine.
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Le flux du champ magnétique du solénoïde à travers la bobine s’écrit :

φ = N

∫∫

S

~B · d~S = N

∫∫

S

(µ0nI ~ez) dS ~n = Nµ0nIS cos (ωt)

e = − dφ

dt
= µ0nNISω sin(ωt) = Ri⇒ i =

µ0nNISω sin(ωt)

R

3. La bobine s’assimile à un dipôle magnétique de moment ~M = iS~n, placé dans un
champ magnétique homogène.
Les actions de Laplace se résument donc à un couple de moment :

~Γ = ~M ∧ ~B = iS~n ∧B~ez = −BiS sin(ωt)~ex

= − (S sin(ωt)µ0nI)
2
N
ω

R
~ex

Le signe négatif caractérise bien le fait que ce couple s’oppose à la rotation de la
bobine

• 90 Concours Mines Ponts

1. L’énoncé donne ~B = B(t)~ez . Le champ électrique est orthoradial et à symétrie cy-
lindrique : ~E = E(r)~eθ. Appliquons la forme intégrale de l’équation de Maxwell-
Gauss à un contour circulaire d’axe Oz, de rayon r, dans un plan z = cte.

∮

C

~E · d~ℓ = − d

dt

(∫∫

S

~B d~S

)

S étant une surface qui s’appuie sur le contour C.
Nous avons donc :∮

C

~E · d~ℓ = 2πrE(r) et
d

dt

(∫∫

S

~B d~S

)

= πr2
dB

dt
Ces égalités donnent :

~E(r) = −r
2

dB

dt
~eθ

Si B a la même orientation que ~ez et que sa norme augmente, alors
dB

dt
> 0. La

force à laquelle est soumise la particule : ~F = q ~E est donc portée par −~eθ puisque

q > 0. De ce fait la force accélère la particule dans cette direction (~a·~v =
q

m
~E ·~v >

0).

2. Lorsque le champ magnétique est uniforme, le potentiel vecteur peut s’écrire :

~A =
1

2
~B ∧ −−→

OM =
B

2
(x~ey − y ~ex).

D’où :
−→
rot ~A =

(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)

~ez = B ~ez .

On retrouve bien la relation : ~B =
−→
rot ~A, le potentiel vecteur proposé par l’énoncé

convient.
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La relation champ potentiel donne : ~E = −−−→
gradV − ∂ ~A

∂t
= −∂

~A

∂t
.

Donc :
~A =

1

2
B~ez ∧ r ~er =

1

2
Br~eθ

On retrouve bien l’expression :

~E = −r
2

dB

dt
~eθ

3. Considérer la trajectoire circulaire c’est aussi négliger l’action de la force électrique
par rapport à celle de la force magnétique, ce sera aussi négliger l’accélération
tangentielle par rapport à l’accélération normale.

Le principe fondamental de la dynamique impose : qRθ̇B ~ur ≃ m
(

−Rθ̇2 ~ur
)

On trouve alors que θ̇ = −qB
m

< 0, la rotation se fait bien dans un sens opposé à

~eθ.

On déduit que R =
mv

qB
avec v = −Rθ̇.

4. L’énergie cinétique est donc donnée par : Ec =
mv2

2
=
Rqv

2
B

5. ~B uniforme implique
−→
rot ~B = ~0 ce qui est en contradiction avec

∂ ~E

∂t
et ~ non nuls.

On lève la contradiction en remarquant que si ~E dépend du temps alors il induit
aussi un champ magnétique ~b. L’équation de Maxwell-Faraday doit être appliquée
au champ magnétique total :

−→
rot

(

~B +~b
)

=
−→
rot ~B +

−→
rot~b =

−→
rot~b =

1

c2
∂ ~E

∂t

Ainsi la contradiction est levée.

• 91 Concours Commun Polytechnique

1. Dès que la barre 1 se met en mouvement, le flux du champ magnétique à travers le
circuit va dépendre du temps et il va apparaître une force électromotrice d’induc-
tion. Cette force électromotrice va générer un courant dans le circuit. Les effets de
l’induction s’opposant aux causes qui leurs donnent naissances, ce courant sera à
l’origine de forces de Laplace qui vont s’opposer à la variation du flux du champ
magnétique à travers le circuit. Les vitesses des deux barres vont donc tendre vers
la même valeur.

2. Notons X1 et X2 les abscisses des deux barres :

e = − dφ

dt
= Ri⇒

e = −Bd
(

Ẋ2 − Ẋ1

)

= Bd
(

Ẋ1 − Ẋ2

)

⇒

i =
Bd

R

(

Ẋ1 − Ẋ2

)
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3. Appliquons le théorème du centre d’inertie aux deux barres, en projection sur l’axe
Ox.

• Pour la barre 1 :

m
dV1
dt

=

(
∫ A2

A1

id~ℓ ∧ ~B

)

· ~ex ⇒
(
∫ A2

A1

id~ℓ ∧ ~B

)

· ~ex = −Bid

⇒ m
dV1
dt

=
B2d2

R
(V2 − V1) ⇒ V̇1 +

V1
τ

=
V2
τ

avec τ =
B2d2

mR

• Pour la barre 2 :

m
dV2
dt

=

(
∫ A4

A3

id~ℓ ∧ ~B

)

· ~ex ⇒
(
∫ A4

A3

id~ℓ ∧ ~B

)

· ~ex = Bid

⇒ m
dV2
dt

=
B2d2

R
(V1 − V2)

⇒ V̇2 +
V2
τ

=
V1
τ

On obtient donc un système de deux équations différentielles couplées, qui peut
être résolu en posant les fonctions u = V1 + V2 et v = V1 − V2. La différence des
deux équations différentielles donne :

v̇ +
2

τ
v = 0 ⇒ v = A e−

2t
τ

Les conditions initiales fournissent quant à elles A = V0.

La somme des deux équations différentielles conduit à :

u̇ = 0 ⇒ u = A′

Tandis que les conditions initiales imposent A′ = V0

V1 =
u+ v

2
=
V0
2

(

1 + e−
2t
τ

)

V2 =
u− v

2
=
V0
2

(

1− e−
2t
τ

)

On remarque qu’au bout d’un temps très long V1 et V2 tendent vers la même valeur

limite :
V0
2

.

Au bout d’un temps très long, le flux du champ magnétique à travers le circuit est
constant, ce qui annule le courant. L’absence de frottements permet aux barres de
conserver une vitesse constante.

4. Exprimons la variation d’énergie cinétique :

∆Ec =
1

2
m

(
V0
2

)2

+
1

2
m

(
V0
2

)2

− 1

2
m (V0)

2
= −1

4
m (V0)

2
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Exprimons l’energie dissipée par effet Joule :

E =

∫ ∞

0

Ri2 dt = m
(V0)

2

4

On remarque que l’energie cinétique perdue par le système correspond exactement
à celle qui a été dissipée par effet Joule.

• 92 Lycée Saint-Exupéry, Mantes la Jolie

1. Tout plan contenant l’axe Oz est un plan d’antisymétrie du point de vue de la
distribution des courants.
De ce fait en tous points de ces plans le champ magnétique y est perpendiculaire :

~B1 = B1θ~uθ +B1z~uz

2. Le point M appartenant à une infinité de plans d’antisymétrie :

~B(M) = B(M) ~uz ⇒ B(M) = ~B(M) · ~uz

Nous avons donc : B(M) =
µ0I

4π

(
∮

C

~dℓ ∧ −−→
PM

PM3

)

· ~uz

Avec :(−→
dℓ ∧ −−→

PM
)

· ~uz =
(−→
dℓ ∧ −−→

PO
)

· ~uz
︸ ︷︷ ︸

=R2 dθ

+
(

~dℓ ∧ ~OM
)

· ~uz
︸ ︷︷ ︸

=0

On en déduit :

B(M) =
µ0I

4π

∮

C

R2 dθ

PM3
=
µ0IR

2

2PM3
⇒ ~B(M) =

µ0IR
2

2PM3
~uz =

µ0IR
2

2 (z2 +R2)
3
2

~uz

3. Exprimons le flux du champ magnétique crée par la grande spire à travers la petite :

φ =

∫∫

~B1 · d ~S2

Avec :

d~S2 = dS2 ~uz ⇒ φ = B1S2 =
µ0IπR

2a2

2 (R2 + z2)
3
2

Le coefficient d’inductance mutuelle M vérifie alors :

φ =MI ⇒M =
µ0πR

2a2

2 (R2 + z2)

3

2

4. Considérons la spire de rayon a, comme un dipôle magnétique. Son moment
s’écrit :

~M = i ~S2 = πa2i ~uz

Le potentiel vecteur crée par ce dipôle en tout pointM de la grande spire est donné,
conformément au cours par :

~A2(M) =
µ0

4πPM3
~M∧−−→

MP
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Notons ϕ le flux du champ magnétique crée par la petite spire à travers la grande.
Nous avons :

ϕ =

∫∫

~B2 · d~S1 =

∮

C

~A2 · d
−→
ℓ 1

~A2 · d
−→
ℓ 1 =

µ0πa
2i

4πPM3

(

~uz ∧
(−−→
MO +

−−→
OP
))

· −→dℓ1 =
µ0a

2iR

4PM3

Il s’ensuit que :

ϕ =

∮

C

µ0a
2iR2 dθ

4PM3
=
µ0a

2iR2

4PM3

∮

C

dθ =
µ0πa

2R2i

2 (z2 +R2)
3
2

=Mi

D’où l’on déduit que :

M =
µ0πR

2a2

2 (R2 + a2)
3
2

On retrouve bien la même expression.

5. Le flux total à travers la spire de rayon a vaut : Φ = φ+ ϕ =MI + Li

On y associe la force électromotrice :

e = − dΦ

dt
= −M dI

dt
− L

di

dt
= R0i

d’où l’on déduit l’équation différentielle :

di

dt
+
R0

L
i =

MωI0
L

(sin(ωt))

• 93 Concours Centrale Supélec

1. On utilise un solénoïde très long (idéal), alimenté par un courant i(t) = I0 cos(ωt),
dans la mesure où la fréquence permet de se placer dans l’approximation des ré-
gimes quasi permanents, le champ magnétique à l’intérieur, donné par la loi de Biot
et Savart s’écrit :

~B = µ0nI~ez

n, étant le nombre de spires par unité de longueur.

2. De l’équation de Maxwell-Faraday
−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
on déduit qu’un champ magné-

tique dépendant du temps engendre un rotationnel du champ électrique non nul.
Il existe donc dans le milieu un champ électrique induit par le champ magnétique.

3. L’énoncé précise que ce champ électrique est orthoradial :

~E = E(r, θ, z) ~uθ

L’invariance par rotation autour de l’axe Oz permet d’écrire :

E(r, θ, z) = E(r, z)
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Pour exprimer E(r, z), on utilise la forme intégrale de l’équation de Maxwell-
Faraday :

∮

C

~E · d~ℓ = −
∫∫

S

∂ ~B

∂t
· d~S = − d

dt

∫∫

S

~B · d~S

S étant une surface sur laquelle s’appuie le contour C.
Choisissons comme contour un cercle de rayon r < a perpendiculaire à l’axe Oz .
La circulaition du champ électrique s’écrit :

∮

C

~E · d~ℓ = 2πrE

Quant au flux du champ magnétique :

d

dt

∫∫

S

~B · d~S = πr2
dB

dt

Nous avons donc :

2πrE = −πr2 dB

dt
⇒ E(r, z) = −r

2

dB

dt
⇒ ~E(r, z) =

r

2
B0ω sin(ωt)~ez

Remarquons que E ne dépend pas de z.

4. La puissance dissipée par effet joule est donnée par la relation :

P =

∫∫∫

V

~ · ~E dτ = γ

∫∫∫

V

E2 dτ

On a utilisé la loi d’Ohm locale : ~ = γ ~E.
Par conséquent :

P = γ

∫∫∫

V

(rB0ω sinωt)
2

2
r dr dθ dz =

πγLR4

4
(B0ω sinωt)

2

On en déduit la valeur moyenne de la puissance :

〈P 〉 = πγ
(
B0ωR

2
)2

8

Étant donné que : < (sinωt)
2
>=

1

2

• 94 Concours Commun Polytechnique

1. La spire est soumise à l’induction de Neumann. Le flux du champ magnétique

appliqué par l’aimant s’écrit : φ =

∫∫

S

~B · d~S, nous avons donc :

~B · ( dS ~ex) =
2µ0M cos θ dS

4πr3
⇒ φ =

µ0MS cos θ

2πr3

On en déduit :

e = − dφ

dt
=
µ0MSθ̇ sin θ

2πr3
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La loi d’Ohm appliquée à la spire donne e = Ri, d’où :

i =
µ0MSθ̇ sin θ

2πRr3
= Ri

2. On exprime facilement le champ magnétique,~b, crée par une spire en son centre :

~b(O) =
µ0ia

2

2πr3
~ex

3. Nous avons un dipôle magnétique ~M , placé dans un champ magnétique ~b(O), il
subit donc les efforts de moment :

~M = ~M∧~b(O) =M(cos θ ~ex+sin θ ~ey)∧
µ0ia

2

2πr3
~ex = −S

(
µ0M sin θ

2πr3

)2
a2

R
θ̇ ~ez

4. Appelons ~L le moment cinétique de l’aimant, calculé en O. Étant donné que l’ai-
mant tourne à vitesse angulaire constante : ~L = J~ω = ~cte.
Notons ~Γ le moment du couple exercé par le moteur.
Le théorème du moment cinétique appliqué à l’aimant donne :

d~L

dt
= ~Γ + ~M = ~0

Il s’ensuit que :

~Γ = − ~M = S

(
µ0M sin θ

2πr3

)2
a2

R

dθ

dt
~ez

5. Quand le moteur débraye, ~Γ = ~0. Le théorème du moment cinétique donne :

d~L

dt
= ~M

relation que l’on projète sur l’axe (Oz) :

J
dω

dt
= −S

(
µ0M sin θ

2πr3

)2
a2

R
ω ⇒ J

dω

dt
= −S

(
µ0M

2πr3

)2
a2

R
ω

(
1− cos 2θ

2

)

Posons K =
S

2R

(
µ0Ma

2πr3

)2

nous avons donc :

J
dω

dt
= −Kω +Kω cos 2θ

On peut intégrer cette relation par rapport au temps :

J
dθ

dt
= −Kθ + K

2
sin 2θ + C

Les conditions initiales donnent C = Jω0 ce qui permet d’écrire :

J
dθ

dt
= −Kθ + K

2
sin 2θ + Jω0
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Dans le cas des faibles amortissements, l’aimant va tourner plusieurs fois avant de
se mettre à l’arrêt :

θ ≫ |sin(2θ)| ⇒ Jω = Jω0 −Kθ

α se mesure quand l’aimant est à l’arrêt, donc ω = 0 :

α =
Jω0

K
= 2RJω0

(
2r3

µ0Ma2

)2

Dans le cas des forts amortissements, l’aimant va effectuer une faible rotation avant
de s’arrêter :

sin 2θ ≃ 2θ − 4

3
θ3 ⇒ Jω = Jω0 −

2

3
θ3 ⇒ α =

(
3JKω0

2

) 1
3





Chapitre 4

Optique ondulatoire

4.1 Propagation de la lumière
Dans cette première partie, nous supposerons que les éventuels objets rencontrés par
la lumière sont de taille suffisante pour ne pas provoquer sa diffraction, phénomène par
lequel les rayons lumineux peuvent être réémis dans des directions différentes de celle
des rayons incidents, à la traversée de petites ouvertures. La diffraction sera présentée
ultérieurement (page 502).

4.1.1 Ondes planes et ondes sphériques

Dans le vide, les champs électrique ~E et magnétique ~B se propagent conformément
aux équations dque propagation :

∆ ~E − 1

c2
∂2 ~E

∂t2
= ~0 et ∆ ~B − 1

c2
∂2 ~B

∂t2
= ~0

où c est la célérité de la lumière dans le vide.
En revanche, dans un milieu diélectrique de permittivité électrique εr ε0, les champs
électrique et magnétique sont soumis aux équations :

∆ ~E − 1

v2
∂2 ~E

∂t2
= ~0 et ∆ ~B − 1

v2
∂2 ~B

∂t2
= ~0 (1)

où v =
c√
εr

désigne la vitesse de propagation de ces champs dans le milieu. On définit

ainsi un indice de réfraction pour ce milieu :

n =
c

v
=

√
εr > 1

Définition 1 La lumière est une onde électromagnétique visible par l’œil humain, dont
la longueur d’onde, dans le vide, se trouve comprise entre 400 nm et 700 nm.

4.1.1.1 Ondes planes

Soit O un point fixe de l’espace et M un point où se propage un rayon lumineux selon
une direction de vecteur unitaire ~u.

495
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Définition 2

On appelle vecteur d’onde le vecteur colinéaire à ~u :

~k =
2π

λ
~u

où λ est la longueur d’onde de la lumière dans le milieu de
propagation.

x

u
z

O

M

y

Une onde plane est une onde dont le champ électrique :

~E = ~E0 cos
(

~k · −−→OM − ωt+ φ0

)

(2)

est une des solutions possibles de l’équation (1). ~E0 est un vecteur constant et φ0 la
phase de l’onde en O, à la date t = 0.

Définition 3 La pulsation de l’onde est la grandeur :

ω = k v = 2πf

où f désigne la fréquence associée à l’onde.

Définition 4 On appelle phase de l’onde en M à la date t l’argument :

φ(M, t) = ~k · −−→OM − ωt+ φ0

Remarque – Par abus de langage, on appelle également phase la grandeur :

φM = ~k · −−→OM + φ0 ⇒ φ(M, t) = φM − ωt

Montrer que l’ensemble des points de même phase à un instant donné décrit
un plan perpendiculaire au vecteur d’onde ~k d’une onde plane.

Réponse À une date t, une onde plane présente, aux points M et M ′ 6=M , des phases :

φ(M, t) = ~k · −−→OM + φ0 − ωt et φ(M ′, t) = ~k ·
−−−→
OM ′ + φ0 − ωt

d’où il s’ensuit que :

φ(M ′, t)− φ(M, t) = ~k ·
(−−−→
OM ′ −−−→

OM
)

= ~k ·
−−−→
MM ′

Par suite, M et M ′ présentent la même phase à condition que :

φ(M ′, t)− φ(M, t) = 0 c’est-à-dire : ~k ·
−−−→
MM ′ = 0

Or, puisque
−−−→
MM ′ 6= ~0 et ~k 6= ~0, cette dernière équation montre que :

−−−→
MM ′ ⊥ ~k

Aussi, tous les couples de points de même phase doivent se trouver sur des droites perpendiculaires à ~k,

c’est-à-dire dans un plan perpendiculaire à ~k
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Les ondes d’équation : ~E = ~E0 cos
(

~k · −−→OM − ωt+ φ0

)

se propagent dans la

direction et le sens de ~k, tandis que celles d’équation :

~E = ~E0 cos
(

~k · −−→OM + ωt+ φ0

)

se propagent dans la direction de ~k, mais dans le sens inverse.

4.1.1.2 Ondes sphériques

Définition 5 On appelle ondes sphériques des ondes :

• dont l’amplitude décroît comme
1

OM
;

• dont le vecteur d’onde est colinéaire à
−−→
OM :

~k · −−→OM = kr avec r =
∥
∥
∥
−−→
OM

∥
∥
∥

Parmi les champs électriques solutions de l’équation (1), ceux décrits par :

~E ∝
~E0

r
cos (kr + φ0 ± ωt)

composent des ondes sphériques :

• qui divergent depuis O lorsque φ(M, t) = kr + φ0 − ωt ;

• qui convergent vers O lorsque φ(M, t) = kr + φ0 + ωt.

Remarque – À grande distance de O, les ondes sphériques s’identifient à des ondes
localement planes.

4.1.1.3 Théorème de Malus

Des rayons issus d’une source ponctuelle (S), qui subissent un même
nombre de réflexions et de réfractions, demeurent perpendiculaires aux
surfaces d’onde (Σ).

S

(Σ)

(1)

(2)

réflexions
et

réfractions

(1)

(2)

Une source lumineuse ponctuelle S est confondue avec le foyer objet d’une
lentille convergente L.

1. Déterminer les chemins suivis par deux rayons issus de S et traversant L.

2. Donner la nature des ondes (planes ou sphériques) avant et après la traversée de L.
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Réponse

1. Les rayons issus du foyer objet d’une lentille convergente en émergent parallèlement à l’axe optique :

L

S

R2

(Π)

R1

2. En amont de L, les rayons R1 et R2 divergent depuis le point S, en conséquence de quoi l’onde
associée est sphérique.

En revanche, en aval de L, les rayons R1 et R2 sont parallèles, de sorte que les surfaces d’onde sont
des plans perpendiculaires à R1 et R2 (conformément au théorème de Malus) ; les ondes associées sont
planes.

4.1.2 Chemin optique

Définition 6
Soit une onde lumineuse qui se propage dans un milieu d’indice
n, d’un point A à un point B, en empruntant le chemin C. A B

dℓ

C

On appelle chemin optique de ce rayon la grandeur :

(AB) =

∫ B

A

ndℓ

Remarque – Lorsque l’onde se propage (de manière rectiligne) dans un milieu homo-
gène (n prend partout la même valeur), le chemin optique s’écrit simplement :

(AB) = n×AB

Le chemin optique est compté positivement pour un rayon réel, mais il est compté
négativement si le rayon est virtuel.

Lorsqu’une onde se propage de A et B, la différence des phases en A et B vaut :

φB − φA =
2π

λ0
(AB) = k0 (AB) (3)

où :

λ0 = nλ =
c

v
λ

représente la longueur d’onde du rayonnement dans le vide. Remarquons, à ce propos
que lorsqu’un rayon passe d’un milieu d’indice n1 vers un autre milieu d’indice n2,
seule sa fréquence (ou sa pulsation) est conservée, et non sa longueur d’onde.
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Une onde subit un déphasage de π lors d’une réflexion :

• sur sur un milieu moins réfringent (n2 < n1) ;

• sur une surface métallique (miroir) ;

• lors du passage par un foyer.

BABA n1

n2<n1

φB-φA=π

On démontre que :

lorsque deux points A et B sont conjugués par un système optique,
(AB) ne dépend pas du chemin suivi par la lumière.

Soit (M) un miroir plan dont la face réfléchissante est au contact de l’air (as-
similé au vide). Deux rayons parallèles (1) et (2), issus d’une même source infiniment
éloignée, arrivent sur (M) aux points A et B, sous un angle d’incidence i ; ils sont
réfléchis avec un angle de réflexion r.

(1) (2)

r
A'

B

B'

A

i

(M)

i r

On note A′ le projeté orthogonal de A sur (2) et B′ celui de B sur (1).

1. Compte tenu du sens de déplacement de la lumière, on conviendra que A, B, A′

sont des points avant réflexion des ondes et B′ un point après réflexion. En déduire
que les phases de ces ondes vérifient :

φA = φA′ et φB′ = φB + π

2. Trouver une relation entre les distances AB′ et A′B.

3. Exprimer ces distances en fonction de AB, i, r puis retrouver la loi de la réflexion :
i = r.

Réponse

1. Les points A et A′ appartiennent à une même surface d’onde perpendiculaire aux rayons qui ne se sont
pas encore réfléchi. Par conséquent :

φA = φA′
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Soit B′′ le point situé immédiatement après réflexion du rayon (2) sur (M). Pour les mêmes raisons,
B′′ etB′ appartiennent à une même surface d’onde, il s’ensuit que φB′ = φB′′ . Or, la réflexion de (2)
en B provoque un déphasage de π :

φB′′ = φB + π ⇒ φB′ = φB + π (4)

2. Si A′′ désigne le point situé sur le rayon (1), immédiatement après sa réflexion, la loi (3) indique que :
φB′ − φA′′ = k0 (B′A′′) = k0B′A′′, soit encore :

φB′ = φA′′ + k0B
′A′′

Du reste, entre les points A et A′′ s’est produit une réflexion et donc un déphasage :

φA′′ − φA = π ⇒ φA′′ = φA + π ⇒ φB′ = φA + π + k0B
′A

En revanche, aucune réflexion ne survenant entre A′ et B, la loi (3) devient :

φB − φA′ = k0 (A
′B) = k0 A

′B ⇒ φB = φ′A + k0 A
′B

Les nouvelles expressions de φB et φB′ donnent à la relation (4) la forme suivante :

φA + π + k0B
′A = φA′ + k0 A

′B + π avec φA = φA′

⇒ B′A = A′B

3. Le rayon incident (1) étant perpendiculaire à AA′, l’angle
(−−→
AA′,

−→
AB
)

vaut i, de même que
(−−→
BB′,

−→
BA
)

= r car le rayon (2) réfléchi est perpendiculaire à BB′ :

A'

B

B'

A

i

(M)

r
i r

Ces angles permettent ainsi de définir :

sin i =
A′B

AB
⇒ A′B = AB sin i et sin r =

AB′

AB
⇒ AB′ = AB sin r

De l’identité B′A = A′B découle finalement la loi de la réflexion :

AB sin i = AB sin r ⇒ i = r

Soient R1 et R2 deux rayons issus d’une source monochromatique placée dans le plan
focal objet d’une lentille convergente L.

B

L

(Σ)
S

R1

R2

A

En vertu du théorème de Malus, les rayons émergeant de L parallèlement les uns
aux autres sont perpendiculaires aux surfaces d’onde (Σ), en conséquence de quoi
les phases φA et φB des ondes qui arrivent en A = R1 ∩ (Σ) et B = R2 ∩ (Σ) sont
identiques :

φA = φB ⇒ φA − φS = φB − φS ⇒ k0 (SA) = k0 (SB)
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On rentiendra ainsi que :

(SA) = (SB) pour AB perpendiculaire aux rayons émergents. (5)

Corrolaire
Soient R1 et R2 deux rayons parallèles qui convergent vers un même point P :

• situé à l’infini ;

• ou situé dans le plan focal image d’une lentille convergente.

Le principe du retour inverse de la lumière (qui stipule que les rayons qui convergent en
P se comportent de la même manière que s’il étaient émis par P , lors de la traversée de
la lentille) entraîne que deux pointsA etB, appartenant à R1 et R2 respectivement, et
tels que AB ⊥ R1 ou AB ⊥ R2, ont des chemins optiques (AP ) et (BP ) identiques :

(AP ) = (BP ) (6)

B

(Σ)
P

R1

R2

A

B

(Σ)

R1

R2

A

4.1.3 Éclairement

On montre, en électromagnétisme, qu’une onde plane monochromatique qui se propage
dans le vide avec une vitesse ~v = c ~u véhicule une énergie liée au vecteur Poynting :

~Π =
~E ∧ ~B

µ0
=

1

µ0c
E2 ~u

dont le flux élémentaire à travers une surface d~S perpendiculaire à ~u :

dφ = ~Π · d~S =
1

µ0c
E2 dS

coïncide avec la puissance d’énergie électromagnétique. Dans la pratique, ce flux tient
compte de toutes les composantes spectrales du rayonnement (même celles qui ne sont
pas visibles). C’est pourquoi on substitue à dφ le flux lumineux dF :

dF = e× dφ (dF en lumens : l)

où e est une constante appelée efficacité lumineuse.

Définition 7 L’éclairement d’un écran qui reçoit le flux lumineux dF sur chaque
élément de surface dS est défini par le rapport :

E =
dF

dS
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E apparaît ainsi proportionnel à E2 : E =
e

µ0c
E = K E2. Cependant, E2 variant ra-

pidement dans le temps, l’oeil n’est sensible qu’à la valeur moyenne de E2. C’est
pourquoi :

E = K ×
〈
E2
〉

Remarque – De nombreux énoncés évoquent l’intensité lumineuse, définie à partir du
flux lumineux dF émis par une source à travers un angle solide dΩ :

I =
dF

dΩ
(I en candelas : cd)

Dans la pratique, cependant, I et E sont confondus car seule une variation de E est
perceptible par l’œil. Aussi, tous les résultats rappelés ici demeurent valables en rem-
plaçant E par I .
La relation (2) de la page 496 peut aussi s’écrire :

~E = ~E0 cos
(

~k · −−→OM + φ0 − ωt
)

= ~E0 cos (φM − ωt)

tandis que E = K
〈
E2
〉

ne tient pas compte de la nature vectorielle du champ élec-
trique. C’est la raison pour laquelle on s’intéressera désormais aux signaux :

s(M, t) = s0 cos(φM − ωt)

ou à leur représentation complexe :

s = s(M, t) = s0 e
jφM e−jωt/s(M, t) = Re {s} (7)

à l’origine de l’éclairement :

E = K
〈
s2
〉
=
K

2
s s∗

Remarque – Le calcul de E à partir de l’expression (7) lui conférerait la valeur uni-

forme : E =
s20
2

. Cependant, le signal s peut également se présenter sous la forme plus

générale :
s = ψ(φM ) e−jωt

où ψ(φM ) est a priori une fonction complexe quelconque de φM . C’est pourquoi :

E =
K

2

∣
∣ψ(φM )

∣
∣
2

peut ne pas être uniforme.

4.2 Interférences non localisées
Pour observer des interférences entre des rayons lumineux, nous disposons de deux
catégories de dispositifs interférentiels :
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• les dispositifs diviseurs de front d’onde : un faisceau de rayons, issus d’une même
source, est divisé en deux faisceaux (par exemple par deux trous) qui, en raison de
la diffraction, peuvent interférer dans toute une région de l’espace ; les interférences
sont non localisées.

• les dispositifs diviseurs d’amplitude, qui utilisent les réflexions et transmissions
successives pour diviser un faisceau lumineux en plusieurs capables d’interférer ;
la diffraction n’est pas à l’origine de ces interférences, qui sont ainsi localisées.

4.2.1 Conditions d’interférence entre deux ondes planes
Deux sources S1 et S2, émettant dans un milieu transparent, peuvent produire des in-
terférences lumineuses dans la région de l’espace où se superposent les faisceaux de
lumière émis par S1 et S2 :

S1

S2

interférences

possibles

On peut montrer (voir exercice de la page 552) que l’obtention d’interférences lumi-
neuses est assujettie à certaines contraintes expérimentales :

• la cohérence spatiale doit être assurée : S1 et S2 ne doivent émettre que des signaux
dont le déphasage initial ne varie pas de manière aléatoire. C’est pourquoi une
même source primaire produit tous les rayons lumineux.

• les ondes émises doivent présenter la même fréquence (ou des fréquences très voi-
sines) ;

• à leur intersection, les rayons doivent avoir des directions très proches et une pola-
risation de leurs champs électriques voisine.

Outre ces contraintes, les sources doivent être temporellement cohérentes : la lumière
est émise par trains d’ondes qui doivent se rencontrer pour interférer :

S1

S2

M

S1

S2

M

Cohérence totale :
interférences possibles en M

Cohérence partielle :
faibles interférences en M

4.2.1.1 Généralités

Soit S une source lumineuse qui émet des rayons R1 et R2 susceptibles de converger
en un point M . On appelle φ1 et φ2 les phases que présentent les ondes associées
respectivement à R1 et à R2 en M , supposées totalement cohérentes.
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M
φ1

φ2

R1

R2

S

Si E01 et E02 désignent les éclairements que produisent isolément R1 et R2 en M ,
l’éclairement E obtenu en M sous l’influence simultanée de R1 et R2 s’écrit :

E = E01 + E02 + 2
√

E01E02 cos(∆φ) où ∆φ = φ2 − φ1 (8)

Remarque – Lorsque les rayons qui arrivent en M sont totalement cohérents,
l’éclairement produit n’est pas la simple somme des éclairements ; le terme
2
√E01E02 cos(∆φ) décrit ce phénomène d’interférences. En revanche, ce phénomène

disparaît si les rayons ne sont pas cohérents, auquel cas l’écran est uniformément
éclairé car :

l’éclairement associé à deux ondes est la somme des éclairements asso-
ciés à chacune des ondes, si ces dernières ne sont pas cohérentes.

Si ∆φ = 2nπ (n ∈ Z), le point M est brillant, tandis qu’il paraît sombre dès que
∆φ = (2n+ 1)π (n ∈ Z).

Remarque – Le déphasage ∆φ prend en compte non seulement la différence des che-
mins optiques de R1 et R2, mais également les diverses réflexions subies par les rayons
R1 et R2 (qui induisent éventuellement un déphasage supplémentaire de π) :

∆φ =
2π

λ0
[(SM)2 − (SM)1] + nπ (n ∈ Z)

Définition 8 On appelle différence de marche la grandeur δ telle que :

∆φ =
2π

λ0
δ c’est-à-dire : δ =

λ0
2π

∆φ

L’éclairement au point M dépend de la valeur de δ :

• il est maximum lorsque δ = mλ0 (m ∈ Z) ;

• il est minimum pour δ =

(

1 +
1

2

)

λ0 (m ∈ Z).

Définition 9 L’ordre d’interférence, p, est défini par le rapport :

p =
δ

λ0

Lorsque p est entier, l’éclairement au point M est maximum, tandis qu’il est minimum
pour p demi-entier.

Définition 10 Si Emax et Emin désignent les valeurs maximum et minimum de l’éclai-
rement en M , le contraste (ou la visibilité) est défini par :
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C =
Emax − Emin

Emax + Emin

Lorsque C = 0, aucune figure d’interférence ne peut être observée, tandis que C = 1
correspond à une figure d’interférence très contrastée, qui correspond à l’égalité :
E01 = E02.

Comment doivent être choisis E01 et E02 pour que le contraste C soit maxi-
mum ?

Réponse Compte tenu de l’expression (8), les valeurs extrêmes prises par E valent :

Emax = E01 + E02 + 2
√

E01E02 et Emin = E01 + E02 − 2
√

E01E02

Aussi : {
Emax − Emin = 4

√
E01E02

Emax + Emin = 2 (E01 + E02) ⇒ C =
2
√
E01E02

E01 + E02
De l’inégalité :

(√

E01 −
√

E02
)2

> 0 (9)

il découle que :

E01 + E02 − 2
√

E01E02 > 0 ⇒ E01 + E02 > 2
√

E01E02

⇒ 1 >
2
√
E01E02

E01 + E02
= C

c’est-à-dire que C 6 1, l’égalité étant réalisée pour E01 = E02 (à cause de l’inégalité (9)) ; le contraste est

alors maximum.

4.2.1.2 Emploi d’une source fine monochromatique

Soit S une source ponctuelle se trouvant à égale distance de deux trous, S1 et S2, percés
dans un écran opaque (Π). À une distance D de cet écran se trouve un second écran E
parallèle à (Π), sur lequel le point O désigne le projeté orthogonal de S. Un point M
de E est repéré par son abscisse x = OM , tandis que S1S2 = a.

S1

S2

S

M

O
z

y

x

a/2

E
D

x

a/2

a/2

a/2

R1

R2

Du fait de la diffraction, S1 et S2 se comportent comme deux sources secondaires cohé-
rentes, de pulsation ω. Puisque SS1 = SS2, ces deux sources émettent de surcroît des
ondes de même phase. Soient R1 et R2 des rayons émis par S1 et S2, qui convergent
en M , avec des phases φ1 et φ2. Les signaux reçus en M sont de la forme :

s1 = s01 cos(φ1 − ωt) et s2 = s02 cos(φ2 − ωt)
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On leur préfère souvent leurs images complexes :

s1 = s01 e
jφ1 e−jωt et s2 = s02 e

jφ2 e−jωt

qui permettent de calculer le signal résultant en M :

s = s1 + s2 =
(
s01 e

jφ1 + s02 e
jφ2
)
e−jωt

d’où se déduit l’éclairement en M :

E = K ss∗ = E01 + E02 + 2
√

E01E02 cos(∆φ) (10)

où E0i =
K

2
s20i désignent les éclairements produits par chaque source isolément et

∆φ = φ2 − φ1 est le déphasage en M entre R1 et R2, qui s’exprime aussi à l’aide des
chemins optiques :

∆φ =
2π

λ0
[(S2M)− (S1M)] =

2π

λ0
δ

à condition que δ représente la différence des chemins optiques entre R1 et R2 et que
λ0 soit la longueur d’onde du rayonnement dans le vide. C’est pourquoi :

E = E01 + E02 + 2
√

E01E02 cos

(
2π

λ0
δ

)

Figure d’interférence au voisinage de O

En supposant que x≪ D et a≪ D, les distances :

S1M = D

[

1 +
1

D2

(

x− a

2

)2
]1/2

≃ D +
1

2D

(

x− a

2

)2

et

S2M = D

[

1 +
1

D2

(

x+
a

2

)2
]1/2

≃ D +
1

2D

(

x+
a

2

)2

permettent de trouver :

δ =
ax

D
⇒ E = E01 + E02 + 2

√

E01E02 cos

(
2πa

λ0D
x

)

(11)

Des franges claires apparaissent sur l’écran pour les valeurs xn de x telles que :

2πa

λ0D
xn = n× 2π ⇒ xn = n× λ0D

a
(n ∈ Z)

ce qui donne à l’interfrange l’expression :

i = xn+1 − xn =
λ0D

a
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x

y

i

Cas général

Les calculs précédents ne sont légitimes qu’au voisinage de O. On peut montrer (voir
exercice de la page 558) que les franges d’interférence, caractérisées par :

δ = S2M − S1M = cte

sont en réalité des hyperboloïdes de révolution, dont la trace sur l’écran dessine des
hyperboles :

z
y

x

S1

S2

y

x

hyperboles

O

E

4.2.1.3 Emploi d’une source fine monochromatique décalée

Supposons maintenant la source lumineuse confondue avec un point S′ différent de S,
tel que SS′ = x′.

S2

S1

O

D

x

M

D'

a/2

S O

E

S'

x'

a/2

z

R1

R2

S et S′ se trouvent dans un plan parallèle à E, à une distance D′ de l’écran percé en
S1 et S2. La différence de chemins entre R1 et R2 est donnée par :

δ = (S′S2 + S2M)− (S′S1 + S1M) = (S′S2 − S′S1) + (S2M − S1M)
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où S2M − S1M =
ax

D
, conformément au cas précédemment étudié, tandis que :

S′S2 = D′

[

1 +
1

D′2

(

x′ +
a

2

)2
]1/2

≃ D′ +
1

2D′

(

x′ +
a

2

)2

et :

S′S1 = D′

[

1 +
1

D′2

(

x′ − a

2

)2
]1/2

≃ D′ +
1

2D′

(

x′ − a

2

)2

de sorte que :

S′S2 − S′S1 =
1

2D′

[(

x′ +
a

2

)2

−
(

x′ − a

2

)2
]

=
ax′

D′

⇒ δ =
ax

D
+
ax′

D′

Aussi, si les trous S1 et S2 sont identiques (E01 = E01 = E0) l’éclairement enM adopte
la forme :

E = E0
[

1 + cos

(
2π

λ0
δ

)]

(12)

responsable de l’apparition de franges claires (alternées avec des franges sombres) aux
abscisses xn vérifiant :

2π

λ0

(
axn
D

+
ax′

D′

)

= n× 2π ⇒ xn = n
λ0D

a
− Dx′

D′
(n ∈ Z) (13)

L’interfrange :

i = xn+1 − xn =
λ0D

a

est le même que celui obtenu lorsque la source se trouve en S, tandis que le résultat
(13) traduit la translation de la figure d’interférence vers le bas de l’écran (si x′ > 0).

4.2.1.4 Emploi d’une source étendue monochromatique

On considère dorénavant que la source lumineuse est centrée sur S et présente une
largeur verticale L. Elle est contenue dans un plan parallèle à l’écran contenant S1, S2

et en est séparée d’une distance D′.

S2

S1

O

D

x

M

D'

a/2

S O

E

S'

x'

a/2

zL/2

L/2

Chaque point de la source est repéré par son abscisse x′ = SS′. On décompose alors
la source en sources infiniment fines, centrées en S′ et de largeur élémentaire dx′.
Puisque toutes ces sources sont mutuellement incohérentes (elles sont issues de sources
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ponctuelles différentes), les éclairements δE qu’elles produisent en M s’additionnent.
Enfin, on admettra que l’intensité lumineuse délivrée par la source est homogène (elle
ne dépend pas de la position du point S′), ce qui revient à poser :

δE
dx′

=
E1
L

⇒ δE =
E1
L

dx′

où E1 est l’éclairement (12) produit par une source ponctuelle :

E1 = E0
[

1 + cos

(
2π

λ0
δ

)]

avec δ =
ax

D
+
ax′

D′

⇒ δE =
E0
L

[

1 + cos

(
2πax

λ0D
+

2πax′

λ0D′

)]

dx′

En raison de l’incohérence des sources élémentaires, l’éclairement reçu en M vaut :

E =

∫ x′=L/2

x′=−L/2

δE =
E0
L

∫ L/2

−L/2

[

1 + cos

(
2πax

λ0D
+

2πax′

λ0D′

)]

dx′

= E0 +
E0
L

λ0D
′

2πa

[

sin

(
2πax

λ0D
+
πaL

λ0D′

)

− sin

(
2πax

λ0D
− πaL

λ0D′

)]

À l’aide de l’identité trigonométrique :

sin p− sin q = 2 sin

(
p− q

2

)

cos

(
p+ q

2

)

l’éclairement s’écrit aussi :

E = E0 + E0 ×
λ0D

′

πLa
× sin

(
πaL

λ0D′

)

× cos

(
2πax

λ0D

)

soit encore :

E = E0
[

1 + V(L)× cos

(
2π

λ0

ax

D

)]

(14)

où la visibilité V(L) est donnée par la loi :

V(L) = sinc

(
πaL

λ0D′

)

avec sinc x =
sinx

x

Remarque – Lorsque L tend vers zéro :

lim
x→0

[sinc x] = 1 ⇒ lim
L→0

[V(L)] = 1 ⇒ lim
L→0

E = E0 ×
[

1 + cos

(
2π

λ0
× ax

D

)]

On se ramène ainsi aux cas des interférences produites par une source fine, décrite par
le résultat (11) :

E = E01 + E02 + 2
√

E01E02 × cos

(
2πa

λ0D
x

)
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On s’intéresse à la figure d’interférence décrite par l’éclairement (14).

1. Donner la représentation graphique de la fonction sinus cardinal : sinc x =
sinx

x
.

2. Montrer que, dans le cas étudié, le contraste C s’identifie à la visibilité V .

3. À partir de quelle valeur deL la figure d’interférence disparaît-elle pour la première
fois ?

Réponse

1. La fonction sinc x =
sinx

x
s’annule pour les valeurs non nulles de x telles que :

x = nπ (n ∈ Z
∗)

tandis qu’un développement en série de Taylor de sinx montre que lim
x→0

[sinc x] = 1. C’est pourquoi

cette fonction admet pour représentation graphique :

0 2π
x

3π-π-2π π-3π

sincx1

2. Pour une valeur de L fixée, l’éclairement :

E = E0
[

1 + V(L)× cos

(
2π

λ0

ax

D

)]

admet deux valeurs extrêmes :

Emax = E0 [1 + V(L)] et Emin = E0 [1− V(L)]
à partir desquelles est défini le contraste de la figure d’interférence :

E =
Emax − Emin

Emax + Emin
=

2 E0 V(L)
2E0

⇒ C = V(L)

3. La représentation graphique de la fonction sinc x montre que la figure d’interférence disparaît une
première fois pour une valeur L0 de L telle que :

V(L0) = 0 ⇒ πaL0

λ0D′
= π ⇒ L0 =

λ0D′

a

4.2.1.5 Emploi d’une lentille

Une source ponctuelle S, monochromatique de longueur d’onde λ0, est placée à égale
distance de deux petits trous S1, S2 percés dans un écran opaque. Du fait de la diffrac-
tion, S1 et S2 émettent des rayons dans toutes les directions de l’espace. Parmi ceux-ci,
un couple de rayons parallèles, R1 et R2, font un angle θ avec la direction de l’axe
optique d’une lentille convergente L, de distance focale image f ′ :

S2

S1

O

f'

C

L

x
M

θ
θ

a

E

S

K

R1

R2

θ
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Dans le plan focal image de L est placé un écran où convergent les rayons R1 et R2

qui émergent de L. Le point de convergence M est repéré par rapport au foyer image
O de L : x = OM .
Le point K est le projeté orthogonal de S1 sur R2.
Conformément au résultat (6) de la page 501 :

(S1M) = (KM)

car S1K est perpendiculaire aux rayons qui se rejoignent en M , tandis que les points
S1 et S2 sont équidistants de S. C’est pourquoi la différence de marche R1 et R2 vaut :

δ = KS2 = a sin θ ≃ a θ

Quant au point M , son abscisse vaut :

x = f ′ tan θ ≃ f ′ θ ⇒ δ =
a

f ′
x

À nouveau, les franges claires se trouvent aux abscisses xn telles que :

δ = nλ0 ⇒ a

f ′
xn = nλ0 ⇒ xn = n× λ0f

′

a
(n ∈ Z)

Une source ponctuelle monochromatique (de longueur d’onde λ0) est située
au foyer objet S d’une lentille convergente L. De L sont issus deux rayons R1 et R2,
parallèles à l’axe optique (Sz) de L et qui se dirigent vers des petits trous percés en S1

et S2 d’un écran opaque. On intercale, sur le trajet de R1, un cylindre de longueur L et
d’indice de réfraction n. R1 y pénètre en A1 et en ressort en B1. On note A2 et B2 les
projetés orthogonaux de A1 et B1 sur R2.

S2

S1

O

f'

C

x
M

θ
θ

a

E

S

K

R1

R2

θ
L L'

A1

B2A2

B1

L

n

z

À la sortie de l’écran percé est placée une lentille convergente L′, de distance focale f ′

et dont le centre optiqueC appartient à l’axe (Sz). Deux rayons, qui partent de S1 et S2

avec le même angle θ par rapport à (Sz), émergent de L′ où se trouve un écran E. La
position de leur intersection M est repérée depuis le foyer image O de L′ : OM = x.

1. Déterminer les chemins optiques (A1M) et (A2M).

2. En déduire le déphasage des rayons R1 et R2 qui parviennent en M .

3. Décrire la figure d’interférence observée sur E (position des franges claires et in-
terfrange).
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Réponse

1. Le chemin optique (A1M) vaut :

(A1M) = (A1B1) + (B1S1) + (S1M) = nL+B1S1 + (S1M)

tandis que (A2M) s’écrit :

(A2M) = (A2B2) + (B2S2) + (S2K) + (KM) = L+B2S2 + S2K + (KM)

avec :

sin θ ≃ θ =
KS2

a
⇒ KS2 ≃ aθ et tan θ ≃ θ =

x

f ′
⇒ KS2 =

a

f ′
x

2. Les points A1 et A2, issus d’une même source S et appartenant à un plan perpendiculaire à R1 et R2

présentent la même phase.

Cet argument ne prévaut plus pour les points B1 et B2 car le cylindre de longueur L introduit
un déphasage supplémentaire sur R1. En revanche tous les rayons sortant du cylindre parallèlement à
R1 possèdent des surfaces d’onde perpendiculaires à R1. Ceci n’empèche pas l’identité des chemins
optiques (S1M) et (KM), conformément au résultat (6) de la page 501

Les distances B1S1 et B2S2 sont égales, de même que les chemins optiques (S1M) et (KM) des
rayons qui convergent en un même point image M . C’est pourquoi la différence des chemins optiques :

δ = (A2M)− (A1M) = (1− n)L+
a

f ′
x

est à l’origine du déphasage de R1 et R2 qui arrivent en M :

∆φ =
2π

λ0
δ =

2π

λ0

[
a

f ′
x− (n− 1)L

]

3. Étant donné que l’éclairement ne dépend que de x :

E = E0 [1 + cos(∆φ)] avec ∆φ =
2π

λ0

[
a

f ′
x− (n− 1)L

]

les franges d’interférence sont des segments perpendiculaires à E et à (Sz) ; les franges claires corres-
pondent alors aux abscisses xm qui assurent :

∆φ = m× 2π ⇒ a

f ′
xm − (n− 1)L = mλ0 ⇒ xm = m× λ0f ′

a
+

(n− 1)Lf ′

a
(m ∈ Z)

En l’absence de cylindre, ces abscisses vaudraient :

xm = m× λ0f ′

a

de sorte que l’introduction du cylindre provoque une translation de la figure d’interférence vers le bas

de l’écran et sur une distance
(n− 1)Lf ′

a
. En outre l’interfrange demeure inchangé et vaut :

i = xm+1 − xm =
λ0f ′

a

4.2.1.6 Emploi d’une source de lumière blanche

Soit S une source quasi ponctuelle qui émet de la lumière blanche, composée de
rayonnements dont les longueurs d’onde prennent toutes les valeurs comprises entre
λmin = 400 nm (violet) et λmax = 700 nm (rouge). Cette source éclaire un écran opaque
percé de deux trous S1 et S2 comme indiqué sur le schéma de la figure en page 505,
de manière à produire, sur un écran E, des franges d’interférence caractérisées par
l’éclairement :

Ei = E0 cos2
(
k0iδ

2

)

avec k0i =
2π

λ0i
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où λ0i désigne la longueur d’onde, dans le vide, associée à chaque couleur émise par S.
Puisqu’il ne peut y avoir d’interférences en lumière polychromatique, les éclairements
Ei s’additionnent sur l’écran :

0 δ
δ1

E1

E3
E

E2

Les franges claires apparaissent, pour chaque rayonnement, aux abscisses xp telles
que :

δ =
axp
D

= pλ0i ⇒ xp = p× λ0iD

a
(p ∈ Z)

Notamment, pour toutes les longueurs d’onde, l’ordre d’interférence p = 0 correspond
à x = 0 ; la lumière blanche s’y recompose. De même, des franges sombres appa-
raissent aux abscisses xp telles que :

δ =
axp
D

= (2p+ 1)
λ0i
2

⇒ xp = (2p+ 1)× λ0iD

2a
(p ∈ Z)

À une abscisse xp donnée, seules les radiations de longueur d’onde :

λ0i =
2axp

(2p+ 1)D
avec p ∈ Z (15)

produisent un éclairement nul, ce qui peut être mis en évidence en plaçant en xp un
spectromètre ; un spectre cannelé apparaît (chaque cannelure correspond à une lon-
gueur d’onde λ0i absente du spectre). Les autres radiations sont cependant présentes
et ajoutent leurs éclairements ; une lumière blanche y est formée (il s’agit d’un blanc
d’ordre supérieur).

On réalise l’expérience des trous d’Young en lumière blanche. Les trous S1

et S2 sont séparés de a = 1 mm et se trouvent à une distance D = 1 m d’un écran
E. Dans ce dernier est percé d’un petit trou à l’abscisse x = 1 mm, derrière lequel un
spectromètre détecte un spectre cannelé.
Combien de cannelures apparaissent et à quelles longueurs d’onde correspondent-
elles ?

Réponse Les cannelures noires correspondent aux longueurs d’onde λ0i vérifiant la relation (15) :

λ0i =
2axp

(2p+ 1)D
avec p ∈ Z

où a = 10−3 m, xp = 10−3 m et D = 1 m :

λ0i =
2.10−6

2p+ 1

Pour diverses valeurs entières de p (ici p > 0 car λ0i>0), ces longueurs d’onde valent par conséquent :
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p 0 1 2 3 · · ·
λ0i (nm) 2 000 667 400 286 · · ·

Or, puisque la lumière blanche n’est composée que de radiations de longueurs d’ondes comprises entre

400 nm et 700 nm, seules deux cannelures apparaissent dans le spectre ; elles correspondent à l’absence de

radiation pour λ = 667 nm (p = 1) et λ0 = 400 nm (p = 2).

4.2.2 Miroirs de Fresnel
Deux miroirs plans (M1) et (M2) ont une arête commune, dont la trace sur la feuille
est A. Ces deux miroirs sont inclinés d’un angle α petit l’un par rapport à l’autre. Une
source ponctuelle, située en un point S tel que AS = d, émet de la lumière monochro-
matique.

(M1)
S

(M2)

O

x
M

S1

S2

A

R2

R1

A1

A2K D

d

E
α

Les images de S par (M1) et (M2), notées respectivement S1 et S2, sont symétriques
par rapport à (M1) et (M2). K désignant le milieu du segment [S1, S2], on place un
écran E perpendiculairement à (KA), à une distance D de A. Le projeté orthogonal
de K sur E coïncide avec un point O, lequel permet de repérer tout point M de E par
x = OM .
De S partent, entre autres, deux rayons R1 et R2 qui convergent en M . Ces rayons se
réfléchissent en (M1) au pointA1 et en (M2) au pointA2. C’est pourquoi les chemins
optiques associés à R1 et R2 valent :

(SM)1 = (SA1) + (A1M) = SA1 +A1M = S1A1 +A1M = S1M

et :

(SM)2 = (SA2) + (A2M) = SA2 +A2M = S2A2 +A2M = S2M

et leur différence s’écrit alors :

δ = S2M − S1M

On peut alors montrer (voir exercice suivant) que des franges d’interférence brillantes
se forment sur E aux abscisses :

xn = n× λ0 (D + d)

2dα
(n ∈ Z)

et ont pour interfrange :

i =
λ0 (D + d)

2dα
(16)
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On reprend les notations précédentes, auxquelles sont ajoutés les angles aigus
non orientés γ = (M1, SA), φ = (M2, SA) et la distance a = S1S2.

1. Comparer les distances SA, S1A et S2A.

2. Déterminer, en fonction de α, l’angle θ = (S1A,AS2).

3. En considérant α petit, exprimer a en fonction de α et d. Faire de même avec la
distance KA.

4. Montrer que δ =
2dα

D + d
× x. En déduire l’expression (16) de l’interfrange.

Réponse

1. Les points S et S1 sont symétriques par rapport à (M1), qui contient A. Donc A est à égale distance
de S et S1. Il en va de même pour le couple de points {S, S2} symétriques par rapport à (M2) qui
contient A. C’est pourquoi :

S2A = SA = S1A = d

2. La relation précédente révèle que les points S, S1 et S2 appartiennent tous à un cercle de centre A et
de rayon d :

(M1)
S

(M2)
α

S1

S2

A

d

φ

γ

θ
φ

γ

Sur ce schéma, on remarque que :

(SA,AS2) = 2φ = θ + 2γ

tandis que :
φ = α+ γ ⇒ θ + 2γ = 2α+ 2γ ⇒ θ = 2α

3. Si K désigne le milieu du segment [S1S2], la distance S1K vaut
a

2
:

S1

S2

A
d

θ/2
K

a
d

Aussi, en considérant α petit (donc θ = 2α aussi), on peut poser :

KS1 = d sin

(
θ

2

)

≃ d× θ

2
= αd car θ = 2α

⇒ a = 2KS1 = 2αd

De même :

KA = d cos

(
θ

2

)

≃ d

4. En vertu de ces approximations, il est possible d’évaluer les distances S1M et S2M :

S2M =

√

KO2 +
(

x+
a

2

)2
= KO

[

1 +
1

KO2

(

x+
a

2

)2
]1/2

≃ KO +
1

2KO

(

x+
a

2

)2
si x+

a

2
≪ KO
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et :

S1M =

√

KO2 +
(

x− a

2

)2
= KO

[

1 +
1

KO2

(

x− a

2

)2
]1/2

≃ KO +
1

2KO

(

x− a

2

)2

à partir desquelles s’obtient la différence de marche :

δ = S2M − S1M =
1

2KO
× 2x× a =

a

KO
× x

avec : KO = KA+AO = D + d et a = 2αd :

δ =
2αd

D + d
× x

Par suite, des franges claires apparaissent aux abscisses xn qui vérifient :

δ = n× λ0 ⇒ xn × 2αd

D + d
= nλ0 ⇒ xn = n× λ0 (D + d)

2αd
n ∈ Z

d’où se déduit l’interfrange :

i = xn+1 − xn =
λ0 (D + d)

2αd

4.3 Interféromètre de Michelson
L’interféromètre de Michelson est un dispositif diviseur d’amplitude car une lame
semi-réfléchissante divise le faisceau incident en deux faisceaux d’égale amplitude,
dont on visualise la figure d’interférence.

4.3.1 Utilisation en lame d’air
4.3.1.1 Source ponctuelle et lumière monochromatique

L’interféromètre est composé de deux miroirs (M1 et M2) perpendiculaires et d’une
lame semi-réfléchissante L (aussi appelée lame séparatrice) inclinée à 45˚ par rapport à
M1 et M2. Une source ponctuelle S émet un rayonnement visible de longueur d’onde
λ0 dans l’air (assimilé au vide). Soit C le centre de L ; les miroirs sont situés aux
distances respectives d1 et d2 de C. On négligera, ici, les éventuels déphasages de π
subis par les rayons au cours de leurs réflexions.

M1
H1

S'1

d2

H2

I2

S'2

I1

I'
S1S2

d1

M

S

C

J1

M2
L

R2

R1
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Un rayon R issu de S rencontre L en un point I ′ d’où il se dissocie en deux rayons de
même intensité :

• un rayon R1 qui traverse L et rencontre M1 en I1. Le rayon réfléchi semble prove-
nir de l’image S′

1 de S par M1 et rencontre L en I2. À nouveau, le rayon réfléchi
semble issu de l’image S1 de S′

1 par L. Ce rayon est ainsi réfléchi par L.

• un rayon R2 qui est réfléchi par L comme s’il provenait de l’image S′
2 de S par L.

Ce rayon rencontre M2 en J1 où il se réfléchit comme s’il était issu de l’image S2

de S′
2 par M2.

À leur point d’intersection M , ces rayons peuvent interférer. Ces interférences ne sont
pas localisées. Compte tenu des définitions des images secondaires S1 et S2, les che-
mins optiques vérifient :

(SI1I2M) = SI1 + I1I2 + I2M = S′
1I1 + I1I2 + I2M

= S′
1I2 + I2M = S1I2 + I2M = S1M

et :

(SJ1M) = SI ′ + I ′J1 + J1M = S′
2I

′ + I ′J1 + J1M

= S′
2J1 + J1M = S2J1 + J1M = S2M

Aussi, la différence des chemins optiques δ = (SJ1M)− (SI1I2M) entre les rayons
qui se rencontrent en M vaut :

δ = S2M − S1M

ce qui montre que la situation est équivalente à celle obtenue à partir de deux sources
ponctuelles cohérentes S1 et S2. On peut également montrer que :

e = S1S2 = 2 |d2 − d1|
Conformément aux résultats de l’exercice de la page 558, les franges d’interférence
sont les points M solutions de l’équation : δ = cte, c’est-à-dire des hyperboloïdes de
révolution d’axe S1S2 :

S1S2

p=1 p=2 p=3 p=4 (Π)
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dont les traces, sur un écran (Π) perpendiculaire à (S1S2) sont des cercles concen-
triques, dont les rayons décroissent avec l’augmentation de l’ordre d’interférence p. Ce
montage est équivalent à une lame d’air constituée du miroir M2 et de l’image M′

1 de
M1 par L, éclairée par l’image S′

2 de S par L :

M2 M'1

S2 S'2S1

M

Soient S1 et S2 les deux sources secondaires d’un interféromètre de Michelson
éclairé en lumière monochromatique de longueur d’onde λ0. L’axe (S2S1) coupe un
plan (Π), perpendiculaire à (S1S2), en un point O tel que D = S1O et S1S2 = e.
Un point M de (Π) est repéré par r = OM et se trouve aux distances r1 = S1M et
r2 = S2M des points S1 et S2 :

O

(Π)

S2 S1

e D

Mr2
r1 r

On supposera, dans la suite, que S2O ≫ r, S1O ≫ r et D ≫ e.

1. Exprimer la différence de chemin optique δ en fonction de e, r2 et D2. En déduire
l’allure de la figure d’interférence qui apparaît sur (Π).

2. On suppose, dans un premier temps, que le centre O est un point d’éclairement
maximum. En déduire l’expression de rk associé à la kème frange brillante.

3. On suppose maintenant que le centre O n’est plus un point où l’éclairement
est maximum ; on note p0 6∈ N son ordre d’interférence. Il existe alors un réel ε
(1 > ε > 0) tel que la première frange brillante correspond à un ordre d’interfé-
rence entier p1 = p0 − ε.

(a) Exprimer, en fonction de p1 et k, l’ordre d’interférence de la kème frange claire.

(b) Montrer qu’il lui correspond une valeur de rk proportionnelle à
√
k + ε− 1 :

rk = A
√
k + ε− 1

où l’on exprimera la constante A en fonction de D, λ0 et e.

(c) On diminue la distance e. Qu’observe-t-on sur (Π) ?

Réponse

1. Les distances r1 et r2 s’obtiennent à l’aide du théorème de Pythagore :

r1 =
√

S1O2 + r2 =
√

D2 + r2 = D

(

1 +
r2

D2

)1/2
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et

r2 =
√

S2O2 + r2 =
√

(D + e)2 + r2 = (D + e)

[

1 +
r2

(D + e)2

]1/2

où D ≫ r suggère l’emploi de développements limités :

r1 ≃ D

(

1 +
r2

2D2

)

= D +
r2

2D
et r2 ≃ D + e+

r2

2 (D + e)

Ce faisant la différence de chemin optique (dans l’air où l’indice de réfraction est voisin de 1) vaut :

δ = r2 − r1 = e+
r2

2

(
1

D + e
− 1

D

)

= e− e

2D (D + e)
r2

⇒ δ ≃ e− e

2D2
r2 car D ≫ e⇒ D + e ≃ D

Aussi, le plan (Π) reçoit l’éclairement :

E = E0 cos2
(
k0δ

2

)

avec k0 =
2π

λ0
qui produit des franges d’interférence lorsque δ est constant, c’est-à-dire lorsque r est constant ; ces
franges sont des cercles concentriques, de rayons r et de centre O.

2. L’ordre d’interférence pk d’un point situé à une distance rk de O est défini par :
k0δ

2
= pkπ ⇒ 2πδ

2λ0
= pkπ ⇒ pk =

δ

λ0
=

e

λ0
− e

2D2λ0
r2k (17)

Cette relation montre que pk est une fonction décroissante de rk , ce qui signifie aussi que c’est en O
(rk = 0) que l’ordre d’interférence est maximum et vaut :

p0 = pmax =
e

λ0
En outre, si O est un point d’éclairement maximum, cela signifie que p0 est un entier, si bien que le
premier cercle brillant correspond à :

p1 = p0 − 1 < p0 et p1 ∈ N

de même que le kème cercle brillant aura pour ordre d’interférence :

pk = p0 − k

Compte tenu de l’expression : p0 =
e

λ0
et de celle de pk , il s’ensuit que :

e

λ0
− e

2D2λ0
r2k =

e

λ0
− k ⇒ rk = D

√
2λ0

e

√
k

3. (a) Le deuxième cercle brillant est associé à l’ordre d’interférence :

p2 = p1 − 1 et p2 ∈ N

ce qui permet, par généralisation, d’en déduire l’ordre d’interférence du kème cercle brillant :

pk = p1 − (k − 1)

(b) Compte tenu de l’expression de pk :

pk = p1 − (k − 1) =
e

λ0
− e

2D2λ0
r2k

et de p1 = p0 − ε =
e

λ0
− ε, on obtient :

e

λ0
− ε− k + 1 =

e

λ0
− e

2D2λ0
r2k ⇒ e

2D2λ0
r2k = k + ε− 1

⇒ rk = D

√
2λ0

e

√
k + ε− 1

(c) Chaque cercle de la figure d’interférence, de rayon rk , est caractérisé par un ordre d’interférence
pk donné par le résultat (17) :

pk =
e

λ0

(

1−
r2k
2D2

)

⇒ rk =
√
2D2

√

1− λ0pk

e

Aussi, lorsque e diminue,
λ0pk

e
augmente, de sorte que rk diminue. Les anneaux semblent alors

« rentrer » dans le centre O.
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4.3.1.2 Source ponctuelle composée de deux longueurs d’onde

Considérons une source ponctuelle S qui émet de la lumière composée de deux lon-

gueurs d’onde λ1 et λ2, auxquelles sont associés les nombres d’onde σ1 =
1

λ1
et

σ2 =
1

λ2
. Le spectre d’émission de cette source prend alors la forme suivante :

σ

I(σ)

σ1 σ0
σ2

∆σ

∆σ
2

∆σ
2

et l’on posera : ∆σ = σ2 − σ1 ≪ σ0, avec k =
2π

λ
= 2πσ.

Étant donné que ces rayonnements ne présentent pas les mêmes fréquences, ils créent
chacun leur système d’interférences, caractérisé chacun par leur éclairement :

E1 =
E0
2

[1 + cos(k1δ)] et E2 =
E0
2

[1 + cos(k2δ)] avec δ = S2M − S1M

où E0 désigne l’éclairement que recevrait l’écran en l’absence d’interférence. L’éclai-
rement résultant vaut :

E = E1 + E2 = E0 +
E0
2

[cos(k1δ) + cos(k2δ)]

= E0 +
E0
2

[cos(2πσ1δ) + cos(2πσ2δ)]

⇒ E = E0 [1 + cos(π∆σ δ)× cos(2πσ0δ)]

Puisque ∆σ ≪ σ0, cet éclairement a pour représentation graphique :

δ
1

2σ0

1
∆σ

E

La condition ∆σ ≪ σ0 implique que la quasi-totalité des franges claires sont obte-

nues pour δ ∈
[

− 1

∆σ
,

1

∆σ

]

au delà de quoi les rayonnements ne sont plus cohérents
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(les calculs précédents ne tiennent pas compte de l’incohérence consécutive à un ac-
croissement exagéré de δ). C’est pourquoi les valeurs maximum et minimum prises par
l’éclairement :

Emax = E0 [1 + cos(π∆σ δ)] et Emin = E0 [1− cos(π∆σ δ)]

conduisent au contraste de la figure d’interférence :

C =
Emax − Emin

Emax + Emin
= cos(π∆σ δ)

Remarque – Ce constraste, aussi appelé facteur de visibilité V , donne à l’éclairement
la forme :

E = E0 [1 + V × cos(2πσ0δ)]

4.3.1.3 Source ponctuelle et lumière polychromatique

Considérons maintenant une source ponctuelle qui émet de la lumière dont le spectre
en nombres d’onde est carcatérisé par :

{
I(σ) = cte pour σ1 6 σ 6 σ2
I(σ) = 0 pour σ 6 σ1 ou σ > σ2

σ

I(σ)

σ1 σ0
σ2

∆σ

∆σ
2

∆σ
2

On posera :

σ1 = σ0 −
∆σ

2
σ2 = σ0 +

∆σ

2
∆σ = σ2 − σ1

À une gamme de nombres d’onde compris entre σ et σ + dσ correspond une figure
d’interférence décrite par un éclairement, sur l’écran :

dE = E(σ) [1 + cos(kδ)] dσ

où :






E(σ) = E0
∆σ

pour σ ∈ [σ1, σ2]

E(σ) = 0 pour σ 6∈ [σ1, σ2]
σ

E(σ)

σ1 σ0
σ2

∆σ
E0/∆σ

En posant : k =
2π

λ
= 2πσ, l’éclairement s’écrit aussi :

dE = E(σ) [1 + cos(2πσδ)] dσ
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Des rayonnements de nombres d’onde différents ne peuvent pas interférer, en consé-
quence de quoi les éclairements s’additionnent sur l’écran et ont pour résultante :

E =

∫ ∞

0

E(σ) [1 + cos(2πσδ)] dσ =
E0
∆σ

[

∆σ +

∫ σ2

σ1

cos(2πσδ) dσ

]

= E0 +
E0
∆σ

× 1

2πδ
[sin(2πσ2δ)− sin(2πσ1δ)]

= E0 +
E0

2π∆σ δ
× 2 sin(π∆σ δ) cos(2πσ0δ)

que l’on peut aussi présenter sous la forme suivante :

E = E0 [1 + V(∆σ)× cos(2πσ0δ)] avec V(∆σ) = sin(π∆σ δ)

π∆σ δ

De cette expression découle la représentation graphique de E :

δ
1

2σ0

1
∆σ

E(δ)

Remarque – La diminution du contraste provoquée par l’augmentation de δ provient
de la nature polychromatique de la source. En revanche, la réapparition du contraste

pour δ >
1

∆σ
est liée à la modélisation choisie (fonction « porte ») pour E .

Étant donné que ∆σ ≪ σ0, on peut s’assurer que E varie entre :

Emax = E0 [1 + V(∆σ)] et Emin = E0 [1− V(∆σ)]

auquel cas le contraste de la figure d’interférence vaut :

C = V(∆σ) = sinc(π∆σ δ) =
sin(π∆σ δ)

π∆σ δ

4.3.1.4 Source étendue et lumière monochromatique

Lorsque la source est étendue, l’emploi d’une lentille convergente (L1) autorise l’ob-
tention d’une figure d’interférence en dépit de l’incohérence mutuelle des points de la
source, supposée centrée en S :
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S"

S'

M1

2

1

P

K1

S" S'

M2

1 2

S

K2

P" P'1 2

R

C1

P"

P'

L

2

1

I

L1

C2
R1

R2

i L2

O

M

i

E

O2

O1

C

Soient :
• S′

1 l’image de S par le miroir M1, C1 le milieu du segment [SS′
1], S

′′
1 l’image de

S′
1 par la séparatrice L ;

• S′
2 l’image de S par L, S′′

2 l’image de S′
2 par M2,C2 le milieu du segment [S′

2S
′′
2 ] ;

• O1 le centre optique de la lentille convergente L1, de foyer objet S et de distance
focale f1 ;

• O2 le centre optique de la lentille convergente L2, de foyer image O et de distance
focale f2 ;

• E un écran situé dans le plan focal image de L2 et M un point de E où convergent
les rayons qui arrivent sur L2 avec l’incidence i ;

• P un point de la source, contenu dans le plan focal objet de L1, P ′
1S

′
1 l’image de

PS par M1, P ′′
1 S

′′
1 l’image de P ′

1S
′
1 par L, P ′

2S
′
2 l’image de PS par L et P ′′

2 S
′′
2

l’image de P ′
2S

′
2 par M2.

Parmi les rayons émis par P , celui qui passe par O1 (sous l’incidence i) ne subit pas
de déviation et rencontre L en un point I , où il se dédouble en :

• un rayon R1 directement transmis par L, qui rencontre M1 en K1, d’où il est
réfléchi comme s’il provenait de P ′

1. R1 rencontre à nouveau L en R où il est
réfléchi comme s’il provenait de P ′′

1 .
• un rayon R2 réfléchi par L dans la direction de (P ′

2I). Ce rayon atteint M2 en K2,
d’où il est réfléchi comme s’il avait été émis par P ′′

2 .
Ces deux rayons arrivent sur L2 parallèlement l’un à l’autre avec l’incidence i et
convergent donc vers le point M , où il peuvent interférer compte tenu de leur cohé-
rence mutuelle. En revanche, tout autre point de la source émet des rayons dont celui
qui passe par O1 présente une direction différente de celle de (PO1) et convergent, sur
E en un point différent de M . C’est pourquoi ce dispositif permet d’obtenir une figure
d’interférence malgré l’étendue de la source : chaque point de la figure d’interférence
est issu d’un unique point de la source.
Ce montage équivaut à une lame d’air composée de M2 et d’une lame semi-
réfléchissante M′

1, n’induisant aucun déphasage lors de la réflexion, et occupant
la position de l’image de M1 par L. M2 et M′

1 sont espacés d’une distance
e = CC1 − CC2 et le dispositif est éclairé par l’image P ′

2 de P par L :
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i

M2 M'1

K2

R2

2e

R1

e

P'2

K'1

P"2 P"1

Soit i l’angle d’incidence du rayon issu de P ′
2 et qui se sépare en deux rayons

R1 et R2 dans le dispositif précédent.

1. Montrer que la différence des chemins optiques des rayons R1 et R2 qui arrivent
en M vaut :

δ = (P ′
2K2M)− (P ′

2K
′
1M) = 2e cos i

2. On suppose les conditions de Gauss respectées. Donner le rayon d’un anneau clair
sur l’écran, en fonction de son ordre d’interférence.

3. La distance e diminue. Comment évolue alors la figure d’interférence ?
Que se produit-il au contact optique (e = 0) ?

Réponse

1. SoitA le point d’intersection de R2 avec M′
1, soitB le projeté orthogonal deA sur R1 et soitH celui

de K2 sur M′
1 :

i

M2 M'1

K2

R2

R1

e

P'2
K'1
i
H B

A
i

O2

f2

O

M

E

ri

L2

Le chemin optique du rayon R1 vaut :

(P ′
2K

′
1M) = P ′

2K
′
1 +K′

1B + (BM)

où le triangle (K′
1AB) révèle que :

sin i =
K′

1B

K′
1A

=
K′

1B

2K′
1H

⇒ K′
1B = 2K′

1H sin i

tandis que le triangle (K2HK′
1) indique que :

tan i =
K′

1H

e
⇒ K′

1H = e tan i⇒ K′
1B = 2e

sin2 i

cos i

C’est pourquoi :

(P ′
2K

′
1M) = P ′

2K
′
1 + 2e

sin2 i

cos i
+ (BM)

Quant au chemin optique de R2, il vaut :

(P ′
2K2M) = P ′

2K
′
1 +K′

1K2 +K2A+ (AM)

avec :

cos i =
e

K′
1K2

⇒ K′
1K2 =

e

cos i
⇒ (P ′

2K2M) = P ′
2K

′
1 +

2e

cos i
+ (AM)
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De ces expressions découle celle de la différence δ des chemins optiques :

δ =
2e

cos i
+ (AM)− 2e

sin2 i

cos i
− (BM)

Or, puisque (AB) est perpendiculaire aux rayons R1 et R2 qui convergent enM , les chemins optiques
(AM) et (BM) sont identiques, en conséquence de quoi :

δ =
2e

cos i

(
1− sin2 i

)

︸ ︷︷ ︸

cos2 i

⇒ δ = 2e cos i

2. Un rayon R qui arrive sur L2 parallèlement à R1 et R2, en passant par O2, n’est pas dévié par L2.
Son intersection avec l’écran E coïncide alors avec le point M de convergence des rayons R1 et R2

issu de L2. Dans le triangle rectangle (OO2M), il est possible de poser :

tan i =
OM

OO2
=

r

f2
⇒ r = f2 tan i

Or, dans les conditions de Gauss, tan i ≃ i et cos i ≃ 1− i2

2
conduisent à :

δ = 2e

(

1− i2

2

)

et r = f2i (18)

L’ordre d’interférence p correspondant est défini par :

p =
δ

λ0
⇒ δ = λ0p = 2e

(

1− i2

2

)

⇒ i2

2
= 1− λ0 p

2e
⇒ i =

√

2− λ0 p

e

où p ∈ N pour une frange brillante. Finalement, l’identité (18) fournit :

r = f2 ×
√

2− λ0p

e

3. Lorsque e diminue,
λ0 p

e
augmente, de sorte que r diminue. Aussi, une diminution de e se traduit, sur

l’écran, par un rétrécissement des anneaux, qui semblent « rentrer » dans O.

Au contact optique, l’expression (18) de δ révèle que :

δ = 2e

(

1− i2

2

)

⇒ δ = 0 pour e = 0

C’est pourquoi les franges d’interférence disparaissent au profit d’un écran uniformément éclairé.

Cet exercice ne tient pas compte du déphasage de π qu’induisent des réflextions multiples. Si on en
tenait compte, l’écran serait uniformément sombre.
Veillez à identifier, dans les énoncés,l’information qui précise si ce déphasage est pris en compte !

4.3.2 Utilisation en coin d’air

4.3.2.1 Éclairage par une source ponctuelle

Considérons l’interféromètre de Michelson réglé au contact optique et dont le miroir
M1 est incliné d’un angle α petit. Ce montage est équivalent à un coin d’air réalisé à
partir de M2 et M′

1, dont les plans font un angle α entre eux :
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S"

M1

2

S"

S'

M2

1

2

S L

C

R1

R2
α

M'
M1

S'

M2

2

α

1

équivalent à : 

Les images S′′
1 et S′′

2 de la source secondaire S′
2 par M′

1 et M2 respectivement se com-
portent comme des source secondaires qui émettent des rayons R1 et R2 qui interfèrent
en leur point d’intersection M . Ces interférences ne sont pas localisées.

On considère l’interféromètre réglé en coin d’air, l’image S′
2 de S étant située

à une distance d de M′
1.

S"2

S"1

H

M'

S'

M2

2

α

1

C2

x

d

M

D

E

a

O

On désigne par C2 le point d’intersection de M2 et M′
1 , par H le milieu du segment

[S′′
1S

′′
2 ] et par O le point d’intersection de (HC2) avec un écran E situé à une distance

D de M′
1. L’écran est perpendiculaire à (HC2) et un point M de E est repéré par

x = OM .

1. Déterminer, en fonction de d et α (petit), la distance a séparant S′′
1 et S′′

2 .

2. Déterminer l’interfrange de la figure d’interférence obtenue sur E, en fonction de
d, α, D et λ0 (longueur d’onde du rayonnement dans le vide).

3. Que se passe-t-il si α diminue jusqu’à s’annuler ?

Réponse

1. La droite (S′
2S

′′
2 ) est perpendiculaire à M2, tandis que (S′

2S
′′
1 ) est perpendiculaire à M′

1 et, puisque

M2 fait un angle α par rapport à M′
1, cela signifie que l’angle

(−−−→
S′
2S

′′
2 ,

−−−→
S′
2S

′′
1

)

vaut également α :
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S"2

S"1

M'

S'

M2

2

α

1

C2

d

a

d

α

En outre, étant donné que S′′
1 est symétrique de S′

2 par rapport à M′
1, S′

2S
′′
1 = 2d. Enfin, si α est

suffisamment petit, la distance a = S′′
1 S

′′
2 s’identifie à l’arc correspondant, ce qui revient à poser :

a = 2dα

2. Le montage proposé est équivalent à deux sources (secondaires) S′′
2 et S′′

1 espacées de a et distantes de
D + d d’un écran E. Ce montage est par conséquent équivalent à celui de la page 505 pour lequel la
différence des chemins optiques des rayons qui interfèrent est donnée par le résultat (11) :

δ =
ax

D + d
=

2dα

D + d
x (19)

Aussi, la figure d’interférence présente des franges claires lorsque x adopte les valeurs xp telles que :

δ = pλ0 ⇒ 2dα

D + d
xp = pλ0 ⇒ xp = p× λ0 (D + d)

2dα

où λ0 désigne la longueur d’onde du rayonnement dans le vide et où p ∈ Z. Par suite, l’interfrange
vaut :

i = xp+1 − xp =
λ0 (D + d)

2dα
3. Conformément à la loi précédente, lorsque α diminue, i augmente, ce qui signifie que les franges d’in-

terférence s’éloignent les unes des autres. Dans le cas limite où α = 0, le résultat (19) montre que δ = 0
confère à l’éclairement une valeur uniforme :

E = E0 cos

(
k0δ

2

)

= E0

de sorte que l’écran est uniformément éclairé.

Remarque – Si la source ponctuelle S est remplacée par une source étendue mono-
chromatique, la figure d’interférence se trouve localisée au voisinage de M2 et M′

1 ;
partout ailleurs, l’incohérence des divers points de la source provoque un brouillage
des interférences.

4.3.2.2 Éclairage par une source ponctuelle située à l’infini

Une source ponctuelle S , qui émet une lumière monochromatique de longueur d’onde
λ0 (dans le vide) est confondue avec le foyer objet d’une lentille convergente L. Ainsi,
l’interféromètre est éclairé avec un faisceau de lumière parallèle à l’axe optique de L :

M1

M2

O

E

S

xA
M

L

L
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Un écran E permet de visualiser une figure d’interférence par l’éclairement de chaque
point M tel que OM = x.
Ce montage équivaut à un coin d’air éclairé en lumière parallèle, qui réfléchirait les
rayons dans leur direction d’incidence1 :

M'
M2

O

E

x

α

M
R2

R1x

e

1

La différence des chemins optiques des rayons R1 et R2 qui interfèrent en M vaut
δ = 2e, avec :

tanα ≃ α =
e

x
⇒ e = αx⇒ δ = 2αx

Par suite, le point M reçoit l’éclairement :

E = E0 cos2
(
k0δ

2

)

= E0 cos2
(
2π

λ0
× αx

)

C’est pourquoi des franges d’interférence rectilignes se forment sur l’écran, dont des
franges claires se trouvent aux abscisses xp telles que :

2πα

λ0
xp = p π ⇒ xp = p× λ0

2α
(p ∈ Z)

Leur interfrange vaut par conséquent :

i = xp+1 − xp =
λ0
2α

4.4 Diffraction des ondes lumineuses

4.4.1 Principe de Huygens-Fresnel

Tout pointP atteint par de la lumière monochromatique se comporte comme une source
secondaire qui émet des ondes sphériques :

• dont l’amplitude da(P ) est proportionnelle à celle s(P ) de l’onde incidente et à
l’élément de surface dΣP entourant P ;

• dont la phase φP et la pulsation ω sont celles de l’onde incidente.

MP

dΣP

Source S

1L’angle α est suffisamment petit pour qu’en M′
1 le rayon réfléchi adopte la même direction que celle

du rayon incident.
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Un point M reçoit ainsi un signal :

ds(M) = da(P )
ejk0(PM)

PM
avec da(P ) = K s(P ) dΣP

où K est une constante et où k0 =
2π

λ0
.

Soit (Σ) une surface atteinte par de la lumière monochromatique. Les points P de (Σ)
se comportent comme des sources cohérentes, dont les signaux interfèrent en tout point
M pour produire la résultante donnée par la relation de Huygens-Fresnel :

s(M) =

∫∫

(Σ)

K s(P )
ejk0 (PM)

PM
dΣP (20)

Définition 11 Soit si(P ) le signal qui arrive en un point P et st(P ) celui qui en
repart. On appelle transmittance le rapport :

t(P ) =
st(P )

si(P )

Par exemple, la transmittance d’une pupille (S) vaut :
{
t(P ) = 1 pour P ∈ (S)
t(P ) = 0 pour P 6∈ (S)

(S)

tandis que celle d’une lame d’indice n et d’épaisseur e vaut :

t(P ) = ejk0 ne car st = si × ejk0 ne si

e

st

(n)

4.4.2 Diffraction de Fraunhoffer d’une onde plane
La diffraction de Fraunhoffer (encore appelée « diffraction à l’infini ») ne s’intéresse
qu’aux phénomènes de diffraction qui se produisent en des points M suffisamment
éloignés de la surface diffractante (ΣP ) pour considérer que les rayons arrivant en M
partent de (ΣP ) parallèlement les uns aux autres. La figure de diffraction peut être
visible sur un écran E placé dans le plan focal image d’une lentille convergente (L) :

P

ΣP

P

ΣP

E

M

L
kiki
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L’onde incidente étant plane, elle véhicule, en chaque point P le si-
gnal :

si(P ) = S0 e
−jωt ej

~ki·
−−→
OP

où ~ki désigne le vecteur d’onde du rayon qui arrive en P . En outre, le
segment PK étant perpendiculaire à ~kt, les chemins optiques (PM)
et (KM) sont égaux, ce qui se traduit par :

O

P

kt

kt
ki

K

(PM) = (KM) = (OM)− (OK) ⇒ k0 (PM) = k0 (OM)− k0 (OK)

où k0 =
2π

λ0
est la norme qu’aurait le vecteur d’onde dans le vide. Or, en notant ~ut le

vecteur unitaire directeur de ~kt, il vient :

OK =
−−→
OK · ~ut =

(−−→
OP +

−−→
PK

)

· ~ut =
−−→
OP · ~ut car

−−→
PK ⊥ ~ut

tandis que la définition du chemin optique conduit à :

k0 (OK) = kt ×OK = ~kt ·
−−→
OP

⇒ k0 (PM) = k0 (OM)− ~kt ·
−−→
OP

Ce faisant, la loi (20) devient :

s(M) =

∫∫

(Σ)

K t(P ) si(P )×
ejk0 (OM)

PM
e−j~kt·

−−→
OP dΣP

avec : si(P ) = S0 e
−jωt ej

~ki·
−−→
OP

=

∫∫

(Σ)

K t(P )S0 e−jωt e
jk0 (OM)

PM
× ej (

~ki−~kt)·
−−→
OP dΣP

Si M est suffisamment éloigné de la pupille diffractante, PM ne dépend pas sensible-
ment de P , de sorte que :

s(M) = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP (21)

où le nombre complexe A réunit tous les termes indépendants de P :

A = K S0 e
−jωt e

jk0 (OM)

PM

Aussi, l’éclairement reçu par M est proportionnel à s(M)× s∗(M), c’est-à-dire :

E(M) = E0
∣
∣
∣
∣
∣

∫∫

(Σ)

t(P ) e−j (~ki−~ki)·
−−→
OP dΣP

∣
∣
∣
∣
∣

2



Optique ondulatoire 531

4.4.3 Cas d’une ouverture rectangulaire

4.4.3.1 Fente allongée

Considérons une fente rectangulaire de largeur a dans la direction (Ox) et de longueur
b≫ a dans la direction (Oy). L’expérience montre qu’il n’y a pas de diffraction, dans
ces conditions, dans la direction (Oy), ce qui se traduit par la conservation de la com-
posante du vecteur d’onde dans cette direction. On note alors ~ki le vecteur d’onde du
rayonnement incident et ~kt celui du rayonnement diffracté, tels que :

~ki =
2π

λ0





αi
βi
γi



 et ~kt =
2π

λ0





αt
βt
γt



 avec βt = βi

x kt

y

b z

a

P

O

Un point P du plan de la fente est repéré par le vecteur
−−→
OP





x
y
0



 tel que :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP =
2π

λ0





αt − αi
0

γt − γi



 ·





x
y
0



 =
2π

λ0
(αt − αi)x

= ux avec u =
2π

λ0
(αt − αi)

En outre, une telle fente est décrite par une transmittance :






t(P ) = 1 si x ∈
[

−a
2
,
a

2

]

et y ∈
[

− b
2
,
b

2

]

t(P ) = 0 sinon

Aussi, le signal issu du plan (Σ) de la fente suit la loi (21) :

s = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j (~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

= A
∫∫

(Σ)

t(x, y) e−jux dxdy

= A
∫ b/2

−b/2

dy ×
∫ a/2

−a/2

e−jux dx = Ab×
∫ a/2

−a/2

e−jux dx
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avec :
∫ a/2

−a/2

e−jux dx = − 1

ju

(

e−jua/2 − ejua/2
)

=
2

u
sin
(ua

2

)

= a× sin(ua/2)

ua/2

⇒ s = Aab× sinc

(ua

2

)

avec sinc x =
sinx

x

Finalement, l’intensité diffractée est proportionnelle à s s∗ :

I = I0

[

sinc

(ua

2

)]2

où u =
2π

λ0
(αt − αi) (22)

I

0
u

2π
a

-2π
a

Cette courbe révèle que la diffraction s’observe au voisinage de u = 0, c’est-à-dire
αt ≃ αi, et donc au voisinage de l’image géométrique de la fente. La diffraction se
manifeste par l’existence de bandes claires de part et d’autre de l’image de la fente.

Visualisation directe sur un écran

Un écran E est situé à grande distance d de (Σ) et l’on note Ω le projeté orthogonal
de O sur E. Soit I le point d’intersection du rayon incident passant par O avec E. On
note également M le point d’intersection d’un rayon diffracté issu de O, repéré par
X = IM .

(Σ)

ki

kt

θi

θt
I

M

X

Ω

x

O

E
d

z

y

d

E

I

M
X

Ω' z

x

y

(Σ)

kt

ki
OΩ'
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Puisque la diffraction ne s’effectue que dans la direction (Ox), nous considérons les
vecteurs d’onde :

~ki =
2π

λ0





sin θi
βi

cos θi



 ≃ 2π

λ0





θi
βi
1



 et ~kt =
2π

λ0





sin θt
βt

cos θt



 ≃ 2π

λ0





θt
βt
1



 où βt = βi

de sorte que :
{
αi = θi
αt = θt

⇒ u =
2π

λ0
(αt − αi) =

2π

λ0
(θt − θi)

avec :

tan θi ≃ θi =
Ω′I

d
et tan θt ≃ θt =

Ω′M

d

Il s’ensuit que :

u =
2π

λ0
× Ω′M − Ω′I

d
=

2πX

λ0d

⇒ I = I0

[

sinc

(
πaX

λ0d

)]2

La fonction sinc

(
πaX

λ0d

)

s’annule pour les valeurs Xp de X telles que :

πaXp

λ0d
= pπ ⇒ Xp = p× λ0d

a
(p ∈ Z

∗)

I

0
X

λ0d
a

-λ0d
a

Remarque – Lorsque a devient très grand devant λ0 d (par exemple a ≃ 1 mm), un
pic d’intensité est observé enX = 0 (I ≃ 0 partout ailleurs), c’est-à-dire au voisinage
du point I . On retrouve bien le résultat prévu par l’optique géométrique.
La figure de diffraction présente alors un maximum d’intensité en X = 0 ; cette bande

brillante a pour largeur :
2λ0d

a
.

Soit I1 l’intensité lumineuse des maxima secondaires les plus proches de

X = 0. En utilisant des moyens numériques, caluler le rapport
I1
I0

et conclure quant

à la figure de diffraction.
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Réponse Notons χ =
πaX

λ0d
, de manière à présenter l’intensité I sous la forme :

I = I0 sin2c χ = I0 ×
(
sinχ

χ

)2

Compte tenu de la courbe représentative de I(X), les maxima secondaires de I correspondent aux valeurs

de χ 6= 0 qui annulent
dI

dχ
, sans annuler I , avec :

dI

dχ
= 2I0 sinc χ× d(sinc χ)

dχ
= 2I0 sinc χ× χ cosχ− sinχ

χ

Ce faisant, I devient maximum pour les valeurs de χ solutions de :

χ cosχ = sinχ avec χ 6= pπ (p ∈ Z
∗)

⇒ tanχ = χ

Numériquement, cette équation admet pour solutions :

χ ∈ {4,49 ; 7,72 ; 10,90 . . .}

Aussi, le premier maximum secondaire correspond à χ1 = 4,49 et présente donc une intensité :

I1 = I0

(
sinχ1

χ1

)2

= 0,047 ⇒ I1

I0
= 4,7%

Ce résultat révèle que l’intensité du premier maximum secondaire est très inférieure à celle du maximum

central ; la figure de diffraction est composée de bandes claires dont seules les premières sont visibles.

Utilisation d’une lentille convergente

Pour visualiser la figure d’interférence à l’infini, on peut intercaler une lentille conver-
gente (L), de distance focale image f ′, entre la pupille et l’écranE, celui-ci étant placé
dans le plan focal image de (L).

P

f'
E

O
I

M
X

ex

(L)

ki

Ω

kt

θi
θi

θt

θt

Rt

Ri R
C

Depuis un point P de la lentille, considérons deux rayons :

• le rayon incident Ri, de vecteur d’onde ~ki =
2π

λ0





αi
0
γi



, qui passe par le centre

optique C de (L) sans être dévié. Ce rayon rencontre E en un point I ;

• le rayon diffracté Rt, de vecteur d’onde ~kt =
2π

λ0





αt
0
γt



 ne passant pas par C. En

revanche, un rayon R qui traverserait L en C parallèlement à Rt ne serait pas dévié
et atteindrait E en un point M d’intersection de tous les rayons parallèles à Rt.
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On repère le point M par X = IM . En outre :

~ki · ~ex = ki sin θi =
2π

λ0
sin θi avec ~ki · ~ex =

2π

λ0





αi
0
γi



 ·





1
0
0



 =
2π

λ0
αi

ce qui montre que :

sin θi = αi ⇒ θi = αi car sin θi ≃ θi

De même : θt = αt. De fait, l’intensité émise sur l’écran est fournie par la loi (22) :

I = I0 sin2c

(ua

2

)

avec u =
2π

λ0
(θt − θi)

Quant aux triangles (CΩI) et (CΩM), ils conduisent à :

tan θi ≃ θi =
ΩI

f ′
et tan θt ≃ θt =

ΩM

f ′

de sorte que :

u =
2π

λ0
× ΩM − ΩI

f ′
=

2π

λ0f ′
X

Ce faisant, l’intensité I est donnée par :

I = I0 sin2c

(
πa

λ0f ′
X

)

de sorte qu’une bande lumineuse, centrée en I , présente une largeur :

∆X =
2λ0f

′

a

4.4.3.2 Fente rectangulaire

On considère à nouveau une fente rectangulaire de largeur a et de longueur b, laquelle
est suffisamment petite pour engendrer un phénomène de diffraction dans la direction
(Oy).

x kt

y

b z

a

P

O

ki

Désormais, les vecteurs d’onde incident et diffracté ont pour composantes :

~ki =
2π

λ0





αi
βi
γi



 et ~kt =
2π

λ0





αt
βt
γt



 avec

{
αt 6= αi
βt 6= βi
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Il s’ensuit que :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP =
2π

λ0





αt − αi
βt − βi
γt − γi



 ·





x
y
0



 = ux+ vy

avec u =
2π

λ0
(αt − αi) et v =

2π

λ0
(βt − βi)

Le signal diffracté par la pupille, de transmittance :






t(P ) = 1 pour x ∈
[

−a
2
,
a

2

]

et y ∈
[

− b
2
,
b

2

]

t(P ) = 0 sinon

s’écrit alors :

s = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP = A

∫ b/2

−b/2

e−jvy dy ×
∫ a/2

−a/2

e−jux dx

avec :
∫ a/2

−a/2

e−jux dx = a sinc

(ua

2

)

et
∫ b/2

−b/2

e−jvy dy = b sinc

(
vb

2

)

d’où l’on déduit que :

s = Aab sinc
(
ua

2

)

sinc

(
vb

2

)

avec

u =
2π

λ0
(αt − αi) et v =

2π

λ0
(βt − βi)

Aussi, l’intensité diffractée, proportionnelle à s s∗, est décrite par :

I(u, v) = I0 sin2c

(ua

2

)

× sin2c

(
vb

2

)

u v

I

4.4.4 Cas d’une ouverture circulaire
Soit une ouverture circulaire, de rayon R, éclairée par une onde plane normale, de
longueur d’onde λ0. Une telle pupille produit, sur un écran E très éloigné, une figure
de diffraction, appelée tache d’Airy :
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E

θ

Tache d'Airy

La tache centrale a pour largeur angulaire : ∆θ = 1,22× λ0
R

:

I

θ
∆θ

Ce phénomène de diffraction limite le pouvoir de résolution en astronomie : la pupille
circulaire que constitue l’objectif produit des taches d’Airy associées à chaque étoile.
Pour distinguer deux étoiles, on admet le critère de Rayleigh :

le maximum d’une tache d’Airy doit se trouver au moins confondue
avec le premier minimum d’une autre tache d’Airy.

θ

4.4.5 Diffraction à l’infini par les fentes d’Young

4.4.5.1 Source ponctuelle à l’infini

On réalise une source ponctuelle à l’infini en plaçant une source ponctuelle S au foyer
objet d’une lentille convergente L ; les rayons qui émergent de L sont parallèles à l’axe
optique :

L

S
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Considérons deux fentes d’Young, situées dans un plan (Ox,Oy), dont O appartient à
l’axe optique de L. Les fentes, parallèles à l’axe (Oy), ont pour largeur a selon (Ox)
et pour longueur b≫ a selon (Oy). Elles ont en outre leurs centres distants de c≫ a,
et symétriques par rapport à O.

x

y

b

a a

c

O

Un tel dispositif présente alors une transmittance :

t(x, y) = t1(x, y) + t2(x, y) (23)

avec :






t1(x, y) = 1 pour x ∈
[

−c− a

2
, − c+

a

2

]

et y ∈
[

− b
2
,
b

2

]

t1(x, y) = 0 sinon

et : 





t2(x, y) = 1 pour x ∈
[

c− a

2
, c+

a

2

]

et y ∈
[

− b
2
,
b

2

]

t2(x, y) = 0 sinon

Compte tenu du dispositif d’éclairage, chaque point P du plan (Ox,Oy) reçoit une

onde de vecteur ~ki = k0





0
0
1



, avec k0 =
2π

λ0
. D’autre part, la condition b≫ a suffit à

négliger la diffraction dans la direction de (Oy) : le vecteur d’onde diffracté par chaque
point P présente une composante nulle selon (Oy).

S

L kt

αP

O

ki

z

x

Soit α =
(

~kt, Oz
)

tel que :

~kt = k0





sinα
0

cosα



 ≃ k0





α
0
1



 dans les conditions de Gauss.
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Ce faisant, les vecteurs :

~ki = k0





0
0
1



 ~kt = k0





α
0
1




−−→
OP =





x
y
0





conduisent au calcul de :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP = k0





α
0
0



 ·





x
y
0



 = k0αx

C’est pourquoi le signal diffracté s’écrit :

s = A
∫∫

(Σ)

t(x, y) e−j (~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

= A
∫∫

(Σ)

[t1(x, y) + t2(x, y)] e
−jk0αx dxdy

= A
{
∫∫

(Σ)

t1(x, y) e
−jk0αx dxdy +

∫∫

(Σ)

t2(x, y) e
−jk0αx dxdy

}

= A

{
∫ b/2

−b/2

dy

∫ −c+a/2

−c−a/2

e−jk0αx dx+

∫ b/2

−b/2

dy

∫ c+a/2

c−a/2

e−jk0αx dx

}

= Ab
{
∫ c+a/2

−c−a/2

e−jk0αx dx+

∫ c+a/2

c−a/2

e−jk0αx dx

}

En effectuant respectivement les changements de variable : u = x+ c et v = x− c, les
intégrales du membre de droite deviennent :

∫ −c+a/2

−c−a/2

e−jk0αx dx =

∫ a/2

−a/2

e−jk0α(u−c) du = ejk0αc
∫ a/2

−a/2

e−jk0αu du

et :
∫ c+a/2

c−a/2

e−jk0αx dx =

∫ a/2

−a/2

e−jk0α(v+c) dv = e−jk0αc

∫ a/2

−a/2

e−jk0αv dv

C’est pourquoi :

s = Ab×
(
ejk0αc + e−jk0αc

)
×
∫ a/2

−a/2

e−jk0αu du

= 2Ab× cos(k0αc)×
∫ a/2

−a/2

e−jk0αu du

où la dernière intégrale a déjà été calculée à la page 532, ce qui conduit à :

s = 2Aab× cos(k0αc)× sinc

(
k0αa

2

)
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Aussi, l’intensité émise dans la direction α est décrite par :

I(α) = I0 × cos2(k0αc)× sin2c

(
k0αa

2

)

(24)

La fonction sinus cardinal s’annule lorsque α vérifie :

k0αa

2
= pπ ⇒ 2π

λ0
× αa

2
= pπ ⇒ α = p× λ0

a
(p ∈ Z

∗)

tandis que la fonction cos2(k0αc) prend sa valeur maximum aux valeurs de α telles
que :

k0αc = qπ ⇒ 2π

λ0
αc = qπ ⇒ α = q × λ0

2c
(q ∈ Z)

Avec la condition c≫ a, la courbe représentative de I(α) ressemble alors à :

I

0
α

λ0

2c

λ0

a

Remarque – On retrouve la figure d’interférence classique des fentes d’Young quand

a tend vers zéro, l’annulation de I en
λ0
a

étant reportée à l’infini.

4.4.5.2 Fente source étendue

La source S se trouve maintenant dans le plan focal objet de L (de distance focale f ),
à une abscisse X par rapport à l’axe optique de L.

S

L kt

α

P

O
ki z

x

(Σ)

X

f

β

β

β

Un point P du plan (Σ) qui contient les fentes d’Young reçoit un rayon incident de
vecteur d’onde :

~ki =
2π

λ0





− sinβ
0

cosβ



 ≃ k0





−β
0
1



 avec k0 =
2π

λ0
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et émet un rayon diffracté de vecteur d’onde :

~kt =
2π

λ0





sinα
0

cosα



 ≃ k0





α
0
1





C’est pourquoi :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP = k0





α+ β
0
0



 ·





x
y
0



 = k0 (α+ β)x

avec :

tanβ ≃ β =
X

f
(25)

Ce faisant, le signal diffracté par (Σ) a pour amplitude complexe :

s = A
∫∫

(Σ)

t(x, y) e−jk0 (α+β) x dxdy

où la transmittance t(x, y) s’identifie à celle définie par la relation (23) :

t(x, y) = t1(x, y) + t2(x, y)

En posant : α′ = α+ β,

s = A
∫∫

(Σ)

[t1(x, y) + t2(x, y)] e
−jk0α

′x dxdy

prend une forme analogue à celle de l’identité (24), auquel cas l’intensité diffractée
dans une direction α′ = α+ β adopte la même expression que celle de l’intensité (24) :

I(α′) = I0 cos2(k0α
′c)× sin2c

(
k0α

′a

2

)

c’est-à-dire, compte tenu de la définition (25) de β :

I(α) = I0 cos2
[

k0c

(

α+
X

f

)]

× sin2c

[
k0a

2

(

α+
X

f

)]

Ce résultat révèle que la figure observée à l’infini est translatée d’un angle −X
f

:
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0
α

λ0

2c

λ0

a

I

-X
f

X
f

-

Plaçons, maintenant, dans le plan focal objet de L, une fente source F , de largeur L
dans la direction (OX) et de longueur très grande par rapport à L dans la direction
(OY ).

L

L kt

α

P

O
ki z

x

(Σ)

X

f

F
y

La fente F peut être décomposée en fentes de largeur infinitésimale dX , situées aux
abscissesX , qui émettent chacune de la lumière monochromatique de longueur d’onde
λ0. En raison de l’incohérence de ces sources, l’intensité I diffractée dans une direction
α est la somme des intensités δI diffractées dans la même direction, provenant de
chacun de ces fentes, avec :

δI = dIX × cos2(k0cα
′)× sin2c

(
k0a

2
α′

)

En outre, si l’intensité est émise de manière uniforme sur F , il convient de poser :

I0
L

=
dIX
dX

⇒ dIX =
I0
L

dX

⇒ δI =
I0
L

sin2c

(
k0a

2
α′

)

× cos2(k0cα
′) dX

Or, la représentation graphique précédente décrivant I(α) révèle que la condition
c≫ a suffit à justifier la faible variation de la fonction sinus cardinal au voisinage de
X = 0. C’est pourquoi on posera :

sin2c

(
k0a

2
α′

)

≃ sin2c

(
k0a

2
α

)
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afin d’obtenir :

δI =
I0
L

sin2c

(
k0a

2
α

)

× cos2
(

k0cα+ k0c
X

f

)

car α′ = α+
X

f

Ce faisant, l’intensité totale difffractée dans la direction α est donnée par :

I(α) =
I0
L

sin2c

(
k0a

2
α

)∫ L/2

−L/2

cos2
(

k0cα+ k0c
X

f

)

dX

=
I0
L

sin2c

(
k0a

2
α

)∫ L/2

−L/2

[

1 + cos

[

2k0cα+
2k0c

f
X

]]

︸ ︷︷ ︸

I

dX

où l’intégrale I vaut :

I = L+
f

2k0c

[

sin

(

2k0cα+
k0cL

f

)

− sin

(

2k0cα− k0cL

f

)]

= L+
f

k0c
sin

(
k0cL

f

)

× cos(2k0cα)

conformément à l’identité trigonométrique :

sin p− sin q = 2 sin

(
p− q

2

)

cos

(
p+ q

2

)

Par conséquent :

I = L

[

1 +
sin(k0cL/f)

k0cL/f
× cos(2k0cα)

]

conduit à l’expression :

I(α) =
I0
2

sin2c

(
k0a

2
α

)

×
[

1 + sinc

(
k0cL

f

)

× cos(2k0cα)

]

c’est-à-dire :

I(α) =
I0
2

sin2c

(
k0a

2
α

)

× [1 + V(L)× cos(2k0cα)]

où V(L) est le facteur de visiblité :

V(L) = sinc

(
k0cL

f

)

Cette expression montre que la visibilité de la figure d’interférence diminue lorsque L
augmente.
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4.5 Réseaux plans

4.5.1 Généralités

4.5.1.1 Définitions

Définition 12 On appelle réseau plan un écran opaque sur lequel ont été creusées de
très nombreuses fentes.

Un tel réseau s’appelle réseau par transmission, par opposition aux réseaux par ré-
flexion pour lesquels de nombreux traits parallèles ont été gravés sur une surface réflé-
chissante ; les calculs dans un cas comme dans l’autre sont équivalents.

ℓ'

L

aℓ

On note :

• a la distance moyenne séparant deux fentes consécutives (de l’ordre de quelques
micromètres) ;

• L la longueur du réseau (quelques centimètres) ;

• ℓ la largeur des fentes et ℓ′ leur longueur.

Dans la pratique ℓ≪ a et L≫ a conduisent au schéma équivalent :

a

Sur une longueur L = Na se trouventN motifs, d’où se déduit une des caractéristiques
du réseau, à savoir le nombre n de motifs par unité de longueur (plusieurs centaines

par centimètre) : n =
1

a
.

4.5.1.2 Utilisation du réseau

Un faisceau de lumière parallèle est envoyé sur le réseau et l’on étudie la diffraction à
l’infini (ou dans le plan focal image d’une lentille mince convegente) par le réseau :
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i
i'

On note i l’angle d’incidence des rayons qui arrivent sur le réseau et i′ l’angle de
diffraction des rayons qui émergent du réseau.

4.5.2 Formule du réseau

4.5.2.1 Onde diffractée

Soit O un point appartenant à la première fente et soit Pm un point de la mème fente,
tel que (OPm) soit perpendiculaire aux fentes :

A

i

O

L

Mi'

R0

Rm

i
i'

Pm

B

Deux rayons parallèles R0, Rm, diffractés parO et Pm, convergent en un pointM situé
dans le plan focal objet d’une lentille convergente L. On note A le projeté orthogonal
de O sur Rm et B celui de Pm sur R0. Soient :

• φ0(O) la phase de R0 en O et φ0(M) celle de R0 en M ;

• φm(Pm) la phase de Rm en Pm et φm(M) celle de Rm en M ;

• k =
2π

λ
, où λ est la longueur d’onde de la lumière utilisée.

Par définition :
{
φ0(M) = φ0(O) + k(OM)
φm(M) = φm(Pm) + k(PmM)

⇒
{
φ0(M) = φ0(O) + k(OM)
φm(M) = φm(Pm) + k(PmA) + k(AM)

avec (OM) = (AM) car OA est perpendiculaire à R0 et Rm. Ainsi :

∆φm = φm(M)− φ0(M) = φm(Pm)− φ0(O) + k (PmA)

De même :
φ0(O) = φ0(B) + k (BO) avec φ0(B) = φm(Pm)

Par conséquent :

∆φm = k (PmA)− k (BO) = k [PmA−BO]
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Or :






sin i′ =
APm

OPm

sin i =
BO

OPm

⇒
{
APm = OPm × sin i′

BO = OPm × sin i

⇒ ∆φm = k OPm × (sin i′ − sin i)

et, compte tenu de la définition des points O et Pm :

OPm = m× a⇒ ∆φm = m× ak (sin i′ − sin i)

On notera dorénavant :

ϕ = ak (sin i′ − sin i) ⇒ ∆φm = mϕ

Les signaux produits en M par R0 et Rm s’écrivent respectivement :

s0 = S0 e
j[φ0(M)−ωt] ⇒ S0 e

−jωt = s0 e
−jφ0(M)

et :

sm = S0 e
j[φm(M)−ωt] = s0 e

j[φm(M)−φ0(M)]

= s0 e
j ∆φm = s0 e

jmϕ

Ce faisant, le point M reçoit, de la part des N fentes, le signal résultant :

s = s0 + s1 + · · ·+ sN−1 = s0

N−1∑

m=0

(
ejϕ
)m

= s0 ×
ejNϕ − 1

ejϕ − 1
= s0

ejNϕ/2

ejϕ/2
× ejNϕ/2 − e−jNϕ/2

ejϕ/2 − e−jϕ/2

soit encore :

s = s0 e
j (N−1)ϕ/2 × sin(Nϕ/2)

sin(ϕ/2)

d’où se déduit l’intensité I proportionnelle à s s∗ :

I = K ×
[
sin(Nϕ/2)

sin(ϕ/2)

]2

4.5.2.2 Formule du réseau

L’expression précédente de I montre que l’intensité en M est maximum lorsque

sin

(
Nϕ

2

)

et sin
(ϕ

2

)

s’annulent simultanément. Cette condition impose :

ϕ

2
= pπ ⇒ ϕ = p× 2π (p ∈ Z)

auquel cas :

sin

(
Nϕ

2

)

= sin(Np× π) = 0 car Np ∈ Z
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Par conséquent, les maxima d’intensité sont caractérisés par :

ak (sin i′ − sin i) = p× 2π avec k =
2π

λ

Ainsi se déduit la formule du réseau :

sin i′ = sin i+ p× λ

a
(p ∈ Z)

En revanche, l’intensité en M est nulle lorsque sin

(
Nϕ

2

)

= 0 :

Nϕ

2
= qπ ⇒ ϕ =

q

N
× 2π (q ∈ Z)

tandis que :

sin
(ϕ

2

)

6= 0 ⇒ ϕ

2
= xπ ⇒ ϕ = x× 2π (x 6= Z)

Ces deux conditions sont vérifiées si :
q

N
= x 6= Z avec q ∈ Z

Par exemple, q peut prendre les valeurs : 1, 2, · · ·N − 1.
La figure de diffraction obtenue sur un écran placé dans le plan focal image de L
comporte des raies lumineuses, conformément à la représentation graphique de I(ϕ) :

ϕ

I

2π
N

4π
N

2π0

4.5.2.3 Réseau en lumière polychromatique

On suppose maintenant que le réseau est éclairé en lumière polychromatique, sous
incidence normale (i = 0). La formule du réseau indique que des maxima d’intensité
sont observés dans les directions décrites par :

sin i′p = p× λ

a



548 Chapitre 4

À l’ordre d’interférence p = 0, i′ = 0 pour toute valeur de λ ; la lumière d’origine se
recompose dans la direction incidente. En revanche, pour p = 1 :

sin i′1 =
λ

a

montre qu’à chaque longueur d’onde correspond un angle i′1 où se trouve un maximum
d’intensité. Par exemple, aux lumières bleue et rouge sont associées respectivement les
longueurs d’onde λb et λr > λb. Par suite :

sin(i′1r) > sin(i′1b) ⇒ i′1r > i′1b

ce qui signifie aussi que la lumière rouge est plus déviée que la bleue.

rouge

réseau

lumière d'origine

bleu

Un tel système permet donc la décomposition de la lumière.

Un réseau, de pas a et comportant N fentes, est éclairé sous incidence nor-
male par un faisceau de lumière parallèle, composée de radiations de longueurs d’onde
λ1 = 583,5 nm et λ2 = 583,6 nm. Pour visualiser la figure d’interférence, on intercale
une lentille convergente L (de distance focale f ) entre le réseau et un écran E, lequel
se trouve dans le plan focal image de L.

1. Quelle doit être la valeur de N pour qu’à l’ordre p = 1 les deux figures d’interfé-
rence soient visibles ?
On admettra que cette distinction est obtenue lorsque le premier minimum d’inten-
sité associé à λ1 coïncide avec le maximum d’intensité associé à λ2.

2. On dispose maintenant d’un réseau comportant N ′ = 1945 fentes. À partir de quel
ordre p peut-on distinguer les deux figures d’interférence ?

Réponse

1. Soit i′n la direction dans laquelle se trouve le maximum d’intensité pour une radiation de longueur
d’onde λn, à l’ordre p. En incidence normale (i = 0), la formule du réseau fournit :

sin(i′n) = p× λn

a

c’est-à-dire, dans les conditions de Gauss :

sin(i′n) ≃ i′n ⇒ i′n = p× λn

a
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L

M
i'

f E

O
i' X

Soit O l’intersection de l’axe optique de L avec l’écran E et soit M le point de E où convergent les
rayons lumineux diffractés dans la direction i′ :

tan i′ ≃ i′ =
OM

f
=
X

f
⇒ X = f i′ avec X = OM

Ainsi, les maxima d’intensité associés aux longueurs d’onde λ1 et λ2 sont localisés aux abscisses :

X1 = f i′1 = p× fλ1

a
et X2 = f i′2 = p× fλ2

a

En définissant :

ϕ = ak sin i′ ≃ a× 2π

λ
i′ = 2π × aX

λf

la figure de la page 547 montre que la première annulation de l’intensité associée à λ1 se produit à une

distance angulaire ∆ϕ =
2π

N
du maximum d’intensité lié à λ1, c’est-à-dire :

X =
λf

2πa
ϕ⇒ ∆X =

λ1f

2πa
∆ϕ =

λ1f

Na

I

0

X2X1

λ1

∆X

λ2

X

Aussi, pour que les figures d’interférence puissent être distinguées, il faut que X2 −X1 = ∆X , c’est-
à-dire :

pf

a
(λ2 − λ1) =

λ1f

Na
⇒ 1

N
= p× λ2 − λ1

λ1
(26)

À l’ordre p = 1, cette relation devient :

N =
λ1

λ2 − λ1
=

583,5

0,1
= 5 835 fentes.

2. En revanche, lorsque le réseau comporte N ′ = 1945 fentes, la relation (26) conduit à :

p =
1

N ′
× λ1

λ2 − λ1
=

N

N ′
=

5835

1 945
⇒ p = 3
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• 95 Concours ICNA
5 min.

Propagation de la lumière MP-PC-PSI-PT

Dans le vide, on considère les champs électrique et magnétique :

~E = E0 cos(kx− ωt+ ϕ)~ez et ~B = B0 cos(kx− ωt)~ey

On rappelle deux des équations de Maxwell dans le vide :

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
et
−→
rot ~B =

1

c2
∂ ~E

∂t

1. Déterminer ϕ et B0 pour obtenir une onde plane. On suppose désormais cette
condition vérifiée.

2. Exprimer le vecteur de Poynting : ~Π =
1

µ0

~E ∧ ~B et sa valeur moyenne dans le

temps.

3. On utilise un cadre carré de côté a. Comment le placer pour que le flux lumineux y
soit maximum ?

• 96 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Chemin optique MP-PC-PSI-PT

Deux milieux transparents, d’indices de réfraction n1 et n2, sont séparés par une in-
terface (Σ). Un faisceau de rayons parallèles, issus d’une même source située à l’in-
fini, arrive sur (Σ) aux points A et B, sous l’angle d’incidence i1 et émerge dans le
deuxième milieu avec un angle d’émergence i2.

A'

B

B'

A

i1

(Σ)
i2 i2

i1
n1
n2

(1)

(2)

On note (1) et (2) les rayons qui passent respectivement aux points A et B. D’autre
part, les points A′ et B′ désignent respectivement les projetés orthogonaux de B sur
(1) et de A sur (2).

1. On note φX la phase de l’onde en un point X . Montrer que :

ΦA′ − ΦA = ΦB − ΦB′

et en déduire que n2AA′ = n1BB
′.

2. Déduire de la question précédente la loi de Snell-Descartes :

n1 sin i1 = n2 sin i2
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• 97 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Flux lumineux MP-PC-PSI-PT

On se propose d’étudier l’onde lumineuse monochromatique, de pulsation ω, issue

d’un laser ; l’une quelconque des composantes du champ électromagnétique
(

~E, ~B
)

associé s’écrit :
Ψ(x, y, z, t) = ψ(x, y, z) e−iωt

ψ(x, y, z) étant l’amplitude complexe de la composante considérée et e−iωt la fonction
caractérisant la dépendance temporelle du champ, en notation complexe (i2 = −1).
Le faisceau lumineux est dit Gaussien car l’amplitude complexe ψ(x, y, z) varie, dans
le plan fixé par une valeur de z, selon la loi de Gauss, en fonction de la coordonnée
transversale ρ =

√

x2 + y2 :

ψ(x, y, z) = A(ρ,z) eikz avec A(ρ, z) = C(z) e−ρ
2/w2(z) où k =

ω

c
=

2π

λ

λ et c étant respectivement la longueur d’onde (dans le vide) et la vitesse de la lumière
dans le vide. La distance w(z) est appelée rayon de la section droite du faisceau gaus-
sien, au point de coordonnée z sur l’axe optique ; l’amplitude réelle C(z) sur l’axe ne
dépend que de z.
Le plan de front, perpendiculaire à la direction moyenne de propagation, dans lequel
le rayon de la section droite du faisceau gaussien est minimum, est pris comme origine
des z. Cette valeur minimum w0 du rayon est appelée waist («taille» en anglais) du
faisceau gaussien.

1. Quelle est la répartition en intensité de l’onde lumineuse I = ψ ψ∗ dans le plan de
front z ? Représenter avec soin le graphe correspondant I(ρ) de cette répartition.
Calculer, en fonction de w, sa largeur totale à mi-hauteur ∆ρ1/2.

2. L’intensité précédente représente l’éclairement, c’est-à-dire le flux lumineux que
reçoit, par unité de surface, un écran placé perpendiculairement à la direction
moyenne de propagation. Calculer le flux lumineux total Φt reçu par l’écran, en
fonction de w(z) et de C(z).

3. Quelle est la fraction de la puissance totale que reçoit un détecteur dont la surface
coïncide avec le disque de rayon w ?

• 98 Lycée Saint-Louis, Paris
20 min.

Chemin optique MP-PC-PSI-PT

Soit M un miroir concave, d’axeOx et de distance fo-
cale f telle que : OC = f . Le dispositif est placé dans
l’air. Un rayon lumineux parallèle à Ox et passant par
un point A(xA, y) rencontre M en un point M(x, y),
d’où il est réfléchi vers O(0, 0).

O x

M

A M

xA

y

C

1. Déterminer le chemin optique L = (AO) pour ce rayon, en fonction de x, xA et y.
On posera désormais xA = 0.
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2. Un faisceau de rayons parallèles (issus d’une source S infiniment éloignée de M)
converge, après réflexion sur M, au pointO. On supposera que le stigmatisme pour
le couple de points {S,O} est rigoureux. Que peut-on en déduire pour les chemins
optiques (SO) de ces rayons ? En déduire l’expression de L en fonction de f .

3. Montrer que le stigmatisme rigoureux n’est vérifié que si M est parabolique. Don-
ner une représentation de M pour x > 0.

• 99 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.

Chemin optique MP-PC-PSI-PT

Un miroir plan (M) est plongé dans un milieu d’in-
dice de réfraction égal à 1. Un point A, situé du côté
réfléchissant de (M), émet des rayons lumineux, qui
interceptent le miroir en des points M . Après ré-
flexion, ces rayons atteignent tous un point fixe A′.
On note ~k et ~k′ les vecteurs unitaires directeurs de−−→
AM et de

−−→
MA′ lorsque A et A′ sont du même côté

du miroir. Le projeté de A sur (M) est noté H , tel

que
−−→
AH = AH −→u . Enfin,

−−→
HM a pour vecteur direc-

teur unitaire ~v.

M

A

(M)

i
i

H
u

v

k

k'

1. Exprimer le chemin optique L = (AMA′) en fonction de
−−→
AH ,

−−→
HA′, ~k et ~k′.

2. On cherche la position du point A′ image de A par (M).

(a) Lorsque
−−→
HM varie de d

−−→
HM (les pointsA etA′ demeurant fixes) , les vecteurs

~k et ~k′ varient de d~k et d~k′. Expliquer pourquoi
−−→
AH · d~k = −−−→

AH · d~k′.
(b) En déduire l’expression de dL en fonction de

−−→
AH ,

−−→
HA′ et d~k′.

(c) Quelle conséquence a sur dL le stigmatisme ridoureux de (M) pour les points

A et A′ ? Montrer alors que A et A′ sont conjugués lorsque
−−→
HA′ =

−−→
AH .

• 100 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.

Conditions d’interférences de deux ondes MP-PC-PSI-PT

1. Influence de la fréquence
Deux signaux arrivent en un point M avec, pour équations :

s1(M, t) = s0 cos(φ1 − ω1t) et s2(M, t) = s0 cos(φ2 − ω2t)

On pourra poser :

si(M, t) = s0 cosϕi avec ϕi = φi − ωt

Soit E l’éclairement produit, en M , par la superposition de ces signaux, et E0 celui
produit par chacun d’eux isolément.
On rappeller que si α et β sont deux constantes réelles :






〈
cos2(αt+ β)

〉
=

1

2

〈cos(αt+ β)〉 = 0

si α 6= 0 et :







〈
cos2(αt+ β)

〉
= cos2 β

〈cos(αt+ β)〉 = cosβ
si α = 0
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(a) Exprimer E en fonction de E0 lorsque ω1 6= ω2.

(b) Exprimer E en fonction de E0 et ∆φ = φ2 − φ1 lorsque ω1 = ω2. Conclure
quant à l’influence des fréquences des signaux sur l’existence d’interférences.

2. Cohérence spatiale
Deux sources sont incohérentes (du point de vue spatial) si le déphasage φ1−φ2 va-
rie dans le temps de manière aléatoire, étant donné que ces sources émettent des si-
gnaux s1(M, t) et s2(M, t) à des dates aléatoires. On supposera que ω1 = ω2 = ω.

(a) Exprimer E en fonction de E0 lorsque les sources sont incohérentes.

(b) Exprimer E en fonction de E0 et ∆φ lorsque les sources sont cohérentes spatia-
lement (∆φ ne varie pas dans le temps). Que peut-on en conclure concernant
l’influence de la cohérence spatiale ?

3. Influence de la polarisation
Deux ondes, de même pulsation ω et cohérentes spatialement, arrivent en un point
M avec des vecteurs d’onde ~k1 et ~k2 faisant un angle 2α entre eux.

O
x

k1

k2

E1

y

E2

α
α

α

α

2α

Les vecteurs champs électriques ~E1 et ~E2, perpendiculaires respectivement à ~k1 et
~k2, ont pour valeurs algébriques :

E1 = E0 cos(φ1 − ωt) et E2 = E0 cos(φ2 − ωt)

(a) Exprimer les composantes Ex et Ey du champ électrique résultant.

(b) Exprimer l’éclairement en O, en fonction de E0, ∆φ = φ2 − φ1 et α.

(c) À quelle condition des interférences peuvent-elles s’observer en O ?

• 101 Concours de la Filière PT
10 min.

Interférences entre deux ondes lumineuses MP-PC-PSI-PT

Quel intérêt y a-t-il à faire interférer des ondes d’égale intensité ? Justifier en exprimant
le facteur de visibilité de la figure d’interférences :

V =
Imax − Imin

Imax + Imin

• 102 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

On réalise une expérience d’interférences lumineuses (deux fentes éclairées par une
fente source) en utilisant une fente qui possède une faible largeur spectrale.

La répartition de l’intensité émise en fonction du nombre d’onde σ =
1

λ
est représentée

ci-dessous :
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f0

σ
σ2σ1

f(σ)

Dans un intervalle dσ, la source émet l’intensité dI = f20 dσ. On posera :

σ2 − σ1 = ∆σ ≪ σ0 =
σ1 + σ2

2

1. Déterminer l’éclairement en fonction de δ, différence de marche en tout point.

2. Pour quelles valeurs de δ les franges disparaissent-elles ?

• 103 Lycée Clémenceau, Reims
10 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

Une source de lumière monochromatique quasi ponctuelle, placée en S, éclaire deux
fentes fines F1 et F2 parallèles, distantes de a. On observe des franges d’interférences
sur un écran placé à la distanceOA = D, l’écran étant incliné d’un angle α par rapport
à l’horizontale.

F2

F1

O
D x

M
α

d2

d1

a
A

S

L’abscisse x = AM des franges sur l’écran et a sont petits par rapport aux distances
D, d1 et d2.
L’interfrange est sensiblement égal à :

(a)
λD

a
cosα (b)

λD

a
sinα

(c)
λD

a cosα
(d)

λD

a sinα

• 104 Lycée Hoche, Versailles
15 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

Deux fentes, F1 et F2, espacées d’une distance 2b = 2,4 mm, sont éclairées par une
source S située à une distance d = 0,50 m du plan contenant F1 et F2. L’observation
se fait sur un écran E, situé à D = 0,50 m en arrière du plan de F1 et F2.
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F2

F1

O

D

x

M

d

2b
S

O

E

On supposera que x≪ D et b≪ D.
On perce dans E une fente F ′, à la distance x = 1,5 mm de l’axe (FO) du système,
derrière laquelle on place un spectroscope. La source de lumière S donne toutes les
longueurs d’onde λ comprises entre λ1 = 400 nm et λ2 ; on observe, grâce au spectro-
scope, huit cannelures noires.
Déterminer l’intervalle dans lequel doit se trouver λ2.

• 105 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

1. Deux fentes fines F1 et F2, identiques, sont éclairées par un faisceau de lumière
monochromatique, obtenu en plaçant dans le plan focal objet de la lentille L1 une
fente source, très fine, perpendiculaire à l’axe.

F2

F1

O

f'

EL1

x
P

S 2a
O2

L2

S, F1, F2 sont parallèles et F1, F2 forment deux sources cohérentes entre elles en
raison des phénomènes de diffraction.

Déterminer l’intensité I(x) observable sur l’écran E placé dans le plan focal image
de la lentille convergente L2, de distance focale f ′, en supposant que x≪ f ′.

2. On ajoute une troisième fente F3 à mi-distance de F1 et F2, parallèle à celles-ci.
Déterminer I(x) :

(a) si F3 est identique à F1 et F2 ;

(b) si F3 a une largeur double de celle de F1 et F2. On admettra que l’amplitude
des vibrations émises par une fente fine est proportionnelle à sa largeur.

• 106 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

Deux fentes d’Young F1 et F2 émettent des rayons lumineux qui interfèrent en un
point O. Les trajets lumineux passent dans une cuve contenant de l’eau (dont l’indice
de réfraction vaut : n0 = 1,33) se déplaçant à la vitesse v0.
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F1

O

f'

EL1

S

v0

L

L

v0

eau

F2

a

Quand v0 = 0, l’ordre d’interférence est nul en O.

Dire ce qui se passe pour v0 6= 0.

• 107 Concours TA
20 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

On veut déterminer la distance apparente entre deux étoiles par une méthode interféro-
métrique.

On utilise un dispositif des trous d’Young, soit deux trous S1 et S2 de petite taille,

percés dans un plan (Π) de part et d’autre, à la même distance
a

2
, d’un axe optique z′z

orthogonal à (Π). On éclaire ces trous à l’aide d’une source E lumineuse monochro-
matique, ponctuelle, de longueur d’onde λ située sur l’axe optique à une distance DS

de (Π), et on observe le phénomène sur un écran (Ec), situé à une distance D de (Π)
et qui lui est parallèle.

1. Donner l’expression de l’intensité (ou éclairement) I(M) en un pointM de l’écran,
repéré par son abscisse x sur l’axe orienté x′Ox. L’étude se fait dans le plan de la
figure.

DS

O

x

(Ec)(Π)

S2

E

S1

a

D

M

zz'

2. On étudie, à l’aide de ce dispositif d’Young, deux étoiles E1 et E2, de même ma-
gnitude (leur intensité est la même). Par un filtrage approprié, on ne s’intéresse
qu’à une seule de leur radiation commune λ. Les étoiles sont éloignées de e l’une
de l’autre et à la distance DS de la Terre. L’écartement a des trous S1 et S2 est
réglable.
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DS

O

x

(Ec)(Π)

S2

e

S1

a

D

M

E1

E2

(a) Déterminer l’expression de l’intensité I(M) en un point M de l’écran, repéré
par son abscisse x sur l’axe orienté x′Ox.

(b) On définit la visibilité par le rapport :

V =
Imax − Imin

Imax + Imin

Déterminer la visibilité et représenter la fonction V(a).
(c) En déduire que l’on peut déterminer l’angle apparent β =

e

DS
à partir de la

valeur a1 de a correspondant à la première annulation de la visibilité.

• 108 Lycée Lakanal, Sceaux
30 min.

Miroirs de Fresnel MP-PC-PSI-PT

1. Une source ponctuelle S, monochromatique (de longueur d’onde λ), éclaire deux
miroirs de Fresnel dont les bords adjacents ont une arête commune de trace O dans
le plan de la figure suivante :

M1

S

M2

Ω

E

O
α

L

D

La distance SO vaut L et les deux miroirs M1, M2 font entre eux un angle α
petit. On observe les phénomènes d’interférence sur un écran E perpendiculaire à
la direction moyenne (OΩ) des rayons réfléchis et placé à la distance D de O. a
désigne la distance S1S2 séparant les images S1 et S2 de S par M1, M2 et on
suppose que D ≫ a. Le champ d’interférence sur E est supposé avoir une largeur
proportionnelle à D.

(a) Calculer, en fonction de α et L, la distance a = S1S2.

(b) En déduire l’expression de l’interfrange i correspondant à la longueur d’onde
λ, en fonction de λ, D, L et α.



558 Chapitre 4

(c) Quel est, en fonction de α, L, D et λ le nombre N de franges brillantes obser-
vables sur E ?

(d) Application numérique :

α = 6.10−3 rad D = 2,5 m L = 0,5 m λ = 0,6 µm

Calculer a, i et N .

2. La source émet maintenant de la lumière blanche contenant toutes les longueurs
d’onde entre 0,4 µm et 0,8 µm.
À une distance x = 2,5 mm de Ω, on perce une fente très fine dans E, parallèle-
ment aux franges d’interférences. On place, derrière F , un spectroscope qui révèle
un spectre cannelé. Calculer les longueurs d’onde correspondant aux cannelures
sombres.

• 109 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
45 min.

Interférences non localisées MP-PC-PSI-PT

On considère un système interférentiel représenté ci-dessous : une source ponctuelle
S éclaire deux trous S1 et S2 percés dans un écran opaque. Ceux-ci se comportent
comme des sources secondaires qui émettent de la lumière vers un écranE. La position
d’un point M de cet écran est repérée par ses coordonnées (x, y) depuis O, projeté
orthogonal de S sur E.

S1

S2

S

M

O
z

y

x

a/2

E

x

a/2

r1

r2

Ω

S est équidistant de S1 et S2, avec S1S2 = a.
On appelle frange d’interférence un ensemble continu de pointsM présentant le même
ordre p d’interférence.

1. Montrer que les points M d’une même frange claire vérifient l’équation :

S2M − S1M = pλ0 avec p ∈ Z (27)

2. On rappelle l’équation générale d’une conique, en coordonnées polaires :

r =
κ

1− e cos θ

où κ désigne le paramètre de la conique, dont la nature est
conditionnée par la valeur de l’excentricité e :

• si e = 0, il s’agit d’un cercle centré sur le foyer F ; x

r

z θ
F

M

y

• si |e| < 1, la conique est une ellipse dont l’un des foyers est F ;

• si |e| = 1, la conique s’identifie à une parabole ;
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• |e| > 1 caractérise une hyperbole.

On admetta, dans ce qui suit, que S1S2 = a ≫ λ0 (longueur d’onde du rayonne-
ment dans le milieu de propagation : l’air).

(a) Montrer que l’équation (27) peut aussi s’écrire :

r =
κ

1− e cos θ

si r désigne la distance du point M au centre Ω du segment [S1, S2].

On exprimera l’excentricité e en fonction de a, p et λ0.

(b) Quelle est la nature de la conique ainsi obtenue ? en donner une représentation
graphique (en fonction de la valeur du paramètre p) dans le plan (Oxy). Quelles
sont les surfaces associées dans le repère (O, x, y, z) ?

(c) On désigne par (Π) un plan parallèle à (Ωxy), à une grande distance D de Ω.
Pour les faibles valeurs de x et y décrire la figure d’interférences sur (Π).

• 110 Lycée Pissarro, Pontoise
10 min.

Interféromètre de Michelson MP-PC-PSI-PT

Un interféromètre de Michelson est réglé en « coin d’air », éclairé par une onde plane
monochromatique.

M2

α

L

S

α

M'

M1

2

1. Comment observer les interférences ? sont-elles localisées ?

2. Calculer l’interfrange. On supposera α petit.

• 111 Lycée Louis-le-Grand, Paris
30 min.

Interféromètre de Michelson MP-PC-PSI-PT

Un interféromètre de Michelson comporte deux miroirs plans orthogonaux M1 et M2,
de facteur de réfléxion égal à 1, et une lame G inclinée à 45˚ par rapport aux normales
aux deux miroirs. La lame G, appelée séparatrice, est semi-transparente, de facteur

de réflexion égal à
1

2
, d’absorption négligeable et d’épaisseur nulle. On négligera le

déphasage π induit par les réflexions sur M1, M2 et G.
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L2

S

L1

A
P

G e

Q

D

M2

M1

B2

B1

cuve

Une source ponctuelle S, monochromatique de longueur d’onde λ0 = 632,8 nm dans
le vide, placée au foyer objet de la lentille L1, éclaire l’interféromètre par un faisceau
de rayons parallèles.
Chacun des rayons se dédouble lorsqu’il arrive sur la face semi-réfléchissante de la
séparatrice. Le rayon incident SA, par exemple, donne deux rayons qui parcourent
les chemins respectifs AB1 −AD et AB2 −AD, arrivent au détecteur à travers un
objectif L2. Le détecteur D est placé au foyer image de L2.
Dans le brasAB2, on met une cuve d’épaisseur e dont les faces sont perpendiculaires à
AB2 et on néglige les réflexions sur les faces de la cuve. On fait le vide dans la cuve et
on fixe le miroir M2 pour avoir une différence de marche nulle en D. Puis on remplit,
de manière quasi statique et isotherme, la cuve d’hexafluorure de soufre (gazeux) à
température constante T = 293 K. Un manomètre permet d’avoir, à chaque instant, la
pression P du gaz dans la cuve. On admet la loi de Gladstone :

n− 1

ρ
= C

où C est une constante, n et ρ respectivement l’indice absolu et la masse volumique du
gaz à la température T et à la pression P .

1. Calculer l’ordre d’interférence p en D, en fonction de λ0 et n pour la pression P .

2. Lorsque la pression varie, on observe que l’intensité I en D passe alternativement
par des maxima et des minima. Calculer le nombre N de maxima détectés lorsque
la pression passe de zéro à la valeur P correspondant à la valeur n de l’indice. On
ne comptera pas le maximum correspondant à P = 0.

3. Exprimer N en fonction de e, λ0, ρ et de la constante C de la loi de Gladstone.

4. Lorsque la pression atteint P0 = 105 Pa on a compté N0 maxima. Soit ρ0 la masse
volumique du gaz à cette pression. On appelle :

y =
P

P0
× ρ0

ρ
(28)

Montrer que y peut s’écrire en fonction de P , P0, N et N0.

5. On a obtenu les résultats expérimentaux groupés dans le tableau ci-dessous :

P (105 Pa) 1,00 2,93 4,76 6,48 8,15
N 100 300 500 700 900
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Calculer y pour les différentes pressions.

6. Tracer le graphe y = f(P ). On admettra que les points expérimentaux sont sur une
droite d’équation :

y = a− bP

Déterminer a et b avec leurs unités.

7. La courbe précédente représente l’isotherme de SF6 à la température T . Ce gaz
est-il parfait ?

8. On se propose de déterminer le coefficient de compressibilité isotherme de SF6 :

χT = − 1

V

(
∂V

∂P

)

T

Montrer que :

χT =
1

ρ

(
∂ρ

∂P

)

T

9. Calculer χT en fonction de P , a et b. Faire l’application numérique pour
P = 8,15.105 Pa.

• 112 Banque de la filière PT
45 min.

Interféromètre de Michelson MP-PC-PSI-PT

On considère un interféromètre de Michelson « théorique » dans lequel la lame sé-
paratrice est considérée comme idéalement fine. Il n’y a pas de compensatrice. La
séparatrice introduit un déphasage supplémentaire égal à π sur une onde : celle qui s’y
réfléchit dès l’entrée. On suppose en outre que les éclairements dus à chacune des deux
ondes qui émergent de l’interféromètre sont égaux ; on les note ε0.
Soit M ′

2 le symétrique du miroir M2 par la séparatrice.

1. L’interféromètre est réglé en « lame d’air » et est éclairé par une onde plane, mo-
nochromatique de longueur d’onde λ, arrivant avec une incidence de 45˚ sur la
séparatrice. M1 est parallèle à Ox et M2 est parallèle à Oy. La direction de l’onde
plane incidente est parallèle à Ox. Soit e la distance algébrique entre M1 et M ′

2.

M1

O

M2

séparatrice

M'2

x45°

y

On recueille les faisceaux émergents sur un écran translucide plan parallèle au mi-
roir M1.

(a) Quel est l’aspect de ce plan pour une distance e donnée. Exprimer l’éclairement
ε.
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(b) Est-il possible de repérer la position correspondant à e = 0 ?

Montrer simplement, sans calcul, que l’utilisation d’une source de lumière
blanche permet de résoudre ce problème.

2. On admet que la condition e = 0 est réalisée. La source est monochromatique, de
longueur d’onde λ. On incline alors M2 d’un angle α faible. On éclaire l’ensemble
de telle sorte que l’on observe des franges d’interférence localisées du coin d’air.

Exprimer l’interfrange i sur la surface de localisation, en fonction de λ et α.

3. Le miroir M2, initialement plan et tel que M ′
2 soit parallèle à M1, s’est déformé

et est devenu sphérique. On admettra que le centre de la sphère M ′, symétrique de
M2 par rapport à la séparatrice, de rayon R, se trouve sur l’axe y′y, qui est donc
axe de symétrie de M ′. Le dispositif est éclairé comme dans la question 2.

(a) Soit e0 la distance entre M1 et le plan π tangent à M ′ et parallèle à M1. Ex-
primer l’épaisseur d’air e entre M1 et M ′ pour un point P de M ′, en fonction
de e0, r et R. On remarquera que les conditions d’observation impliquent les
approximations : r ≪ R et e0 ≪ R.

M1

P

e0

y

M'

e

ry'

π

(b) Avec les approximations précédentes, exprimer la différence de marche δ en
un point P situé à la distance r de l’axe y′y. Montrer que, dans les mêmes
conditions d’observation que les franges du coin d’air, on observe des anneaux
localisés au voisinage de M ′

2.

(c) Déterminer l’ordre p0 au centre des anneaux, en fonction de e0 et λ. On utilise
l’indice k pour repérer les anneaux brillants, sachant que k = 1 correspond au
premier anneau brillant à partir du centre de la figure d’interférence, de rayon
R1 sur la surface de localisation. Calculer le rayon Rk du kème anneau brillant
en fonction de R1, k, λ et R.

(d) On veut déterminer siM2 est devenu concave ou convexe. Pour cela, on déplace
M2 par translation vers la séparatrice ; π reste parallèle à M1. Montrer que
l’observation du phénomène permet de donner une réponse à cette question.

• 113 Concours Commun Polytechnique
45 min.

Interféromètre de Michelson MP-PC-PSI-PT

On considère l’interféromètre de Michelson ci-dessous, où les miroirs plans, M1 de
centre O1 et M2 de centre O2, sont perpendiculaires l’un à l’autre.
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S1

C1

O1 I

L1

LS

a1 a0

z

y

x

F1

C2

O2
M2

z

M1

L2

x

F2

plan Π 
d'observarioni

L’interféromètre comporte une lame LS , de centre I , semi-réfléchissante, appelée sé-
paratrice, qui réfléchit et transmet la lumière avec la même énergie. Cette lame est
inclinée à 45˚ par rapport aux normales à M1 et M2.
On fera les deux hypothèses suivantes :

• l’ensemble {séparatrice, compensatrice} est équivalent à une lame séparatrice infi-
niment fine ;

• on néglige le déphasage induit par le traitement réfléchissant entre l’onde 1 se ré-
fléchissant sur M1 et l’onde 2 se réfléchissant sur M2.

L’interféromètre est placé dans l’air, assimilé au vide.
On considère queM1 est fixe et queM2 peut être translaté suivant l’axe (Ix), parallèle-
ment à l’axe (Iz). La source S, étendue, monochromatique de longueur d’onde λ dans
le vide, est placée au foyer principal objet d’une lentille convergente L1, de distance
focale f1 = 100 mm. Cette source est assimilable à un cercle centré en F1, de rayon
a0, dans un plan parallèle à (Oy,Oz).
Le plan d’observation Π, parallèle au plan (Ox,Oy), se situe dans le plan focal image
d’une lentille convergente L2, de foyer principal image F2, de distance focale image
f2 = 1 m. On note e = IO1 − IO2, où IO1 représente la distance de I à O1 et IO2

celle de I à O2.

1. On considère un point S1, situé à la distance a1 de F1 et repéré par l’angle i consi-
déré petit (voir la figure précédente).

(a) Quelle est la direction du faisceau issu de S1 après avoir traversé la lentille L1 ?

(b) Représenter la marche des deux rayons issus du rayon S1C1, jusque dans le
plan Π.

Remarque : On notera rayon 1 le rayon se réfléchissant surM1 et rayon 2 celui
se réfléchissant sur M2.

(c) On peut montrer que tout se passe comme si le rayon 2, à la sortie de la sépa-
ratrice, avait été réfléchi par un miroir virtuel M ′

2, dont on indiquera la position
sur un schéma.

2. Montrer que les rayons 1 et 2 interfèrent en un point M du plan focal image de
L2. Donner la distance F2M . Que peut-on dire des autres rayons qui constituent le
faisceau issu du point S1 ?

3. Montrer que la différence de chemin optique ∆ des rayons 1 et 2 est donnée par la
relation : ∆ = 2e cos i. En déduire l’allure de la figure d’interférence.
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4. (a) Donner l’expression de l’ordre d’interférence p au point M . En déduire l’ordre
d’interférence p0 en F2, défini par : p0 = k1 + ε où k1 est l’ordre d’interfé-
rence relatif à la première frange brillante. Comment varie l’ordre d’interfé-
rence lorsque i augmente ?

(b) L’angle i étant faible, déterminer le rayon du nème anneau brillant, appelé rn,
en fonction de p0, n, ε et f2.

(c) Application numérique : e = 1,1 mm. Déterminer p0 puis l’ordre d’interférence
et le rayon du premier et du cinquième anneau brillant, pour λ = 546 nm (raie
du mercure). Quel doit être le rayon a0 de la source si l’on veut pouvoir observer
les cinq premiers anneaux ?

5. (a) On diminue la valeur de e. Montrer que les anneaux semblent « rentrer ».
Calculer la valeur de e pour laquelle le premier anneau disparaît. En déduire le
rayon r′1 du nouveau premier anneau.

(b) Décrire le phénomène observé pour e = 0.

• 114 Concours Polytechnique
60 min.

Interféromètre de Michelson MP-PC-PSI-PT

Dans tout ce qui suivra, on notera σ le nombre d’onde, à savoir l’inverse de la longueur
d’onde λ. On exprimera ce nombre d’onde en m−1.
I- Interférométrie
1. La figure ci-dessous correspond au montage de principe d’un interféromètre de

Michelson. Les miroirs sont réglés de telle façon que l’on observe des anneaux
d’interférence circulaires sur l’écran E placé dans le plan focal image de la lentille
convergente L, de distance focale image f ′.

L
O

SR

F'

(1)

D/2

(2)

Source

E

(a) Quel est le rôle de la lame semi-réfléchissante SR ? Quel est celui de la lentille
L ?

(b) Montrer qu’avec ce montage la moitié du flux incident est irrémédiablement
perdue.

2. La différence de marche, différence entre les deux chemins optiques, pour un rayon
entrant perpendiculairement au miroir (1), est notée D ; pour un rayon entrant avec
une inclinaison i, on rappelle que la différence de marche est alors donnée par :
δ = D cos i.
L’interféromètre est éclairé par une source étendue, supposée strictement mono-
chromatique de nombre d’onde σ0. On suppose la tache centrale en F ′ brillante.
Exprimer le rayon r1 du premier anneau sombre, en fonction de σ0, D et f ′.
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3. On éclaire l’interféromètre par une source monochromatique, de nombre d’onde
σ0. Un détecteur est placé au foyer F ′ de la lentilleL. Ce détecteur délivre un signal
S(D) proportionnel à l’intensité lumineuse au point F ′. Ce signal sera appelé dans
la suite interférogramme. Il dépend de la différence de marche D.

(a) Montrer que S(D) est donné par :

S(D) = S0 [1 + cos(2πσ0D)]

(b) Quelle est la période de l’interférogramme ?

4. On illumine l’interféromètre par une source présentant un doublet de nombres
d’onde σ1 et σ2 voisins. Chacune des raies est supposée monochromatique.

(a) Déterminer l’expression de l’interférogramme S(D) correspondant. Mettre en
évidence deux périodes caractéristiques dans S(D).

(b) Application numérique : représenter l’allure de l’interférogramme pour le dou-
blet du sodium : λ1 = 589,0 nm et λ2 = 589,6 nm.

II- Interférogramme d’une raie élargie

1. On suppose maintenant que le profil spectral de la source n’est plus monochroma-
tique mais possède une largeur ∆σ. On désigne par Iσ l’intensité spectrale : dans
l’intervalle [σ, σ + dσ], l’intensité émise est Iσ dσ. On admettra que les rayonne-
ments correspondant à chaque intervalle de largeur dσ sont incohérents. On notera
I0 l’intensité lumineuse totale de la raie. I0 est donc donné par la somme des inten-
sités de chaque intervalle :

I0 =

∫ ∞

0

Iσ dσ

Dans la suite, on prendra Iσ de la forme :

Iσ(σ) =
I0
∆σ

si |σ − σ0| 6
∆σ

2

Iσ(σ) = 0 si |σ − σ0| >
∆σ

2

(a) Montrer alors que le signal détecté est donné par :

S(D) = S0 [1 + V × cos(2πσ0D)]

et exprimer la fonction de visibilité des franges V en fonction de D et ∆σ.
Représenter schématiquement la fonction V(D).

(b) Quelle est la plus petite valeur D∆σ de D qui annule la fonction de visibilité ?

2. On illumine l’interféromètre avec une source stellaire via un filtre de bande pas-
sante [σ1, σ2] sélectionnant une raie en absorption (voir figure ci-dessous).

Cette raie d’absorption (profil grisé sur la figure) est
suffisamment étroite pour être considérée comme mo-
nochromatique. On note Ic l’intensité totale au travers
du filtre (sans absorption) et Ia l’intensité totale absor-
bée.

I
σ

σ
σ0σ1 σ2
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(a) Montrer que, d’après la question précédente, on peut négliger dans le signal
interférométrique tout terme interférentiel associé au spectre large délimité par
le filtre, si D est suffisamment grand, en supposant valables les résultats établis
précédemment sur le profil de raie idéalisé.

(b) En déduire que l’interférogramme s’écrit :

S(D) = Sc [1 + C cos(2πσ0D)]

où Sc est proportionnel à Ic. Exprimer le contraste de franges C en fonction de
Ic et Ia.

• 115 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PT-PSI

1. Démontrer que pour une constante réelle non nulle α :
∫ +∞

−∞

e−jαu du = 0

2. Montrer que la figure de diffraction à l’infini est la même (sauf dans la direction
de propagation) pour un écran opaque percé d’une petite ouverture de forme quel-
conque et pour un petit écran opaque ayant la même forme que l’ouverture.

• 116 Concours Centrale-Supélec
15 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

On s’intéresse à la diffraction à l’infini (aussi appelée diffraction de Fraunhoffer) d’une
onde électromagnétique incidente plane progressive monochromatique (de longueur
d’onde λ) par une ouverture plane. L’onde incidente arrive sur le plan de l’ouverture
sous incidence normale.

y

x

z
P
O

u

(Σ)

u

L’ouverture, notée (Σ), est placée dans le plan (xOy). M(x, y, 0) est un point courant
de cette ouverture. ~u est un vecteur unitaire donnant la direction dans laquelle on étudie
l’onde diffractée.

1. Donner (sans démonstration) l’expression de l’intensité I (~u) diffractée à l’infini

dans une direction définie par le vecteur unitaire ~u





α
β
γ



 (à une constante multipli-

cative près).
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2. Comment feriez-vous en pratique, pour observer la figure de diffraction, à l’infini,
de l’ouverture (Σ) ?

3. L’ouverture (Σ) est maintenant une ouverture carrée de côté a. Calculer l’intensité

I (~u) diffractée à l’infini dans la direction ~u





α
β
γ



 en fonction de α, β, λ et a. On

notera I0 l’intensité diffractée dans la direction ~uz .

4. Tracer l’aspect de la courbe donnant l’intensité I(α, β = 0) diffractée dans le
plan (xOz), en fonction de α (pour l’ouverture carrée). On fera figurer toutes les
grandeurs intéressantes.

Quelle est l’expression de la largeur angulaire (dans la direction x) de la tache
centrale de diffraction ?

Application numérique : pour une fréquence f = 12 GHz et une largeur a = 0,2 m,
donner cette largeur angulaire en degrés.

5. Dans le cas où l’ouverture (Σ) est une ouverture circulaire de diamètre D, on
montre que l’intensité I (~u), diffractée à l’infini dans la direction de ~u, s’exprime
par :

I (~u) = I0







2J1

(

π
α

λ
D

)

π
α

λ
D







2

où I0 est toujours l’intensité diffractée à l’infini dans la direction ~uz , α est l’angle
entre ~u et ~uz et J1 est une fonction de Bessel d’ordre 1.

On donne l’aspect de la fonction

[
2J1(x)

x

]2

:

0,8

0

1

0,4

0,6

0,2

4-2

2J1(x)
x[        ]

2

6 82-6 -4-8

3,832
2,215

x

Déterminer la largeur angulaire (en degrés) de la tache centrale de diffraction, pour
une fréquence f = 12 GHz et un diamètre D = 0,2 m. Comparer avec le cas de
l’ouverture carrée.
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• 117 Lycée Carnot, Dijon
15 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

Dans toutes les questions, on ne considère que les rayons lumineux paraxiaux, c’est-à-
dire passant au voisinage de l’axe optique z′z du système centré et faiblement inclinés
sur l’axe (leur vecteur unitaire directeur ~u a donc une composante uz très proche de
l’unité). Ces rayons se propagent dans l’air assimilé au vide.

Soit une fente rectangulaire F (de largeur 2ℓ, de longueur 2L, de centre O) ménagée
dans un écran E. Elle est éclairée par une onde plane monochromatique de longueur
d’onde λ, dont le plan d’onde est parallèle au plan (xOy) de la fente F .

x

y

2ℓ
2L

M

O
2ℓ O

P

x

u

D

(Π)

z

LE

C F

X

Y

1. Calculer le déphasage ϕ de l’onde diffractée dans la direction du vecteur unitaire
~u(α, β, γ ≃ 1), issue du point M(x, y, 0) de la fente, par rapport à l’onde issue du
point O et diffractée dans la même direction.

2. Donner l’expression de l’amplitude complexe de l’onde émergente totale, diffractée
à l’infini par F dans la direction de ~u.

3. En déduire l’expression de l’intensité I(P ) observée sur un écran (Π) placé dans
le plan focal image d’une lentille convergente L, de distance focale image f , en un
point P (X,Y,D). On appellera I0 l’intensité lumineuse au point F , foyer principal
image de L.

• 118 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

Dans le plan (xOy), on place une pellicule de facteur de transmission en amplitude
t(x, y) = T (x)× T (y), défini de la manière suivante :

T (x) = 0 pour |x| > a

2

T (x) = 1 +
2x

a
pour − a

2
6 x 6 0

T (x) = 1− 2x

a
pour 0 6 x 6

a

2







fonction triangle
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et :






T (y) = 1 pour |y| 6 b

2

T (y) = 0 pour |y| > b

2

La pellicule est éclairée sous incidence normale par une onde plane monochromatique
de longueur d’onde λ.
Quelle est la figure de diffraction à l’infini lorque b≫ a ?

• 119 Concours ENSAM
15 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

Le plan de figure est le plan de symétrie de tout dispositif décrit dans le problème. La
lumière est considérée comme monochromatique de longueur d’onde λ.

1. Un écran opaque E est percé d’une fente F de largeur L très petite par rapport à sa
longueur. F reçoit un faisceau de lumière, parallèle au plan de figure, qui provient
d’un point S situé à l’infini dans une direction faisant un angle α avec la normale à
E (figure 1). O est le centre de F .
P est un point de F dans le plan de figure, dont la position est repérée par x. La

variable x pourra donc varier de −L
2

à
L

2
.

Un rayon diffracté dans le plan de figure est repéré par l’angle i qu’il fait avec
la normale à E. Dans tout le problème, α et i sont très petits : α et |i| sont très
inférieurs à une minute d’arc.
On considère, au delà de F , un plan (Π) perpendiculaire au faisceau diffracté dans
la direction i, dont la trace dans le plan de figure coupe les rayons issus de O et P
en N et N ′.

F

O

P
i

(Π)α

i
α

S

N
x

N'

figure 1 figure 2

α

L
∆E

Mα

L

(a) Calculer, en fonction de x, α et i la différence de marche δ entre les vibrations
lumineuses aux points N et N ′.

(b) Donner, en fonction de α, i, x et λ (α et i étant exprimés en radians) l’expres-
sion simplifiée du déphasage ∆φ entre ces deux vibrations en tenant compte du
fait que α et i sont très petits.

2. Derrière E (figure 2) est placé un objectif L assimilé à une lentille mince conver-
gente de distance focale f , dont l’axe optique est normal à E. ∆ est l’intersection
du plan focal image de L dans le plan de figure. M est un point de ∆.
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On appelle élément (de fente) un rectangle infiniment mince appartenant à la fente,
de largeur dx et de longueur très grande. On admettra que :

• un élément fournit, en M , grâce à L, une vibration d’amplitude adx, a étant
une constante ;

• la différence de marche en M entre la vibration qui a suivi le trajet SPM et
celle qui a suivi le trajet SOM est δ, précédemment calculé.

On rappelle qu’étant donné une grandeur u de nature physique quelconque, fonc-
tion sinusoïdale du temps, d’amplitude Y : u = Y cos(φ− ωt), sa représentation
complexe est u = Y ej(φ−ωt) = Y ejφ e−jωt et que Y = Y ejφ est appelé amplitude
complexe associée à u.
Le choix de l’origine des temps est tel que la vibration en M , fournie par l’élément
dx situé en O, s’écrit : adx cos(ωt).
Quelle est alors, en fonction de α, i, x, λ, a et dx l’amplitude complexe de la
vibration en M fournie par l’élément dx placé en P ?

3. On considère la fente entière. Calculer l’amplitude complexe de la vibration ré-
sultante en M et montrer que cette vibration est en phase avec celle émise par
l’élément placé en O.

4. On définit l’intensité de la vibration comme le carré de son amplitude. Montrer que
l’intensité I en M peut s’écrire, avec H fonction de L et a et avec u fonction de L,
i, α, λ :

I = H ×
(
sinu

u

)2

• 120 Lycée Carnot, Dijon
20 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

On considère le montage classique de la diffraction à l’infini par une ouverture.
Comment sera modifiée la figure de diffraction :

1. si l’on dilate (ou contracte) l’ouverture ?

2. si l’on translate l’ouverture dans son plan ?

3. si l’on remplace l’ouverture par un grand nombre d’ouvertures identiques, toutes
disposées au hasard ?

On rappelle que pour des valeurs αk aléatoires :
∞∑

k=0

ejαk = 0

• 121 Concours de l’École de l’Air
60 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

La qualité des observations réalisées à travers les téléscopes est limitée. Une première
question peut être posée sur le rôle de la diffraction provoquée par les diaphragmes.
Dans un télescope ou une lunette utilisée au foyer (sans occulaire), nous cherchons à
estimer la diffraction occasionnée par l’objectif (entrée du tube) considéré comme un
diaphragme.
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1. Commençons par revenir sur la notion de diffraction par une fente fine (épaisseur a
sur la direction Ox) infinie (sur la direction Oy), éclairée en lumière parallèle dans
la direction Oz.

P

O
y

x

i
z

Exprimer puis tracer la courbe d’intensité lumineuse I reçue par un capteur en fonc-
tion de l’angle i. Quelle est la largeur angulaire de la tache centrale de diffraction ?
Dessiner la répartition lumineuse observée sur un écran.

2. Considérons une fente rectangulaire éclairée ici encore en lumière parallèle dans la

direction de l’axeOz. Soit ~u





α
β
γ



 le vecteur unitaire directeur de l’onde diffractée

dans une direction donnée.
y

O
x

b

a

Exprimer la courbe d’intensité lumineuse I reçue par un capteur en fonction de a,
b et des composantes du vecteur directeur.

3. Diverses méthodes existent pour tester l’influence de la diffraction dans un ins-
trument d’optique. L’une d’elle, qui n’est pas à la portée de l’astronome amateur,
consiste à placer une fente fine devant l’ouverture étudiée, constituée dans sa partie
transparente par un matériaux polarisable électriquement.
Afin de ne pas trop compliquer les calculs, considérons une fente d’épaisseur a
suivant l’axe Ox et infinie dans la direction de Oy (longueur b très grande devant
a).

P

O

y

x

i z
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Le matériau permet d’imposer une amplitude réémise de la forme :

s(P ) = A0 sin
(πx

d

)

sin [ωt+ ϕ(P )]

où d est imposé électriquement et où ϕ est le déphasage entre l’onde issue de P
et celle issue de O. On prendra ici l’origine O des phases au bord supérieur de la
fente.

Exprimer la différence de phase pour un rayon passant par P et un rayon passant
par O. En déduire l’expression de l’amplitude réémise par l’ensemble de la fente
en fonction de :

u =
πa

2

(
2i

λ
− 1

d

)

et v =
πa

2

(
2i

λ
+

1

d

)

où λ est la longueur d’onde de la lumière incidente supposée monochromatique.

Nous nous plaçons maintenant dans le cas où λ < d ≪ a. Montrer que nous
obtenons alors deux figures de diffraction bien séparées. Tracer I en fonction de i.
Exprimer et placer, sur le dessin, les diamètres et écart angulaires nécessaires à la
compréhension de votre réponse.

• 122 Lycée Saint-Louis, Paris
60 min.

Diffraction à l’infini MP-PC-PSI-PT

On utilisera la notation complexe pour représenter les ondes planes monochromatiques,
cohérentes, qui inteviennent :

s = s0 e
j(~k·

−−→
OM−ωt)

où :

• s est l’image complexe du signal lumineux en un point M , d’amplitude s0 et de
pulsation ω ;

• λ est la longueur d’onde de la lumière et ~k son vecteur d’onde tel que :
∥
∥
∥~k
∥
∥
∥ = k =

2π

λ
.

La polarisation des ondes ne joue aucun rôle.

L’intensité est définie par : I =
1

2
s s∗.

I- Questions préliminaires

1. On considère une ouverture de largeur 2A (suivant l’axe Ox) et de longueur 2B
(suivant l’axe Oy), éclairée normalement par une onde plane monochromatique
d’amplitude s0. Quelle est l’amplitude diffractée dans la direction (α, β) défi-
nie sur la figure suivante ? on exprimera cette amplitude à l’aide de la fonction

sinc u =
sinu

u
.
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(Π)

k

M

α

x

O O'

f

z

y

(L)

Y

X

2A β

2B

2. On observe cette figure de diffraction dans le plan focal image (Π) d’une lentille
convergente (L), repéré par les axes (O′X) , (O′Y ). Donner l’expression de l’in-
tensité I(X,Y ). On supposera la lentille (L) parfaite et d’ouverture assez grande
pour admettre qu’elle ne diffracte pas les faisceaux en jeu et on appellera b0 l’in-
tensité en O′.

II- Utilisation de deux sources lumineuses

1. On utilise deux sources ponctuelles T1, T2 identiques, dont les coordonnées, dans
le plan (xOy), sont respectivement : (−a, 0) et (a, 0) ; T1 et T2 émettent des ondes
de pulsation ω, cohérentes et en phase.

Ω

M

C

f

z

(L)

a

a
O

x

yT1

x1

y1

T2

z0

(P)

Le plan (x1Oy1) étant le plan focal objet de (L), justifier l’expression des signaux
s1 et s2 associés aux ondes issues de T1 et T2, exprimés en un point M(x, y, z0) du
plan (xCy) situé à la distance z0 de (L). On admettra que a≪ f et que x≪ z0,
y ≪ z0 :

s1 = a0 e
j( ka

f x+kz0−ωt) et s2 = a0 e
j(− ka

f x+kz0−ωt)

Donner l’expression de l’intensité I

2. On place dans le plan (xOy) une plaque photographique (P ), centrée en C et on
l’expose pendant une durée τ , de sorte que l’énergie W (x, y) qui l’impressionne
est égale à τ I(x, y). (P ) est ensuite développé de façon que la transmittance du
négatif soit :

t(x, y) = µ− ξ I(x, y) avec ξ I(x, y) < µ ∀(x, y)

Ce négatif est placé sur l’ouverture rectangulaire de la première figure et est éclairé
en incidence normale par une onde plane monochromatique.
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(a) Expliciter, dans le plan (xOy), l’expression de t(x, y). Dépend-elle de y ?

(b) En déduire l’expression intégrale du signal complexe s diffracté par la plaque
(P ) en un point M(x, y) du plan focal de (L).

3. (a) Montrer qu’on observe plusieurs fois la figure de diffraction d’une ouverture
rectangulaire de dimensions (2A, 2B), chacune d’elles étant centrée en un point
différent que l’on précisera.

(b) Montrer, pour les valeurs numériques ci-dessous, que ces images sont bien sé-
parées :

λ = 0,5 µm a = 1 mm A = B = 5 cm f = 5 cm

• 123 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.

Réseaux plans MP-PC-PSI-PT

Un réseau plan par réflexion est obtenu en gravant des raies sur une surface réfléchis-
sante.

a

PmO
θi
θ

On note θi l’angle d’incidence de la lumière qui arrive sur le réseau et θ l’angle des
rayons diffractés, par rapport à la normale au réseau. Le dispositif expérimental est
schématisé ci-dessous :

ma

Pm

O

θi

θ

L1

M

f

S

E

C Ω

θ

L2R

Une source ponctuelle S, polychromatique, est placée au foyer principal objet d’une
lentille convergente L1 d’où émerge un faisceau de lumière parallèle qui atteint le ré-
seau R sous l’incidence θi. Ces rayons sont diffractés par R et traversent une lentille
convergente L2, de distance focale f . Un écran E est placé dans le plan focal image de
L2, dont le foyer principal image Ω permet de repérer un point M de E par la distance
x = ΩM .

1. SoitO un point du premier trait réfléchissant deR et soit Pm un point dumème trait
réfléchissant de R, tel que OPm = am (a est le pas du réseau) et (OPm) est paral-
lèle à L2. Pour une longueur d’onde λ, le point O transmet un signal d’amplitude
complexe :

s0(M) = S0 e
jφ0 ejk(OM) avec k =

2π

λ
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où φ0 désigne la phase du rayonnement en O. Montrer que le point M reçoit du
point Pm un signal d’amplitude complexe :

sm(M) = s0(M) e−jkma (sin θ−sin θi)

2. En déduire l’amplitude complexe totale s du signal parvenant en M , en fonction
de s0 = s0(M), ϕ = ka (sin θ − sin θi) et du nombre N de raies réfléchissantes
contenues sur R.

3. Montrer qu’au point M , l’intensité lumineuse est maximum s’il existe un entier p
tel que :

x = f sin θi + p× λf

a

4. Le réseau comporte n = 800 raies par millimètre et la distance focale image de L2

vaut f = 1 m. L’écran E est percé, en x, d’une fente perpendiculaire à (Ox), que
l’on supposera, pour le moment, infiniment petite. On réalise ainsi un monochro-
mateur à réseau.
Quelle doit être la valeur de x permettant d’isoler les radiations de longueur d’onde
λ0 = 585 nm pour θi = 10˚, à l’ordre p = 1 ?

5. On suppose maintenant que la fente présente une largeur ∆x = 0,01 mm. Calculer
le pouvoir de résolution du monochromateur ainsi réalisé. On rappelle que le pou-
voir de résolution η est défini par le rapport de λ0 sur l’intervalle ∆λ des longueurs

d’onde des rayons susceptibles de traverser la fente : η =
λ0
∆λ

.

• 124 Lycée Hoche, Versailles
20 min.

Réseaux plans MP-PC-PSI-PT

On réalise la figure de diffraction à l’infini d’un réseau plan à l’aide du montage sui-
vant :

S

L1

f

x
X

M

Eréseau

ΩO

L2

Une source lumineuse S, monochromatique de longueur d’onde λ, est placée au foyer
objet d’une lentille convergente L1. Celle-ci forme un faisceau de rayons parallèles
qui éclaire le réseau. L’observation est réalisée sur un écran E, situé dans le plan focal
image d’une lentille convergente L2, de distance focale image f . Le système optique
est centré, l’axe optique rencontrant le réseau et l’écran aux points respectifs O et Ω.
On ne s’intéresse qu’à la figure de diffraction dans la direction (ΩX), de sorte que la
transmittance t(x) du réseau admet pour représentation graphique la courbe suivante :
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x

t(x)

0 a

b

Le réseau est caractérisé par :

• la largeur b de chaque fente ;

• son pas a≫ b ;

• son nombre de fente N tel que : N = 2ν + 1 (ν ∈ N).

On posera :

u =
X

λf
et φ = πau

1. Donner l’expression analytique de la transmittance t(x).

2. Montrer que l’amplitude complexe du signal qui parvient en un point M de E
s’écrit :

s = K × sinc(πbu)×
sin(Nφ)

sinφ

où K est une constante (complexe) que l’on ne calculera pas.

3. Donner une représentation graphique de l’intensité I(X) reçue par l’écran E et
montrer que des maxima d’intensité se trouvent aux abscisses :

Xp = p× λf

a
(p ∈ Z)

• 125 Concours de l’ENSAM
30 min.

Réseaux plans MP-PC-PSI-PT

La figure ci-dessous représente un monochromateur à réseau, c’est-à-dire un dispositif
permettant d’obtenir une onde monochromatique à partir d’une source blanche (lampe
à incandescence) ; le réseau plan R, à réflexion, présente les deux caractéristiques sui-
vantes :

• nombre de traits par millimètre : n = 500 ;

• nombre total de traits : 10 000.
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F0

i

L1

L0

R

F1

L2

O

(P)

x

source blanche

onde
monochromatique

Les lentilles L1 et L2 permettent, avec la fente source F1, d’éclairer R sous une inci-
dence i. La lentille L0, de distance focale f = 1 m, a son axe normal au plan de R ; en
son foyer se trouve la fente F0.

1. (a) Quelle valeur doit-on donner à l’angle d’incidence i pour obtenir sur la fente
F0 la radiation de longueur d’onde λ0 = 0,5 µm dans le spectre d’ordre 2 ?
Dans tout le problème, on conservera cette incidence.

(b) Pour une longueur d’onde λ différente de 0,5 µm, les rayons diffractés par le
réseau, dans l’ordre 2, convergent en un point de P d’abscisse x. Calculer x en
fonction de l’écart (λ− λ0).

(c) La fente F0 présente une largeur L = 0,1 mm ; elle laisse donc passer les radi-

tions dont les longueurs d’onde sont comprises entre λ0 −
∆λ1
2

et λ0 +
∆λ1
2

.

Calculer l’intervalle ∆λ1.

(d) On rappelle l’allure de l’intensité I en fonction de ϕ =
2πa

λ0
(sin i′ − sin i) (où

i′ désigne l’angle sous lequel les rayons lumineux sont diffractés par R) :

ϕ

I

2π0 2π
N

Calculer l’intervalle ∆λ correspondant au pouvoir séparateur du réseau et le
comparer à ∆λ1.

2. On dispose, devant la fente F0, une lame transparente L à faces parallèles, d’épais-
seur e = 5 mm et d’indice n1 = 1,6. La lame est inclinée d’un angle θ : les rayons
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qui parviennent sur la fente F0 sont ceux qui, en l’absence de L, parviendraient en
un point d’abscisse x1.

λ0

x
L

x1

λ

λ

θ

Calculer x1 en fonction de θ si cet angle est suffisamment petit pour que sin θ ≃ θ.

3. La lame L, toujours devant la fente F0, est maintenant montée sur un galvanomètre
à cadre mobile, à la place du miroir. Lorsque le courant I dans l’appareil est nul,
on a θ = 0.

(a) Sachant que la sensibilité du galvanomètre est α = 1 rad/mA, calculer la sensi-

bilité
dλ

dI
avec laquelle le courant I permet de contrôler la longueur d’onde λ

transmise par le monochromateur.

(b) Quelle valeur faut-il donner à I pour que la longueur d’onde λ transmise par
l’appareil soit telle que : λ− λ0 = ∆λt = 2,25.10−10 m ?



Optique ondulatoire 579

• 95 Concours ICNA

1. Étant donné que : ~B = B0 cos(kx− ωt)~ey = By ~ey , son rotationnel vaut :

−→
rot ~B =

(
∂Bz
∂y

− ∂By
∂z

)

~ex +

(
∂Bx
∂z

− ∂Bz
∂x

)

~ey +

(
∂By
∂x

− ∂Bx
∂y

)

~ez

=
dBy
dx

~ez = −kB0 sin(kx− ωt)~ez

Aussi, les équations de Maxwell conduisent à :

−→
rot ~B =

1

c2
∂ ~E

∂t
⇒ −kB0 sin(kx− ωt)~ez =

1

c2
× ωE0 sin(kx− ωt+ ϕ)~ez

avec ω = kc. C’est pourquoi :

kB0 =
1

c2
× kcE0 ⇒ B0 =

E0

c

et d’autre part :

− sin(kx− ωt) = sin(kx− ωt+ ϕ) ⇒ ϕ = π

2. SoientEz = E0 cos(kx−ωt+ϕ) = −E0 cos(kx−ωt) etBy = B0 cos(kx− ωt)

les composantes de ~E et ~B à partir desquelles se calcule le vecteur de Poynting :

~Π =
1

µ0

~E ∧ ~B =
1

µ0





0
0
Ez



 ∧





0
By
0



 = − 1

µ0
EzBy ~ex

=
1

µ0
× E0 cos(kx− ωt)×B0 cos(kx− ωt)~ex

=
E2

0

µ0c
cos2(kx− ωt)~ex car B0 =

E0

c

=
E2

0

2µ0c
[1 + cos(2kx− 2ωt)] ~ex

Aussi, sa valeur moyenne s’écrit-elle :
〈

~Π
〉

=
E2

0

2µ0c
[1 + 〈cos(2kx− 2ωt)〉] ~ex

avec :

〈cos(2kx− 2ωt)〉 = 0 ⇒
〈

~Π
〉

=
E2

0

2µ0c
~ex

3. Soit α l’angle entre
〈

~Π
〉

et le vecteur surface ~S de

norme S = a2. Le flux de
〈

~Π
〉

à travers S est défini
par :

Φ =
〈

~Π
〉

· ~S =
E2

0

2µ0c
~ex · ~S =

E2
0a

2

2µ0c
cosα

S
exα

Π<  >

Ce flux est maximum lorsque α est nul ; il vaut alors :



580 Chapitre 4

Φmax =
E2

0a
2

2µ0c
pour α = 0

• 96 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Les rayons incidents (1) et (2) sont parallèles, ce qui signifie également que leurs
surfaces équiphases leurs sont perpendiculaires. A et B′ appartenant à une telle
surface, il s’ensuit que φA = φB′ . Pour les mêmes raisons, A′ et B présentent la
même phase : φA′ = φB . C’est pourquoi :

φA′ − φA = φB − φB′ (29)

Le déphasage entre deux points P etQ est proportionnel au chemin optique (PQ) :

φQ − φP =
2π

λ0
(PQ)

où λ0 désigne la longueur d’onde du rayonnement dans le vide. Appliquée au ré-
sultat (29), cette loi conduit à :

(AA′) = (B′B) ⇒ n2AA
′ = n1B

′B (30)

2. Soient les angles i1 =
(−−→
AB′,

−−→
AB
)

et i2 =
(−−→
BA′,

−−→
BA
)

:

A'

B

B'

A

i1

(Σ)
i2 i2

i1n1
n2

(1)
(2)

à partir desquels sont définis :

sin i1 =
B′B

AB
⇒ B′B = AB sin i1 et sin i2 =

AA′

AB
⇒ AA′ = AB sin i2

Ce faisant, la relation (30) devient :

n2 ×AB sin i2 = n1 ×AB sin i1 ⇒ n2 sin i2 = n1 sin i1

• 97 Concours Commun Polytechnique

1. L’amplitude complexe s’écrivant :

ψ = ψ(x, y, z) = A(ρ, z) eikz = C(z) e−ρ
2/w2

eikz

il s’ensuit que :

I = ψ ψ∗ =
[

C(z) e−ρ
2/w2

eikz
] [

C(z) e−ρ
2/w2

e−ikz
]

⇒ I = C2(z)× e
− 2ρ2

w2(z)
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Dans un plan de front tel que z est fixé, l’intensité I ne dépend plus que de
ρ =

√

x2 + y2 (les fonctions C2 et w2 étant fixées par la valeur de z).
Au centre de l’écran, ρ est nul et I prend sa valeur maximum : I0 = C2. En re-
vanche, puisque I est une fonction décroissante de ρ, il existe une valeur ρ1/2 de ρ
qui affecte à I une valeur deux fois moindre que I0 :

I
(
ρ1/2

)
=
I0
2

⇒ C2 e−2ρ21/2/w
2

=
C2

2

⇒ −
2ρ21/2

w2
= ln

(
1

2

)

= − ln 2

⇒ ρ21/2 = w2 ln 2

2
⇒ ρ1/2 = w

√

ln 2

2

ρ

I

ρ1/2

I0

2

∆ρ1/2

I0=C2

0

Par définition, la largeur à mi-hauteur correspond à la taille de l’intervalle dans

lequel ρ doit se trouver pour assurer : I >
I0
2

. Le schéma précédent révèle alors
que :

∆ρ1/2 = 2 ρ1/2 ⇒ ∆ρ1/2 = w
√
2 ln 2

2. Par définition, si dΦ désigne le flux de lumière reçu par une surface dS perpendi-
culaire aux rayons lumineux :

dΦ = I × dS (31)

Considérons, maintenant le plan de front de coordonnée z :

θ x

y

O

dρ
ρ

dθ

surface dS
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Depuis le point O (celui pour lequel ρ = 0, c’est-à-dire x = y = 0), une surface
élémentaire dS est définie, en coordonnées polaires, par :

dS = ρ dθ × dρ

Compte tenu de la définition (31), le flux lumineux qui parvient sur cette surface
vaut :

dΦ = I × dS = C2 e−2ρ2/w2 × ρdρdθ

Donc, le flux lumineux total Φt est celui que l’on obtient en additionnant tous les
flux élémentaires dΦ pour toutes les valeurs de θ ∈ [0, 2π] et de ρ ∈ [0, +∞[ :

Φt =

∫ 2π

θ=0

∫ ∞

r=0

C2 e−2ρ2/w2

ρdρ× dθ

=

∫ 2π

0

C2 dθ

∫ ∞

0

ρ e−2ρ2/w2

dρ

= 2πC2

∫ ∞

0

ρ e−2ρ2/w2

dρ

= 2πC2 ×
[

−w
2

4
exp

(

−2ρ2

w2

)]∞

0

soit encore :

Φt =
w2πC2

2

3. Le disque de rayonw reçoit une puissance lumineuse Φw qui se déduit par un calcul
analogue au précédent, dans lequel toutefois ρ ∈ [0, w] se substitue à ρ ∈ [0,∞[ :

Φw =

∫ 2π

0

C2 dθ ×
∫ w

0

ρ e−2ρ2/w2

dρ

= 2πC2 ×
[

−w
2

4
exp

(

−2ρ2

w2

)]w

0

=
w2πC2

2
×
(
1− e−2

)

Finalement :

Φw = Φt ×
e2 − 1

e2
⇒ Φw

Φt
=

e2 − 1

e2

Application numérique :

Φw
Φt

= 0,865

ce qui signifie aussi que le disque de rayon w reçoit 86,5% de la puissance totale.
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• 98 Lycée Saint-Louis, Paris

1. Étant donné que le rayon lumineux se propage dans l’air (d’indice proche de 1), le
chemin optique L = (AO) vaut :

L = AM +MO = (x− xA) +
√

x2 + y2

c’est-à-dire, pour xA = 0 :

L = (AO) = x+
√

x2 + y2

2. Les points S et O étant conjugués optiques, le chemin optique (SO) est le même
pour tous les rayons qui passent par S et O :

O

(M)

A M

xA

A'
C

M'

f

Soient deux rayons lumineux passant par les points A et A′, de même abscisse
xA = 0 et qui rencontrent M aux pointsM(x, y) etM ′(x′, y′). Le chemin optique
(SO) de ces rayons étant le même, il s’ensuit que :

(SA) + (AM) + (MO) = (SA′) + (A′M ′) + (M ′O)

Or, les rayons incidents sont paralèles, de sorte queA etA′ appartiennent à la même
surface d’onde (perpendiculaire aux rayons), ce qui pour conséquence :

(SA) = (SA′) ⇒ (AM) + (MO) = (A′M ′) + (M ′O)

Cette dernière identité révèle que (AO) = (A′O), c’est-à-dire que L ne dépend pas
des valeurs de x et de y :

L = x+
√

x2 + y2 = cte

Notamment, lorsque x = f , y est nul, ce qui impose :

L = 2f ⇒ L = x+
√

x2 + y2 = 2f

3. La relation précédente conduit à :
√

x2 + y2 = 2f − x ⇒ x2 + y2 = (2f − x)2 = 4f2 − 4fx+ x2

⇒ y2 = 4f2 − 4fx⇒ x =
4f2 − y2

4f

Il s’agit là de l’équation cartésienne d’une parabole, de sommetC(f, 0) et qui passe
par les points P1(0, 2f) et P2(0, − 2f) :



584 Chapitre 4

0 x

2f
y

f

-2f

• 99 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Dans un milieu d’indice 1, le chemin optique L = (AMA′) vaut :

L = AM +MA′ =
−−→
AM · ~k +

−−→
MA′ · ~k′

=
(−−→
AH +

−−→
HM

)

· ~k +
(−−→
MH +

−−→
HA′

)

· ~k′

=
−−→
AH · ~k +

−−→
HA′ · ~k′ +−−→

HM ·
(

~k − ~k′
)

Or, puisque les rayons AM et MA′ sont symétriques par rapport à la normale de
(M) en M (les angles i d’incidence et de réflexion sont identiques), il s’ensuit que
~k − ~k′ est colinéaire à ~u :

~k − ~k′ = α~u (α : fonction de i) (32)

tandis que ~k + ~k′ est colinéaire à ~v :

~k + ~k′ = β ~v (β : fonction de i) (33)

Il s’ensuit que :

−−→
HM ·

(

~k − ~k′
)

= 0 ⇒ L =
−−→
AH · ~k +

−−→
HA′ · ~k′

2. (a) Compte tenu de la relation (33) :

d~k + d~k′ = dβ ~v ⇒ d~k = −d~k′ + dβ ~v

⇒ −−→
AH · d~k = −−−→

AH · d~k′ + dβ ×−−→
AH · ~v

où
−−→
AH ⊥ ~v ⇒ −−→

AH · ~v = 0 conduit à :
−−→
AH · d~k = −−−→

AH · d~k′ (34)

(b) Les vecteurs
−−→
AH et

−−→
HA′ n’étant pas affectés par un déplacement élémentaire

de M , on trouve :

L =
−−→
AH · ~k +

−−→
HA′ · ~k′ ⇒ dL =

−−→
AH · d~k +

−−→
HA′ · d~k′

soit, compte tenu de la relation (34) :

dL =
(−−→
HA′ −−−→

AH
)

· d~k′
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(c) Les points A et A′ sont conjugués optiques à condition que tous les rayons
lumineux qui passent par A et A′, en rencontrant (M), aient le même chemin
optique. En d’autres termes, le chemin optique L = (AMA′) ne dépend pas de
la position de M , ce qui se traduit par :

dL = 0 ⇒
(−−→
HA′ −−−→

AH
)

· d~k′ = 0 avec d~k′ 6= ~0

Or,
−−→
HA′ − −−→

AH est un vecteur fixe alors que d~k′ peut adopter une multitude

de directions, en conséquence de quoi
−−→
HA′ −−−→

AH ne peut pas être perpendi-
culaire à d~k′ pour tout point M . Finalement, la seule solution de cette dernière
équation est :

−−→
HA′ −−−→

AH = ~0 ⇒
−−→
HA′ =

−−→
AH

ce qui justifie également que A et A′ sont symétriques par rapport à (M)

• 100 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Influence de la fréquence

(a) En M , les signaux s1(M, t) = s0 cosϕ1 et s2(M, t) = s0 cosϕ2 se super-
posent pour produire le signal :

s(M, t) = s1(M, t) + s2(M, t) = s0 (cosϕ1 + cosϕ2)

⇒ s2(M, t) = s20
(
cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 + 2 cosϕ1 cosϕ2

)

⇒ s2(M, t) = s20
[
cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 + cos (ϕ1 − ϕ2) + cos (ϕ1 + ϕ2)

]

L’éclairement E en M est alors proportionnel à
〈
s2(M, t)

〉
:

E = K
〈
s2(M, t)

〉

= Ks20
[〈
cos2 ϕ1

〉
+
〈
cos2 ϕ2

〉
+ 〈cos(ϕ1 − ϕ2)〉+ 〈cos(ϕ1 + ϕ2)〉

]
(35)

avec :

ϕi = φi − ωit⇒
〈
cos2 ϕi

〉
=

1

2

et, pour ω1 6= ω2 :

ϕ1 − ϕ2 = (φ1 − φ2) + (ω2 − ω1)
︸ ︷︷ ︸

6=0

t⇒ 〈cos(ϕ1 − ϕ2)〉 = 0

de même que :

ϕ1 + ϕ2 = (φ1 + φ2) + (ω1 + ω2)
︸ ︷︷ ︸

6=0

t⇒ 〈cos(ϕ1 + ϕ2)〉 = 0

Ce faisant :

E = Ks20

[
1

2
+

1

2

]

= Ks20
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En outre, chacun de ces signaux peut produire, isolément, un éclairement :

E0 = K
〈
s2i (M, t)

〉
= Ks20

〈
cos2(φi − ωit)

〉
=

1

2
Ks20

⇒ Ks20 = 2E0 ⇒ E = 2E0

(b) Lorsque ω1 = ω2 :

ϕ1 − ϕ2 = φ1 − φ2 + (ω2 − ω1)
︸ ︷︷ ︸

=0

t = −∆φ⇒ 〈cos (ϕ1 − ϕ2)〉 = cos(∆φ)

Par conséquent, l’éclairement suit la loi (35) :

E = Ks20

[
1

2
+

1

2
+ cos(∆φ)

]

= Ks20 [1 + cos(∆φ)]

où :
Ks20 = 2E0 ⇒ E = 2E0 [1 + cos(∆φ)]

Aussi, si ∆φ dépend du point M , E en dépend aussi, de sorte qu’une figure
d’interférence peut être attendue.

2. Cohérence spatiale
(a) Si les sources sont incohérentes spatialement, le déphasage :

ϕ1 − ϕ2 = φ1 − φ2 + (ω2 − ω1)
︸ ︷︷ ︸

=0

t = φ1 − φ2 = −∆φ

varie de manière aléatoire, de sorte que :

〈cos (ϕ1 − ϕ2)〉 = 〈cos(−∆φ)〉 = 0

tandis que :

ϕ1 + ϕ2 = (φ1 + φ2)
︸ ︷︷ ︸

β

+(ω1 + ω2)
︸ ︷︷ ︸

=2ω

t⇒ 〈cos(ϕ1 + ϕ2)〉 = 0

C’est pourquoi l’identité (35) devient :

E = Ks20

(
1

2
+

1

2

)

= Ks20 ⇒ E = 2 E0

À nouveau, l’indépendance de E à l’égard du point M interdit tout espoir d’ob-
server une figure d’interférences.

(b) Lorsque les sources sont cohérentes, ∆φ est indépendant du temps, ce qui
conduit à :

〈cos(ϕ1 − ϕ2)〉 = 〈cos(−∆φ)〉 = cos(∆φ)

c’est-à-dire, compte tenu du résultat (35) :

E = Ks20

[
1

2
+

1

2
+ cos(∆φ)

]

⇒ E = 2E0 [1 + cos(∆φ)]

Ce résultat montre que le terme d’interférence cos(∆φ) ne peut influencer
l’éclairement qu’à condition que les sources soient spatialement cohérentes.
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3. Influence de la polarisation

(a) Dans le plan (Ox,Oy), les champs ~E1 et ~E2 ont pour composantes :

~E1

(
−E1 sinα
E1 cosα

)

et ~E2

(
E2 sinα
E2 cosα

)

C’est pourquoi, le champ ~E = ~E1 + ~E2 a pour composantes : O
x

E1

y

E2

α
α

Ex = (E2 − E1) sinα et Ey = (E1 + E2) cosα

(b) Compte tenu du résultat précédent la norme E =
∥
∥
∥ ~E
∥
∥
∥ vérifie :

E2 = E2
x + E2

y

=
(
E2

2 − 2E1E2 + E2
1

)
sin2 α+

(
E2

1 + 2E1E2 + E2
2

)
cos2 α

= E2
1 + E2

2 + 2E1E2

(
cos2 α− sin2 α

)

= E2
1 + E2

2 + 2E1E2 cos(2α)

soit encore, en identifiant Ei = E0 cosϕi à si = s0 cosϕi :

s2 = s21 + s22 + 2 s1 s2 cos(2α)

= s20
[
cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 + 2 cos(2α)× cosϕ1 cosϕ2

]

= s20
{
cos2 ϕ1 + cos2 ϕ2 + cos(2α)× [cos(ϕ1 − ϕ2) + cos(ϕ1 + ϕ2)]

}

avec :
〈
cos2 ϕi

〉
=

1

2
et 〈cos(ϕ1 + ϕ2)〉 = 0

et, lorsque ω1 = ω2 = ω, tandis que les sources sont cohérentes :

〈cos(ϕ1 − ϕ2)〉 = cos(∆φ)

⇒ E = K
〈
s2
〉
= Ks20 [1 + cos(2α)× cos(∆φ)]

⇒ E = 2E0 [1 + cos(2α)× cos(∆φ)]

(c) Le terme d’interférence : cos(2α)× cos(∆φ) s’identifie à cos(∆φ) à condition
que :

cos(2α) = 1 ⇒ α ≃ 0

Si, toutefois, α valait
π

4
, aucune figure d’interférence ne pourrait être observée.

• 101 Concours de la Filière PT

Soient deux signaux d’amplitudes s01 et s02, tels que s2 présente un déphasage φ par
rapport à s1. Ces deux signaux sont alors caractérisés par leurs notations complexes :

s1 = s01 e
−jωt ejϕ et s2 = s02 e

−jωt ejϕ ejφ
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Lorsque les deux ondes associées interfèrent, leurs signaux s’additionnent :

s = s1 + s2 = ej(ϕ−ωt) ×
(
s01 + s02 e

jφ
)

et l’intensité qui en découle est proportionnelle à |s|2 = s s∗ (on note κ la constante
réelle de proportionnalité) :

I = κ s s∗ = κ
(
s01 + s02 e

jφ
) (
s01 + s02 e

−jφ
)

= κ
[
s201 + s202 + s01 s02

(
ejφ + e−jφ

)]

= κ s201

[

1 +

(
s02
s01

)2

+ 2
s02
s01

cosφ

]

c’est-à-dire, en notant I0 = κ s201 et s02 = α s01 :

I = I0 ×
(
1 + α2 + 2α cosφ

)

Le déphasage φ pouvant varier entre 0 et 2π, l’intensité I varie entre deux valeurs
extrêmes :

Imax = I0
(
1 + α2 + 2α

)
pour cosφ = 1

et :
Imin = I0

(
1 + α2 − 2α

)
pour cosφ = −1

Le facteur de visibilité est alors défini par :

V =
Imax − Imin

Imax + Imin
⇒ V =

2α

1 + α2

Cette fonction de α admet un extremum pour une valeur de α qui annule
dV
dα

, avec :

dV
dα

=
2 (1 + α2)− 2α× 2α

(1 + α2)2
= 2× 1− α2

(1 + α2)2

c’est-à-dire que
dV
dα

= 0 pour α = 1. Enfin, le tableau de variations :

α

dV/dα

V

10

+ -0

révèle que le facteur de visibilité V est maximum pour α = 1, c’est-à-dire lorsque les
amplitudes s01 et s02 sont égales.

• 102 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. En un point où se produisent des interférences, des rayonnements de longueurs
d’onde comprises entre λ et λ+ dλ produisent un éclairement :

dE = dE0 [1 + cos(kδ)] = dE0 × cos2
(
kδ

2

)



Optique ondulatoire 589

où k =
2π

λ
= 2πσ et où δE0 est proportionnel à l’intensité dI = f20 dσ (on notera

α la constante de proportionnalité) :

dE0 = αf20 dσ

Par contre, en l’absence d’interférences, l’éclairement dE de l’écran vérifie :

dE = dE0 = αf20 dσ

Aussi, en tenant compte de la totalité des longueurs d’onde, l’éclairement total de
cet écran devient :

E0 =

∫ σ2

σ1

dE0 = αf20

∫ σ2

σ1

dσ = αf20∆σ ⇒ α =
E0

f20∆σ

Il s’ensuit que :

dE0 = αf20 dσ =
E0
∆σ

dσ ⇒ E =
E0
∆σ

[1 + cos(2πδσ)] dσ

Les rayons de nombres d’onde σ différents ne pouvant interférer, leurs éclairements
s’additionnent et l’éclairement résultant s’écrit :

E =
E0
∆σ

∫ σ2

σ1

[1 + cos(2πδσ)] dσ (36)

=
E0
∆σ

[∫ σ2

σ1

dσ +

∫ σ2

σ1

cos(2πδσ)

]

dσ (37)

=
E0
∆σ

[∆σ + J ] (38)

où J désigne l’intégrale :

J =

∫ σ2

σ1

cos(2πδσ) dσ

qui admet pour image complexe :

J =

∫ σ2

σ1

ej2πσδ dσ avec J = Re {J}

=
1

2jπδ

[
ej2πσδ

]σ2

σ1

En outre, l’énoncé impose les notations suivantes :

{
σ2 − σ1 = ∆σ
σ2 + σ1 = 2σ0

⇒
{

2σ2 = 2σ0 +∆σ
2σ1 = 2σ0 −∆σ

⇒







σ2 = σ0 +
∆σ

2

σ1 = σ0 −
∆σ

2
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de telle manière que :

J =
1

2jπδ

[
ej2πσδ

]σ0+∆σ/2

σ0−∆σ/2

=
1

πδ
ej2πσ0δ × ejπ∆σ δ − e−jπ∆σ δ

2j

=
1

πδ
ej2πσ0δ × sin(π∆σ δ)

⇒ J = Re {J} =
sin(π∆σ δ)

π∆σ δ
× cos(2πσ0δ)

C’est pourquoi l’éclairement donné par l’identité (38) devient :

E =
E0
∆σ

[

∆σ +
sin(π∆σ δ)

πδ
× cos(2πσ0δ)

]

= E0
[

1 +
sin(π∆σ δ)

π∆σ δ
× cos(2πσ0δ)

]

où a définition de la fonction sinus cardinal : sinc x =
sinx

x
conduit à :

E = E0 [1 + sinc(π∆σ δ)× cos(2πσ0δ)]

2. La fonction sinc x admet pour représentation graphique :

-2π -π 0 π 2π
x

sinc(x)

et c’est pourquoi les franges d’interférence disparaissent pour les valeurs de δ telles
que :

sinc(π∆σ δ) = 0 ⇒ π∆σ δ = pπ ⇒ δ =
p

∆σ
, p ∈ Z

∗

Remarque – Si les fentes avaient été éclairées par une source monochromatique
(∆σ = 0), la disparition des franges ne se serait pas produite car δ tendrait vers l’in-
fini. La figure d’interférence serait malgré tout limitée par la cohérence des rayons
lumineux.

• 103 Lycée Clémenceau, Reims

Si E0 désigne l’éclairement que produirait, sur l’écran, F1 et F2 isolément, l’éclaire-
ment provenant des interférences lumineuses s’écrit :

E = 4E0 cos2
(
kδ

2

)

(39)
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où k =
2π

λ
représente la norme du vecteur d’onde du rayonnement et δ la différence

de chemin (optique) entre F1M et F2M :

δ = (F2M)− (F1M) = F2M − F1M (dans le vide ou l’air).

Il s’agit, par conséquent, d’évaluer F2M et F1M :

• Calcul de F2M :

−−−→
F2M =

−−→
F2A+

−−→
AM ⇒ (F2M)2 = (F2A)

2 + (AM)2 + 2
−−→
F2A · −−→AM

⇒ (F2M)2 =
(a

2

)2

+D2 + x2 + 2
−−→
F2A · −−→AM

où :
−−→
F2A =

−−→
F2O +

−→
OA ⇒ −−→

F2A · −−→AM =
−−→
F2O · −−→AM +

−→
OA · −−→AM

⇒ −−→
F2A · −−→AM =

a

2
× x sinα+D × x cosα

Par suite :

(F2M)2 =
a2

4
+D2 + x2 + ax sinα+ 2Dx cosα

= D2

[

1 +
ax sinα

D2
+ 2

x cosα

D
+
x2

D2
+

a2

4D2

]

⇒ F2M = D ×
[

1 +
ax sinα

D2
+ 2

x cosα

D
+
x2

D2
+

a2

4D2

]1/2

L’énoncé précise, en outre, que x et a sont petits par rapport à D, ce qui signifie
aussi que :

ax sinα

D2
≪ 1

2x cosα

D
≪ 1

x2

D2
≪ 1

a2

4D2
≪ 1 (40)

Un développement limité de (1 + ε)1/2 ≃ 1 +
1

2
ε conduit alors à :

F2M ≃ D ×
[

1 +
ax sinα

2D2
+
x cosα

D
+

x2

2D2
+

a2

8D2

]

(41)

• Calcul de F1M :

−−−→
F1M =

−−→
F1A+

−−→
AM ⇒ (F1M)2 = (F1A)

2 + (AM)2 + 2
−−→
F1A · −−→AM

⇒ (F1M)2 =
(a

2

)2

+D2 + x2 + 2
−−→
F1A · −−→AM

avec :
−−→
F1A =

−−→
F1O +

−→
OA⇒ −−→

F1A · −−→AM =
−−→
F1O · −−→AM +

−→
OA · −−→AM

= −a
2
× x sinα+D × x cosα
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d’où il s’ensuit que :

(F1M)2 =
a2

4
+D2 + x2 + 2Dx cosα− ax sinα

= D2

[

1 +
2Dx cosα

D2
− ax sinα

D2
+
x2

D2
+

a2

4D2

]

⇒ F1M = D ×
[

1 +
2Dx cosα

D2
− ax sinα

D2
+
x2

D2
+

a2

4D2

]1/2

À nouveau, les conditions (40) justifient l’emploi d’un développement limité :

F1M ≃ D ×
[

1 +
x cosα

D
− ax sinα

2D2
+

x2

2D2
+

a2

8D2

]

(42)

Les relations (41) et (42) fournissent finalement :

δ = F2M − F1M = 2× ax sinα

2D
=
ax sinα

D

de sorte que :

E = 4E0 cos2
(
kδ

2

)

= 4E0 cos2
(
ka sinα

2D
x

)

L’éclairement devient donc maximum pour les valeurs xp de x qui assurent :

ka sinα

2D
xp = p π ⇒ xp = p× 2πD

ka sinα
(p ∈ Z)

Enfin, l’interfrange i désigne l’écart entre deux valeurs successives de x qui assurent le
maximum d’éclairement :

i = xp+1 − xp =
2πD

ka sinα

avec :

k =
2π

λ
⇒ i =

λD

a sinα
(réponse d).

Remarque – On peut aisément s’assurer de la validité de ce résultat : si l’écran était

perpendiculaire à l’axe OA, on retrouverait le résultat classique : i =
λD

a
. Seules les

propositions (b) et (d) fournies par l’énoncé permettent de retrouver ce résultat :

lim
α→π/2

(
λD

a sinα

)

=
λD

a
et lim
α→π/2

(
λD

2
sinα

)

=
λD

a

En outre, si α tend vers zéro, l’écran devient parallèle à OA, et seule la réponse (d)
confirme que l’interfrange tend vers l’infini :

lim
α→0

(
λD

a sinα

)

= ∞
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• 104 Lycée Hoche, Versailles

Si la source F était monochromatique, de longueur d’onde λ, elle émettrait des rayons
R1 et R2 qui, passant par F1 et F2, pourraient interférer en M :

F2

F1

O

D

x

M

d

b
F

O

E

R2

R1

b

L’éclairement arrivant au point M devrait alors vérifier la loi :

E = E0 cos2
(
kδ

2

)

avec k =
2π

λ
et δ = (FF2M) − (FF1M). Ces chemins optiques sont alors calcu-

lables :

(FF2M) = FF2 + F2M = FF2 +
√

D2 + (x+ b)2

= FF2 +D

[

1 +
1

D2
(x+ b)2

]1/2

≃ FF2 +D

[

1 +
1

2D2
(x+ b)2

]

car D ≫ x+ b

= FF2 +D +
1

2D
(x+ b)2

et :

(FF1M) = FF1 + F1M = FF1 +
√

D2 + (x− b)2

= FF1 +D

[

1 +
1

D2
(x− b)2

]1/2

≃ FF1 +D

[

1 +
1

2D2
(x− b)2

]

car D ≫ x− b

= FF1 +D +
1

2D
(x− b)2

Étant donné que FF1 = FF2, la différence des chemins optiques vaut :

δ = F2M − F1M =
1

2D

[
(x+ b)2 − (x− b)2

]

=
1

2D



(x+ b+ x− b
︸ ︷︷ ︸

2x

) (x+ b− x+ b
︸ ︷︷ ︸

2b

)



 =
2bx

D

Aussi, l’éclairement en M vérifierait la loi :

E = E0 cos2
(
π

λ
× 2bx

D

)
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loi à l’origine de la figure d’interférence qui présente des franges sombres lorsque E
est nul, c’est-à-dire pour :

π

λ
× 2bxp

D
= (2p+ 1)× π

2
⇒ xp = (2p+ 1)× λD

4b
(p ∈ Z) (43)

Si, maintenant, F est une source de lumière contenant trois longueurs d’onde λ, λ′

et λ′′, à chaque longueur d’onde correspond un réseau de franges d’interférence qui
se superposent (car deux rayonnements de longueurs d’onde différentes ne peuvent
interférer) :

λ

0

I

λ'
λ"

xA

x

λ

λ'

λ"

xB

Cette figure montre l’allure des éclairements correspondant aux longueurs d’onde λ, λ′

et λ′′. On y remarque que :

• en x = xA, l’éclairement correspondant à λ est nul, de sorte qu’un spectroscope
révélerait l’absence de la raie correspondant à λ : en xA, il existe une cannelure (ou
raie sombre dans le spectre de la lumière).

• en x = xB , les éclairements correspondant à λ et λ′ s’annulent, ce qui se manifes-
terait, sur un spectroscope, par deux raies sombres correspondant à l’absence de λ
et λ′ dans le spectre de la lumière ; deux cannelures sont alors observées.

Cet exemple montre qu’à une distance x de l’axe FO apparaissent des cannelures
correspondant à des longueurs d’onde vérifiant la relation (43) :

x = (2p+ 1)× λD

4b
(p ∈ Z)

c’est-à-dire :

λ =
1

2p+ 1
× 4bx

D
ou encore p =

1

2

(
4bx

λD
− 1

)

(44)

L’énoncé précise que la source F émet toutes les longueurs d’onde comprises entre
λ1 = 400 nm et λ2. Aussi, si à λ1 correspondait (en x = 1,5 mm) une cannelure, p
prendrait la valeur :

p =
1

2

(
4bx

λ1D
− 1

)

=
1

2

(
4× 1,2.10−3 × 1,5.10−3

400.10−9 × 0,5
− 1

)

= 17,5

Or, puisque p 6∈ Z, cela signifie qu’à λ1 = 400 nm ne correspond aucune cannelure en
x = 1,5 mm. C’est pourquoi la première cannelure apparaît pour une longueur d’onde
λ > λ1 et la loi (44) montre que cette cannelure correspond à une valeur de p ∈ Z

inférieure à 17,5 (car p est une fonction décroissante de λ). Donc, les huit cannelures
observées dans le spectroscope correspondent aux longueurs d’onde comprises entre
λ1 et λ2, telles que p ∈ Z demeure inférieur à 17 :
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λ1=400 nm

p

?

18141311 128 9 10 15 1716

8 cannelures

λ2λ2
longueurs d'onde
de F

{
Le diagramme représenté ci-dessus révèle que huit cannelures peuvent apparaître dans
le spectre des longueurs d’onde de F à condition :

• que pour λ2, p = 10, auquel cas la huitième cannelure correspond à la longueur
d’onde λ2 qui vérifie la loi (44) :

λ2 =
1

2× 10 + 1
× 4× 1,2.10−3 × 1,5.10−3

0,5
= 686.10−9 m

• ou que la valeur de ρ correspondant à λ2 n’atteigne pas 9, sans quoi neuf cannelures
apparaîtraient dans le spectre. Cette condition impose :

λ2 < λp=9

avec :

λp=9 =
1

2× 9 + 1
× 4× 1,2.10−3 × 1,5.10−3

0,5
= 758.10−9 m

De cette étude, il ressort que :

686 nm 6 λ2 < 758 nm

• 105 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Les rayons arrivant sur F1 et F2 étant parallèles et issus d’une même source S à
travers une lentille convergente, ces deux fentes appartiennent à une même surface
d’onde et ne présentent par conséquent aucun déphasage. Des fentes F1 et F2 sont
issus des rayons lumineux dont seuls ceux qui sont parallèles sont susceptibles de
converger en un point P de l’écran E ; ce dernier se trouvant dans le plan focal
image de L2, il s’y forme des images, par L2, d’objets à l’infini. On notera ainsi
R1 et R2 les rayons qui, issus de F1 et F2 respectivement, convergent en P après
avoir traversé L2. En outre, si un rayon R passait par le centre optique O2 de L2

et par P , ce rayon ne serait pas dévié par L2 et il présenterait en amont de L2, la
même direction que R1 et R2 (car les rayons R1, R2 et R ne peuvent converger
en P qu’à condition qu’ils arrivent sur L2 parallèlement les uns aux autres) :

F2

F1

O

f'

EL1

x
P

θ

θ
S 2a

A2

B1

B2

R1

R2

(Σ)

RO2

L2

On convient de noter :
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• (Σ) une surface passant par F1, perpendiculairement aux rayons R1 et R2 qui,
après avoir traversé F1 et F2, convergent en P ;

• A2 un point de R2 appartenant à (Σ) ;

• B1 et B2 les points d’intersection de R1 et R2 avec L2 ;

• θ l’angle entre (O2P ) et l’axe (O2O).

Compte tenu du résultat (6) de la page 501 :

(F1P ) = (A2P ) (45)

En outre, F1 et F2 ne présentant aucun déphasage, les images complexes des si-
gnaux que produisent R1 et R2 s’écrivent :

s1 = s01 e
−jωt ejk(F1P ) et s2 = s02 e

−jωt ejk(F2P ) (46)

où k =
2π

λ
et où ω désigne la pulsation commune aux signaux s1 et s2.

Si F1 était seul, le point P recevrait le signal :

s1 = s01 e
−jωt ejk(F1P )

c’est-à-dire une intensité proportionnelle (K désigne la constant de proportionna-
lité) à s1 s

∗
1 :

I01 = K s1 s
∗
1 = K s201 (47)

De même, si F2 était seul, l’intensité en P vaudrait :

I02 = K s1 s
∗
2 = K s202 (48)

Quant au chemin optique (F2P ), il est donné par :

(F2P ) = (F2A2) + (A2P ) = F2A2 + (A2P )

= F2A2 + (F1P ) d’après l’identité (45)

En notant L = (F1P ), les signaux s1 et s2 deviennent :

s1 = s01 e
j(kL−ωt) et s2 = s02 e

j(kL−ωt) ejkδ (49)

où δ = F2A2 représente la différente de chemin optique entre les rayons R1 et R2

qui arrivent en P . Le signal résultant vaut alors :

s = s1 + s2 = ej(kL−ωt)
(
s01 + s02 e

jkδ
)

où s01 = s02 car les fentes F1 et F2 sont identiques, auquel cas les intensités I01 et
I02 sont identiques ; on note I0 cette valeur commune :

s01 =

√
I01√
K

=

√
I0√
K

et s02 =

√
I02√
K

=

√
I0√
K

(50)

Par suite :

s = ej(kL−ωt)
√
I0√
K

(
1 + ejkδ

)
(51)
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À ce signal est associée une intensité I en P telle que :

I = K ss∗ = I0
(
1 + ejkδ

) (
1 + e−jkδ

)

= I0
(
2 + ejkδ + e−jkδ

)
= I0 [2 + 2 cos(kδ)]

= 2I0 [1 + cos(kδ)]

De la relation générale : 1 + cosx = 2 cos2
(x

2

)

, il ressort que :

I = 4I0 cos2
(
kδ

2

)

Quant à l’expression de δ, elle s’évalue aisément à l’aide des triangles (O2PO) et
(F1F2A2) :

tan θ =
OP

O2O
=

x

f ′
et sin θ =

F2A2

F1F2
=

δ

2a

et notamment, pour x ≪ f ′, l’angle θ est sufisamment petit pour justifier les ap-
proximations :

{
tan θ ≃ θ
sin θ ≃ θ

⇒ θ =
x

f ′
=

δ

2a

⇒ δ =
2a

f ′
x⇒ kδ

2
=

2π

λ
× a

f ′
x

d’où découle l’expression de I :

I = 4I20 cos2
(
2πa

λf ′
× x

)

2. Considérons maintenant l’influence d’une fente F3 située au milieu de [F1, F2] et
qui émet un rayon R3, parallèle à R1 et R2, convergeant en P :

F2

F1

O

f'

EL1

x
P

θ
θS

a

A2

B1

B2

R3

R2

(Σ)

O2

L2

F3

A3

R1

a

Soit A3 le point d’intersection de R3 avec la surface (Σ) à laquelle appartiennent
également F1 et A2. Les signaux émis par F1, F2 en P ont déjà été décrits par les
expressions (46), dans lesquelles s01 = s02 car F1 et F2 sont identiques (on note
s0 la valeur commune à s01 et s02) :

s1 = s0 e
−jωt ejk(F1P ) et s2 = s0 e

−jωt ej(F2P )

Quant à l’onde issue de F3, elle produit en P un signal :

s3 = s03 e
−jωt ejk(F3P )
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Les points F1, A2 et A3 appartenant de surcroît à la surface (Σ) perpendiculaire
aux rayons R1, R2 et R3 qui convergent vers P après avoir traversé L2, les che-
mins optiques (F1P ), (A2P ) et (A3P ) sont égaux ; soit L leur valeur commune. Il
s’ensuit que :

{
(F2P ) = (F2A2) + (A2P ) = F2A2 + L
(F3P ) = (F3A3) + (A3P ) = F3A3 + L

(52)

où les distances F2A2 et F3A3 se calculent directement à l’aide des triangles
(F1F2A2) et (F1F3A3) :







θ ≃ sin θ =
F2A2

2a

θ ≃ sin θ =
F3A3

a

⇒
{
F2A2 = 2aθ
F3A3 = aθ

Quant au triangle (O2OP ), il fournit :

θ ≃ tan θ =
x

f ′
⇒







F2A2 = 2
ax

f ′

F3A3 =
ax

f ′

⇒







k F2A2 = 2
kax

f ′

k F3A3 =
kax

f ′

On notera dorénavant :

φ =
kax

f ′
=

2πax

λf ′
(53)

de sorte que :
k (F2P ) = kL+ 2φ et k (F3P ) = kL+ φ

Les signaux produits en P par R1, R2 et R3 s’écrivent ainsi :






s1 = s0 e
j(kL−ωt)

s2 = s0 e
j(kL−ωt) × e2jφ

s3 = s03 e
j(kL−ωt) × ejφ

(54)

(a) Si F3 est identique à F1 et F2, l’amplitude s03 s’identifie à s0, auquel cas les
expressions (54) deviennent :

s1 = s0 e
j(kL−ωt) s2 = s1 e

2jφ s3 = s1 e
jφ

et le signal résultant en M a pour image complexe :

s = s1 + s2 + s3 = s1
(
1 + e2jφ + ejφ

)

avec :

1 + e2jφ + ejφ = ejφ
(
e−jφ + ejφ + 1

)

= ejφ (2 cosφ+ 1)

⇒ s = s1 e
jφ (1 + 2 cosφ)
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L’intensité associée à cette onde prend, de fait, la valeur :

I = K ss∗ = K |s1|2 × (1 + 2 cosφ)2 avec s1 = s0 e
j(kL−ωt)

= K s20 × (1 + 2 cosφ)
2

Rappelons, en outre, que l’identité (50) a fourni : s0 =

√
I0√
K

et que φ est défini

par l’identité (53) : φ =
2πax

λf ′
, d’où découle l’expression de I(x) :

I(x) = I0 ×
[

1 + 2 cos

(
2πax

λf ′

)]2

(b) Si F3 présente une largeur double de celle de F1 et F2, l’amplitude s03 du signal
correspondant sur M vaut le double de celle de F1 et F2, soit : s03 = 2 s0.
Ainsi, les relations (54) deviennent :







s1 = s0 e
j(kL−ωt)

s2 = s0 e
j(kL−ωt) × e2jφ

s3 = 2s0 e
j(kL−ωt) × ejφ

⇒







s1 = s0 e
j(kL−ωt)

s2 = s1 e
2jφ

s3 = 2s1 e
jφ

En M , le signal résultant peut donc s’écrire :

s = s1 + s2 + s3 = s1
(
1 + e2jφ + 2 ejφ

)

avec :

2 ejφ + e2jφ + 1 = 2 ejφ
(

1 +
ejφ + e−jφ

2

)

= 2 ejφ (1 + cosφ)

⇒ s = 2s1 e
jφ (1 + cosφ) avec |s1| = s0 =

√
I0√
K

Par suite, l’intensité lumineuse parvenant en P adopte la forme :

I = K ss∗ = 4K |s1|2 (1 + cosφ)
2
= 4I0 (1 + cosφ)

2

avec :

φ =
2πax

λf ′
⇒ I = 4I0

[

1 + cos

(
2πax

λf ′

)]2

• 106 Concours Commun Polytechnique

Soient :

• A1 et A2 les points d’entrée, dans la cuve, des rayons lumineux R1 et R2 qui
traversent F1 et F2 respectivement :

• B1 et B2 les points de sortie, de la cuve, des rayons respectifs R1 et R2 ;

• C1 et C2 les points d’incidence respectifs de R1 et R2 sur la lentille L, de distance
focale image f ′ ;

• C le centre optique de L ;

• un point M de l’écran E, tel que OM = x, où interfèrent R1 et R2 ;
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• n1 et n2 les indices de réfraction rencontrés par R1 et R2 dans l’eau en mouvement.

F2

F1

O

f'

EL1

x
M

θ

θ
S a

B'2

v0

L

R1

R2

(Σ)

RC

L

R2

R1

C1

B2
C2

B1A1

A2
v0

À la sortie de L, R1 et R2 convergent vers le point M du plan focal image de L où est
situé l’écran E. C’est pourquoi R1 et R2 sont des rayons parallèles issus de F1 et F2.
On appelleB′

2 un point de R2 tel que (F1B
′
2) ⊥ R2. En outre, s’il existait un troisième

rayon (R) parallèle à R1 et R2 entre les fentes et L, ce rayon convergerait également
en M en vertu du stigmatisme de L. De plus, si ce rayons passait par C, il ne serait pas
dévié par L, de sorte qu’à la sortie de L, l’angle θ de R avec CO est le même que celui
avant L, c’est-à-dire des rayons R1 et R2 entre les fentes et L :

tan θ ≃ θ =
OM

CO
=

x

f ′

si θ est suffisamment petit pour que soient justifiées les approximations :
tan θ ≃ θ ≃ sin θ. Quant au triangle (F1F2B

′), il fournit :

sin θ =
F2B

′
2

F1F2
=
F2B

′
2

a
⇒ F2B

′
2 = a× θ =

ax

f ′
(55)

L’intensité lumineuse parvenant au point M vérifie la loi :

I = I0 cos2
(
k0δ

2

)

où k0 =
2π

λ
est la norme du vecteur d’onde dans le vide et δ représente la différence

des chemins optiques entre les rayons R1 et R2 qui, partant d’une même source S,
interfèrent en M :

δ = (SF2M)− (SF1M)

avec

{
(SF1M) = (SA1) + (A1B1) + (B1F1) + (F1M)
(SF2M) = (SA2) + (A2B2) + (B2F2) + (F2B

′
2) + (B′

2M)

D’une part les chemins optiques de R1 et R2, issus d’une même source S, demeurent
identiques à la traversée de la première lentille, carA1 etA2 appartiennent à une même
surface d’onde (perpendiculaire à R1 et R2, eux mêmes parallèles à SO) :

(SA1) = (SA2)

et, d’autre part, (F1B
′
2) est perpendiculaire à R1 et R2, ce qui a pour conséquence :

(F1M) = (B′
2M)

Pour ces raisons :

δ = (SF2M)− (SF1M) = (A2B2) + (F2B
′
2)− (A1B1)
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car (B1F1) = (B2F2). En outre, compte tenu des indices de réfraction n1, n2 et
nair = 1 des milieux traversés par R1 et R2, les chemins optiques valent :

(A2B2) = n2L (A1B1) = n1L (F2B
′
2) = F2B

′
2

d’où découle l’expression de δ :

δ = (n2 − n1)L+ F2B
′
2 (56)

Évaluons alors les termes n1 et n2 :

• Calcul de n1
Dans la cuve, le rayon lumineux R1 se déplace à contre courant, avec une vitesse
~v1 :

v0

vr1

v1

En admettant la loi de composition2 des vitesses, on impose :

~v1 = ~v0 + ~vr1

où ~vr1 désigne la vitesse de propagation (de la gauche vers la droite) du rayonne-
ment dans l’eau d’indice n0 = 1,33 :

vr1 =
c

n0
⇒ v1 =

c

n0
− v0 =

c− n0v0
n0

Par suite, l’indice n1 est défini par :

n1 =
c

v1
=

cn0
c− n0v0

si c représente la célérité de la lumière dans le vide.

• Calcul de n2

v0 vr2

v2

Le rayon R2 se propage dans la même direction que le courant avec une vitesse ~v2,
auquel cas la loi (classique) de composition des vitesses conduit à :

~v2 = ~vr2 + ~v0 ⇒ v2 = vr2 + v0 =
c

n0
+ v0

⇒ v2 =
c+ n0v0
n0

⇒ n2 =
c

v2
=

cn0
c+ n0v0

2L’étude menée ici se place dans le simple cadre de la mécanique classique et c’est pourquoi la loi
relativiste de composition des vitesses est délibérément ignorée.
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La différence ∆n = n2 − n1 vaut ainsi :

∆n = cn0

(
1

c+ n0v0
− 1

c− n0v0

)

= cn0 ×
−2n0v0

(c+ n0v0) (c− n0v0)

expression que l’on peut simplifier en supposant que l’eau se déplace beaucoup moins
vite que la lumière :

n0v0 ≪ c⇒ ∆n ≃ −2n20v0
c

de sorte que l’identité (56) devient :

δ = ∆n× L+ F2B
′
2 = F2B

′
2 −

2n20v0L

c

Enfin, la relation (55) fournit :

F2B
′
2 =

ax

f ′
⇒ δ =

ax

f ′
− 2n20v0L

c

Finalement, l’intensité lumineuse arrivant sur I adopte la forme :

I = I0 cos2
(
k0δ

2

)

(57)

= I0 cos2
[
k0
2

(
ax

f ′
− 2n20v0L

c

)]

(58)

= I0 cos2
[
k0a

2f ′

(

x− 2f ′n20v0L

ac

)]

(59)

Si v0 = 0, la relation précédente devient :

I = I0 cos2
(
k0a

2f ′
x

)

(60)

ce qui justifie la présence de franges claires, sur E, correspondant à des maxima de I :

I = I0 ⇒ k0a

2f ′
xp = p π avec p ∈ Z

⇒ xp = p π × 2f ′

k0a
= p π × 2f ′

a
× λ0

2π

⇒ xp = p× λ0f
′

a

D’une part ce résultat confirme les propos de l’énoncé : l’ordre d’interférence (p) est
nul en O (c’est-à-dire en xp = 0), où se trouve par conséquence une frange brillante et
d’autre part l’interfrange i séparant deux franges brillantes consécutives vaut :

i = xp+1 − xp ⇒ i =
λ0f

′

a
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x

O

(E)

i

En revanche, lorsque v0 6= 0, l’intensité I est décrite par la loi (59) :

I = I0 cos2
[
k0a

2f ′

(

x− 2f ′n20v0L

ac

)]

soit aussi :

I = I0 cos2
(
k0a

2f ′
X

)

avec X = x− 2f ′n20v0L

ac

par analogie avec le résultat (60) :

I = I0 cos2
(
k0a

2f ′
x

)

on déduit que les franges brillantes sont celles dont les valeurs Xp de X donnent à I sa
valeur maximale I0 :

k0a

2f ′
Xp = p π ⇒ Xp = p π × 2f ′

a
× λ0

2π
= p× λ0f

′

a
avec p ∈ Z

⇒ xp −
2f ′n20v0L

ac
= p× λ0f

′

a

⇒ xp =
2f ′n20v0L

ac
+ p× λ0f

′

a
avec p ∈ Z

D’une part ce résultat révèle une translation, vers le haut, de la figure d’interférence,
d’une valeur :

∆ =
2f ′n20v0L

ac

et d’autre part que l’interfrange :

i = xp+1 − xp =
λ0f

′

a

n’est pas modifié par la valeur de v0.
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x

O

(E)

i
∆

Tant que ∆ 6= i, c’est-à-dire :

2f ′n20v0L

ac
6= λ0f

′

a
⇒ v0 6= λ0c

2n20L

la mise en mouvement de l’eau pourra être directement observée car il y aura transla-
tion, sans superposition, des franges d’interférences. Ainsi, la mesure de ∆ permettra

une mesure directe de
v0
c

=
a∆

2f ′n20L
.

• 107 Concours TA

1. Considérons deux rayons, R1 et R2, issus de E et arrivant en M après avoir tra-
versé S1 et S2 respectivement :

DS

O
a/2

x

(Ec)(Π)

S2

E

S1

a/2

D

M

R2

R1

Issus d’une même source E, ces deux rayons présentent la cohérence requise pour
interférer en M , qui reçoit l’intensité :

I = I0 cos2
(
kδ

2

)

où k =
2π

λ
et où δ désigne la différence des chemins optiques entre R1 et R2 :

δ = (ES2M)− (ES1M) (61)

⇒ δ = (ES2) + (S2M)− (ES1)− (S1M) (62)

⇒ δ = ES2 − ES1 + S2M − S1M (63)

La source E se trouvant sur la médiatrice de [S1S2], il reste simplement :

δ = S2M − S1M (64)
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avec :

S2M =

√

D2 +
(

x+
a

2

)2

= D

[

1 +
1

D2

(

x+
a

2

)2
]1/2

≃ D

[

1 +
1

2D2

(

x+
a

2

)2
]

si x+
a

2
≪ D

= D +
1

2D

(

x+
a

2

)2

et :

S1M =

√

D2 +
(

x− a

2

)2

= D

[

1 +
1

D2

(

x− a

2

)2
]1/2

≃ D

[

1 +
1

2D2

(

x− a

2

)2
]

= D +
1

2D

(

x− a

2

)2

Par suite, l’identité (64) devient :

δ = S2M − S1M =
1

2D

[(

x+
a

2

)2

−
(

x− a

2

)2
]

(65)

=
1

2D

(

x+
a

2
+ x− a

2

) (

x+
a

2
− x+

a

2

)

(66)

=
1

2D
× 2x× a =

ax

D
(67)

De fait, l’intensité I au point M adopte la forme suivante :

I(M) = I0 cos2
(
kax

2D

)

= I0 cos2
( πa

λD
x
)

2. (a) On appelle y =
e

2
la distance algébrique qui sépare E1 de la médiatrice de

[S1S2] :

DS

O
a/2

x

(Ec)(Π)

S2

y

S1

a/2

D

M

R2

R1

E1

Les distances séparant E1 de S1 et S2 valent alors :

E1S2 =

√

D2
S +

(a

2
+ y
)2

= DS

[

1 +
1

D2
S

(a

2
+ y
)2
]1/2

≃ DS

[

1 +
1

2D2
S

(a

2
+ y
)2
]

car DS ≫ a

2
+ y

= DS +
1

2DS

(a

2
+ y
)2
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et :

E1S1 =

√

D2
S +

(a

2
− y
)2

= DS

[

1 +
1

D2
S

(a

2
− y
)2
]1/2

≃ DS

[

1 +
1

2D2
S

(a

2
− y
)2
]

= DS +
1

2DS

(a

2
− y
)2

Les rayons R1 et R2 issus deE et passant par S1 et S2, avant de converger vers
M , présentent alors une différence de chemin optique δ1 donné par le résultat
(63) :

δ1 = [E1S2 − E1S1] + [S2M − S1M ]

avec :

E1S2 − E1S1 =
1

2DS

[(a

2
+ y
)2

−
(a

2
− y
)2
]

=
1

2DS

(a

2
+ y +

a

2
− y
)

︸ ︷︷ ︸

a

×
(a

2
+ y − a

2
+ y
)

︸ ︷︷ ︸

2y

=
a

DS
y

et où S2M − S1M est fourni par le résultat (67) : S2M − S1M =
ax

D
. Par

conséquent, avec y =
e

2
, la différence de chemin optique δ1 vaut :

δ1 =
a

DS
y +

ax

D
=

ae

2DS
+
ax

D

ce qui signifie que le point M reçoit, de E1, une intensité lumineuse :

I1 = I0 [1 + cos(kδ1)] = I0

[

1 + cos

(
kae

2DS
+
kax

D

)]

De même, la source E2, de cote y = −e
2

émet des rayons lumineux qui passent

par S1 et S2 et dont la différence de chemin optique en arrivant en M vaut :

δ2 = E2S2 − E2S1 + S2M − S1M

= − a

DS
y +

ax

D
=
ax

D
− ae

2DS

Pour la longueur d’onde considérée, la magnitude de E2 s’identifiant à celle de
E1, l’intensité lumineuse que E2 fait parvenir en M vaut :

I2 = I0 [1 + cos(kδ2)] = I0

[

1 + cos

(
kax

D
− kae

2DS

)]

Enfin, les sources E1 et E2 étant incohérentes, leurs intensités s’additionnent
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simplement en M , d’où l’intensité résultante :

I(M) = I1 + I2

= I0

[

2 + cos

(
kax

D
+
kae

2DS

)

+ cos

(
kax

D
− kae

2DS

)]

En utilisant l’identité : cos p+ cos q = 2 cos

(
p− q

2

)

cos

(
p+ q

2

)

, avec :







p =
kax

D
+
kae

2DS

q =
kax

D
− kae

2DS

⇒







p− q

2
=

kae

2DS

p+ q

2
=
kax

D

cette intensité s’écrit aussi :

I(M) = 2I0

[

1 + cos

(
kae

2DS

)

× cos

(
kax

D

)]

(b) L’intensité I(M) peut prendre les valeurs maximale Imax et minimale Imin sui-
vantes :

Imax = 2I0

[

1 + cos

(
kae

2DS

)]

et Imin = 2I0

[

1− cos

(
kae

2DS

)]

à partir desquelles est définie la visibilité :

V(a) = Imax − Imin

Imax + Imin
⇒ V(a) = cos

(
kae

2DS

)

avec k =
2π

λ

⇒ V(a) = cos

(
πae

λDS

)

La fonction V(a) prend ainsi les valeurs extrêmes +1 et −1 :

V(a) = 1 pour
πae

λDS
= q × 2π, (q ∈ Z) ⇒ a = 2q × λDS

e

et :

V(a) = −1 pour
πae

λDS
= (2q + 1)× π, (q ∈ Z)

⇒ a = (2q + 1)× λDS

e

La représentation graphique de V(a) présente donc l’allure suivante :

λDs

2e
0 a

V(a)

2λDs

e

-1

1
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(c) À la première annulation de la visibilité, V(a) est nul et l’écran est uniformé-
ment éclairé car I = 2I0∀x. Cette première annulation est obtenue pour une
valeur de a telle que :

a1 =
λDS

2e
⇒ a1 =

λ

2β
avec β =

e

DS
⇒ β =

λ

2a1

Remarque – Dans la pratique, il est malaisé de déterminer le maximum
de la visibilité tandis que son annulation se traduit par la disparition com-
plète des franges d’interférence. Or, cette disparition se produit lorsque

cos

(
πae

λDS

)

= 0, c’est-à-dire :

πae

λDS
= (2q + 1)

π

2
⇒ aq =

2q + 1

2
× λDS

e
=

2q + 1

2
× λ

β

Aussi, deux valeurs successives de a permettant l’annulation de V seront faci-
lement repérables et correspondront à une variation de a telle que :

∆a = aq+1 − aq =
λ

β
⇒ β =

λ

∆a

• 108 Lycée Lakanal, Sceaux

1. (a) Soit γ1 l’angle que fait (SO) avec le miroir M1 et soit γ2 celui que fait (SO)
avec M2. Les images S1 et S2 de S par M1 et M2 respectivement sont symé-
triques de S par rapport à M1 et M2 :

M1

S

M2S1

α O

S2

γ2

γ2

γ1
γ1

β

L

Compte tenu de cette symétrie, les angles que font les droites (OS1) et (OS2)
par rapport à M1 et M2 valent respectivement γ1 et γ2. En outre, le schéma
précédent révèle que :

γ1 + γ1 + β = γ2 + γ2 ⇒ 2γ1 + β = 2γ2

De plus :

γ2 = γ1 + α ⇒ 2γ2 = 2γ1 + 2α (68)

⇒ 2γ1 + β = 2γ1 + 2α⇒ β = 2α (69)

Étant donné que S1 est symétrique de S par rapport à M1, qui contient le point
O, le miroir M1 est médiateur du segment [SS1] et, puisque O appartient à
ce plan médiateur, il s’ensuit que : OS1 = OS = L. Un même raisonnement
amène à poser : OS2 = OS = L, de sorte que le triangle (OS1S2) est isocèle :
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S1
θ

O

S2

S'

L
β

L
θ

Par conséquent, la bissectrice (OS′) de l’angle β est aussi médiatrice de [S1S2],
ce qui signifie que (S′O) est perpendiculaire à [S1S2], en raison de quoi les
définitions trigonométriques s’appliquent aisément dans le triangle rectangle
(OS′S1) :

sin θ =
S1S

′

L
avec θ =

β

2

et :

β = 2α⇒ θ =
β

2
= α⇒ S1S

′ = L sinα ≃ L× α (70)

Il s’ensuit que :

S1S2
︸ ︷︷ ︸

a

= 2S1S
′ ⇒ a = 2αL (71)

(b) Le dispositif interférentiel est donc équivalent à un écran E éclairé par deux
sources S1 et S2 cohérentes :

S1

O

S2

S'

d

D

Ω

E

a

M

x

Dans le triangle (OS1S
′), tan θ est défini par :

tan θ =
S1S

′

OS′
⇒ OS′ =

S1S
′

tan θ
≃ S1S

′

θ

où les résultats (70) conduisent à :
{
θ = α
S1S

′ = Lα
⇒ OS′ =

αL

α
⇒ OS′ = L

Par suite, la distance séparant (S1S2) de E vaut :

d = OS′ +D = L+D

Lorsque S1 et S2 émettent des rayonnements monochromatiques de longueur

d’onde λ (avec k =
2π

λ
), l’intensité lumineuse reçue par M s’écrit classique-

ment :

I = I0 cos2
(
kδ

2

)

avec δ = (S2M)− (S1M)
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Quant aux chemins optiques (S2M) et (S1M), il s’obtiennent par application
du théorème de Pythagore :

(S2M) = S2M =

√

d2 +
(

x+
a

2

)2

= d

[

1 +
1

d2

(

x+
a

2

)2
]1/2

≃ d

[

1 +
1

2d2

(

x+
a

2

)2
]

pour x+
a

2
≪ d

= d+
1

2d

(

x+
a

2

)2

et :

(S1M) = S1M =

√

d2 +
(

x− a

2

)2

= d

[

1 +
1

d2

(

x− a

2

)2
]1/2

≃ d

[

1 +
1

2d2

(

x− a

2

)2
]

pour x− a

2
≪ d

= d+
1

2d

(

x− a

2

)2

Ainsi :

δ = (S2M)− (S1M) =
1

2d

[(

x+
a

2

)2

−
(

x− a

2

)2
]

=
1

2d

(

x+
a

2
− x+

a

2

)

︸ ︷︷ ︸

a

(

x+
a

2
+ x− a

2

)

︸ ︷︷ ︸

2x

=
ax

d

avec :
{
a = 2αL
d = L+D

⇒ δ =
2αLx

L+D
⇒ I = I0 cos2

(
π

λ
× 2αLx

L+D

)

Deux franges sombres apparaîtront en E à des valeurs de x annulant I , c’est-à-
dire telles que :

π

λ
× 2αLx

L+D
= (2p+ 1)

π

2
avec p ∈ Z (72)

⇒ xp = (2p+ 1)× λ (L+D)

4αL
(73)

L’interfrange est définie comme la distance i séparant deux franges sombres
(ou claires) consécutives, c’est-à-dire :

i = xp+1 − xp ⇒ i =
λ (L+D)

2αL
(74)

(c) Le champ d’interférence contient les points de l’espace où se superposent les
faisceaux issus de S1 et S2 :
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M1

S

M2S1 α

O

S2

α

E

D

c

S'

Ω

Sur l’écran E, le champ d’interférences présente une largeur c telle que :

tanα =
c

2D
≃ α⇒ c = 2αD

Soit η le nombre tel :

c = η × i⇒ η =
c

i
= 2αD × 2αL

λ (L+D)
⇒ η =

4DLα2

λ (L+D)

de sorte que le nombre N de franges brillantes (le point Ω appartient à l’une
d’elles) vaut :

N = E(η) + 1 ⇒ N = E

[
4DLα2

λ (L+D)

]

+ 1 (75)

où E(x) désigne la partie entière de x.

(d) Application numérique : en prenant α = 6.10−3 rad, D = 2,5 m, L = 0,5 m et
λ = 0,6.10−6 m, les grandeurs a, i et N se calculent à partir des résultats (71),
(74) et (75) :

a = 2αL = 2× 6.10−3 × 0,5 ⇒ a = 6.10−3 m = 6 mm

i =
λ (L+D)

2αL
=

0,6.10−6 × (0,5 + 2,5)

6.10−3
⇒ i = 3.10−4 m = 0,3 mm

N = E

[
4DLα2

λ (L+D)

]

+ 1

= E

[
4× 2,5× 0,5× (6.10−3)2

0,6.10−6 × (0,5 + 2,5)

]

+ 1

⇒ N = 101 franges claires

2. Conformément au résultat (73), à une distance x = 2,5.10−3 m de Ω se trouvent
les franges sombres correspondant aux longueurs d’onde λ vérifiant :

x = (2p+ 1)× λ (L+D)

4αL
avec p ∈ Z (76)
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Or, λ est compris entre λ1 = 0,4 µm et λ2 = 0,8 µm, auxquelles correspondent
les valeurs p1 et p2 telles que :

2p1 + 1 =
4αLx

λ1 (L+D)
⇒ p1 =

1

2

[
4αLx

λ1 (L+D)
− 1

]

et :

p2 =
1

2

[
4αLx

λ2 (L+D)
− 1

]

Application numérique :

p1 =
1

2

[
4× 6.10−3 × 0,5× 2,5.10−3

0,4.10−6 × (0,5 + 2,5)
− 1

]

⇒ p1 = 12

et :

p2 =
1

2

[
4× 6.10−3 × 0,5× 2,5.10−3

0,8.10−6 × (0,5 + 2,5)
− 1

]

⇒ p2 = 5,75

Aussi, la condition : λ2 > λ > λ1 impose à p de prendre des valeurs entières
comprises entre p1 et p2, c’est-à-dire : p ∈ {6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Remarque – Les valeurs obtenues pour p1 et p2 appellent quelques commen-
taires :

• puisque p1 = 12 est un nombre entier, en x = 2,5 mm une cannelure corres-
pond à la longueur d’onde λ1, qui présente une frange sombre ;

• p2 = 5,75 n’étant pas entier, le rayonnement correspondant à la longueur
d’onde λ2 n’est pas à l’origine d’une cannelure dans le spectre.

Finalement, de la loi (76) :

x = (2p+ 1)× λ (L+D)

4αL
⇒ λ =

4αLx

L+D
× 1

2p+ 1

⇒ λ =
10

2p+ 1
(en µm).

ressortent les différentes longueurs d’onde associées à p ∈ Z, responsables d’une
cannelure dans le spectre :

p 6 7 8 9 10 11 12
λ (en µm) 0,769 0,667 0,588 0,526 0,476 0,435 0,400

• 109 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. La différence de chemin optique δ = (S2M) − (S1M) s’écrit aussi, dans
l’air : δ = S2M − S1M . En outre, l’éclairement parvenant au point M :
E = E0 cos2(pπ) est maximum lorsque p ∈ Z.
Enfin, la définition de p conduit à :

p =
δ

λ0
⇒ S2M − S1M = pλ0 où p ∈ Z

Les points M d’une frange claire (pour lesquels E est maximum) ayant le même
ordre d’interférence p sont donc caractérisés par :

S2M − S1M = α = cte (α = pλ0) (77)
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2. (a) Soient S1 et S2 les points d’un axe (Ωx) tels que S1S2 = a et soit M un point
de l’espace euclidien tel que :

S1M = r et
(−−→
ΩS1,

−−−→
S1M

)

= θ

x

r

z θΩ

My

S1S2

a

Cherchons l’ensemble des pointsM solutions de l’équation (77), en distinguant
deux cas :

• Si α = 0, cette équation devient :

S2M − S1M = α = 0 ⇒ S2M = S1M

ce qui montre que les points M appartiennent à la médiatrice (Ωy) du
segment [S1S2] :

M ∈ (Ωy) pour α = 0

• Si α 6= 0, évaluons les vecteurs :
{ −−−→

S2M −−−−→
S1M =

−−−→
S2S1−−−→

S2M +
−−−→
S1M =

−−→
S2Ω+

−−→
ΩM +

−−→
S1Ω+

−−→
ΩM = 2

−−→
ΩM

Il s’ensuit que :

(S2M)2 − (S1M)2 =
(−−−→
S2M −−−−→

S1M
)

·
(−−−→
S2M +

−−−→
S1M

)

=
−−−→
S2S1 · 2

−−→
ΩM = 2

−−−→
S2S1 ·

(−−→
ΩS1 +

−−−→
S1M

)

= 2
(−−−→
S2S1 ·

−−→
ΩS1 +

−−−→
S2S1 ·

−−−→
S1M

)

= 2×
(

a× a

2
+ a× r × cos θ

)

soit encore :

(S2M)2 − (S1M)2 = a2 + 2ar cos θ (78)

Quant à l’équation (77), elle fournit :

S2M − S1M = α ⇒ S2M = α+ S1M

⇒ (S2M)2 = α2 + 2αS1M + (S1M)2

⇒ (S2M)2 − (S1M)2 = α2 + 2αr car S1M = r
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De l’identification avec l’équation (78), il ressort que :

α2 + 2αr = a2 + 2ar cos θ ⇒ r (2α− 2a cos θ) = a2 − α2

⇒ r =
a2 − α2

2α− 2a cos θ

⇒ r =

a2 − α2

2α

1− a

α
cos θ

ce qui suffit à montrer que, pour α 6= 0, les points M sont solutions de
l’équation (77) définissent une conique d’équation polaire :

r =
κ

1− e cos θ

où le paramètre κ et l’excentricité e sont directement calculables à partir
de α = pλ0 :

κ =
a2 − α2

2α
=
a2 − p2λ20

2pλ0
et e =

a

α
=

a

pλ0

(b) L’hypothèse selon laquelle a≫ λ0 permet de poser, d’une part :

κ =
a2 − p2λ20

2pλ0
≃ a2

2pλ0

et d’autre part :

|e| =
∣
∣
∣
∣

a

pλ0

∣
∣
∣
∣
> 1

Par conséquent, la conique est une hyperbole. Intéressons-nous, dans un pre-
mier temps, aux valeurs de p positives, avec :

r =
a2 − p2 λ20

2pλ0 − 2a cos θ

L’asymptote d’une telle courbe polaire est caractérisée par l’angle θ∞ qui fait
tendre r vers l’infini, c’est-à-dire tel que :

2pλ0 − 2a cos θ∞ = 0 ⇒ cos θ∞ =
pλ0
a

La condition λ0 ≪ a révèle que cos θ∞ est voisin de zéro et donc que :

θ∞ ≃ π

2

D’autre part, cos θ∞ =
pλ0
a

est une fonction croissante de p, ce qui signifie que

θ∞ décroît avec p (l’asymptote se rapproche de l’axe (Ωx) lorsque p augmente).
De plus, r devient minimum lorsque son dénominateur est maximum, c’est-à-
dire lorsque cos θ = −1 (ce qui signifie également que les points Mp corres-
pondants se trouvent à gauche de S1 car θ = π). La valeur minimale de rp vaut
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alors :

rp =
a2 − p2λ20
2pλ0 + 2a

D’une part :

pλ0 ≪ a⇒ rp ≃
a2

2a
=
a

2

révèle que les points Mp sont proches de l’axe (Ωy) et d’autre part la fonc-
tion rp décroît lorsque p augmente, ce qui signifie aussi que les points Mp se
rapprochent de S1 lorsque p augmente.

Cette étude permet de tracer des franges brillantes pour quelques valeurs de
l’ordre d’interférence p :

p=3

S1

p=2p=1 p=4

θΩ

r

S2

y

x

M1
M2
M3
M4

Lorsque p prend des valeurs négatives, S2M − S1M = pλ0 s’écrit aussi :

S1M − S2M = |p|λ0

ce qui signifie que les rôles de S1 et de S2 sont permutés de sorte que les franges
claires correspondant à p < 0 sont symétriques des précédentes par rapport à
(Ωy). Enfin, rappelons que l’axe (Ωy) est une fange claire associée à p = 0 :

p=3

S1

p=2p=1 p=4

θ

Ω

r

S2

y

x

p=-3 p=-2 p=-1p=-4

z

Compte tenu de la symétrie imposée par S1 et S2, les courbes précédentes ne
sont par modifiées lors d’une rotation des axes (Ωy) et (Ωz) autour de (Ωx).
C’est pourquoi, dans l’espace, les franges claires sont des hyperboloïdes de
révolution autour de l’axe (Ωx) :
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zy

x

Ω

S1

S2

(c) L’intersection de ces surfaces avec un plan (Π) parallèle à (Ωxy) génère alors
des hyperboles :

z
y

x

Ω

S1

S2

y

x

(Π)

hyperboles

Notamment, pour les faibles valeurs de x et de y, ces hyperboles se confondent
avec des segments de droite sur le plan (Π) :

x

O

(Π)

y
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C’est pourquoi, sur l’écran, apparaissent des franges brillantes (et des franges
sombres) parallèles les unes aux autres.

• 110 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Un des rayons issu de L (noté R) arrive sur la séparatrice en un point C où il se
dédouble en :

• un rayon R1 réfléchi vers un point A du miroirM1 ; la réflexion en C provoque
un déphasage de π. Ce rayon arrive ainsi en A avec une phase :

φ1 = φC + π +
2π

λ0
CA

où φC désigne la phase de R en C et λ0 est la longueur d’onde du rayonnement
lumineux.

• un rayon R2 qui est directement transmis vers M2. Pour ce rayon tout se passe
comme s’il était réfléchi, sans déphasage, de C vers l’image M ′

2 de M2 avec
la séparatrice. Aussi, ce rayon arrive une première fois en A avec une phase

φ′2 = φC +
2π

λ0
CA, puis se réfléchit en un point B de M ′

2 et revient3 en A

avec une phase :

φ2 = φC +
2π

λ0
CA+

2π

λ0
× 2AB

M2

α

E

C

α

M'

M1

2

R2

R

R1

A

B

O

R2

x

Ce faisant, R1 et R2 se retrouvent en C avec les phases respectives :

φ1C = φC + π + 2× 2π

λ0
CA et φ2C = φC + 2× 2π

λ0
CA+

2π

λ0
× 2AB

c’est-à-dire, avec un déphasage :

∆φ = φ2C − φ1C =
2π

λ0
× 2AB − π

Ce déphasage provoque, en C, des interférences ainsi localisées sur la séparatrice.
Pour observer la figure d’interférence, il suffit d’utiliser un écran E parallèle à M1

et situé de l’autre côté de la séparatrice.

3Le rayon R2 se réfléchit sur lui-même à condition que la valeur de α soit assez petite pour justifier cette
approximation.
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2. Soit x la valeur algébrique OA, telle que :

tanα ≃ α =
AB

OA
=
AB

x
⇒ AB = xα⇒ ∆φ =

2π

λ0
× 2αx− π

Aussi, l’éclairement varie en E selon la loi :

E = E0 [1 + cos(∆φ)]

Des franges sombres apparaissent alors aux abcsisses xn telles que :

∆φ = (2n− 1)π (n ∈ Z)

soit encore :
2π

λ0
× 2αxn − π = 2nπ − π ⇒ xn = n× λ0

2α

L’interfrange i vaut par conséquent :

i = xn+1 − xn =
λ0
2α

• 111 Lycée Louis-le-Grand, Paris

1. Les rayons, notés R1 et R2, qui se réfléchissent respectivement sur M1 et M2, ont
pour chemins optiques :

(AB1D) = (AB1) + (B1A) + (AD) = 2AB1 + (AD)

et :

(AB2D) = 2 [(AP ) + (PQ) + (QB2)] + (AD)

= 2 [AP +QB2] + 2ne+ (AD) car (PQ) = ne

en notant P et Q les points d’intersection de AB2 avec la cuve. En outre :

AB2 = AP + e+QB2 ⇒ AP +QB2 = AB2 − e

⇒ (AB2D) = 2AB2 + 2(n− 1) e+ (AD)

La différence de ces chemins optiques vaut alors :

δ = (AB2D)− (AB1D) = 2 (AB2 −AB1) + 2(n− 1) e

Or, lorsque le vide est fait dans la cuve (n = 1), l’énoncé précise que δ = 0, c’est-
à-dire :

0 = 2 (AB2 −AB1) ⇒ δ = 2(n− 1) e

Ce faisant, l’ordre d’interférence en D est défini par :

p =
δ

λ0
=

2(n− 1) e

λ0

2. Lorsque P = 0, le maximum d’intensité apparaît en D, lié à l’ordre d’interférence
p = 0. Le maximum d’intensité suivant correspond donc à l’ordre d’interférence
p = 1, de même que le N ème maximum d’intensité est associé à l’ordre d’interfé-
rence p = N , c’est-à-dire :
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N =
2(n− 1) e

λ0

3. La loi de Gladstone :
n− 1

ρ
= C ⇒ n− 1 = ρC

permet d’exprimer le résultat précédent sous une autre forme :

N =
2ρCe

λ0

4. Cette identité montre que :

N0 =
2ρ0Ce

λ0
⇒ ρ0

ρ
=
N0

N
⇒ y =

P

P0
× ρ0

ρ
=

P

P0
× N0

N

5. En choisissant P0 = 105 Pa et N0 = 100, les valeurs prises par y se déduisent du
résultat précédent :

P (105 Pa) N y
1,00 100 1,00
2,93 300 0,98
4,76 500 0,95
6,48 700 0,93
8,15 900 0,91

6. Le graphe de y = f(P ) :

y

0,90

0,94

0,98

1

0,92

1,00

0,96

32 4 5 76 8 9
P (105 Pa)

0

B

A

révèle l’existence de deux coefficients numériques a et b tels que : y = a− bP .
En admettant que les points A et B appartiennent à cette droite, leurs coordonnées
doivent vérifier :

{
yA = a− bPA
yB = a− bPB

⇒ yA − yB = b (PB − PA) ⇒ b =
yA − yB
PB − PA

⇒ b =
1,00− 0,91

8,15.105 − 105
⇒ b = 1,26.10−7 Pa−1

d’où l’on tire :

a = yA + bPA = 1 + 1,26.10−7 × 105 ⇒ a = 1,013
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7. Considérons une masse m de gaz, de masse molaire M et qui occupe un volume
V . Sa masse volumique est définie par :

ρ =
m

V
=
n

V
×M ⇒ n

V
=

ρ

M

si n désigne le nombre de moles de gaz contenues dans le volume V .
Si, de surcroît, ce gaz est parfait, ses paramètres d’état sont soumis à l’équation :

PV = nRT ⇒ P =
n

V
RT = ρ× RT

M
⇒ ρ =

PM

RT
⇒ y =

ρ0RT

MP0

Aussi, l’isotherme y = f(P ) devrait être horizontale (M , R et T demeurant inva-
riables). La courbe précédente (y = f(P ) décroissante) ne peut donc pas corres-
pondre à celle d’un gaz parfait.

8. La définition de la masse volumique du gaz : ρ =
m

V
⇒ V =

m

ρ
, associée à celle

du coefficient de compressibilité isotherme permet d’obtenir :

χT = − 1

V

(
∂V

∂P

)

T

= − ρ

m

∂

∂P

(
m

ρ

)

T

= − ρ

m
×
[

−m

ρ2

(
∂ρ

∂P

)

T

]

⇒ χT =
1

ρ

(
∂ρ

∂P

)

T

=

(
∂ ln ρ

∂P

)

T

9. Étant donné que y = a− bP et compte tenu de l’expression de y :

y =
P

P0
× ρ0

ρ
= a− bP ⇒ ρ =

P

a− bP
× ρ0
P0

⇒ ln ρ = lnP − ln(a− bP ) + ln

(
ρ0
P0

)

⇒
(
∂ ln ρ

∂P

)

T

=
1

P
+

b

a− bP
=

a

P (a− bP )

c’est-à-dire :

χT =
a

Py

Appliqué au point B(P = 8,15.105 Pa ; y = 0,91), ce résultat fournit :

χT =
1,013

8,15.105 × 0,91
= 1,37.10−6 Pa−1

• 112 Banque de la filière PT

1. (a) Soit A le point d’incidence du rayon lumineux sur la séparatrice. Ce rayon se
dédouble en :

• un rayon R1, réfléchi vers M1 en B, où il est à nouveau réfléchi en direc-
tion d’un point M de l’écran ; ce rayon subit un déphasage de π lors de sa
réflexion en A ;



Optique ondulatoire 621

• un rayon R2, transmis par la séparatrice vers M2. Tout se passe comme si
R2 était réfléchi en A, sans déphasage, vers un point C de M ′

2, d’où il est
réfléchi en direction de M .

M1

O

M2

M'2

x

y

B

M

C

A

x

R1

e

R2

R2

On note O le projeté orthogonal du centre de la séparatrice sur l’écran et φX
la phase du rayonnement en un point X . Il est ainsi possible de calculer les
phases φ1 et φ2 des rayons R1 et R2 en M , lorsque ceux-ci arrivent en A avec
la même phase φA :

φ1 = φA + π +
2π

λ
(AB +BM) et φ2 = φA +

2π

λ
(AB + 2e+BM)

Le déphasage entre R1 et R2 en M vaut alors :

∆φ = φ2 − φ1 =
4π

λ
e− π

Soient s1 = s0 e
jφ1 e−jωt et s2 = s0 e

jφ2 e−jωt les amplitudes complexes des
signaux qui parviennent en M . Lorsqu’un seul des ces signaux arrive en M , il
y produit un éclairement ε0 proportionnel à si s

∗
i :

ε0 = K × si s
∗
i = Ks20

En revanche, lorsque ces deux signaux parviennent en M , leur résultante :

s = s1 + s2 = s0
(
ejφ1 + ejφ2

)
e−jωt

y produit l’éclairement :

ε = K × s s∗ = Ks20
(
ejφ1 + ejφ2

) (
e−jφ1 + e−jφ2

)

= Ks20
(
2 + ej∆φ + e−j∆φ

)

soit encore :

ε = 2ε0 [1 + cos(∆φ)] avec ∆φ =
4πe

λ
− π (79)

Par suite, si e est indépedant de x, ∆φ l’est également, de même que ε :

l’écran est uniformément éclairé.

(b) Compte tenu du résultat (79), lorsque e = 0, ∆φ = −π, de sorte que :

ε = 0 pour e = 0∀λ
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En outre, l’éclairement ε s’annule également pour d’autres valeurs en de e,
telles que :

∆φ = (2n− 1)π ⇒ 4πen
λ

− π = 2nπ − π ⇒ en =
nλ

2
(n ∈ Z)

0

4ε0

e

ε

e1e-1e-2 e2

La position correspondant à e = 0 provoque l’annulation de ε. Cependant cette
extinction est également obtenue pour d’autres valeurs de e. Aussi, l’annulation
de ε ne prouve pas que le contact optique soit atteint.

En revanche, l’utilisation de la lumière blanche provoque, sur l’écran, des
figures d’interférence indépendantes, correspondant à toutes les longueurs
d’onde de cette lumière :

0
e

ε

λ1

λ3 λ2

Quelle que soit la valeur non nulle de e, il existe au moins une longueur d’onde
telle que ε 6= 0. Au contraire, au contact optique (e = 0), ε = 0 pour toute va-

leur de λ (car ∆φ =
4πe

λ
− π = −π ∀λ). Aussi, la seule position permettant

l’extinction sur l’écran est celle qui correspond à e = 0.

2. On admet, désormais, que M ′
2 est incliné d’un angle α par rapport à M1 :

M1

O

M'2

α

B

M

C

x

e

x

Ω

Soit Ω le projeté orthogonal de O sur M1, tel que ΩB = x. Maintenant, la distance
algébrique e dépend de x :

tanα =
e

x
≃ α⇒ e ≃ αx
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Conformément au résultat (79), le point M reçoit l’éclairement :

ε = 2ε0 [1 + cos(∆φ)] avec ∆φ =
4πe

λ
− π =

4παx

λ
− π

qui s’annule pour les valeurs xn de x telles que :

∆φ = 2nπ − π ⇒ 4παxn
λ

− π = 2nπ − π ⇒ xn = n× λ

2α
(n ∈ Z)

C’est pourquoi des franges rectilignes sombres se forment sur l’écran, avec pour
interfrange :

i = xn+1 − xn =
λ

2α

3. (a) La sphère M ′ a pour centre le point C(0, e0 + R) en conséquence de quoi les
coordonnées x = r et y = e des points P de la trace circulaire de M ′ dans le
plan (Ox,Oy) vérifient :

x2+(y−e0−R)2 = R2 ⇒ r2+(e−e0−R)2 = R2 ⇒ e = e0+R±
√

R2 − r2

En outre, lorsque r = 0, la condition e = e0 impose : e = e0 +R−
√
R2 − r2.

Du reste, l’inégalité : r ≪ R suggère l’emploi d’un développement limité :

√

R2 − r2 = R

(

1− r2

R2

)1/2

≃ R

(

1− r2

2R2

)

car
r2

R2
≪ 1

= R− r2

2R

Finalement :

e = e0 +
r2

2R

(b) Les calculs des parties 1. et 2. ont montré que la différence de marche δ en un
point P situé à une distance r de l’axe y′y vaut :

δ = 2e = 2e0 +
r2

R

Ce faisant, le déphasage entre les rayons qui interfèrent s’écrit :

∆φ =
2π

λ
δ − π =

2π

λ

(

2e0 +
r2

R

)

− π

Ce déphasage demeure constant lorsque r est constant. C’est pourquoi les
franges d’interférence sont des cercles de rayon r.

(c) Pour un point situé sur un cercle de rayon r de la figure d’interférence, l’ordre
p est défini par :

∆φ = p× 2π ⇒ p× 2π = 2π

(
2e0
λ

+
r2

λR

)

− π

⇒ p =
2e0
λ

+
r2

λR
− 1

2

Au centre de la figure d’interférence, r = 0 affecte à p la valeur :
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p0 =
2e0
λ

− 1

2

De même, le premier anneau brillant, de rayonR1, a pour ordre d’interférence :

p1 =
2e0
λ

− 1

2
+
R2

1

λR

tandis qu’au kème anneau brillant, de rayon Rk, est associé un ordre pk qui
représente le kème nombre entier après p1 :

pk = p1 + (k − 1) avec pk =
2e0
λ

− 1

2
+
R2
k

λR
(80)

C’est pourquoi :

2e0
λ

− 1

2
+
R2
k

λR
=

2e0
λ

− 1

2
+
R2

1

λR
+ k − 1 ⇒ Rk =

√

R2
1 + λR (k − 1)

(d) Un anneau brillant, de rayon Rk, présente un ordre :

pk =
R2
k

λR
+

2e0
λ

− 1

2

qui adopte une valeur entière fixée. Par suite,
R2
k

λR
+

2e0
λ

− 1

2
doit demeurer

constant au cours du déplacement deM2 vers la séparatrice, c’est-à-dire lorsque

e0 décroît. Ceci n’est possible que si le rapport
R2
k

λR
croît. Deux cas se présentent

alors :

• un miroir convexe est caractérisé par R > 0. Donc Rk doit croître ;

• un miroir concave est caractérisé par R < 0. Aussi, Rk doit décroître.

En conclusion :

si le miroir est concave, les anneaux brillants s’approchent du centre de
la figure d’interférence, tandis qu’ils s’en éloignent lorsque le miroir est
convexe.

• 113 Concours Commun Polytechnique

1. (a) Le rayon S1C1 passe par le centre optique de la lentille L1, en conséquence de
quoi il n’est pas dévié. Quant aux autres rayons issus de S1, situé dans le plan
focal de L1, ils émergent de L1 parallèlement les uns aux autres, c’est-à-dire
parallèlement à S1C1 :

C1

F1

L1

S1
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(b) Soient :

• G l’image de F1 donnée par M2 et H celle de F1 donnée par LS ;

• K2 l’image de G donnée par LS
• S′

2 l’image de S1 par M2 ; le miroir M2 étant aplanétique, GS′
2 a la même

direction et la même taille que F1S1.

• S′′
2 l’image de S′

2 par LS ; pour les mêmes raisons, K2S
′′
2 = GS′

2 et
K2S

′′
2 ⊥ (O1z).

• S′
1 l’image de S1 par LS , telle que : HS′

1 = F1S1 ;

• S′′
1 l’image de S′

1 par M1 et K1 celle de H par M1.

S'

M2

1

P2
M1

H

P1

S"2

N

O2

S"

S'

1

2

I

L1

O1

i L2

z

M

i
C2

C1

JK1 K2

Ls

G

F1S1

F2

rayon (1)

rayon (2)

plan Π

P'2

Le rayon S1C1 rencontre LS en J où il se dédouble en :

• un rayon (1), réfléchi versM1 comme s’il était issu de S′
1, puis se dirigeant

vers L2 selon la direction de S′′
1P1 ;

• un rayon (2), transmis par LS jusqu’au point P2 de M2, d’où il est réfléchi
comme s’il provenait de S′

2. Ce rayon rencontre à nouveau LS en N et s’y
réfléchit selon la direction de S′′

2N .

Ces deux rayons arrivent sur L2 avec la même incidence i qu’aurait pu avoir un
rayon C2M en passant par C2. Par conséquent, ces deux rayons se rejoignent
dans le plan focal image de L2 au point M .

(c) Soient M ′
2 l’image de M2 par LS et P ′

2 l’image de P2 par LS . Considérons
le montage suivant, dans lequel M ′

2 est une lame semi-réfléchissante qui se
comporte comme si elle était éclairée directement par S′

1 :

i

M1

i

MO1

i

P1
rayon (2)

rayon (1)

M'2

S"2 O'2

P'2

S"1

M

S'1
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Le rayon qui arrive sur M ′
2, sous l’incidence i se dédouble en :

• un rayon (1) qui se réfléchit sur M1 en P1, comme s’il provenait de S′′
1 ;

son chemin optique vaut :

(S1M)1 = S′
1P1+(P1M) = S′′

1P1+(P1M) = −(S′′
1P1)+(P1M) (81)

car le rayon S′′
1P1 est virtuel.

• un rayon (2) qui se réfléchit sur M ′
2 en P ′

2, et dont le chemin optique vaut :

(S1M)2 = S′
1P

′
2+(P ′

2M) = S′′
2P

′
2+(P ′

2M) = −(S′′
2P

′
2)+(P ′

2M) (82)

Quant au montage d’origine, il confère aux rayons (1) et (2) les chemins op-
tiques respectifs :

(S1M)1 = S1J + JP1 + (P1M) = S′
1J + JP1
︸ ︷︷ ︸

S′
1P1=S′′

1 P1

+(P1M) car S1J = S′
1J

= S′′
1P1 + (P1N) = −(S′′

1P1) + (P1M) puisque S′′
1P1 est virtuel

et :

(S1M)2 = S1P2 + P2N + (NM) = S′
2P2 + P2N + (NM) car S1P2 = S′

2P2

= S′′
2P

′
2 + P ′

2N + (NM)
︸ ︷︷ ︸

(P ′
2M)

avec

{
S′
2P2 = S′′

2P
′
2

P2N = P ′
2N

= −(S′′
2P

′
2) + (P ′

2M)

La comparaison des expressions de (S1M)1 et (S2M)2 avec les résultats (81)
et (82) montre que les deux dispositifs sont équivalents au regard des chemins
optiques. Or, puisque M ′

2 est l’image de M2 par LS , il s’ensuit que la distance
IO2 vaut la distance IO′

2 (où O′
2 désigne l’image de O2 par L2), de sorte que

la distance séparant M1 de M ′
2 vaut :

e = IO1 − IO2 = IO′
1 − IO′

2

2. Les rayons incidents arrivent sur M1 et M ′
2 avec la même incidence i, en consé-

quence de quoi ils sont réfléchis dans la même direction. La lentille L2 reçoit ainsi
deux rayons parallèles, d’incidence i, qui convergent vers un pointM du plan focal
image de L2. Un rayon qui passerait par C2 avec la même incidence ne serait pas
dévié et rencontrerait également Π en M . C’est pourquoi :

tan i =
F2M

C2F2
=
F2M

f2
⇒ F2M = f2 tan i (83)

Ce faisant, les autres rayons issus de S1 convergent également en M , étant donné
qu’ils émergent de L1 parallèlement les uns aux autres (et arrivent donc sur M ′

2

sous la même incidence i).

3. Soit Q le projeté orthogonal de O′
2 sur le rayon (2) et H celui de P1 sur M ′

2 :
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i

M1

H
M

iP1

rayon (1)

M'2

O'2 M

i

Q
rayon (2)

e
S'1P'1

Le rayon incident se sépare en deux rayons qui parviennent en M . Or, puisque les
rayons (1) et (2) convergent en M , les chemins optiques (O′

2M) et (QM) sont
égaux. En outre, les chemins optiques des rayons (1) et (2) valent :

(S′
1M)1 = S′

1P1 + P1O
′
2 + (O′

2M) et (S′
1M)2 = S′

1P
′
1 + P ′

1Q+ (QM)

et leur différence s’écrit alors :

∆ = (S′
1M)1 − (S′

1M)2 = S′
1P1 − S′

1P
′
1 + P1O

′
2 − P ′

1Q

= P1P
′
1 + P1O

′
2 − P ′

1Q = 2P1P
′
1 − P ′

1Q car P1P
′
1 = P1O

′
2

Du reste :

cos i =
HP1

P1P ′
1

=
e

P1P ′
1

⇒ P1P
′
1 =

e

cos i

et :

sin i =
P ′
1Q

O′
2P

′
1

=
P ′
1Q

2HP ′
1

⇒ P ′
1Q = 2HP ′

1 sin i

avec :

tan i =
HP ′

1

HP1
=
HP ′

1

e
⇒ HP ′

1 = e tan i⇒ P ′
1Q = 2e

sin2 i

cos i

Par suite :

∆ =
2e

cos i
− 2e

sin2 i

cos i
= 2e× 1− sin2 i

cos i
= 2e× cos2 i

cos i

ce qui confirme que :

∆ = 2e cos i (84)

Les franges d’interférence correspondent à des points d’égale valeur de ∆, c’est-
à-dire d’égale valeur de i. C’est pourquoi la figure d’interférence est composée de
cercles brillants (et obscurs) centrés sur F2.

4. (a) L’ordre d’interférence p est défini, en un point M , par la relation :

2π

λ
∆ = p× 2π

où λ désigne la longueur d’onde de la lumière dans l’air (assimilé au vide). Par
conséquent :

p =
∆

λ
=

2e

λ
cos i (85)
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Notamment, F2 correspondant à i = 0, son ordre d’interférence vaut :

p0 =
2e

λ
(86)

Conformément à la relation (85), lorsque i augmente, p diminue, ce qui signifie
que l’ordre d’interférence diminue du centre F2 vers la périphérie :

F2

p0

k1<p0

k2=k1-1

k3=k2-1

(b) Compte tenu de ce qui précède, le premier anneau brillant correspond à un ordre
d’interférence k1 entier, mais inférieur ou égal à p0. C’est pourquoi il existe un
nombre ε ∈ [0, 1[ tel que :

k1 = p0 − ε⇒ p0 = k1 + ε

Par suite, le deuxième anneau brillant est caractérisé par l’entier k2 juste in-
férieur à k1 : k2 = k1 − 1, de même que le nème anneau brillant a pour ordre
d’interférence :

kn = k1 − (n− 1) = k1 − n+ 1 ⇒ k1 − n+ 1
︸ ︷︷ ︸

kn

= p0 − ε− n+ 1

Il découle de la relation (85) que le nème anneau brillant présente un angle in
tel que :

kn =
2e

λ
cos in ⇒ p0 − ε− n+ 1 =

2e

λ
cos in (87)

⇒ p0 − ε− n+ 1 = p0 cos in (88)

⇒ 1− cos in =
1

p0
(n+ ε− 1) (89)

Enfin, l’emploi de L1 et L2 contraint à respecter les conditions de Gauss, selon
lesquelles in est suffisamment petit pour justifier un développement limité :

cos in ≃ 1− i2n
2

⇒ i2n =
2

p0
(n+ ε− 1) ⇒ in =

√
2

p0

√
n+ ε− 1

De la relation (83), il découle que le nème anneau brillant a pour rayon :

rn = f2 tan in ≃ f2 × in ⇒ rn = f2

√
2

p0
×

√
n+ ε− 1 (90)

(c) Le résultat (86) permet de trouver la valeur numérique de p0 :

p0 =
2e

λ
=

2× 1,1.10−3

546.10−9
⇒ p0 = 4029,304
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Par suite, le premier anneau brillant est associé à l’ordre d’interférence k1 en-
tier, juste inférieur à p0 :

k1 = 4029 et ε = p0 − k1 = 0,304

De fait, le rayon r1 (n = 1) du premier anneau brillant vaut :

r1 = f2

√
2

p0
×

√
1 + ε− 1 = f2

√
2ε

p0
=

√
2× 0,304

4 029,304

⇒ r1 = 0,012 3 m = 1,23 cm

tandis que celui du cinquième anneau brillant a pour valeur :

r5 = f2

√
2

p0
×
√
5 + ε− 1 =

√
2

4 029,304
× (4 + 0,304)

⇒ r5 = 0,046 2 m = 4,62 cm

Pour observer le cinquième anneau brillant, il est nécessaire que la source pos-
sède des points S5 situés à une distance a5 de F1 telle que :

tan i5 =
F1S5

C1F1
=
a5
f1

⇒ a5 = f1 tan i5

où tan i5 est issu du résultat (83) :

r5 = f2 tan i5 ⇒ tan i5 =
r5
f2

⇒ a5 = r5 ×
f1
f2

Aussi, la source doit présenter un rayon a0 au moins égal à a5, c’est-à-dire :

a0 = r5 ×
f1
f2

= 4,62× 0,1

1
⇒ a0 = 4,6 mm

5. (a) L’identité (87) : kn =
2e

λ
cos in, où kn est une constante caractérisant l’anneau

brillant associé à in =
rn
f2

, montre que, lorsque e diminue, cos in augmente,

c’est-à-dire in diminue, de même que rn = f2 in ; la diminution de la valeur de
e provoque le rapprochement des anneaux brillants vers F2.
Lorsque le premier anneau disparaît, l’entier k1 s’identifie à l’ordre d’interfé-
rence en F2 :

k1 = p0 − ε = p0 =
2e

λ
car p =

2e

λ
cos i

⇒ e =
k1λ

2
=

4 029× 546.10−9

2

⇒ e = 1,099 9.10−3 m = 1,0999 mm

Le premier anneau brillant correspond au deuxième de la configuration précé-
dente, auquel cas son ordre d’interférence vaut :

k′1 = k2 = k1 − 1 = 4 029− 1 = 4 028
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D’après la relation (87) :

n+ ε− 1 = p0 − kn

l’identité (90) devient :

rn = f2

√
2

p0
×
√

p0 − kn = f2

√

2×
(

1− kn
p0

)

Par conséquent, le rayon r′1, associé à l’ordre d’interférence k2 = 4028, prend
la valeur :

r′1 = f2

√

2×
(

1− k2
p0

)

=

√

2×
(

1− 4 028

4029,304

)

⇒ r′1 = 0,025 4 m = 2,54 cm

(b) Au point M , l’éclairement est donné par la loi :

E = E0 cos2
(
2π

λ
∆

)

où E0 = cte

dans laquelle ∆ est donné par le résultat (84) :

∆ = 2e cos i = 0 lorsque e = 0

Par suite, lorsque e = 0, E = E0 quelle que soit la position du point M ; l’écran
est uniformément éclairé.

• 114 Concours Polytechnique

I- Interférométrie

1. (a) La lame semi-réfléchissante permet de séparer un rayon incident en deux
rayons :
le rayon IB qui traverse SR atteint le
miroir (1) en B, d’où il est réfléchi vers
SR. En revanche, le rayon IA est ré-
fléchi par SR vers le miroir (2) qu’il
atteint au point A. Les rayons issus de
A et B, traités une deuxième fois par
SR, arrivent sur la lentille L parallèle-
ment l’un à l’autre. Aussi, L sert à for-
mer, dans son plan focal image, l’inter-
section de ces rayons.

L

A

SR

(1)(2)

E

B

I

(b) Soit Φi le flux incident. On supposera que la lame semi-réfléchissante transmet
la moitié de ce flux et en réfléchit l’autre moitié.
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Ce faisant, les flux reçus aux points A et B

valent ΦA =
Φi
2

et ΦB =
Φi
2

. Or, depuis le

pointB, le rayon lumineux atteint à nouveau SR
avec le flux ΦB , dont la moitié seulement est ré-
fléchie vers L. Il en va de même du rayon issu
de A, qui arrive sur SR avec un flux ΦA, dont
seule la moitié est transmise vers L par SR. Par
suite L reçoit le flux :

A

SR

(1)(2)

B

I

ΦA/2ΦB/2

ΦB/2
ΦA/2

ΦB

ΦA

Φtot =
ΦA
2

+
ΦB
2

= ΦA ⇒ Φtot =
Φi
2

ce qui montre qu’avec ce montage la moitié du flux incident est irrémédiable-
ment perdue.

2. Un rayon qui parvient avec une incidence i dans l’interféromètre arrive également
sur la lentille L avec une incidence i.
Aussi, ces rayons convergent en un point M de E tel que :

r = F ′M = f ′ tan i⇒ r ≃ f ′ × i

Soit λ0 la longueur d’onde associée à σ0 =
1

λ0
, à partir de laquelle

est défini l’ordre d’interférence p d’une frange :

p =
δ

λ0
⇒ δ = pλ0 ⇒ D cos i = pλ0

L

E

i

rMF'

f'

i

c’est-à-dire, en supposant i très petit, de manière à respecter les conditions de
Gauss :

cos i ≃ 1− i2

2
⇒ p =

D

λ0

(

1− i2

2

)

=
D

λ0
− D

2λ0
i2 (91)

La tache centrale étant brillante, son ordre d’interférence est entier et vérifie :

p0 =
D

λ0
car i = 0 en F ′.

La relation (91) montre, du reste, que i (en donc r) décroît avec p. Par conséquent,
le premier anneau sombre correspond à l’ordre d’interférence p1/2, demi-entier
juste inférieur à p0 :

p1 = p0 −
1

2
=
D

λ0
− 1

2

soit, compte tenu du résultat (91) :

D

λ0
− D

2λ0
i21 =

D

λ0
− 1

2
⇒ i1 =

√

λ0
D

=
1√
Dσ0

Aussi, le rayon du premier anneau sombre a pour expression :

r1 = f ′i1 =
f ′√
Dσ0
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3. (a) Soient φ1 et φ2 les phases des rayons qui interfèrent en M . Ces rayons sont
associés aux signaux :

s1 = s0 cos(φ1 − ωt) et s2 = s0 cos(φ2 − ωt)

d’images complexes :

s1 = s0 e
jφ1 e−jωt et s2 = s0 e

jφ2 e−jωt

Par suite, le point M reçoit un signal résultant :

s = s1 + s2 = s0
(
ejφ1 + ejφ2

)
e−jωt

dont la valeur moyenne
〈
s2
〉

est proportionnelle à l’intensité lumineuse en F ′ :

I ∝ s s∗ = s20
(
ejφ1 + ejφ2

) (
e−jφ1 + e−jφ2

)

= s20

[

2 + ej(φ2−φ1) + e−j(φ2−φ1)
]

= 2s20 [1 + cos(φ2 − φ1)]

C’est pourquoi le détecteur délivre le signal :

S = S0 [1 + cos(φ2 − φ1)]

proportionnel à I . En outre φ2 − φ1 désigne le déphasage entre les deux ondes
qui parviennent en F ′, proportionnel à leur différence de chemins optiques :

φ2 − φ1 =
2π

λ0
δ = 2πσ0D car i = 0 ⇒ δ = D

Par conséquent :

S(D) = S0 [1 + cos(2πσ0D)] (92)

(b) La période de l’interférogramme désigne la plus petite distance L dont on peut
bouger le miroir (1) en conservant la valeur de S(D), c’est-à-dire :

S(D+L) = S(D) ⇒ S0 [1 + cos(2πσ0D + 2πσ0L)] = S0 [1 + cos(2πσ0D)]

Il apparaît ainsi que :

2πσ0L = 2π ⇒ L =
1

σ0
= λ0

4. (a) Des rayonnements de nombres d’onde σ1 et σ2 différents ne peuvent interférer ;
les signaux :

S1 = S0 [1 + cos(2πσ1D)] et S2 = S0 [1 + cos(2πσ2D)]

ne peuvent que s’additionner de manière à produire le signal :

S = S1 + S2 = S0 [2 + cos(2πσ1D) + cos(2πσ2D)]

⇒ S = 2S0 {1 + cos [(σ1 + σ2)πD]× cos [(σ1 − σ2)πD]}

Deux périodes caractéristiques apparaissent alors dans l’expression de S :
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L1 =
2

σ1 + σ2
et L2 =

2

σ1 − σ2

qui proviennent de la périodicité des fonctions cos [(σ1 + σ2)πD] et
cos [(σ1 − σ2)πD].

(b) Les valeurs numériques : λ1 = 589.10−9 m et λ2 = 589,6.10−9 m conduisent
à :

L1 =
2.10−9

1

589
+

1

589,6

⇒ L1 = 589,3 nm

et :

L2 =
2.10−9

1

589
− 1

589,6

⇒ L2 = 1,158 mm

L’écart entre les valeurs : L2 = 1965 × L1 ne permet pas de représenter gra-
phiquement l’interférogramme pour le doublet du sodium. C’est pourquoi la
représentation graphique ci-dessous se limite à L2 = 10L1 :

S

D

L2

L1

4S0

II- Interférogramme d’une raie élargie

1. (a) Le profil spectral décrit par l’énoncé introduit une intensité spectrale non nulle
seulement lorsque σ ∈ [σ1, σ2], avec :

σ2 = σ0 +
∆σ

2
et σ1 = σ0 −

∆σ

2

avec :
∆σ = σ2 − σ1

À chaque nombre d’onde compris entre σ et
σ + dσ correspond une figure d’inerférence as-
sociée à une intensité δI donnée par le résultat
(92) :

I0/∆σ

σ
σ2σ1 σ0

I
σ

∆σ

δI = Iσ [1 + cos(2πσD)] dσ
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Ces intensités s’additionnent alors pour produire une intensité résultante :

I =

∫ +∞

−∞

Iσ [1 + cos(2πσD)] dσ =
I0
∆σ

∫ σ2

σ1

[1 + cos(2πσD)] dσ

= I0 +
I0
∆σ

× 1

2πD
[sin(2πσ2D)− sin(2πσ1D)]

= I0 +
I0
∆σ

× 1

πD
sin(π∆σD)× cos [π(σ1 + σ2)D]

= I0

[

1 +
sin(π∆σD)

π∆σD
× cos(2πσ0D)

]

car σ1 + σ2 = 2σ0

Par suite, le signal détecté est donné par :

S(D) = S0 [1 + V × cos(2πσ0D)]

où la fonction de visibilité des franges s’exprime par :

V(D) =
sin(π∆σD)

π∆σD

et admet pour représentation graphique :

0
D

D∆σ

V(D)

1

(b) La fonction V(D) s’annule une première fois pour une valeur D∆σ telle que :

π∆σD∆σ = π ⇒ D∆σ =
1

∆σ
(93)

2. (a) La figure précédente montre que si ∆σ est suffisamment grand, c’est-à-dire
D∆σ très petit, V(D) est assez faible pour que soit négligé le terme d’interfé-
rence :

V(D)× cos(2πσ0D) ≪ 1 ⇒ I ≃ I0

(b) L’intensité spectrale proposée par l’énoncé équivaut à la soustraction des deux
spectres suivants :

Ic/∆σ

σ
σ2σ1 σ0

I1σ

∆σ
Ia/δσ

σ
σ0

I2σ

δσ



Optique ondulatoire 635

qui produiraient, séparément, sur un détecteur, les intensités :

I1 = Ic [1 + V1(D)× cos(2πσ0D)] avec V1(D) =
sin(π∆σD)

π∆σD

et :

I2 = Ia [1 + V2(D)× cos(2πσ0D)] avec V2(D) =
sin(π δσD)

π δσD

Les fonctions V1(D) et V2(D) s’annulent une première fois pour les valeurs
D∆σ et Dδσ données par le résultat (93) :

D∆σ =
1

∆σ
et Dδσ =

1

δσ
≫ D∆σ car δσ ≪ ∆σ

Ce faisant V1(D) ≃ 0 tandis que V2(D) ≃ 1. Aussi, l’intensité reçue par le
détecteur vaut :

I = I1 − I2 ≃ Ic − Ia [1 + cos(2πσ0D)] = Ic − Ia − Ia cos(2πσ0D)

Enfin, pour σ ≃ σ0, Iσ s’annule, ce qui impose :

Ic
∆σ

≃ Ia
δσ

⇒ Ia =
δσ

∆σ
Ic ≪ Ic ⇒ Ic − Ia ≃ Ic

et simplifie l’expression de I :

I = Ic − Ia cos(2πσ0D) = Ic

[

1− Ia
Ic

cos(2πσ0D)

]

Finalement, le détecteur émet un signal :

S = Sc [1 + C cos(2πσ0D)] avec C = −Ia
Ic

• 115 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Soit T la période de la fonction complexe e−jαu, définie par : αT = 2π. En notant
n ∈ N, il est possible de poser :

∫ +∞

−∞

e−jαu du = lim
n→∞

∫ nT

−nT

e−jαu du = lim
n→∞

[
e−jαu

−jα

]nT

−nT

= lim
n→∞

[
2

α
sin(αnT )

]

où α 6= 0 et αT = 2π ⇒ sin(αnT ) = sin(n × 2π) = 0, ce qui suffit à prouver
que :

∫ +∞

−∞

e−jαu du = 0 pour α 6= 0
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2. Soit ~ki =
2π

λ0





αi
βi
γi



 le vecteur d’onde de l’onde plane incidente et soit

~kt =
2π

λ0





αt
βt
γt



 celui de l’onde diffractée. On note D la partie percée de l’écran

opaque et t(P ) la transmittance de la surface (Σ) en tout point P





x
y
0



 :

{
t(P ) = 1 pour P ∈ D
t(P ) = 0 pour P 6∈ D

z

kt

O

(Σ)

x

y

P

D

ki

Le signal porté par l’onde diffractée dans la direction de ~kt est donné par :

s = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP (94)

En revanche, un écran opaque ayant la même forme que D présente une transmit-
tance :

{
T (P ) = 0 pour P ∈ D
T (P ) = 1 pour P 6∈ D

c’est-à-dire :

T (P ) = 1− t(P )

Dans ce cas, le signal porté par l’onde diffractée dans la direction de ~kt est décrit
par :

s′ = A
∫∫

(Σ)

T (P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

= A
∫∫

(Σ)

e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

︸ ︷︷ ︸

J

−A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

︸ ︷︷ ︸

s
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avec :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP =
2π

λ0





αt − αi
βt − βi
γt − γi



 ·





x
y
0



 =
2π

λ0
(αt − αi)x+

2π

λ0
(βt − βi) y

= ux+ vy où u =
2π

λ0
(αt − αi) et v =

2π

α0
(βt − βi)

Ce faisant, l’intégrale J s’écrit :

J =

∫∫

(Σ)

e−j(ux+vy) dxdy =

∫ +∞

−∞

e−jux dx×
∫ +∞

−∞

e−jvy dy

Hors de la direction incidente de propagation :~kt 6= ~ki impose : αt 6= αi et βt 6= βi,
de sorte que :

∫ +∞

−∞

e−jux dx = 0 et
∫ +∞

−∞

e−jvy dy = 0

annulent J . Finalement :
s′ = −s

tandis que l’intensité lumineuse est proportionnelle à |s|2 et |s′|2 :

s′ = −s⇒ |s′| = |s| ⇒ I ′ = I

Ce résultat confirme donc le théorème de Babinet :

un écran opaque percé d’une ouverture D produit, à l’infini, hors de la
direction de propagation incidente, la même figure de diffraction qu’un
écran opaque de la forme de D.

• 116 Concours Centrale-Supélec

1. Soit ki =
2π

λ





0
0
1



 le vecteur d’onde des rayons incidents et~kt =
2π

λ





α
β
γ



 =
2π

λ
~u

celui des rayons diffractés par (Σ). Le signal diffracté à l’infini a pour amplitude
complexe :

s = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

où ~ki ·
−−→
OP = 0 car ~ki ⊥

−−→
OP et où t(P ) = 1 pour tous les points de l’ouverture

de (Σ). En outre, dΣP = dxdy désignant une surface élémentaire entourant P , il
s’ensuit que :

~kt =
2π

λ
~u⇒ s = A

∫∫

(Σ)

t(x, y) e−j 2πλ ~u·
−−→
OP dxdy (95)

Aussi, l’intensité I (~u) est proportionnelle à s s∗ :
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I ∝
∣
∣
∣
∣
∣

∫∫

(Σ)

t(x, y) e−j 2πλ ~u·
−−→
OP dxdy

∣
∣
∣
∣
∣

2

2. Afin d’éclairer (Σ) avec une onde plane, il suffit de placer une source ponctuelle S
au foyer objet d’une lentille convergente L1 :

S

Σ

L1

De même, pour obtenir la figure de diffraction à l’infini, il convient de placer l’écran
d’observation E dans le plan focal image d’une lentille convergente L2 :

EL2

Mu u

3. Une ouverture carrée est caractérisée par une transmittance :






t(x, y) = 1 si x ∈
[

−a
2
,
a

2

]

et y ∈
[

−a
2
,
a

2

]

t(x, y) = 0 sinon

avec :

~u · −−→OP =





α
β
γ



 ·





x
y
0



 = αx+ βy

Le signal diffracté est alors donné par le résultat (95) :

x

y

a

z

a

O

s = A
∫∫

(Σ)

t(x, y) e−j 2πλ (αx+βy) dxdy

= A
∫ a/2

−a/2

e−j 2πλ αx dx×
∫ a/2

−a/2

e−j 2πλ βy dy

où :
∫ a/2

−a/2

e−j 2πλ αx dx = − λ

2jπα

[
e−jπαa

λ − ej
παa
λ

]

= a× λ

παa
× sin

(παa

λ

)

= a sinc

(παa

λ

)
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et, de la même manière :
∫ a/2

−a/2

e−j 2πλ βy dy = b sinc

(
πβa

λ

)

C’est pourquoi l’amplitude complexe :

s = Aab sinc
(παa

λ

)

sinc

(
πβa

λ

)

est associée à une intensité proportionnelle à s s∗ :

I (~u) = K sin2c

(παa

λ

)

sin2c

(
πβa

λ

)

En outre, l’énoncé précise que, dans la direction de ~uz (α = 0, β = 0, γ = 1), l’in-
tensité diffractée vaut I0, ce qui signifie aussi que :

I (uz) = I0 = K ⇒ I (~u) = I0 sin2c

(παa

λ

)

sin2c

(
πβa

λ

)

4. La fonction sinc x vaut 1 pour x = 0 et s’annule lorsque x est un multiple de π :

sinc(0) = 1 et sinc(pπ) = 0 pour p ∈ Z
∗

Ainsi :

I(α, β = 0) = I(α) = I0 sin2c

(παa

λ

)

s’annule pour les valeurs de α vérifiant :

παa

λ
= pπ ⇒ α = p× λ

a
(p ∈ Z

∗)

I(α)

0
α

λ

a
2λ
a

-λ
a

-2λ
a

I0

Cette courbe présente un maximum central situé entre les valeurs α1 = −λ
a

et

α2 =
λ

a
. Par suite, la largeur angulaire (dans la direction x) vaut :

∆0α = α2 − α1 =
2λ

a
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avec :

λ =
c

f
⇒ ∆0α =

2c

af
(96)

Application numérique :

∆0α =
2× 3.108

0,2× 12.109
= 0,25 rad = 14˚

5. La courbe fournie par l’énoncé pour

[
2J1(x)

x

]2

:

0,8

0

1

0,4

0,6

0,2

4-2

2J1(x)
x[        ]

2

6 82-6 -4-8

3,832
2,215

x

révèle la présence d’un maximum central pour x compris entre x0 = 3,832 et
−x0 = −3,832. L’intensité diffractée étant décrite par la loi :

I(α) = I0

[
2J1(x)

x

]2

avec x =
πα

λ
D ⇒ α =

λ

πD
x

il s’ensuit que ce maximum central d’intensité est situé entre les angles α1 = −λx0
πD

et α2 =
λx0
πD

, ce qui correspond à une largeur angulaire :

∆1α = α2 − α1 =
2λx0
πD

⇒ ∆1α =
2cx0
πDf

car λ =
c

f

Du résultat (96), il découle que :

∆1α

∆0α
=

2cx0
πDf

× af

2c
=
x0a

πD
⇒ ∆1α =

x0a

πD
∆0α

Application numérique :

∆1α =
3,832× 0,2

π × 0,2
×∆0α⇒ ∆1α ≃ 1,22∆0α = 17˚

Ce résultat montre que des ouvertures de dimensions voisines, mais de formes dif-
férentes, produisent des figures de diffraction de dimensions voisines.
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• 117 Lycée Carnot, Dijon

1. Considérons deux rayons diffractés dans la direction de ~u : le rayon RO qui passe
par O et le rayon RM qui passe par M . On note H le projeté orthogonal de M sur
RO :

O

u

M

RM

H

α RO

β

Appelons A le point d’intersection des rayons RM et RO (A peut être situé à
l’infini ou localisé dans le plan focal image d’une lentille convergente). Puisque
(MH) est perpendiculaire à RM et RO, il ressort de la loi (6), établie à la page
501, que :

(MA) = (HA)

Ce faisant, le déphasage ϕ entre les ondes diffractées enO etM , au niveau du point
A, vaut :

ϕ = k [(OA)− (HA)] où k =
2π

λ

avec :
(OA) = (OH) + (HA) = OH + (HA) ⇒ ϕ = k ×OH

Or :

cosβ =
OH

OM
⇒ OH = OM cosβ ⇒ ϕ = k OM cosβ

Aussi, en définissant par ~k = k ~u le vecteur d’onde de RO, on obtient :

~k · −−→OM = k OM cosβ ⇒ ϕ = ~k · −−→OM =
2π

λ





α
β
1



 ·





x
y
0





⇒ ϕ =
2π

λ
(αx+ βy)

On posera désormais :

u =
2πα

λ
et v =

2πβ

λ
de sorte que : ϕ = ux+ vy

2. Soit ds(O) l’amplitude complexe de l’onde diffractée en O et ds(M) celle de
l’onde issue de M . Si t(M) désigne la transmittance en un point M de la fente, s0
l’amplitude de l’onde incidente qui arrive enO et enM , dΣO et dΣM des surfaces
éléméntaires centrées sur O et M :

ds(O) = t(O) s0 e
−jωt ejφO dΣO ⇒ s0 e

−jωt =
ds(O) e−jφO

t(O) dΣO
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et :

ds(M) = t(M)s0 e
−jωt ejφM dΣM

=
ds(O)

t(O) dΣO
× t(M) ej(φM−φO) dΣM

=
ds(O)

t(O) dΣO
× t(M) ejϕ dΣM

Étant donné que le rapport
ds(O)

t(O) dΣO
ne dépend pas du point M , on le notera AO,

de sorte que l’amplitude complexe du signal diffracté par le plan (Σ) de la fente
vaut :

s = AO

∫∫

(Σ)

t(M) ejϕ dΣM = AO

∫∫

(Σ)

t(x, y) ej(ux+vy) dxdy

avec :
{
t(x, y) = 1 pour |x| 6 ℓ et |y| 6 L
t(x, y) = 0 pour |x| > ℓ ou |y| > L

Par suite :

s = AO

∫ ℓ

−ℓ

ejux dx×
∫ L

−L

ejvy dy

où :
∫ ℓ

−ℓ

ejux dx =
1

ju

(
ejuℓ − e−juℓ

)

= 2ℓ× 1

uℓ
× ejuℓ − e−juℓ

2j

= 2ℓ× 1

uℓ
sin(uℓ) = 2ℓ× sinc(uℓ)

C’est pourquoi :

s = 4ℓLAO × sinc(uℓ)× sinc(vL)

soit, compte tenu des définitions de u et v :

s = 4ℓLAO × sinc

(
2παℓ

λ

)

× sinc

(
2πβL

λ

)

(97)

3. Le rayon de vecteur directeur ~u qui passe par C, n’est pas dévié par L, si bien qu’il
atteint l’écran (Π) au point de convergence P de tous les autres rayons de direction
incidente ~u.

Par définition :
−−→
CP = CP ~u, c’est-à-dire :
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X
Y
f



 = CP





α
β
1



⇒ CP ≃ f

et :

{
X = CP α
Y = CP β

⇒







α =
X

f

β =
Y

f

Y

f

zC

(Π)L

u

X

F

P

Ce faisant, le résultat (97) devient :

s = 4ℓLAO × sinc

(
2πℓ

λf
X

)

× sinc

(
2πL

λf
Y

)

à l’origine de l’intensité I(P ) en P , proportionnelle à s× s∗ :

I = K × sin2c

(
2πℓ

λf
X

)

× sin2c

(
2πL

λf
Y

)

Notamment, en F (X = 0, Y = 0), l’intensité prend la valeur I0, d’où il découle
que :

I(X,Y ) = I0 × sin2c

(
2πℓ

λf
X

)

× sin2c

(
2πL

λf
Y

)

La représentation graphique de I(X,Y ) :

I

YX

permet de justifier l’allure de la figure de diffraction observée sur (Π) :

λf
L

λf
ℓ
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• 118 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

Dans le plan (Σ) de la la pellicule, la condi-
tion b ≫ a permet de négliger la diffrac-
tion dans la direction (Oy). C’est pourquoi
le vecteur d’onde du rayon diffracté a pour
composantes :

~kt = k





sinα
0

cosα



 ≃ k





α
0
1



 avec k =
2π

λ

z
O

P

y

(Σ)

ki

kt

α

x

Quant aux rayons incidents, perpendiculaires à (Σ), leur vecteur d’onde a pour com-

posantes ~ki = k





0
0
1



. Aussi, pour chaque point P de (Σ) :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP = k





α
0
1



 ·





x
y
0



 = kαx

Par suite, le signal diffracté dans la direction de α a pour image complexe :

s = A
∫∫

(Σ)

t(x, y) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

= A
∫∫

(Σ)

T (x)T (y) e−jkαx dxdy

= A
∫ b/2

−b/2

dy

︸ ︷︷ ︸

=b

∫ +∞

−∞

T (x) e−jkαx dx

où la dernière intégrale (notée I) s’écrit aussi :

I =

∫ −a/2

−∞

T (x) e−jkαx dx+

∫ 0

−a/2

T (x) e−jkαx dx

+

∫ a/2

0

T (x) e−jkαx dx+

∫ ∞

a/2

T (x) e−jkαx dx

=

∫ 0

−a/2

(

1 +
2x

a

)

e−jkαx dx+

∫ a/2

0

(

1− 2x

a

)

e−jkαx dx

=

∫ a/2

−a/2

e−jkαx dx+

∫ 0

−a/2

2x

a
e−jkαx dx+

∫ a/2

0

−2x

a
e−jkαx dx

=

∫ a/2

−a/2

e−jkαx dx+

∫ a/2

0

−2x

a
ejkαx dx+

∫ a/2

0

−2x

a
e−jkαx dx

=

∫ a/2

−a/2

e−jkαx dx− 4

a

∫ a/2

0

x cos(kαx) dx
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La première de ces intégrales se calcule directement :

∫ a/2

−a/2

e−jkαx dx = − 1

jkα

(

e−jkαa/2 − ejkαa/2
)

=
2

kα
sin

(
kαa

2

)

= a× 2

kαa
sin

(
kαa

2

)

= a× sinc

(
kαa

2

)

tandis que la seconde s’obtient en intégrant par parties :

∫ a/2

0

x cos(kαx) dx =
[ x

kα
sin(kαx)

]a/2

0
− 1

kα

∫ a/2

0

sin(kαx) dx

=
a

2kα
sin

(
kαa

2

)

+
1

(kα)2

[

cos

(
kαa

2

)

− 1

]

=
a2

4
× 2

kαa
sin

(
kαa

2

)

+
1

(kα)2

[

cos

(
kαa

2

)

− 1

]

=
a2

4
sinc

(
kαa

2

)

+
1

(kα)2

[

cos

(
kαa

2

)

− 1

]

Par conséquent :

I = a sinc

(
kαa

2

)

− 4

a

{
a2

4
sinc

(
kαa

2

)

+
1

(kα)2

[

cos

(
kαa

2

)

− 1

]}

⇒ s =
4bA
a(kα)2

[

1− cos

(
kαa

2

)]

avec :

1− cos

(
kαa

2

)

= 2 sin2
(
kαa

4

)

⇒ s =
abA
2

×
(

4

kαa

)2

sin2
(
kαa

4

)

⇒ s =
abA
2

sin2c

(
kαa

4

)

Ainsi, l’intensité émise dans la direction ~kt est proportionnelle à s s∗, soit encore :

I(α) = I0 sin4c

(
kαa

4

)

= I0 sin4c

(παa

2λ

)

L’intensité est maximum pour α = 0, tandis qu’elle s’annule pour les valeurs de α
telles que :

παa

2λ
= qπ ⇒ α = q × 2λ

a
(q ∈ Z

∗)
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α
0 2λ/a

I

En outre, les maxima secondaires de I(α) ne sont pas visibles car I devient très rapide-
ment négligeable. Cette disparition partielle des maxima secondaires s’appelle l’apo-
disation.

• 119 Concours de l’ENSAM

1. (a) Soit A le projeté orthogonal de P sur le rayon (ON) et soit B celui de O sur le
rayon (SP ) :

O

P

i

(Π)α

iα

S

N
x

N'

B

A

Les deux rayons partent simultanément de S, auquel cas leur différence de
marche en N et N ′ vaut :

δ = (SB +BP + PN ′)− (SO +OA+AN)

= BP −OA car SB = SO et PN ′ = AN

En outre, les triangles (OBP ) et (OAP ) permettent de définir :






sinα =
BP

OP
=
BP

x

sin i =
OA

OP
=
OA

x

⇒
{
BP = x sinα
OA = x sin i

⇒ δ = x (sinα− sin i)

et, notamment, si les angles α et i sont suffisamment petits, sinα ≃ α et
sin i ≃ i amènent à simplifier l’expression de δ :

δ = (α− i)x

(b) Soit φS la phase commune des deux signaux en S et soient φ′N et φN les phases
des signaux en N ′ et en N . La définition des chemins optiques conduit à :

φN ′ = φS +
2π

λ
(SN ′) = φS +

2π

λ
× [SB +BP + PN ′]
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et :

φN = φS +
2π

λ
(SN) = φS +

2π

λ
× [SO +OA+AN ]

Par suite, le déphasage ∆φ entre ces deux vibrations vaut :

∆φ = φN ′ − φN =
2π

λ
δ ⇒ ∆φ =

2π (α− i)

λ
x

2. Le rayon issu de S et qui arrive en M , en passant par O, a pour amplitude com-
plexe :

ds0 = adx ejk(SOM) ejφ0 avec k =
2π

λ
(98)

Or, l’énoncé précise que ds0 = adx cos(ωt), ce qui signifie que l’origine des
dates a été choisie de manière à ce que k (SOM) + φ0 = 0.
De même, un rayon issu de S et passant par P présente en M l’amplitude com-
plexe :

ds = adx ejk (SPM) ejφ0

avec :

δ = (SPM)− (SOM) ⇒ kδ = k (SPM)− k (SOM) + φ0

⇒ k (SPM) =
2π

λ
(α− i)x− φ0

⇒ ds = a ej
2π
λ (α−i) x dx

3. L’amplitude complexe du signal résultant en M vaut :

s = a

∫ L/2

−L/2

ej
2π (α−i)

λ x dx

= a× λ

2jπ (α− i)

[

ej
π (α−i)L

λ − e−j
π (α−i)L

λ

]

⇒ s = a× λ

π (α− i)
sin

[
π (α− i)L

λ

]

Appelons ϕ le déphasage entre s et ds0, défini par :

s = K ds0 × ejϕ avec K ∈ R

et où ds0 est donné par le résultat (98) :

ds0 = adx ejk (SOM) = adx car k (SOM) = 0

Par suite :

a× λ

π (α− i)
sin

[
π (α− i)L

λ

]

= Kadx ejϕ

Or, l’identité de deux nombres complexes impose l’identité de leurs arguments,
d’où il s’ensuit que ϕ = 0 ; la vibration en M résultant de l’ensemble de la fente
est en phase avec celle provenant de l’élément situé en O.
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4. L’expression de s se présente également sous la forme :

s = aL× λ

π (α− i)L
sin

[
π (α− i)L

λ

]

= aL× sinu

u
où u =

π (α− i)L

λ

C’est pourquoi l’intensité I en M s’écrit :

I = s× s∗ ⇒ I = H ×
(
sinu

u

)2

avec H = (aL)2

• 120 Lycée Carnot, Dijon

Considérons une ouverture réalisée dans un plan (Σ), caractérisée par une transmit-
tance t0(x, y) où x et y sont les coordonnées d’un point P de (Σ). Un rayon incident
arrive en P avec un vecteur d’onde ~ki et le rayon diffracté en P présente un vecteur
d’onde ~kt, tel que pour une longueur d’onde λ0 :

~ki =
2π

λ0





αi
βi
γi



 et ~kt =
2π

λ0





αt
βt
γt





Aussi :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP =
2π

λ0





αt − αi
βt − βi
γt − γi



 ·





x
y
0



 = ux+ vy

avec u =
2π

λ0
(αt − αi) et v =

2π

λ0
(βt − βi)

z

kt

O

(Σ)

x

y

P

ki

Partant, le signal diffracté par (Σ) a pour amplitude complexe :

s0(u, v) = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j (~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP (99)

= A
∫∫

(Σ)

t0(x, y) e
−j (ux+vy) dxdy (100)

1. L’ouverture est dilatée (resp. contractée) s’il existe un réel a > 1 (resp. a < 1) tel
que l’ouverture soit décrite par :

t(x, y) = t0

(x

a
,
y

a

)
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Conformément à l’identité (100), le signal diffracté par (Σ) a pour amplitude com-
plexe :

s(u, v) = A
∫∫

(Σ)

t0

(x

a
,
y

a

)

e−j (ux+vy) dxdy

En effectuant les changements de variables :

x

a
= X ⇒ x = aX et

y

a
= Y ⇒ y = aY

cette amplitude devient :

s1(u, v) = a2 ×A
∫∫

(Σ)

t0(X,Y ) e−j (auX+avY ) dX dY

c’est-à-dire :

s1(u, v) = a2 × s0(au, av)

Ce résultat montre que :

la dilatation (resp. la contraction) de l’ouverture provoque la contraction
(resp. la dilatation) de la figure de diffraction ainsi qu’une augmentation
(resp. une diminution) de son éclairement car a2 > 1 (resp. a2 < 1).

2. Si l’ouverture est translatée d’un vecteur





x0
y0
0



, sa nouvelle transmittance t1(x, y)

se déduit de la transmittance t0(x, y) par la relation :

t1(x, y) = t0(x− x0, y − y0)

C’est pourquoi l’amplitude complexe du signal diffracté s’obtient à partir de l’iden-
tité (100) :

s1(u, v) = A
∫∫

(Σ)

t1(x, y) e
−j (ux+vy) dxdy

= A
∫∫

(Σ)

t0(x− x0, y − y0) e
−j (ux+vy) dxdy

c’est-à-dire, en effectuant les changements de variables :

X = x− x0 ⇒ x = X + x0 et Y = y − y0 ⇒ y = Y + y0 :

s1(u, v) = A
∫∫

(Σ)

t0(X,Y ) e−j (uX+ux0+vY+vy0) dX dY (101)

= e−j (ux0+vy0) ×A
∫∫

(Σ)

t0(X,Y ) e−j (uX+vY ) dX dY (102)

= e−j (ux0+vy0) × s0(u, v) (103)
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En notant I0(u, v) = s0 × s∗0 l’intensité associée à s0(u, v), celle émise par l’ou-
verture translatée devient :

I1(u, v) = s1 × s∗1 =
[

e−j (ux0+vy0) s0

]

×
[

ej (ux0+vy0) s∗0

]

= s0 × s∗0 ⇒ I1(u, v) = I0(u, v)

Ce résultat révèle qu’une translation de l’ouverture dans son plan ne produit aucun
effet sur la figure de diffraction.

3. Soit t0(x, y) la transmittance d’une ouverture (D). On peut considérer qu’un grand
nombre d’ouvertures identiques à (D) se déduit par des translations de vecteurs




xq
yq
0



 de (D), auquel cas la transmittance décrivant cette configuration vaut :

t1(x, y) =

∞∑

q=1

t0(x− xq, y − yq)

Compte tenu du résultat (103), l’amplitude complexe du signal diffracté est donnée
par :

s1(u, v) =

∞∑

q=1

e−j (uxq+vyq) × s0(u, v)

=
∞∑

q=1

e−juxq ×
∞∑

q=1

e−jvyq × s0(u, v)

Or, lorsque u et v sont non nuls, uxq et vyq prennent des valeurs aléatoires, de sorte
que :

∞∑

q=1

e−juxq = 0 et
∞∑

q=1

e−jvyq = 0

c’est-à-dire :

s1(u, v) = 0 pour u 6= 0 et v 6= 0

En revanche, pour u = 0 et v = 0 :
∞∑

q=1

e−juxq 6= 0 et
∞∑

q=1

e−jvyq 6= 0

en conséquence de quoi : s1(0, 0) ∝ s0(0, 0)

• 121 Concours de l’École de l’Air

1. La fente est éclairée par une onde plane de direction Oz et donc de vecteur d’onde

incident : ~ki =
2π

λ





0
0
1



.
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En outre, l’onde repart de la fente
dans la direction du vecteur d’onde

~kt =
2π

λ





sin i
0

cos i



.

C’est pourquoi, pour un point P (x, y, 0) du
plan diffractant :

a
O

y

i

z

kt

P

x

(Σ)

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP =
2π

λ





sin i
0

cos i− 1



 ·





x
y
0



 =
2π

λ
x sin i

≃ 2πxi

λ
car sin i ≃ i

Aussi, le signal diffracté par le plan (Σ) a pour amplitude complexe :

s = A

∫∫

(Σ)

t(P ) e−j(~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP = A

∫∫

(Σ)

t(P ) e−j 2πxi
λ dxdy

où t(P ) désigne la transmittance de la fente de largeur a et de longueur b≫ a :







t(P ) = 1 si x ∈
[

−a
2
,
a

2

]

et y ∈
[

− b
2
,
b

2

]

t(P ) = 0 sinon

(104)

Il s’ensuit que :

s = A
∫ b/2

−b/2

dy

∫ a/2

−a/2

e−j 2πix
λ dx

= bA× −λ
2jπi

(

e−jπia
λ − ej

πia
λ

)

= bA× a
sin(πia/λ)

πia/λ
= abA sinc

(
πia

λ

)

L’intensité correspondante s’écrit alors :

I(i) = I0

[

sinc

(
πia

λ

)]2

et admet pour représentation graphique la courbe suivante :
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I

0
i

λ
a

I0

2λ
a

-λ
a

-2λ
a

2. Lorsque la condition b ≫ a n’est plus respectée, le phénomène de diffraction se
produit dans les directions de (Ox) et de (Oy), c’est-à-dire dans la direction du

vecteur unitaire ~u





α
β
γ



 du vecteur d’onde :

~kt =
2π

λ
~u =

2π

λ





α
β
γ



 avec 1 =
√

α2 + β2 + γ2

C’est pourquoi :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP =
2π

λ





α
β

γ − 1



 ·





x
y
0



 =
2π

λ
(αx+ βy)

Ce faisant, le plan (Σ) de la fente émet un signal d’amplitude complexe :

s = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j (~kt−~ki)·
−−→
OP dΣP

où la transmittance est la même que celle de la question précédente. Il s’ensuit que :

s = A
∫∫

(Σ)

t(P ) e−j 2πλ αx e−j 2πλ βy dxdy

= A
∫ a/2

−a/2

e−j 2πλ αx dx×
∫ b/2

−b/2

e−j 2πλ βy dy

Or, d’après les calculs de la question précédente :
∫ a/2

−a/2

e−j 2πλ αx dx = a sinc

(παa

λ

)

et
∫ b/2

−b/2

e−j 2πλ βy dy = b sinc

(
πβb

λ

)

c’est-à-dire :

s = Aab sinc
(παa

λ

)

× sinc

(
πβb

λ

)

L’intensité lumineuse correspondante vaut alors :

I(α, β) = I0 ×
[

sinc

(παa

λ

)]2

×
[

sinc

(
πβb

λ

)]2
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I

α β

3. Soient R1 et R2 les rayons issus respectivement de O et de P , parallèles l’un à
l’autre, se dirigeant vers le point M de convergence d’une lentille convergente :

O

P
K

i

R1

(Σ)

i M
-x

M

R2a

x

On note φ1 et φ2 les phases que ces rayons présentent en M , avec :

φ1 = φO + k0 (OM) et φ2 = φP + k0 (PM)

où φO = φP désignent les phases des ondes aux points P et O situés sur la même
surface d’onde incidente. Par suite, le déphasage ϕ est défini par :

ϕ = φ2 − φ1 = k0 [(PM)− (OM)]

avec :
(PM) = PK + (KM) et (OM) = (KM)

si K désigne le projeté orthogonal de O sur R2. Par conséquent :

ϕ = k0 × PK où k0 =
2π

λ
et :

sin i ≃ i =
PK

−x ⇒ PK = −xi⇒ ϕ = −2πix

λ

Compte tenu de l’identité : sin a sin b =
1

2
[cos(b− a)− cos(b+ a)], le signal

réémis par chacun des points P du plan (Σ) s’écrit aussi :

s(P ) = A0 sin(
πx

d
) sin (ωt+ ϕ)

=
A0

2

[

cos
(

ωt+ ϕ− πx

d

)

− cos
(

ωt+ ϕ+
πx

d

)]
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et admet pour image complexe :

s(P ) =
A0

2
ejωt

[

ej (ϕ−
πx
d ) − ej(ϕ+

πx
d )
]

avec :

ϕ− πx

d
= −2πix

λ
− πx

d
= −πx

(
2i

λ
+

1

d

)

= −2vx

a

et :

ϕ+
πx

d
=

−2πix

λ
+
πx

d
= −πx

(
2i

λ
− 1

d

)

= −2ux

a

Ce faisant, chaque point P réémet un signal complexe :

s(P ) =
A0

2
ejωt

(

e−2jvx/a − e−2jux/a
)

de sorte que le signal total réémis par tous les points de (Σ) a pour expression
complexe :

s =

∫∫

(Σ)

s(P ) t(P ) dΣP avec dΣP = dxdy

où t(P ) est la transmittance définie par :






t(P ) = 1 si x ∈ [−a, 0] et y ∈
[

− b
2
,
b

2

]

t(P ) = 0 sinon

Par suite :

s =
A0

2
ejωt

∫ b/2

−b/2

(∫ 0

−a

e−2jvx/a dx−
∫ 0

−a

e−2jux/a dx

)

=
A0b

2
ejωt ×

(∫ 0

−a

e−2jvx/a dx−
∫ 0

−a

e−2jux/a dx

)

Or :
∫ 0

−a

e−2jvx/a dx = − a

2jv

(
1− e2jv

)
= a

e2jv − 1

2j× v

= a ejv × ejv − e−jv

2jv
= a ejv × sin v

v

de même que :
∫ 0

−a

e−2jux/a dx = a eju × sinu

u

Finalement, l’image complexe du signal réémis vaut :

s =
A0ab

2

[

ej (ωt+v) sinc v − ej (ωt+u) sinc u
]

dont l’expression réelle adopte la forme :
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s = Re {s} =
A0ab

2
[cos(ωt+ v) sinc v − cos(ωt+ u) sinc u]

L’intensité I émise est proportionnelle à s s∗ :

I = I0
[
ejv sinc v − eju sinc u

]
×
[
e−jv sinc v − e−ju sinc u

]

= I0

[

sin2c v + sin2c u− sinc u sinc v
(

ej (u−v) + e−j (u−v)
)]

= I0
[
sin2c v + sin2c u− 2 sinc u sinc v cos(u− v)

]

Or, les définitions de u =
πa

2

(
2i

λ
− 1

d

)

et de v =
πa

2

(
2i

λ
+

1

d

)

conduisent à :

v − u =
πa

d
≫ 1 car a≫ d

Cette inégalité signifie que u et v prennent des valeurs respectives très différentes
(notamment, u et v ne peuvent être nuls simultanément). Plusieurs cas peuvent se
présenter :

• si u ≃ 0, v ≫ 0 de sorte que :

sinc v ≃ 0 ⇒ I = I0 sin2c u = Iu

• si v ≃ 0, u≪ 0 implique que :

sinc u ≃ 0 ⇒ I = I0 sin2c v = Iv

• si u≪ 0 et v ≫ 0, sinc u ≃ 0 et sinc v ≃ 0 annulent I .

C’est pourquoi, finalement, le terme sinc u×sinc v est toujours négligeable, de telle
manière que :

I = I0
[
sin2c v + sin2c u

]
= Iu + Iv

ce qui signifie que deux figures de diffraction bien séparées sont obtenues :

0
i

λ
a

-λ
2d

λ
a

λ

2d

λ
a

λ

d >>

I0

I
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• 122 Lycée Saint-Louis, Paris

I- Questions préliminaires

1. L’onde incidente étant normale, son vecteur d’onde s’écrit : ~ki =
2π

λ





0
0
1



 tandis

que le rayon diffracté a pour vecteur d’onde :

~kt =
2π

λ





sinα
cosα sinβ
cosα cosβ



 ≃ 2π

λ





α
β
1



 car

{
α≪ 1
β ≪ 1

Aussi, l’amplitude complexe diffractée dans la direction (α, β) vaut-elle :

s(α, β) = A
∫∫

t(x, y) e−j (~kt−~ki)·
−−→
OM dxdy

où
−−→
OM





x
y
0



 désigne le vecteur position du point M et où t(x, y) est la transmit-

tance de l’ouverture rectanguraire :
{
t(x, y) = 1 pour x ∈ [−A,A] et y ∈ [−B,B]
t(x, y) = 0 sinon

Aussi, étant donné que :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OM =
2π

λ





α
β
0



 ·





x
y
0



 =
2παx

λ
+

2πβy

λ
(105)

il s’ensuit que :

s(α, β) = A
∫ A

−A

e−j 2παx
λ dx×

∫ B

−B

e−j 2πβy
λ dy

avec :
∫ A

−A

e−j 2παx
λ dx = − λ

πα
× e−j 2παA

λ − ej
2παA

λ

2j
(106)

= 2A× λ

2παA
× sin

(
2παA

λ

)

(107)

= 2A× sinc

(
2παA

λ

)

(108)

De même :
∫ B

−B

e−j 2πβy
λ dy = 2B × sinc

(
2πβB

λ

)

permet d’obtenir :

s(α, β) = 4ABA× sinc

(
2παA

λ

)

× sinc

(
2πβB

λ

)
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2. Un rayon diffracté (dans la direction de ~kt) et passant par le centre optique C de la
lentille L, ne serait pas dévié et rencontrerait le plan (Π) en un point M(X,Y ) de
convergence de tous les autres rayons incidents de même direction ~kt :

X

kt
O'

(L)
Y

M

f

C
zα

β

kt

kt X

Y

Les triangles (CO′X) et (CO′Y ) permettent de définir :

tanα ≃ α =
O′X

CO′
=
X

f
et tanβ ≃ β =

O′Y

CO′
=
Y

f

en conséquence de quoi :

s(α, β) = 4ABA× sinc

(
2πA

λf
X

)

× sinc

(
2πB

λf
Y

)

Aussi, l’intensité qui parvient en M(X,Y ) est proportionnelle à s s∗, c’est-à-dire
qu’il existe une constante K telle que :

I(X,Y ) = K × sin2c

(
2πA

λf
X

)

× sin2c

(
2πB

λf
Y

)

En outre, en O′(0, 0), l’intensité lumineuse vaut b0 (tandis que les sinus cardinaux
valent 1 en X = 0 et Y = 0) :

b0 = K ⇒ I(X,Y ) = b0 × sin2c

(
2πA

λf
X

)

× sin2c

(
2πB

λf
y

)

II- Utilisation de deux sources lumineuses

1. Soit α l’angle que fait le vecteur d’onde ~k1, associé au rayon issu de T1, qui arrive
en un point M(x, y, z0) après avoir traversé (L).

Ω

M

C

f

z

(L)

a

a
O

x

T1

x1

k1

T2

z0

α
α
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Ce vecteur d’onde a alors pour composantes4 : ~k1 =
2π

λ





sinα
0

cosα



, c’est-à-dire,

pour α assez petit : ~k1 =
2π

λ





α
0
1



, avec :

tanα ≃ α =
a

f
⇒ ~k1 =

2π

λ





a/f
0
1





Aussi, un point M , repéré par le vecteur
−−→
ΩM =





x
y
z0



 reçoit un signal associé à

une onde plane issue de (L) (les rayons sortent parallèlement les uns aux autres) :

s1 = a0 e
j
(

~k1·
−−→
ΩM−ωt

)

avec :

~k1 ·
−−→
ΩM =

2π

λ





a/f
0
1



 ·





x
y
z0



 =
2π

λ

(
ax

f
+ z0

)

=
ka

f
x+ kz0 en posant k =

2π

λ

⇒ s1 = a0 e
j( ka

f x+kz0−ωt)

De même, les rayons issus de T2 ressortent de (L) avec des vecteurs d’onde :

~k2 =
2π

λ





− sinα
0

cosα



 ≃ 2π

λ





−α
0
1



 =
2π

λ





−a/f
0
1





et produisent donc, en M , des signaux : s2 = a0 e
j
(

~k2·
−−→
ΩM−ωt

)

avec :

~k2 ·
−−→
ΩM =

2π

λ





−a/f
0
1



 ·





x
y
z0



 =
2π

λ

(

−ax
f

+ z0

)

= −ka
f
x+ kz0 ⇒ s2 = a0 e

j(− ka
f x+kz0−ωt)

Le signal résultant :

s = s1 + s2 = a0 e
j(kz0−ωt) ×

(

ej
ka
f x + e−j ka

f x
)

= a0 e
j(kz0−ωt) × 2 cos

(
ka

f
x

)

4Pour simplifier les calculs, on opère ici dans le plan (Ox,Oz). Si l’on effectuait les calculs pour y 6= 0,

on remplacerait a0 par a0 e
j 2π

λ
βy dans les expressions de s1 et de s2. Ce terme, imaginaire pur mais de

module a0, ne modifierait cepedant par le résultat trouvé pour I .
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est à l’origine de l’intensité I proportionnelle à s s∗ :

I =
1

2
s s∗ = 2a20 cos2

(
ka

f
x

)

2. (a) L’ouverture rectangulaire a pour transmittance :






rect

(
x

A
,
y

B

)

= 1 pour x ∈ [−A,A] et y ∈ [−B,B]

rect

(
x

A
,
y

B

)

= 0 sinon

de sorte que la transmittance du négatif placé sur l’ouverture rectangulaire
s’écrit :

t(x, y) = rect
( x

A
,
y

B

)

× [µ− ξ × I]

⇒ t(x, y) = rect
( x

A
,
y

B

)

×
[

µ− 2a20ξ cos2
(
ka

f
x

)]

Cette transmittance dépend de y par l’intervention de la fonction rect

(
x

A
,
y

B

)

.

(b) Compte tenu du résultat (105) :
(

~kt − ~ki

)−−→
OM =

2παx

λ
+

2πβy

λ
= k (αx+ βy)

le signal diffracté par la plaque (P ) a pour amplitude complexe :

s =

∫∫

rect
( x

A
,
y

B

)

×
[

µ− 2a20ξ cos2
(
ka

f
x

)]

e−jk(αx+βy) dxdy

3. (a) Le résultat précédent s’écrit aussi :

s =

∫ B

−B

e−jkβy dy ×
∫ A

−A

[

µ− 2a20ξ cos2
(
ka

f
x

)]

e−jkαx dx

En définissant ϕ =
ka

f
x, on rappelle que :

2 cos2
(
ka

f
x

)

= 2 cos2 ϕ = 1 + cos(2ϕ) = 1 +
1

2

(
e2jϕ + e−2jϕ

)

en conséquence de quoi :

s =

∫ B

−B

e−jkβy dy ×
∫ A

−A

[(
µ− 2a20ξ

)
− a20ξ e

2jϕ − a20ξ e
−2jϕ

]
e−jkαx dx

De plus, le résultat (108) :
∫ A

−A

e−jkαx dx = 2A sinc(kαA)
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peut être appliqué à l’expression de s qui devient :

s = 2B sinc(kβB)× (J1 − J2 − J3)

où les intégrales J1, J2 et J3 se calculent séparément :

J1 =
(
µ− 2a20ξ

)
∫ A

−A

e−jkαx dx = 2A
(
µ− 2a20ξ

)
sinc(kαA)

J2 = a20ξ

∫ A

−A

ej (−kαx+2ϕ) dx avec ϕ =
ka

f
x

= a20ξ

∫ A

−A

ejk(−α+
2a
f ) x dx = a20ξ

∫ A

−A

ejkα
′x dx où α′ = −α+

2a

f

= 2Aa20ξ sinc(kα
′A)

et :

J3 = a20ξ

∫ A

−A

e−j (kαx+2ϕ) dx avec ϕ =
ka

f
x

= a20ξ

∫ A

−A

e−jk (α+ 2a
f ) x dx = a20ξ

∫ A

−A

e−jkα′′x dx où α′′ = α+
2a

f

= 2Aa20ξ sinc(kα
′′A)

Par suite :

s = 4AB sinc(kβB)×
[
(µ− 2a20ξ) sinc(kαA)

−a20ξ sinc(kα
′A)− a20ξ sinc(kα

′′A)
]

Cette expression montre que s possède trois composantes :

s = s1 − s2 − s3

avec :






s1 = 4AB (µ− 2a20ξ) sinc(kβB) sinc(kαA)

s2 = 4ABa20ξ sinc(kβB) sinc

[

kA

(
2a

f
− α

)]

s3 = 4ABa20ξ sinc(kβB) sinc

[

kA

(

α+
2a

f

)]

chacune d’elles correspondant au signal fourni par une fente rectangulaire de
dimension (2A, 2B) et étant centrée respectivement sur :

(
α = 0
β = 0

) (
α = 2a/f
β = 0

) (
α = −2a/f
β = 0

)

(b) Le signal s1 est associé à une intensité I1 ∝ sin2c(kαA), dont le maximum cen-
tral est localisé en α = 0 et le premier minimum se trouve dans la direction α1

telle que :

kα1A = π ⇒ 2π

λ
α1A = π ⇒ α1 =

λ

2A
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Aussi, la tache centrale de la figure d’interférence a pour largeur :

∆α = 2α1 =
λ

A
=

0,5.10−6

5.10−2
= 10−5 rad (109)

α

I1

∆α

0

De même, aux signaux s2 et s2 sont associées les intensités :






I2 ∝ sin2c (kβB) sin2c

[

k

(
2a

f
− α

)

A

]

I3 ∝ sin2c (kβB) sin2c

[

k

(

α+
2a

f

)

A

]

qui présentent également des maxima principaux de largeur angulaire

∆α =
λ

A
, dans des directions respectives :

α2 =
2a

f
=

2× 10−3

5.10−2
= 4.10−2 rad et α3 = −2a

f
= −4.10−2 rad

caractérisées par :

α2 ≫ ∆α et α3 ≫ ∆α

De ces inégalités découle la simplification des produits :

sinc(kαA) sinc

[

kA

(
2a

f
± α

)]

≃ 0

et :

sinc

[

kA

(
2a

f
− α

)]

× sinc

[

kA

(
2a

f
+ α

)]

≃ 0

c’est-à-dire :

s1 s
∗
2 ≃ 0 s1 s

∗
3 ≃ 0 s2 s

∗
3 ≃ 0

Par suite, l’intensité I associée à s se simplifie :

I ∝ (s1 − s2 − s3) (s
∗
1 − s∗2 − s∗3) ≃ |s1|2 + |s2|∗ + |s3|2

⇒ I ≃ I1 + I2 + I3
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α

I1

∆α
0

∆α∆α

I

α2

I3 I2

-α3

et produit, par conséquent, trois images bien séparées.

• 123 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. On note φ0 et φm les phases des rayonnements en O et Pm, juste après réflexion
en ces points (la réflexion produit un déphasage de π).

Les rayons qui arrivent en O et Pm sont respectivement
désignés par R0 et Rm. Enfin, A et B sont respectivement
les projetés orthogonaux de O sur Rm et de Pm sur R0.
Le point Pm émet un rayon qui arrive en M avec une am-
plitude complexe :

sm(M) = S0 e
jφm ejk (PmM)

où φm est la phase du rayonnement qui quitte Pm. Par
suite :

sm(M)

s0(M)
= ej (φm−φ0) × ejk [(PmM)−(OM)]

O

B

R0

M

M

Rm

ma

R

Pm

A

θi

θ

θi

θ

avec : (OM) = (OB) + (BM) et (BM) = (PmM) car le segment [BPm] est
perpendiculaire aux rayons R0 et Rm qui convergent en M . Ce faisant :

sm(M) = s0(M)× ej (φm−φ0) × e−jk (OB)

Soit φA la phase du rayonnement au point A, avant réflexion sur Pm. Compte tenu
des définitions de O et Pm (et puisque [OA] est perpendiculaire aux rayons inci-
dents R0 et Rm) :

φ0 = φA + π (en O s’est produit une réflexion) ;
φm = φA + k (APm) + π (en Pm s’est produit une réflexion).

C’est pourquoi :

φm − φ0 = k (APm) ⇒ sm(M) = s0(M)× ejk [(APm)−(OB)]

⇒ sm(M) = s0(M)× ejk [APm−OB]
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Les triangles (OAPm) et (OBPm) étant rectangles, il s’ensuit que :






sin θi =
APm

OPm
=
APm

ma

sin θ =
OB

OPm
=
OB

ma

de sorte que :

sm(M) = s0(M)× e−jkma (sin θ−sin θi)

2. En notant s0(M) = s0 et ϕ = ka (sin θ−sin θi), les amplitudes complexes sm(M)
des rayons issus des points O,P1, · · ·PN−1 s’additionnent en M pour produire
l’amplitude résultante :

s = s0 + s1(M) + · · · sN−1(M)

= s0

N−1∑

m=0

e−jmϕ = s0 ×
1− e−jNϕ

1− e−jϕ

= s0 ×
e−jNϕ/2

e−jϕ/2
× ejNϕ/2 − e−jNϕ/2

ejϕ/2 − e−jϕ/2

soit encore :

s = s0 e
−j(N−1)ϕ/2 × sin(Nϕ/2)

sin(ϕ/2)

3. L’intensité lumineuse I qui parvient en M est proportionnelle à s s∗ et adopte ainsi
l’expression :

I = I0 ×
[
sin(Nϕ/2)

sin(ϕ/2)

]2

Cette intensité prend sa valeur maximum pour les valeurs de ϕ qui annulent simul-

tanément sin

(
Nϕ

2

)

et sin
(ϕ

2

)

. Il existe donc des entiers p tels que :

sin
(ϕ

2

)

= 0 ⇒ ϕ

2
= pπ ⇒ sin

(
Nϕ

2

)

= sin(Npπ) = 0 car Np ∈ Z

Or, compte tenu des définitions de ϕ et de k :

ϕ

2
= pπ ⇒ 1

2
× 2πa

λ
(sin θ − sin θi) = pπ

⇒ sin θ = sin θi +
pλ

a
(p ∈ Z)

Du reste, dans les conditions de Gauss, sin θ ≃ θ conduit à :

θ = sin θi +
pλ

a
(110)

Considérons alors deux rayons parallèles qui arrivent sur L2 avec l’incidence θ,
l’un de ces rayons, passant par C, n’étant pas dévié lors de la traversée de L2 :
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M

x

f

z

E

O

x

θ

L2

θ

À la sortie de L2, ces deux rayons convergent en un point M de E, tel que :

tan θ ≃ θ =
x

f
⇒ x = f × θ

c’est-à-dire, compte tenu du résultat (110) :

x = f sin θi + p× λf

a
(111)

4. Avec n =
1

a
= 800 traits par millimètre, c’est-à-dire

1

a
= 800.103 traits par mètre :

x = 1× sin(10˚) + 1× 585.10−9 × 1× 800.103 ⇒ x = 642 mm

5. En différenciant le résultat (111) à θi constant, on obtient :

∆x =
pf

a
×∆λ ⇒ ∆λ =

a∆x

pf
=

0,01.10−3

800.103 × 1× 1

⇒ ∆λ = 1,25.10−11 m

ce qui correspond à un pouvoir de résolution :

η =
λ0
∆λ

=
585.10−9

1,25.10−11
= 46 800

• 124 Lycée Hoche, Versailles

1. Chacune des N = 2ν + 1 fentes peut être repérée par un indice n variant de −ν à
+ν, auquel cas chaque fente est décrite par une transmittance :







tn(x) = 1 pour x ∈
[

na− b

2
, na+

b

2

]

tn(x) = 0 sinon

Ainsi, la transmittance totale du réseau s’écrit :

t(x) =

ν∑

n=−ν

tn(x)
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2. Soit ~ki





0
0
1



 (avec k =
2π

λ
) le vecteur d’onde des rayons qui arrivent sur le réseau

et soit ~kt =





sinα
0

cosα



 celui des rayons diffractés par le réseau.

y

f

x

z

M

E

ΩO

L2

α

kt Xki

Dans les conditions de Gauss, α est suffisamment petit pour que l’on puisse poser :

~kt = k





α
0
1





de sorte que pour chaque point P du réseau :

(

~kt − ~ki

)

· −−→OP = k





α
0
1



 ·





x
y
0



 = kαx

C’est pourquoi l’amplitude complexe des rayons diffractés s’écrit :

s = A
∫ +∞

−∞

t(x) e−j (~kt−~ki)·
−−→
OP dx

= A
ν∑

n=−ν

∫ +∞

−∞

tn(x) e
−jkαx dx = A

ν∑

n=−ν

∫ na+b/2

na−b/2

e−jkαx dx

Effectuons alors le changement de variable :

ξ = x− na⇒ x = ξ + na⇒ dx = dξ

de sorte que :

s = A
ν∑

n=−ν

∫ b/2

−b/2

e−jkα (ξ+na) dξ = A
ν∑

n=−ν

e−jkαna

∫ b/2

−b/2

e−jkαξ dξ
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Or :
∫ b/2

−b/2

e−jkαξ dξ = − 1

jkα

(

e−jkαb/2 − ejkαb/2
)

= b× 2

kαb
sin

(
kαb

2

)

= b× sinc

(
kαb

2

)

De plus,

tanα ≃ α =
X

f
⇒ kαb

2
=

2π

λ
× X

f
× b

2
= π × X

λf
× b = πbu

en conséquence de quoi :

s = Ab sinc(πbu)×
ν∑

n=−ν

e−jkαna

avec :
ν∑

n=−ν

e−jkαna = ejkανa
2ν∑

n=0

e−jkαna

= ejkανa × 1− e−jkαa (2ν+1)

1− e−jkαa

= ejkανa × e−jkαa(2ν+1)/2

e−jkαa/2
× ejkαa

2ν+1
2 − e−jkαa 2ν+1

2

ejkα
a
2 − e−jkα a

2

=

sin

(

kαa× 2ν + 1

2

)

sin

(

kα
a

2

)

En remarquant que 2ν + 1 = N et que :

kα
a

2
=

2π

λ
× X

f
× a

2
= π × X

λf
× a = πua = φ

il vient :
ν∑

n=−ν

e−jkαna =
sin(Nφ)

sinφ

de telle manière que :

s = K sinc(πbu)×
sin(Nφ)

sinφ

où K = Ab est une constante complexe.

3. L’intensité I(X) est proportionnelle à s s∗ :

I = I0 sin2c(πbu)×
[
sin(Nφ)

sinφ

]2
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avec :

πbu =
πb

λf
X et φ = πau = πa× X

λf

d’où découle l’expression de I(X) :

I(X) = I0 × sin2c

(
πbX

λf

)

×
[
sin(NπaX/λf)

sin(πaX/λf)

]2

La fonction sinus cardinal s’annule pour les valeurs de X telles que :

πbX

λf
= qπ ⇒ X = q × λf

b
(q ∈ Z

∗)

tandis que la fonction

[
sin(Nφ)

sinφ

]2

devient maximum pour les valeurs de φ telles

que sin(Nφ) et sinφ s’annulent simultanément, c’est-à-dire :

sinφ = 0 ⇒ φ = pπ ⇒ sin(Nφ) = sin(Np× π) = 0 avec p ∈ Z

soit encore :

φ = pπ ⇒ πaX

λf
= pπ ⇒ X = p× λf

a
(p ∈ Z)

En outre, la condition a ≫ b montre que

[
sin(Nφ)

sinφ

]2

varie beaucoup plus vite

que sin2c

(
πbX

λf

)

, ce qui mène à la représentation graphique de I(X) :

λf
a

X

I

λf
b

0

Remarque – Dans le cas où b tend vers zéro, l’annulation du sinus cardinal est
ramené à l’infini, ce qui permet de retrouver le résultat classique du réseau avec
fentes infiniment fines.

• 125 Concours ENSAM

1. (a) Soit i′ l’angle sous lequel les rayons lumineux sont diffractés parR, par rapport
à la normale à R :
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i'

i

La formule des réseaux indique que les maxima d’intensité sont émis pour les
valeurs de i vérifiant :

sin i′ = sin i+ p
λ

a
(p ∈ Z)

où a =
1

n
désigne le pas du réseau. Ainsi, dans le cas où i′ = 0 :

sin i = −pnλ0 (112)

avec p = 2, n = 500.103 traits par mètre et λ0 = 0,5.10−6 m :

sin i = −2× 500.103 × 0,5.10−6 = −0,5 ⇒ i = −30˚

(b) Pour toute valeur de λ, la formule du réseau révèle la présence de maxima
d’intensité dans les directions i′ telles que :

sin i′ = sin i+ p
λ

a
= sin i+ pnλ (p ∈ Z)

où l’identité (112) fournit :

sin i = −pnλ0 ⇒ sin i′ = pn (λ− λ0)

Dans les conditions de Gauss, i′ est suffisamment petit pour linéariser sin i′ :

sin i′ ≃ i′ ⇒ i′ = pn (λ− λ0) (113)

Or, dans la direction i′, un rayon qui traverse le centre optique C0 de L0 n’est
pas dévié et atteint un pointMde (P ), où convergent les autres rayons incidents,
qui arrivent sur L0 avec la même direction i′ :

F0

i'

L0
M

O

x

f

C0i'
i'

Il s’ensuit que tan i′ ≃ i′ =
x

f
, c’est-à-dire, compte tenu de la relation (113) :

x = fi′ ⇒ x = pnf (λ− λ0) (114)

(c) La fente F0 laisse passer les rayons qui arrivent aux points M d’abscisses x

comprises entre x1 = −L
2

et x2 =
L

2
, auxquelles correspondent les longueurs



Optique ondulatoire 669

d’onde λ1 et λ2 vérifiant la relation précédente :






−L
2
= pnf (λ1 − λ0)

L

2
= pnf (λ2 − λ0)

⇒







λ1 = λ0 −
L

2pnf

λ2 = λ0 +
L

2pnf

La fente laisse donc passer les radiations dont les longueurs d’onde sont com-
prises entre :

λ1 = λ0 −
∆λ1
2

et λ2 = λ0 +
∆λ1
2

avec ∆λ1 =
L

pnf

Application numérique :

∆λ1 =
0,1.10−3

2× 500.103 × 1
= 10−10 m ⇒ ∆λ1 = 10−4 µm

(d) Étant donné que sin i′ ≃ i′ ≃ x

f
, la variable ϕ s’écrit, pour une longueur d’onde

λ0 :

ϕ =
2πa

λ0
(sin i′ − sin i) ≃ 2πa

λ0

(
x

f
− sin i

)

⇒ x = f ×
(
λ0
2πa

ϕ+ sin i

)

Ce faisant, pour une longueur d’onde λ0, l’intensité I admet un maximum
d’ordre p en une abscisse x0 qui correspond à ϕ0 = 2pπ :

x0 = f ×
(
λ0
2πa

× 2pπ + sin i

)

⇒ x0 = f ×
(
λ0p

a
+ sin i

)

En outre, la courbe donnée par l’énoncé rappelle qu’au voisinage du maximum

précédent, I s’annule une première fois pour ϕ = 2pπ +
2π

N
, c’est-à-dire en

une abscisse :

x0 +∆x = f ×
[
λ0
2πa

(

2pπ +
2π

N

)

+ sin i

]

= f ×
(
λ0p

a
+

λ0
aN

+ sin i

)

De même, pour une longueur
d’onde λ1 = λ0+∆λ, le maximum
d’intensité d’ordre p s’observe en
une abscisse x1 telle que :

x1 = f ×
(
λ1p

a
+ sin i

)

Or, ces deux maxima peuvent en-
core être distingués à condition que
x1 excède x0 +∆x. Cette condi-
tion se traduit alors par :

I

0

∆x

x0
x

I

0
xx1

λ=λ0

λ=λ1
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x1 = x0 +∆x ⇒ f ×
(
λ1p

a
+ sin i

)

= f ×
(
λ0p

a
+

λ0
aN

+ sin i

)

⇒ λ1 = λ0 +
λ0
Np

→ ∆λ = λ1 − λ0 =
λ0
Np

Application numérique :

∆λ =
0,5.10−6

104 × 2
⇒ ∆λ = 0,25.10−10 m = 0,25.10−4 µm

La comparaison : ∆λ < ∆λ0 montre que la résolution du monochromateur
est plus limitée par la taille de F0 que par les phénomènes de diffraction.

2. Soit r l’angle de réfraction du rayon qui pénètre dans la lame à faces parallèles :

e

D

x1

λ
θ-r

θ

r

B

CA

Le triangle (ABC) étant rectangle en C, il s’ensuit que :

sin(θ − r) =
BC

AB
=

x1
AB

⇒ x1 = AB sin(θ − r)

de même que le triangle rectangle (ABD) permet de définir :

cos r =
AD

AB
=

e

AB
⇒ AB =

e

cos r
⇒ x1 = e

sin(θ − r)

cos r

Or, les angles θ et r sont suffisamment petits pour justifier les approximations :
sin(θ − r) ≃ θ − r et cos θ ≃ 1, d’où il découle que :

x1 = e (θ − r)

Enfin, la loi de Snell-Descartes impose :

sin θ = n1 sin r ⇒ θ ≃ n1r ⇒ r =
θ

n1
⇒ x1 = eθ

(

1− 1

n1

)

(115)

3. (a) Les lois (114) et (115) conduisent à :

x1 = pnf (λ− λ0) ⇒ dx1 = pnf dλ

et :

x1 = eθ

(

1− 1

n1

)

⇒ dx1 = edθ

(

1− 1

n1

)
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Il s’ensuit que :

pnf dλ = edθ

(

1− 1

n1

)

où dθ est lié à dI par la sensibilité α du galvanomètre :

α =
dθ

dI
⇒ dθ = αdI ⇒ pnf dλ = eαdI

(

1− 1

n1

)

⇒ dλ

dI
=

eα

pnf

(

1− 1

n1

)

Application numérique :

dλ

dI
=

5.10−3 × 1

2× 500.103 × 1

(

1− 1

1,6

)

⇒ dλ

dI
= 1,875.10−3 µm · (mA)−1

(b) L’angle θ varie avec I selon la loi linéaire : θ = θ0 +
dθ

dI
× I où θ0 = 0 car,

lorsque I est nul θ l’est également : θ = αI . C’est pourquoi la loi (115) s’écrit :

x1 = eαI

(

1− 1

n1

)

= eαI × n1 − 1

n1

tandis que la relation (114) impose :

x1 = pnf (λ− λ0)
︸ ︷︷ ︸

∆λt

= eαI × n1 − 1

n1

⇒ I =
pnf ∆λt
αe

× n1
n1 − 1

Application numérique :

I =
2× 500.103 × 1× 2,25.10−10

1× 5.10−3
× 1,6

0,6
⇒ I = 0,12 mA





Chapitre 5

Physique des ondes

5.1 Propagation unidimensionnelle d’une onde

5.1.1 Équation de propagation

Soit une grandeur physique décrite par une fonction ψ de l’espace et du temps (par
exemple une surpression, la hauteur d’un liquide, ...). Dans ce chapitre, nous étudierons
les phénomènes physiques qui vérifient l’équation de d’Alembert :

∆ψ − 1

c2
∂2ψ

∂t2
= 0

Si le phénomène physique ne dépend que d’une dimension (x par exemple), le Lapla-
cien de ψ(x, t) se simplifie en même temps que l’équation de d’Alembert :

∂2ψ

∂x2
− 1

c2
∂2ψ

∂t2
= 0 (1)

Définition 1 Une onde est dite polarisée si le phénomène vibratoire ne se produit
que dans une direction. Lorsque cette direction coïncide avec celle de propagation de
l’onde, la polarisation est longitudinale.
En revanche, lorsque cette direction est perpendiculaire à celle de propagation de
l’onde, la polarisation est transversale.

5.1.2 Famille de solutions

5.1.2.1 Ondes progressives

Considérons une fonction ψ(x, t) que l’on peut écrire :

ψ(x, t) = f(u) + g(v)

où u(x, t) et v(x, t) sont des fonctions de x et t ; par exemple, f(u) pour-
rait s’écrire : f(u) = cosu où u(x, t) =

√
x2 + c2t2 et g(v) = 0 de sorte que :

ψ(x, t) = cos
(√
x2 + c2t2

)
.

673
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On démontre, en mathématiques, que :

∂2ψ

∂x2
=

d2f

du2

(
∂u

∂x

)2

+
df

du

∂2u

∂x2
+

d2g

dv2

(
∂v

∂x

)2

+
dg

dv

∂2g

∂x2
(2)

et :
∂2ψ

∂t2
=

d2f

du2

(
∂u

∂t

)2

+
df

du

∂2u

∂t2
+

d2g

dv2

(
∂v

∂t

)2

+
dg

dv

∂2g

∂t2
(3)

Dans ce cours, on se limitera aux ondes décrites par des fonctions :

u(x, t) = α× (ct+ x) et v(x, t) = α× (ct− x)

où α est une constante. Ce faisant, les relations (2) et (3) deviennent :

∂2ψ

∂x2
= α2 ×

(
d2f

du2
+

d2g

dv2

)

et
∂2ψ

∂t2
= α2c2 ×

(
d2f

du2
+

d2g

dv2

)

de sorte que :
∂2ψ

∂t2
= c2

∂2ψ

∂x2
⇒ ∂2ψ

∂x2
− 1

c2
∂2ψ

∂t2
= 0

On se bornera ainsi à des ondes progressives, solutions de l’équation de d’Alembert,
de la forme :

ψ(x, t) = f(αct+ αx) + g(αct− αx)

Notamment, si la constante α est notée k :

ψ(x, t) = f(ωt+ kx) + g(ωt− kx) où ω = kc (4)

tandis que α =
1

c
fournit :

ψ(x, t) = f
(

t+
x

c

)

+ g
(

t− x

c

)

Soit le phénomène décrit par la fonction ψ(x, t) = g(ωt−kx) en un pointM(x), à une
date t. À une date t+ dt, le phénomène se produit au point N(x+ dx), avec dx > 0.

0
M N

(t) (t+dt)

x+dxx
x

ψ

Ce phénomène se déplace de M à N si ψ(x, t) = ψ(x+ dx, t+ dt), c’est-à-dire :

g(ωt− kx) = g(ωt+ ω dt− kx− k dx)

⇒ ω dt− k dx = 0 ⇒ dx

dt
=
ω

k
= c
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Par conséquent, l’onde ψ(x, t) = g(ωt − kx) se déplace vers la droite, à une vitesse

c =
dx

dt
. En revanche, l’onde décrite par la fonction ψ(x, t) = f(ωt+ kx) se déplace

vers la gauche, à une vitesse
dx

dt
= −c.

Remarque – L’onde qui se déplace vers la gauche est parfois appelée « onde ré-
gressive », par opposition à celle qui se déplace vers la droite alors appelée « onde
progressive ».

Définition 2 Un phénomène ondulatoire est dit périodique s’il existe un nombre T ,
tel que :

ψ(x, t+ T ) = ψ(x, t) ∀t

T désigne la période du phénomène, s’il s’agit de la plus petite valeur de T qui assure
l’égalité précédente.

Définition 3 La longueur d’onde λ d’un phénomène périodique dans l’espace est la
plus petite valeur de λ qui assure l’identité :

ψ(x+ λ, t) = ψ(x, t) ∀x

5.1.2.2 Ondes périodiques harmoniques

Définition 4 Une onde est périodique harmonique si les fonctions f et g sont des
fonctions sinusoïdales :

ψ(x, t) = A0 cos(ωt± kx+ φ)

A0 désigne alors l’amplitude de l’onde et ω sa pulsation.

Remarque – Ces ondes sont aussi qualifiées de monochromatiques, étant donné
qu’elles ne possèdent qu’une pulsation ω.
Pulsation ω et fréquence f sont liées par la loi :

ω = 2πf où f =
1

T

Quant à la longueur d’onde λ, sa définition impose :

k =
2π

λ

À l’instar de ce qui se pratique en électrocinétique, à une onde progressive harmonique
peut être associée une fonction complexe ψ telle que :

ψ(x, t) = Re
{
ψ
}

On distingue ainsi :
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• les ondes progressives harmoniques, qui se déplacent dans le sens de (Ox) :

ψ = A0 e
j(ωt−kx) ⇒ ψ(x, t) = A0 cos(ωt− kx)

• les ondes progressives harmoniques, qui se déplacent dans le sens inverse à celui
de (Ox), parfois appelées ondes régressives :

ψ = A0 e
j(ωt+kx) ⇒ ψ(x, t) = A0 cos(ωt+ kx)

5.1.2.3 Ondes stationnaires

Définition 5 On appelle onde stationnaire une onde dont la fonction ψ(x, t) peut se
mettre sous la forme :

ψ(x, t) = fx)× g(t)

où f(x) et g(t) sont respectivement des fonctions de x ou de t exclusivement.

Remarque – Une onde stationnaire ne se propage pas : le temps t, qui n’intervient
que dans g(t), est un facteur qui influence l’amplitude de l’onde en tous les points de
l’espace simultanément.
Soit ψ(x, t) = f(x) × g(t) la fonction décrivant une onde stationnaire qui vérifie
l’équation de d’Alembert :

∂2ψ

∂x2
=

1

c2
∂2ψ

∂t2
⇒ g

d2f

dx2
=

1

c2
f

d2g

dt2
⇒ 1

f

d2f

dx2
=

1

c2
× 1

g

d2g

dt2

Étant donné que le membre de gauche de cette équation ne dépend pas de t, alors que
celui de droite ne dépend pas de x, il s’ensuit que :

1

f

d2f

dx2
= α et

1

g

d2g

dt2
= c2 α

où α est une constante.

• Si α < 0, il existe un nombre k tel que α = −k2, de sorte que :

d2f

dx2
= −k2 f ⇒ d2f

dx2
+ k2 f = 0

Dans ce cas, la fonction f(x) adopte la forme :

f(x) = A1 cos(kx) +A2 sin(kx) = F0 cos(kx+ ϕ)

tandis que la fonction g(t) est solution de l’équation différentielle :

d2g

dt2
= −k2c2 g ⇒ d2g

dt2
+ ω2 g = 0

⇒ g(t) = B1 cos(ωt) +B2 sin(ωt) = G0 cos(ωt+ φ)

Ce faisant, une onde stationnaire est décrite par la fonction :

ψ(x, t) = f(x)× g(t) = ψ0 cos(kx+ ϕ)× cos(ωt+ φ) (5)
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• Si α > 0, on peut poser : α = k2 ⇒ c2α = ω2 > 0, de sorte que g(t) vérifie
l’équation différentielle :

d2g

dt2
− ω2 g = 0 ⇒ g(t) = λ eωt + µ e−ωt

Or, la fonction g(t) ne peut tendre vers l’infini avec t, sous peine d’observer :
lim
t→∞

[ψ(x, t)] = ∞. Cette condition impose :

λ = 0 ⇒ g(t) = µ e−ωt ⇒ ψ(x, t) = µ e−ωt × f(x)

En outre, l’absence de phénomène dissipatif interdit à ψ(x, t) toute décroissance
régulière. C’est pourquoi la solution α > 0 est physiquement irrecevable.

5.1.3 Ondes transversales sur une corde vibrante
Cette partie ne s’adresse qu’aux étudiants des filières PC ou PSI.

5.1.3.1 Équation de propagation

On considère une corde, de masse linéique µ, soumise à une tension T uniforme.

0

M

N

y(x,t)

y(x+dx,t)

x+dxx
x

θ

θ+dθ

dx

dy

T(x,t)
ex

T(x+dx,t)

Isolons, sur cette corde, deux points M et N infiniment proches, distants de dx. Les
élongations (calculées à partir de la position d’équilibre) de l’onde en M et N sont
notées y(x, t) et y(x+ dx, t) à une date t. Aux points M et N , l’élément de corde,
compris entre M et N , est soumis aux forces ~T (x, t) et ~T (x+ dx, t), si l’on négllige
le poids de la corde et les éventuels frottements.
La corde décrit une courbe C telle que, si θ et θ + dθ désignent les angles que font les
tangentes de C en M et N par rapport à l’hirizontale :

∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x, t

= tan [θ(x, t)] = tan θ et
∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x+dx, t

= tan [θ(x+ dx, t)] = tan(θ + dθ)

On supposera, en outre, que θ est suffsamment petit pour qu’il soit légitime de négliger

les termes d’ordre 2 en θ, ce qui permet de linéariser les expressions de
∂y

∂x
:

∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x, t

≃ θ et
∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x+dx, t

≃ θ + dθ

De plus, les forces ~T (x, t) et ~T (x + dx, t) étant tangentes à C en M et N et ayant la
même norme T (la tension du fil est uniforme), il s’ensuit que :

~T (x, t) =

(
−T cos θ
−T sin θ

)

et ~T (x+ dx, t) =

(
T cos(θ + dθ)
T sin(θ + dθ)

)
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c’est-à-dire, en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à 2 :

cos θ = 1− θ2

2
+ · · · ≃ 1 et sin θ = θ − θ3

6
+ · · · ≃ θ

la corde est soumise aux forces :

~T (x, t) =

(
−T

−T × θ

)

et ~T (x+ dx, t) =

(
T

T × (θ + dθ)

)

dont la résultante vaut alors :

~R = ~T (x, t) + ~T (x+ dx, t) = T × dθ ~ey

où :

dθ = (θ + dθ)− θ =
∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x+dx, t

− ∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x, t

=
∂2y

∂x2

∣
∣
∣
∣
x, t

dx

⇒ ~R = T × ∂2y

∂x2
dx~ey où

∂2y

∂x2
≡ ∂2y

∂x2

∣
∣
∣
∣
x, t

Quant à l’élément de corde situé entre M et N , sa longueur vaut :

dℓ =
√

( dx)2 + (dy)2

avec :

dy = y(x+ dx, t)− y(x, t) =
∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
x, t

dx = θ × dx

⇒ dℓ = dx
√

1 + θ2 ≃ dx à l’ordre 1 en θ

Ce faisant, l’élément de corde présente une masse δm = µdℓ = µdx et une accéléra-
tion ~γ vérifiant la loi fondamentale de la dynamique :

δm~γ = ~R = T
∂2y

∂x2
dx~ey ⇒ µdx~γ · ~ey = T

∂2y

∂x2
dx

où :

~γ · ~ey =
∂2y

∂t2
⇒ µ

∂2y

∂t2
= T

∂2y

∂x2

La fonction y vérifie par conséquent l’équation de d’Alembert :

∂2y

∂x2
− 1

c2
∂2y

∂t2
= 0 avec c =

√

T

µ

5.1.3.2 Modes propres d’une corde fixée

Considérons maintenant une corde, identique à la précédente, dont les extrémités sont
fixées en x = 0 et en x = L, ce qui conditionne les valeurs :

y(0, t) = 0 et y(L, t) = 0
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Si la solution de l’équation de d’Alembert était progressive : y(x, t) = Y0 cos(ωt− kx),
il ne serait pas possible de respecter, à toute date t, les conditions aux limites car

y(0, t) = Y0 cos(ωt) = 0 seulement pour ωt = (2n+ 1)
π

2
.

Force est donc d’admettre que les conditions aux limites produisent des ondes station-
naires dont la fonction est donnée apr le résultat (5) de la page 676 :

y(x, t) = Y0 cos(kx+ ϕ)× cos(ωt+ φ)

ou encore :
y(x, t) = [A cos(kx) +B sin(kx)]× cos(ωt+ φ)

où A, B et φ sont des constantes qui dépendent des conditions initiales. Notamment :

y(0, t) = 0 ⇒ A× cos(ωt+ φ) = 0∀t⇒ A = 0

⇒ y(x, t) = B sin(kx)× cos(ωt+ φ)

En outre :

y(L, t) = 0 ⇒ B sin(kL)× cos(ωt+ φ) = 0∀t
⇒ kL = nπ avec n ∈ N

∗

⇒ kn = n
π

L
⇒ ωn = kn × c = n

πc

L

Il s’ensuit que toute fonction :

yn(x, t) = Bn sin(n
πx

L
)× cos(ωnt+ φ)/ωn = n

πc

L
(6)

est une solution de l’équation de d’Alembert qui respecte les conditions limites impo-
sées.

Définition 6 On appelle modes propres les fonctions :

yn(x, t) = Bn sin
(

n
πx

L

)

× cos(ωnt+ φ)

Pour une date t fixée, il est possible de représenter plusieurs modes propres de vibration
de la corde :

0

n=1

L

n=3

n=2

Remarque – Chaque mode propre vibre avec une fréquence fn =
ωn
2π

= n× c

2L
qui

lui est spécifique. C’est pourquoi les modes propres sont aussi appelés harmoniques de
rand n.
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5.1.3.3 Corde de Melde

On considère une corde analogue à la précédente, fixée en x = L et excitée en x = 0
de sorte que y(0, t) = Y0 cos(ωt) et y(L, t) = 0∀t. Cette dernière contrainte interdit
d’envisager, comme solution de l’équation de d’Alembert, une fonction progressive :
y(x, t) = A cos(ωt− kx). C’est pourquoi la solution de cette équation doit être cher-
chée sous forme d’une onde stationnaire, de fonction :

y(x, t) = ψ0 cos(kx+ ϕ)× cos(ωt+ φ)

La condition y(0, t) = Y0 cos(ωt) se traduit alors par :

ψ0 cosϕ cos(ωt+ φ) = Y0 cos(ωt) ⇒
{
φ = 0
ψ0 cosϕ = Y0

⇒ y(x, t) =
Y0

cosϕ
cos(kx+ ϕ) cos(ωt)

En outre, la condition y(L, t) = 0 conduit à :

Y0
cosϕ

cos(kL+ ϕ) cos(ωt) = 0 ⇒ cos(kL+ ϕ) = 0

⇒ kL+ ϕ = p π +
π

2
, p ∈ Z

⇒ ϕ = p π +
π

2
− kL

il s’ensuit que :

cosϕ = cos
(

p π +
π

2
− kL

)

= (−1)p cos
(π

2
− kL

)

= (−1)p sin(kL)

et d’autre part que :

cos(kx+ ϕ) = cos
(

kx+ p π +
π

2
− kL

)

= (−1)p cos
(

kx− kL+
π

2

)

= (−1)p sin(kL− kx)

Par suite :

y(x, t) =
Y0

sin(kL)
× sin(kL− kx) cos(ωt)

Cette relation peut aussi s’écrire, en tenant compte de la loi : ω = kc :

y(x, t) =
Y0

sin

(
Lω

c

)× sin
[ω

c
(L− x)

]

cos(ωt)

ce qui montre qu’un phénomène de résonance peut apparaître si sin

(
Lω

c

)

= 0, c’est-

à-dire lorsque :
Lω

c
= nπ ⇒ ω = n× πc

L
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Un phénomène de résonsance peut se produire sur la corde de Melde, pour des
pulsations correspondant aux modes propres.

Remarque – Des phénomènes dissipatifs, ignorés ici, s’opposent à ce que y(x, t)
tende cers l’infini.

Lorsque ω 6= n
πc

L
, l’onde présente :

• des nœuds aux valeurs xp telles que :

sin(kL− kxp) = 0 ⇒ 2π

λ
(L− xp) = p π ⇒ xp = L− p

λ

2
, p ∈ N

En de telles valeurs, y(xp, t) est nul à toute date t.

• des ventres, là où l’amplitude de y est maximum à toute date t. Ce phénomène se
produit aux valeurs xq de x telles que :

sin(kL− k xq) = ±1 ⇒ 2π

λ
(L− xq) =

π

2
+ q π, q ∈ N

⇒ xq = L− λ

4
− q

λ

2

0
x

y

L

λ
Ventre

Noeud

5.1.4 Ondes longitudinales dans une tige rigide
5.1.4.1 Modèle de la chaîne infinie

On considère une chaîne infinie constituée de ressort identiques, infiniment petits, de
longueur à vide ℓv et de raideur k, liés les uns aux autres aux points Pn d’abscisses au
repos xn, n ∈ N, de même masse m.

x

ξn
ξn+1

Pn+1

0

ξn-1

ℓe u

Pn-1 Pn

Pn+1Pn-1 Pn

ℓe

ℓn+1ℓn-1

xn-ℓe xn xn+ℓe

Soient trois de ces points successifs : Pn−1, Pn et Pn+1 dont les positions à l’équilibre
sont repérées par les abscisses respectives xn−1 = x− ℓe, xn = ℓe, xn+1 = x+ ℓe,
où ℓe désigne la longueur à l’équilibre de chaque ressort. On supposera que :
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• chaque point est libre de se déplacer selon la direction déterminée par un vecteur
unitaire ~u ;

• seules les forces de rappel des ressorts sont prises en compte (les frottements et le
poids, notamment, son négligés).

La position d’un point Pn, à une date t quelconque, est repérée par le vecteur :
−−→
OPn = xn(t) ~u = [xn(0) + ξn(xn, t)] ~u

Définition 7 L’approximation des milieux continus consiste à supposer que les abs-
cisses de chaque point P sont continues ; on note x = n ℓe + ξn(x, t) pour le point Pn,
où ℓe est infiniment petit.

À toute date t, le point Pn est ainsi soumis à :

• la force de rappel ~Tn+1 exercée par le ressort situé à droite de Pn et de longueur
ℓn+1 :

~Tn+1 = k (ℓn+1 − ℓv) ~u avec ℓn+1 + ξn = ℓe + ξn+1

= k (ξn+1 − ξn + ℓe − ℓv) ~u

• la force de rappel ~Tn−1 exercée par le ressort situé à gauche de Pn et de longueur
ℓn−1 :

~Tn−1 = −k (ℓn−1 − ℓv) ~u avec ℓn−1 + ξn−1 = ℓe + ξn

= −k (ξn − ξn−1 + ℓe − ℓv) ~u

Ainsi, le point Pn est soumis à une force résultante :

~Rn = ~Tn+1 + ~Tn−1 = k (ξn+1 + ξn−1 − 2 ξn) ~u

En outre, la position du pointPn est repérée par le vecteur
−−→
OPn = x~u = [n ℓe + ξn(x, t)] ~u,

à laquelle est associée l’accélération :

d2
−−→
OPn
dt2

=
∂2ξn
∂t2

~u

Or, en vertu de la loi fondamentale de la dynamique :

m
d2

−−→
OP

dt2
= ~Rn⇒ m

∂2ξn
∂t2

= k (ξn+1 + ξn−1 − 2 ξn)

où l’approximation des milieux continus suggère de poser :

ξn+1 = ξn + ℓe
∂ξn
∂x

+
ℓ2e
2

∂2ξn
∂x2

+ · · · et ξn−1 = ξn − ℓe
∂ξn
∂x

+
ℓ2e
2

∂2ξn
∂x2

+ · · ·

de sorte que :

m
∂2ξn
∂t2

= kℓ2e
∂2ξn
∂x2

Ainsi apparaît l’équation de propagation d’une onde acoustique longitudinale :
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∂2ξn
∂x2

− 1

c2
∂2ξn
∂t2

= 0 avec c = ℓe

√

k

m

5.1.4.2 Onde longitudinale dans une tige

Définition 8 Soit une tige, de longueur ℓ et de section S, soumise à une force d’in-
tensité F . On appelle module d’Young la grandeur :

E =
ℓ

S

∂F

∂ℓ

uS

ℓ

F

De cette défintion découle l’expression de la force δ ~F exercée par une tige, qui s’op-
pose à son allongement δℓ :

δ ~F = −∂F
∂ℓ

~u = −SE δℓ

ℓ
~u (loi de Hooke).

u

ℓ

δF

δℓ

Considérons maintenant une tige de masse volumique ρ, de section S constante, de
longueur infinie et de module d’Young E. Soit (T ) une tranche de cette tige, située
entre les points P et Q d’abscisses respectives x et x+ ℓ. (T ) se trouve entre deux
autres tranches identiques, susceptibles de l’allonger de δℓ1 et δℓ2.

x

ξ(x-ℓ,t)

0

uℓ

S

x
x+ℓx-ℓ x+2ℓ

δFQQP

QP

ξ(x+ℓ,t)ξ(x,t)

δFP

ℓ ℓ

(T )

(T )

Lorsqu’une onde acoustique se propage dans la tige, les points P et Q ont pour abs-
cisses x+ ξ(x, t) et x+ ℓ+ ξ(x+ ℓ, t). La tranche (T ) est alors soumise à :

• la force de rappel δ ~FQ = SE
δℓ2
ℓ
~u, où :

δℓ2 = ξ(x+ 2ℓ, t)− ξ(x+ ℓ, t) =

[

ξ(x+ ℓ, t) + ℓ
∂ξ

∂x

∣
∣
∣
∣
(x+ℓ, t)

]

− ξ(x+ ℓ, t)

= ℓ
∂ξ

∂x

∣
∣
∣
∣
(x+ℓ, t)

= ℓ×
[

∂ξ

∂x

∣
∣
∣
∣
(x, t)

+ ℓ
∂2ξ

∂x2

∣
∣
∣
∣
(x, t)

]



684 Chapitre 5

• la force de rappel δ ~FP = −SE δℓ1
ℓ
~u, avec :

δℓ1 = ξ(x, t)− ξ(x− ℓ, t) = ξ(x, t)−
[

ξ(x, t)− ℓ
∂ξ

∂x

∣
∣
∣
∣
(x, t)

]

= ℓ
∂ξ

∂x

∣
∣
∣
∣
(x, t)

c’est-à-dire à une force résultante :

~R = δ ~FP + δ ~FQ =
SE

ℓ
(δℓ2 − δℓ1) ~u =

SE

ℓ
× ℓ2

∂2ξ

∂x2
~u

= V × E
∂2ξ

∂x2
~u

où V = ℓ S désigne le volume de (T ). Or, cette tranche, de masse m = ρ V , présente

une accélération
∂2ξ

∂t2
~u qui respecte la loi fondamentale de la dynamique :

m
∂2ξ

∂t2
~u = ~R ⇒ ρV

∂2ξ

∂t2
= V × E

∂2ξ

∂x2

Ainsi se déduit l’équation de d’Alembert :

∂2ξ

∂x2
− 1

c2
∂2ξ

∂t2
= 0

où c =

√

E

ρ
révèle la dépendance de la célérité des ondes acoustiques dans les maté-

riaux en fonction de la masse volumique et du module d’Young de ces matériaux.

5.1.5 Conditions aux limites
5.1.5.1 Réflexion et transmission d’une onde

Considérons une corde linéaire, dont la masse linéique subit une discontinuité en
x = L > 0 :

µ = µ1 pour x < L et µ = µ2 pour x > L

Ce faisant, une onde peut se propager dans les deux milieux, avec la même pulsation ω
(qui ne subit pas de discontinuité en x = L) sur la corde de tension uniforme T , avec

des vitesses c1 =

√
T

µ1
et c2 =

√
T

µ2
. On posera alors :

k1 =
ω

c1
=

ω√
T

√
µ1 et k2 =

ω

c2
=

ω√
T

√
µ2

x
0

Aµ1

yi

L

PO

L-x

yr

µ2

x

0
Aµ1

yi

L

QO

x-L
µ2

yt

Soit une onde, émise au point O(x = 0), qui arrive en P (0 6 x 6 L), avec une
élongation d’image complexe :

y
i
(P ) = Y0 e

j(k1x−ωt)
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Cette onde arrive alors au point A, avec une élongation complexe : y
i
= Y0 e

jk1L, où
deux phénomènes peuvent se produire :

• une réflexion vers le point P , avec une élongation complexe :

y
r
(P ) = r Y0 e

jk1L × ej(k1 AP−ωt) avec AP = L− x

= r Y0 e
j(2 k1L−k1x−ωt)

Le coefficient r est alors appelé coefficient de réflexion en amplitude.
• une transmission vers un point Q(x > 0), avec une élongation complexe :

y
t
(Q) = t Y0 e

jk1L × ej(k2 AQ−ωt) avec AQ = x− L

= t Y0 e
j(k1L−k2L+k2x−ωt)

Le coefficient t est alors appelé coefficient de transmission en amplitude.
Par suite, le point P reçoit une onde d’amplitude complexe :

y(P ) = y
i
(P ) + y

r
(P ) = Y0 e

−jωt ×
[

ejk1x + r ej(2k1L−k1x)
]

tandis que le point Q reçoit une onde décrite par l’amplitude complexe :

y(Q) = y
t
(Q) = t Y0 e

j(k1L−k2L+k2x−ωt)

La continuité de l’élongation de la corde au point A se traduit par :

y(L−) = y(L+) = Y0 e
−jωt

[
ejk1L + r ejk1L

]
= tY0 e

j(k1L−ωt) ⇒ 1 + r = t

En outre, la dérivée
∂y

∂x
est continue en tout point de la corde, sans quoi l’équation

de d’Alembert :
∂2y

∂x2
− 1

c2
∂2y

∂t2
= 0 présenterait une singularité. Cette continuité s’ex-

prime notamment, au point A, par :

∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
L−

=
∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
L+

= Y0 e
−jωt ×

[
jk1 e

jk1L − r jk1 e
jk1L

]
= t Y0 jk2 e

j(k1L−ωt)

⇒ k1 (1− r) = k2 t

Apparaît alors un système de deux équations :
{

1 + r = t
k1 (1− r) = k2 t

⇒
{
k2 (1 + r) = k2 t
k1 (1− r) = k2 t

d’où découlent les expressions des coefficients r et t :

r =
k1 − k2
k2 + k1

=

√
µ2 −√

µ1√
µ2 +

√
µ1

et t =
2 k1

k2 + k1
=

2
√
µ2√

µ2 +
√
µ1

5.1.5.2 Utilisation de la série de Fourier

Considérons une corde, fixée à ses extrémités x = 0 et x = L, dont l’élongation y(x, t)

vérifie l’équation de propagation
∂2y

∂x2
− 1

c2
∂2y

∂t2
= 0. Nous avons vu, à la page 679,

que tout mode propre :

yn(x, t) = [αn cos(ωnt) + βn sin(ωnt)]× sin(nkx) où ωn = n
πc

L
et k =

π

L
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est solution de l’équation de propagation. C’est pourquoi la combinaison linéaire de
ces modes propres donne la solution générale :

y(x, t) =

∞∑

n=1

[an cos(ωnt) + bn sin(ωnt)]× sin(nkx)

c’est-à-dire :

∂y

∂t
=

∞∑

n=1

[−anωn sin(ωnt) + bn ωn cos(ωnt)]× sin(nkx)

Supposons connues les conditions initiales : y(x, 0) et
∂y

∂t

∣
∣
∣
∣
(x, 0)

, les relations précé-

dentes se présentent alors sous la forme :

y(x, 0) =

∞∑

n=1

an sin(nkx) et
∂y

∂t

∣
∣
∣
∣
(x, 0)

=

∞∑

n=1

bn ωn sin(nkx)

Ces séries sont analogues à celles de Fourier associées aux fonctions périodiques

y(x, 0) et
∂y

∂t

∣
∣
∣
∣
(x, 0)

, de période λ =
2π

k
= 2L. C’est pourquoi :

an =
2

λ

∫ λ

0

y(x, 0)× sin(nkx) dx =
1

L

∫ 2L

0

y(x, 0)× sin(nkx) dx

et :

bn =
1

Lωn

∫ 2L

0

∂y

∂t

∣
∣
∣
∣
(x, 0)

× sin(nkx) dx

Une corde, de longueur L et de masse linéique µ, est fixée à ses deux extré-
mités (en x = 0 et en x = L). On suppose que la corde occupe initialement sa position
d’équilibre : y(x, 0) = 0, tandis qu’une impulsion lui est communiquée en x = x0.

Cette impulsion se traduit par l’existence d’une fonction f(x) =
∂y

∂t

∣
∣
∣
∣
(x, 0)

, telle que :

{
f(x) = 0 pour x < x0 et x > x0 + ε
f(x) = F0 pour x0 6 x 6 x0 + ε

x0
x

0

f(x)

x0+ε

F0

ε

On admettra, en outre, que l’impulsion est caractérisée par une amplitude F0 telle que
F0 × ε = 1 et une durée ε infiniment petite. Déterminer l’élongation y(x, t) de chaque
point de la corde, à toute date t.

Réponse La corde étant fixée à ses deux extrémités, les solutions de l’équation de d’Alembert se mettent
sous la forme d’ondes stationnaires :

yn(x, t) = [αn cos(ωnt) + βn sin(ωnt)]× sin(nkx)
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où αn et βn sont des constantes réelles, ωn = n
πc

L
, k =

π

L
, c est la célérité des ondes qui se propagent

sur la corde et n ∈ N∗. Ce faisant, toute combinaison linéaire des modes propres yn est aussi solution de
l’équation de d’Alembert, dont la solution générale s’écrit alors :

y(x, t) =
∞∑

n=1

[an cos(ωnt) + bn sin(ωnt)]× sin(nkx)

⇒ ∂y

∂t
=

∞∑

n=1

[−an ωn sin(ωnt) + ωn bn cos(ωnt)]× sin(nkx)

Les constantes an et bn sont, au demeurant, choisies de manière à ce que y(x, t) et
∂y

∂t
respectent les

contraintes initiales :

y(x, t = 0) = 0 ⇒
∞∑

n=1

an × sin(nkx) = 0 ∀x ∈ [0, L] ⇒ an = 0∀n ∈ N
∗

et :
∂y

∂t

∣
∣
∣
∣
(x, 0)

= f(x) =
∞∑

n=1

ωn bn sin(nkx)

où la fonction f(x) est périodique, de période :

λ =
2π

k
= 2L

C’est pourquoi le théorème de Fourier permet d’en déduire que :

ωn bn =
2

λ

∫ λ

0
f(x) sin(nkx)dx =

1

L

∫ 2L

0
f(x) sin(nkx)dx

c’est-à-dire, compte tenu de la définition de f(x) :

n
πc

L
bn =

1

L

∫ x0+ε

x0

F0 sin(nkx)dx

=
F0

Lnk
[− cos(nkx)]x0+ε

x0

=
F0

Lnk
[cos(nkx0)− cos(nkx0 + nkε)]

Or, ε étant infiniment petit, un développement limité conduit à :

cos(nkx0 + nkε) = cos(nkx0)− sin(nkx0)× nkε

⇒ n
πc

L
bn =

F0

nkL
× nkε sin(nkx0)

⇒ bn =
1

nπc
× sin(nkx0) car F0 ε = 1

En conclusion :

y(x, t) =
∞∑

n=1

sin(nkx0)

nπc
sin(nkx) sin(ωnt)

Afin d’illustrer le résultat précédent, les courbes suivantes ont été obtenues en choisis-
sant L = 10, x0 = 4 et c = 1, pour diverses valeurs de t :

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x

t = 0,1 s t = 1 s t = 2 s
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0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x

t = 4 s t = 5 s t = 6 s

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

2 4 6 8 10x
±0.5

±0.4

±0.3

±0.2

±0.1

0
2 4 6 8 10x

t = 7 s t = 9 s t = 12 s

5.2 Ondes sonores dans les fluides
5.2.1 Propagation des ondes sonores

5.2.1.1 Équation de propagation

On considère un fluide dans lequel, en chaque point, peuvent être définies :

• la pression P , qui prend la valeur P0 lorsque le fluide est au repos ;

• la masse volumique ρ, de valeur ρ0 à l’équilibre.

La variation de la pression par rapport à P0 est appelée surpression : p = P − P0 et
l’on note δρ = ρ− ρ0 la variation de ρ par rapport à ρ0 à l’équillibre.
Chaque élément de fluide est caractérisé par sa position et sa vitesse ~v.

Définition 9 On appelle approximation accoustique, l’approximation selon laquelle
p, δρ et ~v sont très faibles, ainsi que les déplacements des éléments de fluides.

Dans le modèle du fluide en écoulement parfait, l’équation d’Euler s’écrit :

∂~v

∂t
+
(

~v · ~∇
)

~v = ~g − 1

ρ

−−→
gradP

où ~g désigne le champ de pesanteur. Or, à l’équilibre, ~v = ~0 a pour conséquence :

~g =
1

ρ

−−→
gradP0 ⇒ ~g − 1

ρ

−−→
gradP = −1

ρ

−−→
grad (P − P0) = −1

ρ

−−→
grad p

⇒ ρ
∂~v

∂t
+ ρ

(

~v · ~∇
)

~v = −−−→
grad p

⇒ (ρ0 + δρ)
∂~v

∂t
+ ρ

(

~v · ~∇
)

~v = −−−→
grad p

Or, dans le cadre de l’approximation acoustique :
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• ρ0
∂~v

∂t
et
−−→
grad p sont des termes infiniment petits d’ordre 1 ;

• δρ
∂~v

∂t
et
(

~v · ~∇
)

~v sont des infiniments petits d’ordre 2.

C’est pourquoi, au premier ordre :

ρ0
∂~v

∂t
= −−−→

grad p (7)

Quant à la conservation de la matière, elle s’exprime par l’équation :

div (ρ~v) +
∂ρ

∂t
= 0 ⇒ ρ div~v + ~v · −−→grad ρ+

∂ρ

∂t
= 0

⇒ (ρ0 + δρ) div~v + ~v · −−→grad (ρ0 + δρ) +
∂ρ

∂t
= 0

On admettra, par la suite, que les écarts à l’équilibre sont assez rapides pour s’effectuer
d’une manière adiabatique, en conséquence de quoi la compressibilité du fluide est
décrite par le coefficient :

χS = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

Or, une masse m = ρ V de fluide ne varie pas, en dépit des variations de ρ et V , en
conséquence de quoi :

m = ρ V = cte ⇒ lnm = ln ρ+ lnV ⇒ 1

ρ

∂ρ

∂P

∣
∣
∣
∣
S

+
1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

= 0

⇒ χS = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

=
1

ρ

∂ρ

∂P

∣
∣
∣
∣
S

Ce faisant, une variation p = P − P0 de la pression s’accompagne d’une variation δρ
de ρ telle que :

δρ =
∂ρ

∂P

∣
∣
∣
∣
S

× p = ρχS × p

C’est pourquoi :

∂ρ

∂t
=

∂ (ρ0 + δρ)

∂t
=
∂(δρ)

∂t
= χS p

∂ρ

∂t
+ χS ρ

∂p

∂t

= χS p
∂ (ρ0 + δρ)

∂t
+ χS (ρ0 + δρ)

∂p

∂t

= χS ρ0
∂p

∂t
+ χS p

∂(δρ)

∂t
+ χS δρ

∂p

∂t

Par suite, l’équation traduisant la conservation de la matière devient :

ρ0 div~v + χS ρ0
∂p

∂t
︸ ︷︷ ︸

ordre 1

+ δρ div~v + ~v · −−→grad (δρ) + χS p
∂(δρ)

∂t
+ χS δρ

∂p

∂t
︸ ︷︷ ︸

ordre 2

= 0
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c’est-à-dire, en ne conservant que les termes infiniment petits d’ordre 1 :

ρ0 div~v + χS ρ0
∂p

∂t
= 0 ⇒ div~v = −χS

∂p

∂t
(8)

La dérivée de l’équation (8) par rapport à t fournit :

∂

∂t
[div~v] = −χS

∂2p

∂t2
⇒ div

(
∂~v

∂t

)

= −χS
∂2p

∂t2

où
∂~v

∂t
est donné par l’équation (7) :

∂~v

∂t
= − 1

ρ0

−−→
grad p⇒ div

(
∂~v

∂t

)

= − 1

ρ0
∆p⇒ − 1

ρ0
∆p = −χS

∂2p

∂t2

La surpression est donc solution de l’équation de d’Alembert :

∆p− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0 où c =

1√
ρ0χS

(9)

De même, la dérivation de l’équation (7) par rapport à t fournit :

ρ0
∂2~v

∂t2
= − ∂

∂t

(−−→
grad p

)

=
−−→
grad

(

−∂p
∂t

)

=
1

χS

−−→
grad (div~v)

où :

−−→
grad (div~v) =

−→
rot

(−→
rot~v

)

+∆~v ⇒ ρ0χS
∂2~v

∂t2
=

−→
rot

(−→
rot~v

)

+∆~v

Dans le cas où l’écoulement du fluide est irrotationnel, cette équation devient analogue
à l’équation de d’Alembert :

∆~v − 1

c2
∂2~v

∂t2
= 0 avec c =

1√
ρ0 χS

(10)
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L’expression du Laplacien vectoriel adopte des formes relativement complexes :

• En coordonnées cartésiennes

∆~v = (∆vx) ~ex + (∆vy) ~ey + (∆vz) ~ez

avec : ∆ ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

• En coordonnées cylindriques :

∆~v =

(

∆vr −
vr
r2

− 2

r2
∂vθ
∂θ

)

~er +

(

∆vθ −
vθ
r2

+
2

r2
∂vr
∂θ

)

~eθ + (∆vz) ~ez

avec :

∆ψ =
1

r

∂

∂r

(

r
∂ψ

∂r

)

+
1

r2
∂2ψ

∂θ2
+
∂2ψ

∂z2

• En coordonnées sphériques :

∆~v =

[

∆vr −
2

r2
vr −

2

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ vθ)−

2

r2 sin θ

∂vϕ
∂ϕ

]

~er

+

[

∆vθ −
vθ

r2 sin2 θ
+

2

r2
∂vr
∂θ

− 2 cos θ

r2 sin2 θ

∂vϕ
∂ϕ

]

~eθ

+

[

∆vϕ − vϕ

r2 sin2 θ
+

2

r2 sin θ

∂vr
∂ϕ

+
2 cos θ

r2 sin θ

∂vθ
∂ϕ

]

~eϕ

avec :

∆ψ =
1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂ψ

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2

5.2.1.2 Propagation à une dimension

Supposons que l’onde sonore se propage selon une seule direction, par exemple celle
de l’axe (Ox) d’un tube ; le Laplacien se simplifie :

∆p =
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
+
∂2p

∂z2

et, en coordonnées cartésiennes : ~v = v(x)~ex, de sorte que :

∆~v = (∆v) ~ex =

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂y2

)

~ex =
∂2v

∂x2
~ex

Par suite, les équations de propagation (9) et (10) deviennent :

∂2p

∂x2
− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0

et :

∂2v

∂x2
− 1

c2
∂2v

∂t2
= 0 avec ~v = v(x, t)~ex
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Ces équations admettent alors, entre autres, des solutions en ondes progressives :
{
p(x, t) = fp(ωt+ kx) + gp(ωt− kx)
v(x, t) = fv(ωt+ kx) + gv(ωt− kx)

où ω = k × c

conformément à l’expression (4) de la page 674 ou, éventuellement, des solutions en
ondes stationnaires si les conditions aux limites imposent des contraintes.

Un fluide, de coefficient de compressibilité adiabatique χS , se trouve dans une
conduite linéaire d’axe (Ox) et de section S constante. Au repos, le fluide présente une
masse volumique ρ0 uniforme et la pression vaut P0 en tout point de la conduite.
Une tranche de fluide (T ), comprise entre les abscisses x et x + dx, est soumise
aux pressions P (x, t) = P0 + p(x, t) et P (x+ dx, t) = P0 + p(x+ dx, t) au pas-
sage d’une onde sonnore, qui provoque les déplacements ξ(x, t) et ξ(x+ dx, t) de
ses sections de base.

S

ux

x

ξ(x,t)

P(x+dx,t)P(x,t)
(T )

ξ(x+dx,t)

x+dx

1. Déterminer la résultante ~R des forces de pression qui s’exercent sur (T ), en fonc-

tion de
∂p

∂x
, dx, S et ~ux.

2. Déduire de la loi fondamentale de la dynamique l’équation :

ρ0
∂2ξ

∂t2
= −∂p

∂x

3. Trouver la relation existant entre
∂ξ

∂x
, χS et p(x, t).

4. Le fluide étant un gaz parfait, montrer que la célérité de l’onde sonore est propor-
tionnelle à

√
T , où T désigne la température du fluide.

Réponse

1. Soient ~f(x, t) = P (x, t)S ~ux et ~f(x+ dx, t) = −P (x+ dx, t)S ~ux les forces de pression qui
s’exercent sur les surfaces de base de (T ). Si la conduite est droite, la résultante des forces de pression
qui s’exercent sur (T ) vaut :

~R = ~f(x, t) + ~f(x+ dx, t) = [P (x, t)− P (x+ dx, t)] S ~ux

où P (x, t) = P0 + p(x, t) et :

P (x+ dx, t) = P0 + p(x+ dx, t) = P0 + p(x, t) +
∂p

∂x
dx

⇒ P (x, t)− P (x+ dx ,t) = − ∂p

∂x
dx

⇒ ~R = − ∂p

∂x
S dx ~ux
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2. La tranche (T ) présente, au repos (et donc à tout autre instant), une masse δm = ρ0 V0 où V0 = S dx
désigne son volume au repos. Aussi, la loi fondamentale de la dynamique impose :

δm
∂2ξ

∂t2
~ux = ~R ⇒ ρ0 S dx

∂2ξ

∂t2
= − ∂p

∂x
S dx

soit encore :

ρ0
∂2ξ

∂t2
= − ∂p

∂x
(11)

3. Le coefficient de compressibilité adiabatique : χS = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

permet de relier la variation du

volume V d’un élément de fluide à la variation δP de la pression qui en est responsable :

δV =
∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

δP = −χS V δP

Notamment, lorsque la pression P passe de la valeur P0 à la valeur P (x, t) = P0 + p(x, t), le volume
de (T ) passe de V0 = S dx à :

V1 = [x+ dx+ ξ(x+ dx, t)] S − [x+ ξ(x, t)] S = dx

(

1 +
∂ξ

∂x

)

S

C’est pourquoi la définition de χS conduit à :

V1 − V0 = −χS V0 [P (x, t)− P0] ⇒ ∂ξ

∂x
S dx = −χS × S dx× p(x, t)

⇒ ∂ξ

∂x
= −χS p(x, t)

4. De la loi précédente, il découle que :

p(x, t) = − 1

χS

∂ξ

∂x
⇒ ∂p

∂x
= − 1

χS

∂2ξ

∂x2

de sorte que l’équation (11) conduit à l’équation de propagation de l’onde acoustique :

ρ0
∂2ξ

∂t2
=

1

χS

∂2ξ

∂x2
⇒ ∂2ξ

∂x2
− 1

c2
∂2ξ

∂t2
= 0

où c =
1

√
ρ0 χS

représente la célérité de cette onde dans le fluide. Si ce dernier est un gaz parfait qui

subit des variations isentropiques, la loi de Laplace fournit :

PV γ = cte ⇒ lnP + γ lnV = cte ⇒ 1

P
+
γ

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

= 0

⇒ χS = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

=
1

γP
≃ 1

γP0

En outre, une masse m de ce gaz, de masse molaire M , contient n moles de particules, telles que :

P0V0 = nRT = m
RT

M
⇒ ρ0 =

m

V0
=
MP0

RT

Ce faisant :

ρ0 χS =
MP0

RT
× 1

γP0
=

M

γRT
⇒ c =

√
γR

M
×

√
T

5.2.1.3 Propagation dans un pavillon acoustique

Définition 10 Un pavillon acoustique est un
conduit de révolution cylindrique, dont la section
est variable.

Pour la suite des calculs, on rappelle quelques pro-
priétés géométriques d’une figure tronconique de
longueur élémentaire ℓ≪ 1, d’angle α et dont les
sections de base sont S1 et S2.

S(x)
x

O
α

S1

x

ℓ

S2
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La surace latérale de cette figure vaut :

Σ =
ℓ

sinα

dS

dx
(12)

et son volume vaut :

V = ℓ S1 +
ℓ2

2

dS

dx
≃ ℓ S1 car ℓ≪ 1 (13)

Dans la suite, on assimilera un élément du pavillon acoustique, caractérisé par
S(x), à un volume tronconique.

Considérons un élément (E) de fluide, compris au repos entre les abscisses x et x+ dx
d’un pavillon acoustique. Lorsque (E) est au repos, la pression vaut uniformément P0

dans le pavillon.

P(x,t) xα

f1

x

ux

(E)

xx+dx

P(x+dx,t)

ξ(x,t) ξ(x+dx,t)

f2

α
δf3

dx

L’élément (E) présente une masse δm = ρ0 V0, où ρ0 désigne la masse volumique du
fluide au repos et V0 le volume de (E) au repos, donné par la loi (13) :

V0 = dx× S(x) = dx× S ⇒ δm = ρ0 S dx

Lors du passage d’une onde acoustique, les surfaces de base de (E) se déplacent res-
pectivement de ξ(x, t) et de ξ(x+ dx, t), de sorte que l’accélération de (E) vaut, au

premier ordre en ξ et en
∂ξ

∂x
: ~γ =

∂2ξ

∂t2
~ux.

En outre (E) est soumis à :

• une force de pression ~f1 = P (x, t)S(x) ~ux qui s’exerce sur la face de gauche, où
la pression vaut P (x, t) ;

• une force de pression :

~f2 = −P (x+ dx)S(x+ dx) ~ux = −
[

P (x, t)S(x) +
∂(PS)

∂x
dx

]

~ux

⇒ ~f1 + ~f2 = −∂(PS)
∂x

dx~ux

• des forces de pression δ ~f3 exercées par une surface élémentaire δΣ de la paroi
latérale du pavillon. La résultante de ces forces, ~f3, est dirigée selon ~ux, compte
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tenu de la symétrie cylindrique du pavillon :

~f3 =

∫∫

(Σ)

δ ~f3 = f3 ~ux ⇒ f3 = ~f3 · ~ux =

∫∫

(Σ)

δ ~f3 · ~ux

⇒ f3 =

∫∫

(σ)

δf3 sinα

Or, le fluide exerce, sur la paroi latérale immobile, de surface δΣ, une pression
P (x, t), auquel cas :

δf3 = P (x, t) δΣ ⇒ f3 = P (x, t) sinα

∫∫

(Σ)

δΣ = P (x, t) sinαΣ

où Σ est fourni par la loi (12) :

Σ =
dx

sinα

dS

dx
⇒ f3 = P (x, t)

dS

dx
× dx

Par suite, (E) est soumis à des forces de résultante :

R = ~f1 + ~f2 + ~f3 = −∂(PS)
∂x

dx~ux + P
dS

dx
dx~ux = −∂P

∂x
S dx~ux

On notera désormais p(x, t) la surpression par rapport à la pression au repos, telle que :

P (x, t) = P0 + p(x, t) ⇒ ~R = −S ∂p

∂x
dx~ux

Ainsi, la loi fondamentale de la dynamique impose-t-elle :

δm~γ = ~R ⇒ ρ0 S dx
∂2ξ

∂t2
= −S ∂p

∂x
dx⇒ ρ0

∂2ξ

∂t2
= −∂p

∂x
(14)

En supposant les petits mouvements de (E) assez rapides pour demeurer adiabatiques,

le coefficient de compressibilité isentropique : χS = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

permet de relier la

variation δV du volume de (E) à la surpression δP = p(x, t) qui en est l’origine :

δV =
∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

δP ⇒ δV = V − V0 = −χS V0 p (15)

où le volume V est donné par la loi (13), tandis que (E) se trouve entre les abscisses
x+ dx+ ξ(x+ dx, t) et x+ ξ(x, t) :

V = ℓ S(x+ ξ) avec ℓ = [x+ dx+ ξ(x+ dx, t)]− [x+ ξ(x, t)]

= dx+
∂ξ

∂x
dx et S(x+ ξ) = S(x) +

dS

dx
× ξ

Par suite :

V = dx

(

1 +
∂ξ

∂x

)

×
[

S(x) +
dS

dx
ξ

]

= dx×
[

S(x) +
dS

dx
ξ + S

∂ξ

∂x
+

dS

dx

∂ξ

∂x
ξ

]
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Or, dans le cadre de l’approximation acoustique, ξ est infiniment petit, de sorte qu’au
premier ordre on peut ne retenir que :

δV = dx×
[
dS

dx
+ S

∂ξ

∂x

]

= dx× ∂(Sξ)

∂x

Ce faisant, la loi (15) devient :

dx× ∂(Sξ)

∂x
= χS S dx p ⇒ p = − 1

S χS
× ∂(Sξ)

∂x

⇒ ∂p

∂x
= − 1

χS

∂

∂x

[
1

S

∂(Sξ)

∂x

]

Le remplacement de
∂p

∂x
dans l’équation (14) conduit finalement à l’équation de pro-

pagation de l’onde sonore dans le pavillon acoustique :

χS ρ0
∂2ξ

∂t2
=

∂

∂x

[
1

S

∂(Sξ)

∂x

]

⇒ ∂

∂x

[
1

S

∂(Sξ)

∂x

]

− ρ0 χS
∂2ξ

∂t2
= 0 (16)

Un pavillon acoustique exponentiel est caractérisé par une section :

S(x) = S0 e
αx

où S0 et α sont des constantes positives. On considère un phénomène acoustique ca-
ractérisé par l’élongation complexe : ξ = ξ0 e

j(kx−ωt).

1. Montrer qu’il existe une pulsation de coupure ωc telle que, pour ω < ωc, aucune
onde acoustique ne se propage dans le pavillon.

2. Lorsque ω > ωc, montrer que l’onde acoustique qui se propage dans le pavillon
subit une atténuation dont on donnera la longueur caractéristique.

Réponse

1. En choisissant S(x) = S0 eαx, on obtient :

∂

∂x

[
1

S

∂(Sξ)

∂x

]

=
∂

∂x

[

αξ +
∂ξ

∂x

]

= α
∂ξ

∂x
+
∂2ξ

∂x2

de sorte que l’équation (16) devient, en notation complexe :

α
∂ξ

∂x
+
∂2ξ

∂x2
− ρ0 χS

∂2ξ

∂t2
= 0

c’est-à-dire, en utilisant la fonction : ξ = ξ0 ej(kx−ωt) :

αjk − k2 + ρ0 χSω
2 = 0 (17)

Cette équation du second degré en k admet pour discriminent :

∆ = −α2 + 4ρ0χSω
2 = α2

(

−1 +
4ρ0χS

α2
ω2

)

c’est-à-dire :

∆ = α2

(

−1 +
ω2

ω2
c

)

où ωc =
α

2
√
ρ0χS

il apparaît ainsi que si ω < ωc =
α

2
√
ρ0χS

, ∆ est négatif et peut donc s’écrire :

∆ = (αj)2 ×
(

1− ω2

ω2
c

)
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Par conséquent, l’équation (17) admet pour solution :

k =
αj±

√
∆

2
= j

α

2

[

1±
√

1− ω2

ω2
c

]

Ainsi, puisque k est un imaginaire pur, il existe un réel κ tel que :

k = jκ ⇒ ξ = ξ0 e
j(kx−ωt) = ξ0 e

−κx e−jωt

⇒ ξ(x, t) = Re
{

ξ
}

= ξ0 e
−κx cos(ωt)

Cette expression montre que, dans ce cas, aucune onde acoustique ne peut se propager dans le pavillon.

2. Lorsque ω > ωc, ∆ > 0 confère à l’équation (17) les solutions :

k =
αj±

√
∆

2
= j

α

2
± α

2

√

ω2

ω2
c

− 1 = j
α

2
± kr où kr ∈ R

Ce faisant, les perturbations du fluide sont décrites par :

ξ = ξ0 e
−αx/2 × ej(±krx−ωt)

⇒ ξ(x, t) = ξ0 e
−x/δ × cos(±krx− ωt)

ce qui montre que ξ(x, t) subit une atténuation, de longueur caractéristique δ =
2

α
.

5.2.2 Ondes sphériques
Considérons une source sonore de symétrie sphérique, placée en O dans un fluide ho-
mogène et isotrope, de sorte que la surpression p en M ne dépende que de la distance
r = OM séparant M de O. Dans ce cas, en coordonnées sphériques, le Laplacien de
p(r, t) vaut :

∆p =
1

r

∂2

∂r2
(rp)

ce qui donne à l’équation de propagation (9) de la page 690 la forme :

1

r

∂2

∂r2
(rp)− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0 ⇒ ∂2(rp)

∂r2
− 1

c2
∂2(rp)

∂t2
= 0

Les solutions de cette équation s’écrivent :

• pour les ondes sphériques s’éloignant de O :

rp = f(ωt− kr) ⇒ p(r, t) =
f(ωt− kr)

r

• pour les ondes sphériques convergeant vers O :

rp = g(ωt+ kr) ⇒ p(r, t) =
g(ωt+ kr)

r

5.2.3 Aspect énergétique
5.2.3.1 Définitions

Définition 11 Soit un volume (V ) d’un fluide, circonscrit dans une surface fermée
(Σ). La densité volumique e d’énergie acoustique est définie par le rapport :
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e =
δE
dτ

où δE désigne l’énergie acoustique comprise dans le volume élémentaire dτ .

Le corrolaire de cette définition est que l’énergie acoustique contenue dans (V ) s’écrit :

E =

∫∫∫

(V )

edτ

Lorsqu’une onde acoustique, caractérisée par la surpression p et la vitesse d’écoule-
ment v, se propage dans un milieu de masse volumique au repos ρ0 et de coefficient de
compressibilité isentropique χS :

e =
1

2

(
ρ0 v

2 + χS p
2
)

Définition 12 La puissance acoustique P qui traverse une surface (Σ) est liée au
vecteur densité de courant d’énergie acoustique ~I par la loi :

P =

∫∫

(Σ)

~I · d~S avec ~I = p~v

Le vecteur ~I est aussi appelé intensité acoustique.

Considérons une surface fermée (Σ) dont le volume (V ) renferme une énergie acous-
tique :

E =

∫∫∫

(V )

edτ

Pendant la durée dt, ce volume (V ) acquiert une énergie
acoustique :

dE =

∫∫

(V )

∂e

∂t
dtdτ ⇒ dE

dt
=

∫∫∫

(V )

∂e

∂t
dτ

dS

dτ

(Σ)

(V)

Or, pendant dt, la surface (Σ) est traversée par une énergie δE , dont la puissance est
définie par :

P =
δE
dt

= −
∫∫

(σ)

~I · d~S = −
∫∫∫

(V )

div ~I dτ

Enfin, la loi de conservation de l’énergie acoustique impose :

dE = δE ⇒ dE
dt

=
δE
dt

⇒
∫∫∫

(V )

∂e

∂t
dτ = −

∫∫∫

(V )

div ~I dτ

⇒ ∂e

∂t
+ div ~I = 0
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Définition 13 Soit une onde acoustique, caractérisée par la propagation d’une sur-
pression :

p(x, t) =
√
2 peff cos(ωt− kx)

L’intensité sonore (en décibels) est définie par :

IdB = 20 log

(
peff

pref

)

avec pref = 2.10−5 Pa

5.2.3.2 Onde plane progressive

Une onde plane progressive se déplace dans la direction ~ux d’un tuyau de
section S constante. En un point d’abscisse x, la surpression vaut :

p(x, t) = f(ωt− kx) où ω = kc et c =
1√
ρ0χ

ρ0 et χ étant respectivement la masse volumique et le coefficient de compressibilité
isentropique du fluide. La vitesse d’écoulement du fluide, ~v(x, t) = v(x, t) ~ux vérifie
les équations :

ρ0
∂~v

∂t
= −−−→

grad p et div~v = −χ ∂p
∂t

(18)

S

ux

x

v(x+dx,t)v(x,t)

(F )

x+dx

p(x+dx,t)p(x,t) S1 S2

On s’intéressera, dans la suite, à un élément de fluide dont les faces S1 et S2 sont
situées respectivement aux abscisses x et x+ dx, à l’équilibre.

1. En négligeant les forces de frottement et le poids du fluide, effectuer un bilan des
forces qui s’exercent sur (F). En déduire l’expression de la puissance acoustique
P reçue par (F), en fonction de S, dx, p = p(x, t) et v = v(x, t).

2. Montrer qu’il existe une énergie E = E(x, t) telle que P = −∂E
∂t

. En déduire l’ex-

pression de la densité volumique d’énergie : e =
E(x, t)
S dx

, en fonction de ρ0, v2, χ

et p2.

3. Le vecteur densité de courant d’énergie acoustique est défini par :

~I(x, t) = p(x, t)× v(x, t) ~ux

Montrer que P = −S dx
∂I

∂x
où I = I(x, t) = p(x, t)× v(x, t).

4. Déterminer l’expression de v = ‖~v‖ en fonction de ρ0, c et f(ωt− kx).
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6. La valeur moyenne temporelle de f2 est notée
〈
f2
〉
. Montrer que :

ρ0
〈
v2
〉
= χ

〈
p2
〉
=

1

ρ0c2
〈
f2
〉

En déduire l’expression de 〈e〉 en fonction de ρ0, c2 et
〈
f2
〉
.

7. Déduire de cette expression que :
〈

~I
〉

= c~e ~ux.

Réponse

1. La surface (S1) est soumise à une force de pression ~f1 = S × p(x, t) ~ux de la part du gaz qui
se trouve à gauche, tandis que le gaz qui se trouve à droite de (S2) exerce la force de pression
~f2 = −S × p(x+ dx, t) ~ux.

S ux

x

v(x+dx,t)v(x,t)
(F )

x+dx

p(x+dx,t)p(x,t)

S1 S2

f1 f2

dx

Ces forces ont alors pour puissances respectives :

P1 = ~f1 ·~v(x, t) = S× p(x, t) v(x, t) et P2 = ~f2 ·~v(x+ dx, t) = S× p(x+ dx, t) v(x+ dx t)

c’est-à-dire :

P1 = S × ψ(x, t) et P2 = −S × ψ(x+ dx, t) avec ψ(x, t) = v(x, t)× p(x, t)

Ce faisant, la puissance reçue par (F) vaut :

P = P1 + P2 = S [ψ(x, t)− ψ(x+ dx, t)] (19)

= S

[

ψ(x, t)− ψ(x, t)− ∂ψ

∂x
dx

]

= −S dx
∂ψ

∂x
(20)

ou encore :

P = −S dx
∂

∂x
(pv) = −S dx×

[

v
∂p

∂x
+ p

∂v

∂x

]

2. Lorsque ~v(x, t) = v(x, t) ~ux et p = p(x, t), les lois (18) deviennent :

∂p

∂x
= −ρ0

∂v

∂t
et
∂v

∂x
= −χ ∂p

∂t
(21)

en conséquence de quoi :

P = S dx×
[

ρ0 v
∂v

∂t
+ χp

∂p

∂t

]

= S dx
∂

∂t

[ρ0

2
v2 +

χ

2
p2
]

ce qui prouve l’existence d’une fonction :

E(x, t) = S dx×
[ρ0

2
v2 +

χ

2
p2
]

telle que P =
∂E
∂t

. Aussi, la densité volumique d’énergie est-elle définie par :

e =
E(x, t)
S dx

=
1

2
ρ0 v

2 +
1

2
χp2 (22)

3. La définition du vecteur ~I(x, t) = p(x, t)× v(x, t) ~ux se ramène à :

~I(x, t) = ψ(x, t) ~ux ⇒ I = I(x, t) = ψ(x, t)

Ce faisant, l’équation (20) confirme que :

P = −S dx
∂ψ

∂x
⇒ P = −S dx

∂I

∂x
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4. L’onde plane progressive est caractérisée par :

p(x, t) = f(ωt− kx) = f(u) où u = u(x, t) = ωt− kx

⇒ ∂p

∂x
=

df

du
× ∂u

∂x
= −k df

du
C’est pourquoi la première des équations (21) conduit à :

−ρ0
∂v

∂t
=
∂p

∂x
= −k df

du
⇒ ∂v

∂t
=

k

ρ0

df

du

⇒ ∂v

∂t
=

k

ρ0ω

∂u

∂t

df

du
car

∂u

∂t
= ω

On établit ainsi que :
∂v

∂t
=

k

ρ0ω

∂f

∂t
avec ω = kc

soit encore : v(x, t) =
1

ρ0c
× f(ωt− kx).

5. Étant donné que c =
1

√
ρ0χ

⇒ χ =
1

ρ0c2
, il s’ensuit que :

χ
〈
p2
〉
=

1

ρ0c2

〈
f2
〉

car p(x, t) = f(ωt− kx)

tandis que :

ρ0
〈
v2
〉
= ρ0 ×

〈
1

ρ20c
2
f2
〉

=
1

ρ0c2

〈
f2
〉

ce qui suffit à montrer que :

χ
〈
p2
〉
= ρ0

〈
v2
〉
=

1

ρ0c2

〈
f2
〉

Ce faisant, il découle de l’équation (22) que :

〈e〉 = 1

2
ρ0
〈
v2
〉
+

1

2
χ
〈
p2
〉
⇒ 〈e〉 = 1

ρ0c2

〈
f2
〉

6. En outre, la définition de ~I a pour conséquence :

~I = p(x, t)× v(x, t) ~ux =
1

ρ0c
× f2(ωt− kx) ~ux

⇒
〈
~I
〉

=
1

ρ0c

〈
f2
〉
~ux = c×

〈
f2
〉

ρ0c2
~ux

⇒
〈
~I
〉

= c 〈e〉 ~ux

5.2.3.3 Onde sonore sphérique

Une onde sphérique est décrite, à toute date t, par la surpression p(r, t) et
la vitesse ~v = v(r, t)~er d’écoulement du fluide (de masse volumique moyenne ρ0 et
de coefficient de compressibilité isentropique χ) en tout point M de l’espace tel que−−→
OM = r ~er, O étant un point fixe de l’espace. On rappelle les équations auxquelles
sont soumis p et ~v :

ρ0
∂~v

∂t
= −−−→

grad p et div~v = −χ ∂p
∂t

On donne, en outre, l’expression de la divergence d’un vecteur
~A = Ar ~er +Aθ ~eθ +Aϕ ~eϕ, en coordonnées sphériques :

div ~A =
1

r2
∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ Aθ) +

1

r sin θ

∂Aϕ
∂ϕ
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1. En notant c =
1√
ρ0χ

, retrouver l’équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par

r × p(r, t).

2. En déduire la forme générale de la solution en ondes progressives de cette équation.

3. On s’intéresse à une onde harmonique sphérique, dont l’image complexe de la sur-
pression vaut :

p = p0 ×
ej(ωt−kr)

r
⇒ p(r, t) = Re

{
p
}

Déterminer l’expression de l’image complexe ~v, telle que ~v(r, t) = Re {~v}.

4. Rappeler la définition du vecteur densité de courant d’énergie acoustique ~I et rap-
peler son expression en fonction de p et ~v.

5. Démontrer que, pour deux fonctions harmoniques de même pulsation ω, la valeur

moyenne temporelle 〈f × g〉 s’identifie à
1

2
Re
{
f × g∗

}
, où g∗ désigne le conju-

gué complexe de g.

En déduire l’expression de
〈

~I
〉

en fonction de p0, ρ0, c, r et ~er.

6. On rappelle que l’angle solide sous lequel est « vue » une surface dS depuis un
point O est défini par :

dΩ =
d~S · ~er
OM2

On montre, en outre, que l’angle solide de toute sur-
face fermée contenant O vaut 4π.

dS
er

M

O

En déduire l’expression de la puissance acoustique moyenne rayonnée à travers
toute surface (Σ) fermée sur O. Que remarque-t-on ?

Réponse

1. En coordonnées sphériques :

−−→
grad p =

∂p

∂r
~er +

1

r

∂p

∂θ
~eθ +

1

r sin θ

∂p

∂ϕ
~eϕ =

∂p

∂r
~er car p = p(r, t)

Ce faisant, l’équation : ρ0 =
∂~v

∂t
= −−−→

grad p devient :

ρ0
∂~v

∂t
= −∂p

∂r
~er ⇒ ρ0 div

(
∂~v

∂t

)

= − div

(
∂p

∂r
~er

)

(23)

où l’on admet possible la permutation des opérateurs :

div

(
∂~v

∂t

)

=
∂

∂t
(div~v) = −χ ∂

2p

∂t2
car div~v = −χ ∂p

∂t

et d’autre part :

div

(
∂p

∂r
~er

)

=
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂p

∂r

)

=
1

r2

(

2r
∂p

∂r
+ r2

∂2p

∂r2

)

=
1

r

(

2
∂p

∂r
+ r

∂2p

∂r2

)

=
1

r

∂2(rp)

∂r2

C’est ainsi que l’équation (23) prend la forme :

−ρ0 χ
∂2p

∂t2
= −1

r

∂2(rp)

∂t2
⇒ 1

c2
∂2(rp)

∂t2
=
∂2(rp)

∂r2
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2. En posant : ψ(r, t) = r × p(r, t), l’équation de propagation :

∂2ψ

∂r2
=

1

c2
∂2ψ

∂t2
= 0 avec c =

1
√
ρ0χ

admet, entre autres, une solution en onde progressive :

ψ(r, t) = f(ωt− kr) avec ω = kc

⇒ p(r, t) =
ψ(r, t)

r
=
f(ωt− kr)

r

3. L’expression de l’image complexe de p conduit à :

p = p0 × ej(ωt−kr)

r
⇒ −−→

grad
(

p
)

=
∂p

∂r
~er = p0 e

j(ωt−kr) ×
(

− 1

r2
− j

k

r

)

Ce faisant, l’image complexe ~v est solution de l’équation différentielle :

ρ0
∂~v

∂t
= −−−→

grad p = p0 e
j(ωt−kr) ×

(
1

r2
+ j

k

r

)

~er

⇒ ~v =
p0

ρ0
ej(ωt−kr) × 1

jω

(
1

r2
+ j

k

r

)

~er

soit encore :

~v =
p0

ρ0ω
ej(ωt−kr) ×

(
k

r
− j

r2

)

~er

4. L’énergie δE qui traverse une surface (Σ) fermée, pendant dt, permet de définir le vecteur densité de
courant d’énergie acoustique ~I :

δE
dt

= −
∫∫

(Σ)

~I · d~S avec ~I = p× ~v

Remarque – Les vecteurs d~S doivent être dirigés vers l’extérieur du volume (V ) circonscrit par (Σ)
pour que δE désigne l’énergie qui pénètre dans (V ) pendant dt.

5. Soient f et g deux fonctions harmoniques telles que :

f = F0 e
j(ωt−k1x+ϕ1) ⇒ f(x, t) = Re

{

f
}

= F0 cos(ωt− k1x+ ϕ1)

et :
g = G0 e

j(ωt−k2x+ϕ2) ⇒ g(x, t) = Re
{

g
}

= G0 cos(ωt− k2x+ ϕ2)

La fonction :

f × g = F0G0 cos(ωt− k1x+ ϕ1)× cos(ωt− k2x+ ϕ2)

=
F0G0

2
cos [(k2 − k1)x+ ϕ1 − ϕ2] +

F0G0

2
cos [2ωt− (k1 + k2)x+ (ϕ1 + ϕ2)]

a pour valeur moyenne, pendant une période T =
2π

ω
: 〈f × g〉 = F0G0

2
× (I1 + I2), où :

I1 =
1

T

∫ T

0
cos [(k2 − k1)x+ ϕ1 − ϕ2] dt = cos [(k2 − k1)x+ ϕ1 − ϕ2]

et :

I2 =
1

T

∫ T

0
cos [2ωt− (k1 + k2)x+ (ϕ1 + ϕ2)] dt

=
1

2ωT
{sin [2ωT − (k1 + k2)x+ (ϕ1 + ϕ2)]− sin [(ϕ1 + ϕ2)− (k1 + k2)x]}

= 0 car 2ωT = 4π

Par suite :

〈f × g〉 = F0G0

2
cos [(k2 − k1)x+ ϕ1 − ϕ2]
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En outre :

f × g∗ = F0 e
j(ωt−k1x+ϕ1) ×G0 e

−j(ωt−k2x+ϕ2)

= F0G0 e
j[(k2−k1) x+(ϕ1−ϕ2)]

⇒ Re
{

f × g∗
}

= F0G0 cos [(k2 − k1)x+ ϕ1 − ϕ2]

ce qui suffit à conclure que :

〈f × g〉 = 1

2
Re
{

f × g∗
}

Ainsi, la définition de ~I = p× ~v amène à conclure que :
〈
~I
〉

=
1

2
Re
{

p× ~v∗
}

=
1

2
Re

{
p0

r
ej(ωt−kr) × p0

ρ0ω
e−j (ωt−kr) ×

(
k

r
+

j

r2

)

~er

}

=
1

2
Re

{
p20
rρ0ω

(
k

r
+

j

r2

)

~er

}

=
p20 k

2ρ0ωr2
~er avec ω = kc

il s’ensuit que :
〈
~I
〉

=
p20

2ρ0c

~er

r2

6. La puissance rayonnée à travers une surface fermée (Σ), entourant une source acoustique située en O,
est définie par :

P =

∫∫

(Σ)

〈
~I
〉

· d~S ⇒ P =
p20

2ρ0c

∫∫

(Σ)

~er · d~S
r2

=
p20

2ρ0c

∫∫

(Σ)
dΩ

dS

O

(Σ)

er

r

où dΩ représente l’angle solide sous lequel est « vu » dS depuis O. Or, (Σ) étant une surface fermée
contenant O, il s’ensuit que :

∫∫

(Σ)
dΩ = 4π ⇒ 〈P〉 = 2π p20

ρ0c

Ce résutlat montre que cette puissance est indépendante de la taille ou de la forme de (Σ), ce qui signifie
que toute l’énergie qui travers (Σ) traverse également toute autre surface fermée contenant O.

5.2.4 Réflexion et transmission d’une onde sonore
5.2.4.1 Impédance acoustique

Définition 14 Soit une onde plane progressive, caractérisée par une surpression
p(x, t) = f(ωt− kx) et une vitesse d’écoulement ~v(x, t) = v(x, t)~ex. On appelle im-
pédance acoustique du milieu de propagation de l’onde le rapport :

Z =
p(x, t)

v(x, t)

Considérons la propagation d’une onde plane progressive, dans un milieu de masse
volumique uniforme ρ, dont la surpression se met sous la forme :

p(x, t) = f(u) avec u(x, t) = ωt− kx
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La relation : ρ
∂~v

∂t
= −−−→

grad p s’écrit, à une dimension :

ρ
∂v

∂t
~ex = −∂p

∂x
~ex car ~v = v(x, t)

⇒ ρ
∂v

∂t
= k

df

du
⇒ v =

k

ρω
f(u)

c’est-à-dire, en remarquant que la célérité c de l’onde acoustique vérifie : ω = kc :

v =
1

ρc
f(u) ⇒ Z = ρc pour p(x, t) = f(ωt− kx)

De même, une onde plane qui se déplace dans le sens de −~ex est caractérisée par une
surpression :

p(x, t) = g(V ) avec V = ωt+ kx

⇒ ρ
∂v

∂t
~ex = −k dg

dV
~ex

⇒ v = − k

ρω
g(V ) = − 1

ρc
g(V )

⇒ Z = −ρc pour p(x, t) = g(ωt+ kx)

Lorsqu’une onde plane progressive se déplace dans un milieu homogène, de
masse volumique ρ, on peut directement poser :

~v(x, t) = Z p(x, t)~ex où Z = ±ρc (24)

Ainsi, la connaissance de p(x, t) (resp. de ~v(x, t)) entraîne concomitamment
celle de ~v(x, t) (resp. de p(x, t)).

Remarque – L’onde plan admet également une description complexe avec les images
p et ~v = v ~ex, telles que :

p(x, t) = Re
{
p
}

et v(x, t) = Re {v}

Dans ce cas, l’impédance acoustique est aussi complexe et définie par :

Z =
p

v
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Une onde acoustique est émise, dans l’espace, depuis un point O et sa surpres-
sion vaut, à une distance r de O :

p(r, t) =
p0
r

cos(ωt− kr) ⇒ p =
p0
r

ej(ωt−kr)

1. Compte tenu de la géométrie sphérique de l’ordre, déterminer la relation entre ω, k
et la célérité c de propagation de l’onde.

2. On rappelle que la propagation de cette onde est décrite par les équations :

ρ
∂~v

∂t
= −−−→

grad p et div~v = −χ ∂p
∂t

En déduire l’expression de l’image complexe v, telle que ~v(r, t) = v ~er.

3. Déterminer l’expression de l’impédance acoustique Z sous forme polaire, en fonc-
tion de ρ, c, k et r.

4. Montrer qu’à grande distance de la source O (c’est-à-dire r très supérieur à la
longueur d’onde λ), l’impédance Z s’identifie à celle d’une onde plane. Interpréter
ce résultat.

On donne l’expression du Laplacien d’une fonction f(r), en coordonnées sphériques :

∆f =
1

r

d2

dr2
(rf)

Réponse

1. La surpression p est solution de l’équation de d’Alembert :

∆p− 1

c2

∂2p

∂t2
= 0 (25)

où le Laplacien de p vaut, en coordonnées sphériques :

∆p =
1

r

∂2

∂r2

(

rp
)

=
1

r

∂2

∂r2

[

p0 e
j(ωt−kr)

]

= −k
2

r
p0 e

j(ωt−kr)

tandis que :
∂2p

∂t2
=

∂2

∂t2

[p0

r
ej(ωt−kr)

]

= −ω
2

r
p0 e

j(ωt−kr)

C’est pourquoi l’équation de propagation (25) conduit à :

k2 − ω2

c2
= 0 ⇒ ω = kc

2. En coordonnées sphériques :

~v = v(r, t)~er et
−−→
grad p =

∂p

∂r
~er

Aussi :

ρ
∂~v

∂t
= −−−→

grad p⇒ ρ
∂v

∂t
= −

∂p

∂r
= −p0

∂

∂r

[
1

r
ej(ωt−kr)

]

= p0 e
j(ωt−kr) ×

(
1

r2
+ j

k

r

)

c’est-à-dire :

v(r, t) =
p0

jωρ
ej(ωt−kr) ×

(
1

r2
+ j

k

r

)

=
p0

jρkc
ej(ωt−kr) ×

(
1

r2
+ j

k

r

)
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3. L’impédance acoustique est alors définie par :

Z =
p

v
=
p0

r
ej(ωt−kr) × jρkc

p0
e−j (ωt−kr) ×

1

1

r2
+ j

k

r

⇒ Z =
j

1

r
+ jk

× ρkc

4. Lorsque r ≫ λ, c’est-à-dire :
1

r
≪ 1

λ
=

k

2π
⇒ jk +

1

r
≃ jk

l’impédance Z se simplifie et adopte la forme de celle relative à une onde plane : Z ≃ ρc. Ce résultat
confirme le comportement d’une onde sphérique en onde localement plane à grande distance de la
source.

La définition de l’impédance Z =
p(x, t)

v(x, t)
permet de prédire :

• que sur une paroi rigide v(x, t) = 0, de sorte que Z tend vers l’infini :

• que deux milieux identiques présentent les mêmes impédances.

5.2.4.2 Condition de passage d’une interface

On s’intéresse à la propagation d’une onde plane, dans la direction ~ex, caractérisée par
les surpressions et les vitesses p1(x, t), ~v1(x, t) dans le milieu (1) situé à gauche du
plan x = 0 et p2(x, t), ~v2(x, t) dans un milieu (2) situé à droite du plan x = 0.

• Si les milieux (1) et (2) présentent la même section S et ne sont pas séparés maté-
riellement :

x=0

dξ
(1) (2)

Pendant le temps dt, le fluide se déplace de la quantité dξ, qui est la même dans
les deux milieux. C’est pourquoi la vitesse d’écoulement est continue en x = 0 :

v =
∂ξ

∂t
⇒ lim

x→0−
[v(x, t)] = lim

x→0+
[v(x, t)]

Isolons, par la pensée, un parallélépipède rectangle (P),
dont deux faces (de même surface s), se trouvent aux abs-
cisses −dx et dx, avec 0 < dx≪ 1. (P) renferme alors
une masse :

δm = ρ1 sdx+ ρ2 sdx = (ρ1 + ρ2) sdx

s

u

x

ρ1 ρ2

dx-dx 0

tandis qu’il est soumis aux surpressions p(−dx, t) et p( dx, t), responsables d’une
force résultante :

~f = p(−dx, t) s ~u− p( dx, t) s ~u = [p(−dx, t)− p( dx, t)] s ~u
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L’accélération ~γ =
∂2ξ

∂t2

∣
∣
∣
∣
(0, t)

~u vérifie alors la loi fondamentale de la dynamique :

δm~γ = ~f ⇒ (ρ1 + ρ2)
∂2ξ

∂t2

∣
∣
∣
∣
(0, t)

dx = p(−dx, t)− p( dx, t)

ce qui fournit, lorsque dx tend vers zéro :

lim
dx→0

[p(−dx, t)− p( dx, t)] = 0 ⇒ lim
dx→0−

[p( dx, t)] = lim
dx→0+

[p( dx, t)]

d’où l’on déduit la continuité de la surpression à l’interface des deux milieux.

• Considérons maintenant deux tuyaux, de sections S1 et S2, joints en x = 0 et conte-
nant un même fluide de masse volumique au repos ρ uniforme.

x=0

S1

δℓ1

x=0

S2

δℓ2

Pendant dt, une masse δm1 = ρ × S1 δℓ1 de fluide quitte le tuyau de section S1,
tandis que le tuyau de section S2 acquiert une masse δm2 = ρ× S2 δℓ2, avec :

δℓ1 = v(0−, t) dt = v1 dt et δℓ2 = v(0+, t) = v2 dt

La loi de conservation de la masse impose alors :

δm1 = δm2 ⇒ ρ× S1v1 dt = ρ× S2v2 dt⇒ S1v1 = S2v2

5.2.4.3 Réflextion et transmission de la surpression

Soit une onde plane progressive, qui se déplace à la vitesse c1 dans un milieu homogène
de masse volumique ρ1 au repos et qui est caractérisée par une surpression :

pi(r, t) = p0 cos(ωt− k1x) avec ω = k1c

Cette onde rencontre une discontinuité au plan x = 0, à droite duquel se trouve un
milieu de masse volumique homogène ρ2 et dans lequel l’onde acoustique se propage
avec une célérité c2.

ex

x

x=0

pt

ρ1,c1 ρ2,c2
pi

pr

En x = 0, l’onde acoustique peut subir :
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• une réflexion partielle ; la surpression correspondante vaut pr(x, t).

• une transmission partielle ; la surpression correspondante vaut pt(x, t).

Définition 15 On appelle coefficients de réflexion et de transmission de la surpression
les coefficient respectifs rp et tp tels que :

pr(x, t) = rp × p0 cos(ωt+ k1x) et pt(x, t) = tp × p0 cos(ωt− k2x)

où k2 =
ω

c2
et k1 =

ω

c1
.

Remarque – En notation complexe, on posera :

p
i
= p0 e

j(ωt−k1x) ⇒
{

p
r
= rp p0 e

j(ωt+k1x)

p
t
= tp p0 e

j(ωt−k2x)

Cette notation permet d’envisager un déphasage entre les surpressions et l’on retrouve
alors les coefficients réels en posant :

rp =
∣
∣rp
∣
∣ et tp =

∣
∣tp
∣
∣

On conservera désormais les notations complexes, compte tenu de leur simplicité d’uti-
lisation. On notera, en outre : Z1 = ρ1 c1 et Z2 = ρ2 c2.
Compte tenu de ces notations et de la loi (24) énoncée à la page 705 :

p = p0 e
j(ωt∓kjx) ⇒ ~v = ±Zj p0 ej(ωt∓kjx) ~ex où kj =

ω

cj
(26)

ce qui fournit les expressions des vitesses complexes associées aux surpressions pi, pr
et p

t
:







~vi = Z1 p0 e
j(ωt−k1x) ~ex

~vr = −Z1 rp p0 e
j(ωt+k1x) ~ex

~vt = Z2 tp p0 e
j(ωt−k2x) ~ex

Ce faisant, la condition de continuité de p(x, t) et de ~v(x, t) en x = 0 impose :

p
i
(0, t) + p

r
(0, t) = p

t
(0, t) ⇒ 1 + rp = tp

et :
~vi(0, t) + ~vr(0, t) = ~vt(0, t) ⇒ Z1 ×

(
1− rp

)
= Z2 × tp

Ces deux équations conduisent à :

Z1 ×
(
1− rp

)
= Z2

(
1 + rp

)
⇒ rp =

Z1 − Z2

Z1 + Z2

tandis que :

tp = 1 + rp =
2Z1

Z1 + Z2
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Remarque – Si le millieu situé en x > 0 est le même que celui situé en x < 0,Z1 = Z2

montre que rp = 0 et tp = 1, ce qui signifie aussi qu’aucune réflexion ne se produit et
que la trasmission de l’onde acoustique est par conséquent totale.
En revanche, si le milieu situé en x > 0 est une paroi rigide :

rp = lim
Z2→∞

(
Z1 − Z2

Z1 + Z2

)

= −1 et tp = lim
Z2→∞

(
2Z1

Z1 + Z2

)

= 0

ce qui prouve que la réflexion de l’onde acoustique est totale.

Une onde plane acoustique, décrite par la surpression complexe :
p
i
= p0 e

j(ωt−k1x), rencontre en x = L une discontinuité :

la masse volumique et la célérité de l’onde passent des
valeurs (ρ1, c1) pour x < L à (ρ2, c2) pour x > L.
On notera : Z1 = ρ1 c1 et Z2 = ρ2 c2.

1. Déterminer les coefficients complexes rp et tp de
réflexion et de transmission de la surpression.

x
x=L

ρ1,c1 ρ2,c2

x=0

2. Montrer qu’il existe des coefficients réels rp et tp permettant d’écrire les surpres-
sions réfléchie et transmise sous les formes complexes :

p
r
= rp p0 e

j [ωt+k1 (x−2L)] et p
t
= tp p0 e

j [ωt−k1L−k2 (x−L)]

Exprimer ces coefficients en fonction de Z1 et Z2.

Réponse

1. Les coefficients rp et tp définissent les surpressions complexes des ondes réfléchies et transmises en
x = L : 





p
i
= p0 ej(ωt−k1x)

p
r
= rp × p0 ej(ωt+k1x)

p
t
= tp × p0 ej(ωt−k2x)

(27)

Aussi, la condition de continuité de la surpression en x = L impose-t-elle :

p
i
(x = L, t) + p

r
(x = L, t) = p

t
(x = L, t)

c’est-à-dire :
e−jk1L + rp ejk1L = tp e−jk2L (28)

Quant aux images complexes de la vitesse, leurs expressions découlent directement de la relation (26) :





vi = Z1p0 ej(ωt−k1x)

vr = −Z1 rp p0 e
j(ωt+k1x)

vt = Z2 tp p0 e
j(ωt−k2x)

⇒






vi(L, t) = p0 ejωt × Z1 e−jk1L

vr(L, t) = −p0 ejωt × Z1 rp ejk1L

vt(L, t) = p0 ejωt × Z2 tp e−jk2L

À nouveau, la continuité de la vitesse d’écoulement en x = L se traduit par :

vi(L, t) + vr(L, t) = vt(L, t) ⇒ Z1 e
−jk1L − Z1 rp ejk1L = Z2 tp e−jk2L

Associée à l’identité (28), cette équation fournit le système suivant :
{

Z1 e−jk1L + Z1 rp ejk1L = Z1 tp e−jk2L

Z1 e−jk1L − Z1 rp ejk1L = Z2 tp e−jk2L
⇒ 2Z1 e

−jk1L = (Z1 + Z2) tp e−jk2L

soit encore :

tp =
2Z1

Z1 + Z2
ej(k2L−k1L)
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Ce faisant, l’équation (28) conduit à :

rp ejk1L = tp e−jk2L − e−jk1L =

(
2Z1

Z1 + Z2
− 1

)

e−jk1L

d’où il s’ensuit que :

rp =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
e−2jk1L

2. Les expressions (27) des surpressions complexes s’écrivent alors :

p
r
= rp p0 e

j(ωt+k1x) =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
× p0 e

j [ωt+k1 (x−2L)]

et :

p
t
= tp p0 e

j(ωt−k2x) =
2Z1

Z1 + Z2
× p0 e

j [ωt−k1L−k2 (x−L)]

avec :

rp =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
et tp =

2Z1

Z1 + Z2

5.2.4.4 Réflexion et transmission de la vitesse

Une onde progressive, qui se propage dans un milieu caractérisé par Z1 = ρ1 c1, est
maintenant décrite par sa vitese d’écoulement complexe :

~vi = vi ~ex ⇒ vi = v0 e
j(ωt−kx)

ex

x

x=0

ρ1,c1 ρ2,c2vi
vt

vr

En x = 0, extrémité d’un milieu infini décrit par Z2 = ρ2 c2, se produisent :

• une réflexion de l’onde, avec une vitesse d’écoulement complexe ~vr = vr ~ex ;

• une transmission partielle de l’onde, avec une vitesse d’écoulement complexe
~vt = vt ~ex.

Définition 16 On appelle coefficients complexes de réflexion et de transmission de la
vitesse d’écoulement les coefficients rv et tv tels que :







vi = v0 e
j(ωt−k1x)

vr = rv × v0 e
j(ωt+k1x)

vt = tv × v0 e
j(ωt−k2x)

Trouver les expressions de rv et de tv en fonction de Z1 et Z2. Comparer avec
celles de rp et de tp.
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Réponse En x = 0, la continuité de la vitesse d’écoulement se traduit par :

vi(0, t) + vr(0, t) = vt(0, t) ⇒ 1 + rv = tv (29)

Quant aux expressions de la surpression, elles découlent directement de la loi (24) énoncée à la page 705 :

p(x, t) = ± 1

Z
v(x, t) avec Z = ρ c

Ce faisant les ondes incidente, réfléchie et transmise sont caractérisées par les surpressions complexes :







p
i
(x, t) =

1

Z1
v0 ej(ωt−k1x)

p
r
(x, t) = −

1

Z1
rv v0 e

j(ωt+k1x)

p
t
(x, t) =

1

Z2
tv v0 e

j(ωt−k2x)

⇒







p
i
(0, t) =

1

Z1
× v0 ejωt

p
r
(0, t) = −

rv
Z1

× v0 ejωt

p
t
(0, t) =

tv
Z2

× v0 ejωt

Aussi, la continuité de la surpression en x = 0 s’exprime par :

1

Z1
(1− rv) =

1

Z2
tv ⇒ Z2 (1− rv) = Z1 tv

c’est-à-dire, en tenant compte de l’équation (29) :

Z2 − Z2 rv = Z1 + Z1 rv ⇒ rv =
Z2 − Z1

Z2 + Z1
= −rp

La même équation fournit :

tv = 1 + rv = 1 +
Z2 − Z1

Z2 + Z1
⇒ tv =

2Z2

Z2 + Z1
=
Z2

Z1
tp

En conclusion, le passage de rv , tv à rp, tp est assuré par une simple permutation des coefficients Z1 et Z2.

Définition 17 Soit ~Ii la puissance acoustique par unité de surface d’une onde acous-
tique qui arrive sur une interface où se produisent une réflexion et une transmission de
l’onde, avec les puissances acoustiques par unité de surface respectives ~Ir et ~It. Les
coefficients de réflexion (R) et de transmission (T ) de l’énergie, sont définis par :

〈

~Ir

〉

= −R×
〈

~Ii

〉

et
〈

~It

〉

= T ×
〈

~Ii

〉

où les valeurs moyennes sont calculées sur une période.

Les ondes incidente, réfléchie et transmise sont caractérisées par les surpressions et les
vitesses :







p
i
= p0 e

j(ωt−k1x)

p
r
= rp p0 e

j(ωt+k1x)

p
t
= tp p0 e

j(ωt−k2x)

et







vi = Z1 p0 e
j(ωt−k1x)

vr = −Z1 rp p0 e
j(ωt+k1x)

vt = Z2 tp p0 e
j (ωt−k2x)
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avec : rp =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
et tp =

2Z1

Z1 + Z2
, si la discontinuité se produit en x = 0. Ce

faisant, les puissances acoustiques, par unité de surface, valent :
〈

~Ii

〉

=
1

2
Re
{

p
i
~vi

∗
}

=
1

2
Re
{

p0 e
j(ωt−k1x) × Z1 p0 e

−j (ωt−k1x) ~ex

}

⇒
〈

~Ii

〉

=
1

2
Re
{
Z1 p

2
0 ~ex

}
=

1

2
Z1 p

2
0 ~ex

〈

~Ir

〉

=
1

2
Re
{

p
r
~vr

∗
}

=
1

2
Re
{

rp p0 e
j(ωt+k1x) ×−Z1 r

∗
p p0 e

−j (ωt+k1x) ~ex

}

=
1

2
Re
{

−Z1

∣
∣rp
∣
∣
2
p20 ~ex

}

= −1

2
Z1

∣
∣rp
∣
∣
2
p20 ~ex

〈

~It

〉

=
1

2
Re
{

p
t
~vt

∗
}

=
1

2
Re
{

tp p0 e
j(ωt−k2x)× Z2 t

∗
p p0 e

−j (ωt−k2x) ~ex

}

=
1

2
Re
{

Z2

∣
∣tp
∣
∣
2
p20 ~ex

}

=
1

2
Z2

∣
∣tp
∣
∣
2
p20 ~ex

Des définitions :
〈

~Ir

〉

= −R×
〈

~Ii

〉

et
〈

~It

〉

= T ×
〈

~Ii

〉

il ressort que :

R =
∣
∣rp
∣
∣
2

et T =
Z2

Z1

∣
∣tp
∣
∣
2

On remarque alors que :

R+ T =

(
Z1 − Z2

Z1 + Z2

)2

+
Z2

Z1

(
2Z1

Z1 + Z2

)2

=
Z2
1 − 2Z1Z2 + Z2

2 + 4Z1Z2

(Z1 + Z2)
2

⇒ R+ T = 1

ce qui rend compte de la conservation de l’énergie acoustique.

On rappelle que les ondes acoustiques incidente, réfléchie et transmise à la
surface (x = 0) de deux milieux sont caractérisées par :







p
i
= p0 e

j(ωt−k1x)

p
r
= rp p0 e

j(ωt+k1x)

p
t
= tp p0 e

j(ωt−k2x)

et







~vi = v0 e
j(ωt−k1x) ~ex

~vr = rv v0 e
j(ωt+k1x) ~ex

~vt = tv v0 e
j(ωt−k2x) ~ex

1. Déterminer, en fonction de Z1 et Z2, les expressions des coefficients de transmis-
sion et de réflexion de l’énergie acoustique.

2. Par quelle identité est-on assuré de la loi de consevation de l’énergie ?
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Réponse

1. Les puissances acoustiques, par unité de surface, sont définies par :
〈
~Ii

〉

=
1

2
Re
{

p
i
~v∗i

}

=
1

2
Re
{

p0 e
j(ωt−k1x) × v0 e

−j (ωt−k1x) ~ex
}

⇒
〈
~Ii

〉

=
p0 v0

2
~ex

〈
~Ir
〉

=
1

2
Re
{

p
r
~v∗r

}

=
1

2
Re
{

rp p0 e
j(ωt+k1x) × rv v0 e

−j (ωt+k1x) ~ex
}

= Re
{

rp rv

}

× p0 v0

2
~ex

〈
~It
〉

=
1

2
Re
{

p
t
~v∗t

}

=
1

2
Re
{

tp p0 e
j(ωt−k2x) × tv v0 e

−j (ωt−k2x) ~ex
}

= Re
{

tp tv

}

× p0 v0

2
~ex

Ce faisant, les relations :
〈
~Ir
〉

= Re
{

rp rv

}

×
〈
~Ii

〉

et
〈
~It
〉

= Re
{

tp tv

} 〈
~Ii

〉

montrent qu’il existe des coefficients R et T tels que :
〈
~Ir
〉

= −R
〈
~Ii

〉

et
〈
~It
〉

= T
〈
~Ii

〉

avec :

R = −Re
{

rp rv

}

= −Z1 − Z2

Z1 + Z2
× Z2 − Z1

Z2 + Z1
=

(Z1 − Z2)
2

(Z1 + Z2)
2

et :

T = Re
{

tp tv

}

=
2Z1

Z1 + Z2
× 2Z2

Z1 + Z2
=

4Z1 Z2

(Z1 + Z2)
2

2. Les coefficients précédents vérifient :

R+ T =
Z2
1 − 2Z1 Z2 + Z2

2 + 4Z1 Z2

(Z1 + Z2)
2

⇒ R+ T = 1

ce qui suffit à prouver la conservation de l’énergie lors de la transmission partielle d’une onde acous-
tique.

5.3 Ondes électromagnétiques dans le vide

5.3.1 Équation de propagation des champs
Rappelons les equations de Maxwell dans le vide :

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
div ~E = 0

−→
rot ~B =

1

c2
∂ ~B

∂t
div ~B = 0

Ainsi que la relation vérifiée pour tout vecteur ~X :

−→
rot

(−→
rot
)

~X =
−−→
grad

(

div ~X
)

−∆ ~X

Appliquons cette dernière relation au champ électrique :
−→
rot

(−→
rot ~E

)

=
−−→
grad

(

div ~E
)

︸ ︷︷ ︸

~0

−∆ ~E = −∆ ~E
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de manière à obtenir :

−→
rot

(−→
rot ~E

)

=
−→
rot

(

−∂
~B

∂t

)

= − ∂

∂t

(−→
rotB

)

= − ∂

∂t

(

1

c2
∂ ~E

∂t

)

= − 1

c2
∂ ~E

∂t

Il est possible de permutter les opérateurs
∂

∂t
et

−→
rot , puisque le premier agit sur le

temps et le second sur les variables d’espace. Nous obtenons donc l’équation :

∆ ~E − 1

c2
∂ ~E

∂t
= ~0

Le même raisonnement peut-être tenu pour le champ magnétique ~B :
−→
rot

(−→
rot ~B

)

=
−−→
grad div ~B
︸ ︷︷ ︸

~0

−∆ ~B = −∆ ~B

=
−→
rot

(

1

c2
∂ ~E

∂t

)

=
1

c2
∂

∂t

(−→
rotE

)

= − 1

c2
∂ ~B

∂t

Nous obtenons donc l’équation :

∆ ~B − 1

c2
∂ ~B

∂t
= ~0

~E et ~B obéissent dans le vide à la forme tridimensionnelle de l’équation de d’Alembert.
Les conséquences sont les suivantes :

• L’équation de Maxwell Faraday montre qu’un champ magnétique variable dans le

temps crée un champ électrique :
∂ ~B

∂t
non nul, ce qui implique

−→
rot ~E non nul et

donc l’existence d’un champ électrique. Ce champ électrique est définit au voisi-
nage de tout point où ~B est variable.

• Ce champ ~E, variable, va créer à son voisinage un champ magnétique dont l’exis-
tence est justifiée par l’équation de Mawxell-Ampère. Ainsi, de proche en proche,
le champ électromagnétique se propage dans l’espace.

• Les équations de d’Alembert vérifiées par ~E et ~B nous indiquent de plus que, dans
le vide, cette propagation se fait à la célérité de la lumière c.

5.3.2 Ondes électromagnétiques planes
5.3.2.1 Solutions en ondes planes progressives monochromatiques

Proposons comme solutions aux équations précédentes les fonctions :






~E(M, t) = ~E0 e
j(ωt−~k· ~OM)

~B(M, t) = ~B0 e
j(ωt−~k· ~OM)

Ces expressions correspondent à des ondes planes progressives, monochromatiques se
propageant dans une direction donnée par ~k. On montre qu’en tout plan d’un plan
perpendiculaire à ~k l’onde est identique.
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Considérons ainsi deux pointsM etM ′ d’un point Π per-
pendiculaire à ~k :

~E(M ′, t) = ~E0 e
j
(

ωt−~k·
−−−→
OM ′

)

= ~E0 e
j
[

ωt−~k·
(−−→
OM+

−−−→
MM ′

)]

= ~E0 e
j
(

ωt−~k·
−−→
OM

)

puisque ~k · ~MM ′ = 0

Les plans perpendiculaires à ~k sont appelés plans d’onde.

ez

k

M'
Π

M

eyex

Soit une onde plane progressive monochromatique ,dont le champ électrique
est porté par la direction (Oz) , qui se propage selon la direction (Ox).
Représenter, à t0 donné, ~E(M, t0) et, en un point M0 donné, ~E(M0, t).

Réponse L’onde se propageant selon la direction ~ex, nous avons :

~k = k~ex ⇒ ~k · −−→OM = kx

En notation réelle le champ s’écrit ~E(M, t) = E0 cos(ωt− kx)~ez

On fait apparaître une périodicité spatiale λ =
2π

k
, ainsi qu’une périodicité temporelle T =

2π

ω
.

5.3.2.2 Opérateur nabla pour une onde plane progressive monochromatique

Remarquons que, pour une onde plane progressive monochromatique :

∂

∂x

(

~E
)

=
∂

∂x

(

~E0e
j(ωt−kxx−kyy−kzz)

)

= −jkx ~E

De même :
∂ ~E

∂y
= −jky ~E et

∂ ~E

∂z
= −jkz ~E

On en déduit la relation : ~∇ = −j~k .

Remarque – Cette relation n’est vérifiée que pour des champs correspondants à des
ondes planes progressives monochromatiques .

De même pour ce type d’onde on a la relation :
∂

∂t
= jω .

5.3.2.3 Relation de dispersion pour une plane progressive monochromatique dans
le vide

Il existe une relation entre les périodicités spatiale et temporelle d’une onde plane pro-
gressive monochromatique. Elle peut-être déterminée à partir de l’équation de d’Alem-
bert :

∆ ~E − 1

c2
∂ ~E

∂t
= ~0 où ∆ = ~∇2 ⇒ ∆ = −k2

De même :
∂

∂t
= (jω)2 = −ω2. L’équation de d’Alembert donne donc :

−k2 ~E +
ω2

c2
~E = ~0 ⇒

(
ω2

c2
− k2

)

~E = ~0
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On en déduit que : k =
ω

c
. Nous avons donc

2π

λ
=

2π

cT
, d’où l’on tire λ = cT ,

la période spatiale correspond à la distance parcourue par l’onde pendant une période
temporelle.

Remarque – La solution k = −ω
c

correspond à une onde plane progressive mono-

chromatique se propageant dans la même direction mais en sens contraire.
Par définition, la vitesse de phase vaut :

vϕ =
ω

k
= c

Dans le vide, les ondes planes progressives monochromatiques se propagent toutes à la
même vitesse : la célérité de la lumière c et ceci indépendamment de leur fréquence.

5.3.2.4 Relations entre ~E et ~B pour une onde plane progressive monochroma-
tique dans le vide

L’équation de Maxwell-Gauss : div ~E = 0 peut aussi s’écrire ~∇ · ~E = 0 = −j~k · ~E,
auquel cas ~E est perpendiculaire à ~k.
De même, de l’équation div ~B = 0 on déduit que ~B est aussi perpendiculaire à ~k.

Pour une onde plane progressive monochromatique, ~E et ~B sont
perpendiculaires à la direction de propagation.

De l’équation de Maxwell-Faraday :
−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
nous déduisons l’égalité équiva-

lente :

j~k ∧ ~E = jω ~B ⇒ ~B =
~k

ω
∧ ~E ⇒ ~B =

~u

c
∧ ~E

si l’on note ~u la direction de propagation de l’onde.
L’équation de Maxwell-Ampère donne, quand à elle :

~E = c~u ∧ ~B

Pour ce type d’onde ~E et ~B sont perpendiculaires entre eux.

Montrer que pour une onde plane progressive monochromatique, pour ce qui
concerne l’action sur une particule de charge q on peut négliger la contribution magné-
tique tant que l’on retse dans le domaine de la mécanique classique.

Réponse La force électromagnétique subie par une partilcule chargée vaut : ~f = q~v ∧ ~B + q ~E, ~v
étant la vitesse de la particule dans le réfrentiel d’étude. L’ordre de grandeur de la contribution magnétique
est donné par qvB et celui de la contribution électrique par qE.
Pour une onde plane progressive monochromatique les relations précedentes montrent qu’en norme :

E = cB ⇒ qvB

qE
=
vB

E
=
v

c
≪ 1

si on se limite à l’étude du mouvement de la particule dans le cadre de la mécanique classique.
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5.3.3 Aspect énergétique des ondes planes progressives monochro-
matiques

5.3.3.1 Densité volumique d’énergie électromagnétique

Considérons une onde plane monochromatique du type :

~E = E0 ~ex cos (ωt− kz)

La relation : ~B =
~u

c
∧ ~E, avec ~u = ~ez , permet d’exprimer le champ magnétique :

~B =
~ez
c

∧ E0 ~ex cos (ωt− kz) =
E0

c
~ey cos (ωt− kz)

Exprimons la densité volumique d’énergie électromagnétique associée à cette onde.
~E et ~B étant des fonctions sinusoïdales du temps, nous travaillerons sur les valeurs
moyennes des fonctions énergétiques. Notons ainsi 〈ue〉 et 〈um〉 les valeurs moyennes
des densités d’énergie électrique et magnétique :

〈ue〉 =
ε0
2

〈
E2
〉
=
ε0
2
E2

0

〈
cos2 (ωt− k)

〉
=
ε0E

2
0

4

et :

〈um〉 = 1

2µ0

〈
B2
〉
=

1

2µ0
× E2

0

c2
〈
cos2 (ωt− kz)

〉
=

E2
0

4µ0c2

De l’égalité ε0µ0c
2 = 1, on déduit que 〈ue〉 = 〈um〉 : il y a égalité entre l’énergie

électrique et l’énergie magnétique.

5.3.3.2 Vecteur de Poynting associé à une onde électromagnétique plane progres-
sive monochromatique

Reprenons le cas de l’onde définie dans la section précédente ; le vecteur de Poynting
s’écrit :

~R =
~E ∧ ~B

µ0
=
E2

0

µ0c
cos2 (ωt− kz) ~ez

Le vecteur de Poynting est donc dirigé dans le sens de propagation de l’onde. Sa valeur
moyenne est donnée par :

〈

~R
〉

=
E2

0

2µ0c
~ez

5.3.3.3 Vitesse de propagation de l’énergie

Une onde électromagnétique transporte de l’énergie ; il est possible d’exprimer la vi-
tesse de ce transport en faisant un bilan énergétique. Considérons une onde électroma-
gnétique plane progressive monochromatique (OPPM) se propageant selon (Oz) :







~E = E0 cos (ωt− kz) ~ex

~B =
E0

c
cos (ωt− kz) ~ey



Physique des ondes 719

ez

E

B R S

Considérons que l’énergie se propage à la vitesse vg . Soit une surface S perpendiculaire
à (O,~ez). L’énergie moyenne qui traverse S pendant dt est donnée par :

d2E =
〈

~R
〉

· ~S dt

où
〈

~R
〉

=

〈
~E ∧ ~B

µ0

〉

‖ ~ez et ~S = S ~ez conduisent à :

d2E =
E2

0

2µ0c
S dt

Cette même énergie, avant de traverser S pendant dt, était contenue dans le cylindre
de base S et de hauteur dz = vg dt, d’où :

d2E = 〈ue + um〉 S dz =

[
ε0
2

〈
E2
〉
+

1

2µ0

〈
B2
〉
]

S vg dt

=

[
ε0
2

× E2
0

2
+

1

2µ0
× E2

0

c2
× 1

2

]

S vg dt

=
ε0E

2
0

2
S vg dt puisque ε0µ0c

2 = 1

Si l’on identifie les deux expressions de l’énergie, on arrive à :

vg = c

ce qui signifie encore qu’une OPPM transporte l’énergie à la célérité c, dans le vide.

5.4 Phénomènes dispersifs de propagation
5.4.1 Relation de dispersion

Définition 18 On appelle relation de dispersion d’une onde plane la relation qui
existe entre la pulsation ω et le nombre d’onde k(ω), qui dépend éventuellement de ω.

Remarque – Lorsque ω(k) s’exprime simplement en fonction de k, la relation de
dispersion désignera cette expression.
Par exemple, la relation (17) trouvée à la page 696 :

ρ0χS ω
2 − k2 − αj k = 0 (30)

représente une relation de dispersion associée à une onde plane d’équation :
ψ(x, t) = ψ0 e

j(kx−ωt).
La résolution de la relation de dispersion peut générer un nombre d’onde complexe :

k(ω) = kr(ω) + j ki(ω) avec kr(ω) = Re {k(ω)} et ki = Im {k(ω)}
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auquel cas une onde plane progressive est décrite par la fonction complexe :

ψ(x, t) = ψ0 e
j(kx−ωt) = ψ0 e

−ki(ω) x × ej[kr(ω)×x−ωt)] (31)

Par exemple, la relation de dispersion (30) conduit aux solutions :

k = ±α
2

√

ω2

ω2
c

− 1− j
α

2
où ωc =

α

2
√
ρ0χS

que l’on peut aussi écrire :

k = ±kr − j ki avec ki =
α

2
et kr =

α

2

√

ω2

ω2
c

− 1 > 0 si ω > ωc

Définition 19 Un milieu est qualifié de dissipatif si :

ki(ω) 6= 0 c’est-à-dire k ∈ C \ R

Dans ce cas, la fonction :

ψ(x, t) = ψ0 e
−ki(ω)×x × ej [kr(ω)×x−ωt] (32)

⇒ ψ(x, t) = ψ0 e
−ki(ω)×x × cos [kr(ω)× x− ωt] (33)

montre que l’amplitude de l’onde s’affaiblit avec x.

Remarque – Le cas limite pour lequel kr(ω) = 0 produit une « onde» évanescente :

ψ(x, t) = ψ0 e
−ki(ω)×x × cos(ωt)

qui ne se propage alors pas dans le milieu.
Dans le cas général représenté par la fonction (33), l’onde plane se propage avec une

vitesse vϕ =
ω

kr(ω)
.

Définition 20 On appelle vitesse de phase la vitesse de propagation d’une onde plane
monochromatique, de pulsation ω :

vϕ =
ω

kr(ω)
=

ω

Re {k}

Par exemple, la relation de dispersion (30) fournit :

kr =
α

2

√

ω2 − ω2
c

ωc

auquel cas une onde plane monochromatique, de pulsation ω, s’y propage à la vitesse

vϕ =
2ωωc

α
√

ω2 − ω2
c

.

Définition 21 Un milieu est non dispersif lorque vϕ est indépendant de ω, c’est-à-dire
lorsque :
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vϕ =
ω

kr(ω)
= c (constante indépendante de ω)

5.4.2 Paquets d’ondes
5.4.2.1 Définitions

Définition 22 Soit f(x) une fonction régulière de x sur R. On appelle transformée de
Fourier F (ω) associée à f(x) l’intégrale :

F (ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞

f(x) e−jωx dx

On peut montrer que la fonction f(x) s’écrit alors :

f(x) =

∫ ∞

−∞

F (ω) ejωx dω

Définition 23 La pulsation ω d’une onde et sa longueur d’onde λ =
2π

k
, liées par la

relation de dispersion f(ω, k) = 0, définissent la vitesse de groupe d’une onde :

vg =
dω

dk

Lorsque la relation de dispersion permet d’obtenir la fonction ω(k), la dérivée
de ω fournit directement vg . Il arrive cependant que la loi k(ω) soit plus facile à
obtenir, auquel cas on calculera avantageusement :

1

vg
=

dk

dω

Définition 24 On appelle paquet d’ondes un ensemble (discret ou continu) d’ondes
monochromatiques de pulsations voisines les unes des autres.

Cette définition suggère qu’un paquet d’ondes admet une décomposition en ondes mo-
nochromatiques :

ψ(x, t) =

∞∑

n=0

Fn cos(ωnt− knx) ou ψ(x, t) =
∫ ∞

−∞

F (ω) ej(ωt−kx) dω

Définition 25 L’énergie I(x, t) véhiculée par une onde (ou par un paquet d’ondes)

de fonction ψ(x, t) est proportionnelle à
∣
∣ψ
∣
∣
2

:
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I(x, t) ∝ ψ ψ∗ =
∣
∣ψ
∣
∣
2

Remarque – D’après la définition précédente, l’énergie I(x, t) associée à une onde
plane monochromatique ψ = ψ0 e

j(ωt−kx) vaut :

Ionde plane ∝ ψ2
0 = constante

Cette énergie ne se propage donc pas.

5.4.2.2 Propagation d’un paquet d’ondes

Considérons, dans un premier temps, un paquet d’ondes qui se décompose en ondes
planes :

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

F (ω) ej(ωt−kx) dω

et qui se propage dans un milieu non dispersif, caractérisé par la vitesse de phase :

vϕ =
ω

k
⇒ k =

ω

vϕ
⇒ ωt− kx = ω

(

t− x

vϕ

)

⇒ ωt− kx = ωu avec u = t− x

vϕ

Ce paquet d’onde est donc décrit par la fonction :

ψ(u) =

∫ ∞

−∞

F (ω) ejωu dω (34)

Supposons qu’à une date t0 le paquet d’ondes en x0 vaut ψ(u0) (avec u0 = t0 −
x0
vϕ

).

À l’instant t = t0 + dt, ce paquet d’ondes est décrit, en x = x0 + dx, par :
ψ(u) = ψ(u0 + du). Conformément à la relation (34), la propagation se fait sans
déformation du paquet d’ondes si ψ(u0) = ψ(u0 + du), c’est-à-dire :

du = 0 ⇒ dt = − dx

vϕ
= 0 ⇒ dx

dt
= vϕ

En conclusion, dans un milieu non dispersif, un paquet d’ondes se déplace, sans défor-
mation, avec une vitesse s’identifiant à la vitesse de phase.
L’onde, décrite par une fonction :

ψ(u) =

∫ ∞

−∞

F (ω) ejωu dω ⇒ ψ∗(u) =

∫ ∞

−∞

F (ω′) e−jω′u dω′

véhicule une énergie I(u) proportionnelle à ψ(u)× ψ∗(u) :

I(u) ∝
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

F (ω)F ∗(ω′) ej(ω−ω
′)u dω dω′
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À un instant t + dt, un point d’abscisse x + dx reçoit la même énergie à condition
que :

I(u′) = I(u) avec u′ = t+ dt− x+ dx

vϕ

⇒ u′ = u⇒ t+ dt− x

vϕ
− dx

vϕ
= t− x

vϕ
⇒ dx

dt
= vϕ

ce qui prouve que l’énergie se propage à la vitesse vϕ.

En revanche, dans un milieu dispersif, k est une fonction de ω, que l’on supposera
négligeable en dehors du voisinage d’une pulsation ω0. De fait, k(ω) admet pour déve-
loppement limité :

k(ω) = k(ω0) + (ω − ω0)
dk

dω

∣
∣
∣
∣
ω0

= k0 +
ε

vg

si l’on définit :

k(ω0) = k0 ε = ω−ω0 ⇒ ω = ε+ω0 vg =
dω

dk

∣
∣
∣
∣
ω0

Par conséquent, le paquet d’ondes est décrit par :

k

ω
ω0

k0

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

F (ω) ej[ωt−k(ω)x] dω

=

∫ ∞

−∞

F (ω) e
j
[

εt+ω0t−k0x−
εx
vg

]

dε

= ej(ω0t−k0x)

∫ ∞

−∞

F (ε+ ω0) e
jεu dε avec u = t− x

vg

L’énergie I(u) alors véhiculée par cette onde est proportionnelle à ψ(t)× ψ∗(u) :

I(u) ∝
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

F (ε+ ω0)F
∗(ε′ + ω0) e

j(ε−ε′)u dεdε′

et sa vitesse de propagation vénergie vérifie : I(u′) = I(u), où u′ = t+ dt− x+ dx

vg
et dx = vénergie dt. Ainsi :

u′ = u⇒ t+ dt− x

vg
− vénergie

vg
dt = t− x

vg
⇒ vénergie = vg

Cette identité montre que la vitesse de groupe est la vitesse de propagation de l’énergie
véhiculée par le paquet d’ondes.
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Un paquet d’ondes a pour fonction :

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

F (ω) ej(ωt−kx) dω

où le spectre en fréquence est décrit par une raie rectangulaire :







F (ω) = F0 pour ω ∈
[

ω0 −
∆ω

2
, ω0 +

∆ω

2

]

F (ω) = 0 sinon

avec ω0 ≫ ∆ω. ω
ω0

F0

F(ω)
∆ω

1. On considère ici le milieu non dispersif, de vitesse de phase vϕ.

(a) Montrer que ce paquet d’ondes est décrit par la fonction :

ψ(u) = F0 ∆ω f(u)× cos(ω0u)

où u = t− x

vϕ
et où f(u) est une fonction de u et de ∆ω, que l’on explicitera.

(b) On rappelle l’allure de la fonction sinus cardinal :

π

1

-π
2π

sinc(X)

X

En tenant compte de l’inégalité : ∆ω ≪ ω0, donner l’allure de la fonction ψ(u).

(c) Décrire comment cette onde se propage et donner la vitesse de propagation de
ce paquet d’ondes.

2. On considère maintenant que le milieu est dispersif et est caractérisé par une rela-
tion de dispersion :

k(ω) = k(ω0) + (ω − ω0)
dk

dω

∣
∣
∣
∣
ω0

= k0 + (ω − ω0)×
1

vg

où k0 = k(ω0) et
1

vg
=

dk

dω

∣
∣
∣
∣
ω0

(a) Montrer que le paquet d’ondes est à nouveau décrit par la fonction :

ψ(x, t) = F0 ∆ω f(u)× cos(ω0t− k0x) où u = t− x

vg

(b) À quelle vitesse se propage l’enveloppe de ψ ?

Réponse
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1. (a) La définition de la vitesse de phase : vϕ =
ω

k
⇒ k =

ω

vϕ
conduit à :

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

F (ω) e
jω

(

t− x
vϕ

)

dω

= F0

∫ ω0+∆ω/2

ω0−∆ω/2
ejωu dω avec u = t− x

vϕ

=
F0

ju
× ejω0 u ×

(

ej∆ω u/2 − e−j∆ω u/2
)

=
2F0

u
× ejω0u × sin

(
∆ω

2
u

)

c’est-à-dire, en posant : sinc(X) =
sinX

X
:

ψ(u) = F0 ∆Ωejω0u sinc

(
∆ω

2
u

)

⇒ ψ(u) = Re
{

ψ(u)
}

= F0 ∆ω sinc

(
∆ω

2
u

)

× cos(ω0 u)

(b) Cette relation montre que la fonction cos(ω0 u) est modulée en amplitude par sinc

(
∆ω

2
u

)

, avec

∆ω

2
≪ ω0 :

∆ω F0

2π/ω0

u

ψ(u)

2π/∆ω

(c) La relation : f(u) = sinc

(
∆ω

2
u

)

sert ainsi d’enveloppe à la fonction d’ondes ψ(u) et se

propage donc sur une distance dx, pendant une durée dt, telles que :

u′ = t+ dt− x+ dx

vϕ
= u = t− x

vϕ
⇒ dt =

dx

vϕ

La vitesse de propagation de cette onde vaut donc :

v1 =
dx

dt
= vϕ

2. En revanche, la relation de dispersion : k(ω) = k0 +
ω − ω0

vg
conduit à :

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

F (ω) e
j

[

ωt−k0x−(ω−ω0)
x
vg

]

dω

=

∫ ∆ω/2

−∆ω/2
F0 e

j

[

εt+ω0t−k0x−ε x
vg

]

dε avec ε = ω − ω0

= F0 e
j(ω0t−k0x)

∫ ∆ω/2

−∆ω/2
ejεu dε en posant u = t− x

vg
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c’est-à-dire :

ψ(x, t) = F0 e
j(ω0t−k0x) × 1

ju

(

ej∆ω u/2 − e−j ∆ω u/2
)

= F0 e
j(ω0t−k0x) × 2

u
sin

(
∆ω

2
u

)

= F0 e
j(ω0t−k0x) ×∆ω sinc

(
∆ω

2
u

)

⇒ ψ(x, t) = F0 ∆ω sinc

(
∆ω

2
u

)

× cos(ω0t− k0x)

Cette fonction a donc une enveloppe d’équation : f(u) = sinc

(
∆ω

2
u

)

qui se propage à une vitesse

v2 telle que, pendant dt, elle se déplace sur une distance dx = v2 dt, avec :

u(t+ dt, x+ dx) = u(x, t) ⇒ t+ dt− x+ v2 dt

vϕ
= t− x

vϕ
⇒ v2 = vϕ
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• 126 Concours de l’École de l’Air
20 min.

Propagation d’ondes PC-PSI

On s’intéresse aux ondes de surface qui se propagent sur l’eau, fluide considéré ici
comme idéal.

1. Établissement des équations d’onde
On va considérer que l’eau, incompressible, ne subit aucun courant permanent et
que le déplacement des ondes se fait dans un bassin de profondeur constante H (le
fond est plat). La pression atmosphérique est P0 = 1 bar. Le but de cette partie est
d’obtenir les équations linéarisées liées au passage de l’onde. On repère l’altitude
de la surface libre par ξ(y, t) en un point repéré par y dans la suite (on notera ξ en
omettant, dans la notation, la dépendance en y et en t). Le problème sera traité en
ne considérant aucune propagation en x. Les termes d’ordre 1 seront ξ et v, norme
de la vitesse.

y

Niveau moyen 
d'équilibre

z

0

-H

g

ξ

Fond

(a) Donner l’équation du mouvement d’une particule fluide lors du déplacement
de l’eau au passage de l’onde. La simplifier en ne conservant que les termes
d’ordre 1.

(b) On va approcher la pression dans le fluide en l’assimilant à la pression hydro-
statique. Déterminer la pression P en fonction de z et h.

(c) Dans le cadre de la linéarisation, on ne s’intéresse qu’au terme de vitesse suivant
l’axe (Oy) : vy. Déduire de ce qui précède une relation différentielle entre vy
et ξ.

(d) Considérons une colonne fixe comprise entre y et y+ dy, sur une largeur ℓ en x.
Déterminer le volume δV qu’elle contient. Faire un bilan de matière sur la co-
lonne et en déduire une nouvelle relation différentielle entre vy et h. Linéariser
cette relation.

(e) Déduire de ce qui précède les équations d’évolution de vy et ξ en fonction de
y et t. Déterminer la célérité c des ondes qui se propagent, dans le cadre de
ce modèle. Donner la forme générale des solutions de l’équation en ξ (on ne
demande pas la démonstration). Interpréter les termes de cette solution.

(f) En supposant que l’expression de c reste valable. Expliquer qualitativement
pourquoi les vagues se brisent en arrivant près de la plage.

2. Ondes sinusoïdales
On va considérer une onde incidente qui se propage dans le sens des y croissants,
sinusoïdale de période T et d’amplitude ai en ξ. Numériquement, on prendra :
H = 5 m, ai = 0,5 m, T = 6 s et g = 10 m · s−2.
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(a) Donner ξ(y, t) et viy(y, t). Quelle est la valeur de l’amplitude de la vitesse dans
l’onde incidente ? Que vaut la longueur d’onde λ ?

(b) L’onde arrive sur une jetée orientée suivant (Ox), située en y = 0 et s’y réflé-
chit. Quelles sont les conditions aux limites du système qui se développe sur la
jetée ? En déduire l’expression de l’onde réfléchie pour ξr(y, t) et vry(y, t).

(c) Donner alors l’expression générale de ξ(y, t) et vy(y, t) autour de la jetée. Com-
ment nomme-t-on ce type d’ondes et pourquoi ?

• 127 Concours de l’ESIM
20 min.

Onde sur une corde PC-PSI

On se propose d’étudier la propagation d’ondes transversales le long d’une corde ten-
due de très grande longueur. On se limite aux petits déplacements d’une corde flexible
de masse linéique µ et tendue par une force de tension F , constante le long de la
corde. On suppose qu’il n’y a pas de mouvement le long de l’axe (Oz) de la corde. On
supposera de plus que la corde est dans un milieu visqueux qui crée une force d’amor-
tissement proportionnelle à la vitesse. La force d’amortissement sur l’élément de corde

dz est alors : δ ~f = −αdz
∂y

∂t
~uy (α > 0 est une constante).

1. Écrire l’équation différentielle satisfaite par y(z, t).

2. On cherche les solutions de la forme y = y0 e
j(ωt−kz).

Écrire l’équation liant ω et k (équation de dispersion) et montrer qu’elle se met
sous la forme :

k2 = A

(

1− j

Q

)

3. Exprimer k = kr − j ki à l’aide de la question précédente.

4. Écrire y(z, t) pour une onde se propageant vers les z > 0 quand Q≪ 1 et montrer
qu’on obtient une onde amortie. Quelle est la distance caractéristique de l’évolution
de y(x, t) ; soit δ cette distance.

5. Discuter des influences de F et µ sur δ.

6. On rappelle que la densité linéique d’énergie potentielle de la corde est :

ep =
1

2
F

(
∂y

∂z

)2

Calculer
〈ec〉
〈ep〉

, rapport des valeurs moyennes temporelles des densité linéiques

d’énergies cinétique et potentielle. Exprimer ce résultat en fonction de Q.

• 128 Banque de la Filière PT
30 min.

Corde vibrante PC-PSI

On considère une corde homogène, de masse linéique µ, initialement au repos
et confondue avec l’axe (Ox), inélastique, tendue par une tension T uniforme et
constante. La corde est fixée aux points d’abscisses x = 0 et x = L. Les mouvements
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transversaux de la corde, dans le plan xOy, sont décrits par leur élongation u(x, t)
autour de la position d’équilibre, solution de l’équation de d’Alembert :

∂2y

∂x2
− 1

v2
∂2y

∂t2
= 0 avec v =

√

T

µ

x

y

m

1. Recherche des ondes stationnaires
On cherche les solutions de l’équation de propagation sous la forme :

y(x, t) = f(x)× g(t)

et on admet que les fonctions f(x) et g(t) sont sinusoïdales :

f(x) = a1 sin(kx+ ϕ1) et g(t) = a2 sin(ωt+ ϕ2)

(a) Quelle relation lie les constantes k et ω ?

(b) Montrer que λ =
π

k
et ω ne peuvent prendre qu’une série de valeurs discrètes

que l’on exprimera en fonction de L, n et v.

(c) À chaque valeur de n correspond un mode propre. Exprimer l’élongation
yn(x, t) du mode d’indice n.

2. Aspect énergétique
On se place toujours dans le cas des ondes stationnaires et on considère, sauf men-
tion contraire, le mode propre n.

(a) Donner l’expression de l’énergie cinétique d’un élément de corde compris entre
les abscisses x et x+ dx. En déduire l’énergie cinétique de la corde entre x = 0
et x = L sous forme d’une intégrale.

(b) En utillisant l’expression de l’élongation :

yn(x, t) = An sin(kn x) sin(ωnt+ ϕn)

déterminer l’énergie cinétique totale de la corde entre x = 0 et x = L, sous la
forme :

Ec = C1A
2
n cos2(ωnt+ ϕn)

Exprimer C1 en fonction de n, T et L.

(c) Exprimer la longueur d’un élément de corde MN , situé entre x et x + dx, au

deuxième ordre en
∂y

∂x
. En déduire l’allongement de l’élément de corde.

(d) En déduire l’allongement total de la corde entre x = 0 et x = L, noté ∆L, sous
forme d’une intégrale.
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(e) Calculer l’allongement total de la corde entre x = 0 et x = L.
En considérant la variation de hauteur de la masse m, déduire l’expression de
l’énergie potentielle de la corde sous la forme :

Ep = C2A
2
n sin2 (ωnt+ ϕn)

Exprimer C2 en fonction de n, T et L.

(f) Exprimer l’énergie mécanique totale de la corde, pour chaque mode propre,
sous la forme :

En = kn T A
2
n

• 129 Banque de la filière PT
40 min.

Corde vibrante PC-PSI

On considère une corde homogène, initialement au repos et confondue avec l’axe (Ox),
inélastique, de masse linéique µ, tendue par une tension pratiquement uniforme et
constante T . Le dispositif global est représenté ci-dessous :

x

y

m

O

x x=L

guidage
corde au repos poulie

La corde est tendue par une masse m, par l’intermédiaire d’une poulie. La corde est
fixée au point O et un guidage impose y = 0 à chaque instant, à l’abscisse x = L.
On étudie les petits mouvements transversaux de la corde dans le plan (xOy), autour
de la position d’équilibre.
L’élongation du point M d’abscisse x, à l’instant t, est notée y(x, t).
La tangente en M à la corde fait avec l’axe (Ox) un angle θ(x, t). Les déplacements
étant de faible amplitude, cet angle θ reste petit.
Dans l’étude du mouvement de la corde, on négligera l’action du champ de pesanteur
ainsi que toute cause d’amortissement.
La géométrie du problème est représentée ci-dessous ; on y a fait figurer les tensions
appliquées à l’élément de corde MN :

M

N

x+∆xx
x

T(x)

T(x+∆x)y

y

y+∆y θ(x+∆x,t)

θ(x,t)

1. Équation d’onde d’élongation de la corde

(a) Faire le bilan des forces extérieures appliquées à l’élément de corde MN ,
d’abscisse comprise entre x et x+∆x.
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(b) Déterminer la masse de l’élément de corde MN au premier ordre en θ et son
accélération en fonction d’une dérivée partielle seconde.

(c) Appliquer la loi fondamentale de la dynamique à cet élément de corde et en
déduire l’équation obtenue par projection sur l’axe (Oy) ; on rappelle que θ est
petit.

(d) Exprimer tan θ en fonction d’une dérivée partielle à déterminer. En déduire
∂θ

∂x
.

(e) En déduire l’équation :
∂2y

∂x2
− 1

v2
∂2y

∂t2
= 0 (35)

Exprimer la constante v en fonction de T et µ et en donner la dimension. Que
représente-t-elle ?

(f) Application numérique :
Calculer µ et v pour une corde d’acier de masse volumique 7,2.103 kg · m−3,
de rayon 1 mm, soumise à une tension T = 3000 N.

2. Recherche des solutions en ondes stationnaires
On rappelle que la corde est fixée de façon rigide en x = 0 et est guidée en x = L.
On cherche les solutions de l’équation de propagation sous la forme :

y(x, t) = f(x)× g(t) (ondes stationnaires). (36)

et l’on admet que les fonctions f(x) et g(t) sont sinusoïdales :

f(x) = a1 sin(kx+ ϕ1) et g(t) = a2 sin(ωt+ ϕ2)

(a) En introduisant l’équation (36) dans l’équation (35), déduire la relation qui lie
k à ω.

(b) Que peut-on dire de l’élongation aux abscisses x = 0 et x = L à chaque ins-
tant ? En déduire les valeurs de f(0) et f(L).

(c) Montrer que λ =
2π

k
ne peut prendre qu’une série de valeurs discrètes λn que

l’on exprimera en fonction de L et n.

(d) En déduire que ω ne peut prendre qu’une série de valeurs discrètes ωn, avec n
entier positif. Exprimer ωnen fonction de L, n et v.

(e) À chaque valeur de ωn correspond un mode propre. Le mode n = 1 est appelé
mode fondamental. Les modes correspondant à n > 1 sont les harmoniques.
Exprimer l’élongation yn(x, t) du mode d’indice n et donner une représentation
graphique de la corde en mouvement (à un instant donné) pour les trois premiers
harmoniques.

3. Calculs sur les cordes d’une guitare électrique
Une guitare électrique comprend six cordes en acier.
Le tableau ci-dessous fournit, pour chaque corde, la valeur de sa fréquence fonda-
mentale et son diamètre.

Corde n° 1 2 3 4 5 6
f1 (Hz) 82,5 110 147 196 247 330

Diamètre d (mm) 1,12 0,89 0,70 0,55 0,35 0,25
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toutes les cordes ont une longueur L = 0,63 m et une masse volumique
ρ = 7800 kg · m−3.

(a) Déterminer T en fonction de ρ, π, d, L et f1 =
ω1

2π
pour le mode fondamental.

Calculer numériquement les tensions nécessaires pour que la guitare soit accor-
dée.

(b) Quelle variation relative peut être tolérée sur la tension d’une corde pour que sa
fréquence fondamentale ne varie pas plus de 1% en valeur relative ?

(c) L’instrumentaliste veut produire un son de fréquence fondamentale 500 Hz puis
1 kHz, avec une tolérance de 1% sur la corde n°6. Avec quelle précision absolue
doit-il placer son doigt pour raccourcir la corde ?

• 130 Lycée La Martinière-Montplaisir, Lyon
40 min.

Onde sur une corde PSI-PC

On considère une corde métallique, de masse m, de longueur L, de section s et de
masse volumique µ.
La corde a ses extrémités A et B fixées à la même
alitude.
On néglige, dans tout ce qui suit, l’action de
son poids sur la corde. La corde a pour équation
y(x, t), avec y(x, t) = 0 au repos. B

y

xA

T

ux

uy
α

On note T (x, t) et α(x, t) respectivement la norme de la tension de la corde et l’angle
de la tangente à la corde avec l’horizontale au point d’abscisse x. On notera T0 la valeur
de T en un point où α = 0.

1. En appliquant la loi fondamentale de la dynamique à un petit élément de corde,
établir que y vérifie :

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
(37)

dans la mesure où

∣
∣
∣
∣

∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
≪ 1. c est à exprimer en fonction de m, L et T0.

2. Rechercher les solutions de la forme : y(x, t) = f(X) avec X = x− vt. Quelle
équation vérifie f(X) ? Interpréter le fait que si v est bien choisi, toute fonction
f(X) vérifie l’équation (37).

3. En fait, si l’on tient compte de la raideur de la corde, l’équation (37) devient :

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
− Y L

m

∂4y

∂x4
(38)

où Y est une constante positive caractéristique de la corde. On cherche à nouveau
une solution de la forme y(x, t) = f(X) avec X = x− vt et v > 0.
(a) À quoi est homogène Y L ? Quelle est l’équation diférentielle qui régit f(X) ?

(b) En déduire que les seules ondes progressives qui sont des fonctions bornées de
X sur l’ensemble des réels sont harmoniques (on écrira les solutions générales

suivant les valeurs de
v

c
).

(c) Quant f est harmonique, par exemple f(x, t) = A cos(kx− ωt), quelle rela-
tion relie k et ω ?
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4. On ne tient plus compte de la raideur, donc Y = 0. On note e la quantité :

e(x, t) =
m

2L

(
∂y

∂t

)2

+
T0
2

(
∂y

∂x

)2

(a) Montrer qu’il existe un vecteur ~Π(x, t) = Π(x, t) ~ux tel que :

∂e

∂t
+ div ~Π = 0

(b) Interpréter e et ~Π et faire une analogie avec les ondes électromagnétiques.

(c) Exprimer e et ~Π pour une onde de la forme : y(x, t) = A cos(kx− ωt) ; relier
en particulier ~Π à e, c et ~ex.

• 131 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Ondes sonores PC-PSI

Un tuyau cylindrique, de longueur L et de rayon R, est
ouvert à son extrémité en x = L et est fermé par une
membrane en x = 0. On impose à cette membrane un
mouvement oscillatoire sinusoïdal de vitesse :

u(t) = U0 cos(ωt)
x

ex

L0

L’amplitude du mouvement est très faible par rapport à la longueur d’onde.

1. Déterminer l’expression de la vitesse d’écoulement de l’air dans le tuyau, en ad-
mettant que la surpression y est nulle.

2. En déduire le rapport des puissances sonores
P (L)

P (0)
, en admettant qu’elles sont

proportionnelles à
〈
v̇2
〉

(valeur moyenne du carré de l’accélération du fluide au
niveau de la surface rayonnante) pour la même surface rayonnante.

• 132 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Ondes acoustiques PC-PSI

On considère un fluide parfait en écoulement. Soit µ la masse volumique de ce fluide
en un point M , à l’instant t.
Soit ~v le vecteur vitesse d’écoulement du fluide au même point M et au même instant.

1. Montrer que l’équation de continuité du fluide s’écrit :

div (µ~v) +
∂µ

∂t
= 0

2. Soit ~F la résultante des forces massiques agissant sur le fluide, autres que les forces
de pression.
Soit P la pression au pointM , à l’instant t. Montrer que l’équation d’Euler s’écrit :

µ×
[
∂~v

∂t
+

1

2

−−→
grad

(
v2
)
− ~v ∧ −→

rot~v

]

= ~F −−−→
gradP (39)



734 Chapitre 5

On rappelle que, pour deux vecteurs ~A et ~B :
−−→
grad

(

~A · ~B
)

= ~A ∧ −→
rot ~B + ~B ∧ −→

rot ~A+
(

~B · ~∇
)

~A+
(

~A · ~∇
)

~B

3. Lorsque le mouvement du fluide est oscillatiore et de très faible amplitude, on est
dans les conditions de l’approximation de l’acoustique si l’on peut supposer :

• que la vitesse d’un élément du fluide est assimilée à la vitesse découlement en
un point ;

• que l’écoulement est irrotationnel ;

• que la masse volumique du fluide est peu différente de la valeur au repos ;

• que la surpression par rapport à la pression au repos est faible.

(a) On pose : µ = µ0+µe, µ0 étant la masse volumique au repos. Écrire la relation

satisfaite par µ0, div~v et
∂µe
∂t

.

(b) On pose : P = P0 + p, P0 étant la pression au repos. Soit χ le coefficient de

compressibilité isentropique du fluide, montrer que p =
µe
χµ0

.

(c) En l’absence de toute force extérieure et en tenant compte des approximations

mentionnées plus haut, écrire une relation entre µ0,
∂~v

∂t
et
−−→
grad p.

(d) Déduire de ce qui précède que p satisfait à l’équation :

∆p = χµ0
∂2p

∂t2

∆p étant le Laplacien de p.

(e) Quelle est la vitesse de propagation des ondes dans le fluide ?

(f) Dans le cas d’ondes planes, donner la forme générale de la solution p(x, t) pour
les ondes progressives.

4. Le fluide dans lequel se propagent les ondes est l’air, assimilé à un gaz parfait.
On peut considérer la propagation comme adiabatique et par conséquent comme
isentropique.

(a) Calculer alors χ en fonction de la pression du gaz et du rapport γ de ses chaleurs
massiques (rapport supposé indépendant de la température).

(b) L’air est dans les conditions normales de température et de pression. Pré-
ciser ces conditions. Calculer χ sachant que la masse molaire de l’air est
M = 29.10−3 kg · mol−1. On prendra γ = 1,4.
Calculer la vitesse du son dans ces conditions. On prendraR = 8,314 J · K−1 · mol−1.

• 133 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
30 min.

Ondes acoustiques PC-PSI

Pour décrire la propagation d’une onde sonore longitudinale dans l’air, on considère
un système modèle, représenté sur les figures ci-dessous et caractérisé par les points
suivants :
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• Un tuyau rectiligne, de section S, est divisé en une infinité de compartiments par
des pistons rigides de masse m et de section S. Le compartiment (Cn) correspond
à l’espace compris entre les pistons Πn et Πn+1.

• Dans chaque compartiment se trouve une mole de gaz, assimilé à un gaz parfait.

• À l’équilibre, c’est-à-dire en l’absence d’onde sonore, l’abscisse du piston Πn est
xeq
n = na ; la pression et la température sont identiques dans tous les compartiments

(équilibres mécaniques et thermiques) et on les note respectivement P0 et T0.

• Hors équilibre, c’est-à-dire lors du passage de l’onde sonore, l’abscisse du piston
Πn vaut xn(t) = na+ un(t) à l’instant t et la pression dans le compartiment (Cn)
vaut Pn.

• On suppose que l’évolution de la mole de gaz dans chaque compartiment se fait sui-
vant la loi de Laplace : la pression P dans le compartiment est reliée en permanence
à son volume V par la relation :

P V γ = constante

où le coefficient γ est une constante appelée coefficient polytropique de Laplace.

Pn+1

a

x

compartiment (Cn)

x

PnPn-1

ΠnΠn-1 Πn+1

xn(t)

P0 P0 P0

a a

Πn+2

xn-1(t) xn+1(t)

xn+1
eq

xn  =na
eqxn-1

eq

un(t)un-1(t) un+1(t)

1. Surpression sonore

(a) Établir l’expression de la pression Pn en fonction de P0, γ, a, un, un+1.

(b) Dans cette question, on admet le résultat mathématique suivant, avec ε et µ
réels :

(1 + ε)µ ≃ 1 + µε lorsque |ε| ≪ 1

Dans l’approximation dite de l’acoustique linéaire, on suppose que le déplace-
ment des pistons est négligeable, de sorte que |un(t)| reste très petit devant a,
pour tout n.
Montrer que l’expression précédente de Pn conduit à la formule linéarisée de
la surpression Pn − P0 dans le compartiment (Cn) suivante :

Pn − P0 = − 1

χ
× un+1 − un

a
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Donner l’expression de la constante χ en fonction de P0 et γ. Son signe est-il
en accord avec le « sens physique » donné à cette grandeur ?

(c) La constante χ est appelée coefficient de compressibilité. Donner sa dimension
et justifier son nom.
Que vaudrait χ si le gaz des compartiments était incompressible ?
Vérifier qu’aucune onde ne se propage dans ce cas.

2. Équation discrète de propagation
(a) La force de pression qu’exerce un gaz à la pression P , sur un piston de section

S, est donnée en module par la relation : F = PS.
Faire une figure représentant les actions horizontales s’exerçant sur le piston
Πn. On néglige les frottements s’exerçant sur ce dernier.

(b) En appliquant la deuxième loi de Newton au piston Πn, obtenir l’équation dif-
férentielle sous la forme :

d2un
dt2

=
c2

a2
(un+1 + un−1 − 2un) (40)

Explicier la constante c en fonction de χ, m, a et S.

On admet que la quantité ρ0 =
m

aS
représente la masse volumique du milieu

modélisé à l’équilibre. Que devient l’expression de c ?
Préciser, en justifiant la réponse, la dimension de c.

3. Approximation des milieux continus

On se propose maintenant de se placer dans l’ap-
proximation des milieux continus qui permet de
faire passer une fonction « normalement régu-
lière » u(x, t) par tous les points représentatifs des
déplacements un des pistons, à un instant t donné,
ce qui est possible lorsque un est peu différent de
un+1.

a
x

u

eq

un

a

un+1

xn

Dans ce but, on définit la fonction u(x, t) des variables d’espace x et de temps t
telle que :

• u(x, t) = un(t) en x = na pour tout n et tout t ;

• u(x, t) varie peu dans l’espace à l’échelle de a ;

• u(x, t) est dérivable au moins deux fois par rapport à x ainsi que t. De plus, on
admet qu’il est possible, pour la fonction u(x, t), de réaliser l’opération suivante
de permutation des dérivées partielles par rapport aux variables x et t :

∂

∂t

(
∂u

∂x

)

=
∂

∂x

(
∂u

∂t

)

On remarquera que la définition de la fonction u(x, t) permet d’écrire les relations :

un+1(t) = u(na+ a, t) = u(x+ a, t) et un−1(t) = u(na− a, t) = u(x− a, t)

On donne le résultat mathématique suivant : pour une fonction f de la variable y,
il est possible d’écrire le développement, au voisinage de y :

f(y + ε) ≃ f(y) + ε
df

dy
(y) +

1

2
ε2

d2f

dy2
si |ε| ≪ 1
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Montrer que l’équation différentielle (40) se ramène à l’équation dite de d’Alem-
bert :

∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0

• 134 Concours des Ponts et Chaussées
40 min.

Propagation d’une onde sonore PC-PSI

On considère un « tuyau sonore », long cylindre rempli d’un fluide dans lequel on étu-
die la propagation d’une perturbation (de pression, déplacement, masse volumique, ...).
On ne s’intéresse qu’à la description de perturbations unidimensionnelles, ne dépen-
dant que de l’abscisse x le long du tuyau sonore et du temps t. On néglige tout effet de
pesanteur.
Les grandeurs non perturbées, affectées de l’indice (0), sont uniformes au sein du fluide
et constantes dans le temps ; on notera ainsi P0 la pression et ρ0 la masse volumique
dans l’état non perturbé du fluide.
Dans le milieu perturbé, on notera u(x, t) le déplacement à l’instant t de la tranche
de fluide repérée au repos par l’abscisse x. L’abscisse de cette tranche à l’instant t est
donc x+ u(x, t).

x

u(x,t)

u(x+dx,t)

x+u(x,t) x+dx+u(x+dx,t)x+dx

Tranche au repos

Tranche à l'instant t

On notera aussi P (x, t) la pression et ρ(x, t) la masse volumique, à l’instant t, de la
tranche élémentaire de fluide située au repos à l’abscisse x (cette description ne corres-
pond pas à la description eulerienne des milieux continus, où l’on suit l’évolution de
grandeurs macroscopiques en chaque point de l’espace). La vitesse de cette tranche est

v(x, t) =
∂u

∂t
. Toutes les transformations considérées dans ce problème seront traitées

comme quasi statiques. Le fluide est supposé obéir à une équation d’évolution, notée
P (ρ) et non explicitée pour le moment. Dans la suite, on considérera des évolutions
isothermes ou adiabatiques.

I- Généralités

1. En exprimant la conservation de la masse, établir la relation liant ρ(x, t) et
∂u

∂x
.

2. En exprimant la loi de Newton (de la dynamique) à la tranche de fluide comprise,

au repos, entre les abscisses x et x+ dx, établir la relation liant
∂2u

∂t2
à
∂P

∂x
.

3. En considérant l’équation d’évolution, montrer que u(x, t) satisfait l’équation dif-
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férentielle non linéaire :

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
(

1 +
∂u

∂x

)2

(
dP

dρ

)

ρ=
ρ0

1+ ∂u
∂x

II- Approximation acoustique

La suite du problème sera traitée dans le cadre de l’approximation acoustique, où l’on

suppose satisfaite l’inégalité

∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
≪ 1 (les déformations relatives des différents élé-

ments de fluide sont faibles).

1. Montrer comment l’on peut, dans ce cas, linéariser l’équation différentielle de la
question 3. et la donner sous la forme :

∂2u

∂t2
= c20

∂2u

∂x2

où l’on exprimera c0 en fonction de

(
dP

dρ

)

ρ=ρ0

.

2. Quelle est la forme générale de la solution de l’équation linéarisée ? Quel nom
donne-t-on à chacun des deux termes de cette solution ? Pourquoi c0 est-il appelé
vitesse du son ?

Vérifier sur l’expression obtenue de c0 en fonction de

(
dP

dρ

)

ρ=ρ0

que la dimen-

sion de c0 est effectivement celle d’une vitesse.

3. Exprimer c0 en fonction de ρ0 et du coefficient de compressibilité χ correspondant

à la transformation subie par le fluide, défini par la relation : χ =
1

ρ

dρ

dP
.

4. Le fluide est de l’air, convenablement représenté par le modèle du gaz parfait. La
température d’une tranche de fluide est supposée constante. Quelle est alors l’équa-
tion d’évolution P (ρ) ?

En déduire l’expression du coefficient de compressibilité isotherme χT .

5. Application numérique : : T0 = 293 K, ρ0 = 1,293 3 g ·L−1 et P0 = 1,013.105 Pa.

Calculer c0. Pour le fluide à l’équilibre, on pose γ =
cp
cv

, cp et cv étant les capaci-

tés calorifiques respectivement à presion constante et à volume constant. Dans la
suite, on admettra la relation, dite de Reech, entre les coefficients de compressibilité
isotherme χT et adiabatique χadia : χT = γ × χadia.

Calculer la valeur numérique de la vitesse du son correspondant à l’évolution adia-
batique du gaz (γ = 1,4). Commenter le résultat, en indiquant le modèle qui vous
paraît le mieux représenter l’évolution réelle de la tranche de gaz.

6. Le fluide est maintenant de l’eau, pour laquelle, dans les conditions d’expérience
(20˚C), γ = 1, ρ0 = 998 g · L−1 et χ = 4,6.10−10 Pa−1. Calculer la vitesse du son
dans l’eau.
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• 135 Concours Centrale
20 min.

Ondes acoustiques (réflexion et transmission) PC-PSI

(L) est une membrane infiniment mince, de masse surfacique σ. Elle peut coulisser
sans frottements dans un tuyau horizontal, de direction (Ox) et de section constante.
Elle sépare deux fluides parfaits en x = 0. On note
ρi et ci (i = 1 ou 2) la masse volumique et la vitesse
des ondes acoustiques dans de tels milieux. Le tuyau
est supposé illimité.
Une onde acoustique qui arrive sur la membrane est
caractérisée par une vitesse d’écoulement local :

(L)

ρ1, c1

ux
ρ2, c2

x
0

~vi = v0 e
j(ωt−k1x) ux

Il s’agit d’une onde plane monochromatique de pulsation ω.
Déterminer les coefficients (complexes) de réflexion (r) et de transmission (t) associés
à ~v.

• 136 Concours Polytechnique
20 min.

Ondes acoustiques (réflexion et transmission) PC-PSI

Une onde acoustique (de longueur d’onde λ) ar-
rive, par un tuyau de section s, dans une cavité de
longueur L et de section S. Elle peut en ressortir
par un tuyau de section s dans lequel on supprime
toute onde de retour.

ex

x

S

0 L

s s

Déterminer les facteurs de transmission en amplitude (pour la vitesse) et en énergie.
On suppose que l’onde reste plane au niveau de chaque changement de section, sauf
sur une certaine distance ε de part et d’autre de x = 0 et de x = L. On considérera que
cette distance ε reste très inférieure à λ et à L.
L’écoulement est unidimensionnel (~ex) et l’on admet la continuité de la surpression et
du débit (produit de la section par la vitesse) et tout point du système.

On note k =
2π

λ
=
ω

c
où ω est la pulsation de l’onde et c sa célérité dans le milieu de

propagation (air par exemple) de masse volumique ρ. On pose φ = kL.

• 137 Concours des Ponts et Chaussées
45 min.

Ondes acoustiques (aspect énergétique) PC-PSI

On s’intéresse à la propagation unidimensionnelle d’une onde acoustique dans un
tuyau. On néglige tout effet de pesanteur. Les grandeurs non perturbées, affectées de
l’indice (0), sont uniformes au sein du fluide et constantes dans le temps. On notera
ainsi P0 la pression et ρ0 la masse volumique dans l’état non perturbé du fluide.
Dans le milieu perturbé, on notera u(x, t) le déplacement à l’instant t de la tranche de
fluide repérée au repos par l’abscisse x. L’abscisse de cette tranche, à l’instant t+ dt,
est donc x+ u(x, t).
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x

u(x,t)

u(x+dx,t)

x+u(x,t) x+dx+u(x+dx,t)x+dx

On notera aussi P (x, t) la pression, ρ(x, t) la masse volumique, à l’instant t, de la
tranche élémentaire de fluide située, au repos, à l’abscisse x. La vitesse de cette tranche
est v(x, t). Le fluide est supposé obéir à une équation d’évolution P (ρ).

1. En considérant l’énergie cinétique δEc de la tranche de fluide comprise, au repos,
entre les abscisses x et x+ dx, exprimer l’énergie cinétique par unité de longueur :

εc =
δEc
dx

.

2. L’énergie potentielle de la tranche de fluide dans l’état perturbé, δEp, est définie
comme le travail fourni pour comprimer le fluide de l’état initial au repos à l’état
actuel. Établir la relation :

δEp =
[

ρ0

∫ ρ

ρ0

P (ρ)
dρ

ρ2

]

S dx

où S est la mesure de la section droite du cylindre. Cette définition définit l’énergie

potentielle par unité de longueur : εp =
δEp
dx

.

3. Entre les instants t et t+ dt, les tranches de fluide voisines de la tranche d’épaisseur
dx et d’abscisse x0 fournissent du travail à cette dernière. On appelle intensité
instantanée au point x0 et on note I(x0, t) le travail, par unité de temps et par unité
de surface, fourni par le fluide située en x < x0 au fluide situé en x > x0. Exprimer

I(x0, t) en fonction de P (x0, t) et de
∂u(x0, t)

∂t
=
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x=x0

.

4. L’énergie par unité de longueur d’une tranche de fluide est, par définition,
ε = εc + εp. En effectuant un bilan énergétique sur la tranche élémentaire située

entre les abscisses x et x+ dx, établir une relation entre
∂I

∂x
et
∂ε

∂t
.

5. Par définition, la surpression acoustique est p = P − P0 et la variation relative de

masse volumique est s =
ρ− ρ0
ρ0

. Toujours dans le cadre de l’approximation acous-

tique, on considère l’évolution adiabatique d’une tranche élémentaire de fluide.

Montrer que l’équation de conservation de la masse : ρ =
ρ0

1 +
∂u

∂x

, l’équation de

Newton : ρ0
∂2u

∂t2
= −∂P

∂x
et l’équation d’évolution adiabatique : χS =

1

ρ

dρ

dP
s’écrivent respectivement sous la forme :

s = −∂u
∂x

∂p

∂x
= −ρ0

∂2u

∂t2
p =

1

χS
× s

6. On considère ici le cas d’une onde progressive dans le sens des x croissants et on
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pose :

p+ = p

(

t− x

c0

)

, u+ = u

(

t− x

c0

)

, v+ = v

(

t− x

c0

)

et s+ = s

(

t− x

c0

)

où c0 désigne la vitesse de propagation de l’onde.
Montrer que les grandeurs p+ et v+ sont liées entre elles par une relation du type :
p+ = Z v+, où l’impédance caractéristique Z sera exprimée en fonction de ρ0 et
de c0.

7. Qu’en est-il des ondes progressives dans le sens des x décroissants ?

8. On considère maintenant le cas d’une onde plane stationnaire sinusoïdale, de pul-
sation ω et décrite par : p = pm cos(ωt− ϕ). Calculer l’intensité instantanée, telle
qu’elle a été définie à la question 3. en fonction de la surpression p et de l’impé-
dance acoustiqueZ.

9. Calculer la valeur moyenne dans le temps de cette intensité instantanée.

• 138 Concours de l’E.N.S.
45 min.

Propagation de l’énergie PC-PSI

On considère un fil de torsion infini, tendu horizontalement, à symétrie de révolution
autour de son axe (∆) et tel que chaque « tranche » de fil, de longueur dx (x désigne
l’abscisse le long de (∆)) possède un moment d’inertie J dx par rapport à (∆) et une

constante de torsion
C
dx

. On désigne par θ(x, t) l’angle de torsion du fil par rapport à

sa position de repos, à l’abscisse x et à la date t :

x
dx

θ(x,t)

x

I- Équation du mouvement et solutions générales

1. Montrer que l’équation aux dérivées partielles vérifiée par θ(x, t) est de la forme :

∂2θ

∂t2
− v2

∂2θ

∂x2
= 0 (41)

où v est une quantité que l’on exprimera en fonction de J et C.

2. On fait les changements de variables : X = t− x

v
et Y = t+

x

v
.

(a) Écrire l’équation aux dérivées partielles précédente, en variables X et Y .

(b) En déduire que la solution la plus générale de l’équation (41) s’écrit :

θ(x, t) = F
(

t− x

v

)

+G
(

t+
x

v

)

, où F et G sont deux fonctions (presque)

quelconques d’une seule variable.
Quelle est la signification physique du résultat précédent ?
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3. On désigne par ε(x, t) la densité linéique d’énergie mécanique (somme de l’énergie
cinétique d’une « tranche » de fil et de son énergie potentielle de torsion).

(a) Donner l’expression de ε en fonction de J , C et θ(x, t).

(b) Montrer qu’il existe une quantité G telle qu’on ait, pour tout mouvement θ(x, t)

solution de l’équation différentielle (41), la relation :
∂ε

∂t
+
∂G
∂x

= 0.

4. On suppose que le mouvement de la chaîne est décrit par une solution du type :

θ(x, t) = F
(

t− x

v

)

.

(a) Montrer que les densités d’énergie cinétique et élastique (i.e. de torsion) sont
égales pour tout x et pour tout t.

(b) Calculer G et montrer qu’il s’exprime très simplement en fonction de ε.

5. Répondre aux mêmes questions en supposant un mouvement décrit par :

θ(x, t) = G
(

t+
x

v

)

.

6. On considère maintenant la solution la plus générale, soit :

θ(x, t) = F
(

t− x

v

)

+G
(

t+
x

v

)

Calculer ε et G. Que remarque-t-on ?

II- Traversée d’une discontinuité

Dans cette partie, on étudie la propagation d’ondes de torsion le long d’une chaîne
infinie obtenue en accolant, en x = 0, deux chaînes semi-infinies de caractéristiques
différentes :

• pour x < 0 (région notée 1), les caractéristiques de la chaîne sont : J1 et C1 ;

• pour x > 0 (région notée 2), les caractéristiques sont J2 et C2.

On pose : Z1 = J1 × v1 et Z2 = J2 × v2.

x = 0

x

Région 1
(J1, C1, v1)

Région 2
(J2, C2, v2)

1. On suppose que la chaîne a été excitée (dans le passé) en x = −∞, de sorte qu’une
onde de torsion, dite « incidente », s’y propage dans le milieu 1, décrite par :

θi(x, t) = F

(

t− x

v1

)

(a) Que se passe-t-il lorsque l’onde incidente atteint l’abscisse x = 0 ?

(b) Comme cela a été établi en I-2.(b), la solution générale de l’équation de propa-
gation (41) s’écrit :







θ1(x, t) = F

(

t− x

v1

)

+G

(

t+
x

v1

)

pour x < 0

θ2(x, t) = H

(

t− x

v2

)

+K

(

t+
x

v2

)

pour x > 0
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et on se propose de déterminer les trois fonction G, H et K à partir de F ,
supposé connu.
Écrire les trois conditions aux limites du problème.

2. (a) En déduire les expressions de G, H et K en fonction de F , Z1 et Z2.

(b) Définir et exprimer, en fonction de Z1 et Z2, les coefficients de réflexion r12 et
de transmission t12 en amplitude pour la variable θ.

(c) Commenter le signe de r12 en fonction des valeurs relatives de Z1 et Z2 (Z1

étant fixé, on pourra examiner les cas limites : Z2 → 0 et Z2 → ∞).

3. (a) En s’inspirant des résultats des questions I-4. et I-5., proposer une définition
des coefficients de réflexion R12 et de transmission T12 en puissance.

(b) Exprimer R12 et T12 en fonction de Z1 et Z2.

(c) Trouver et interpréter une relation simple entre R12 et T12.

• 139 Concours Commun Polytechnique
10 min.

Relation de dispersion PC-PSI

À cause de la viscosité de l’air, le son est absorbé au cours de sa propagation. On
suppose que l’onde sonore se propage suivant la direction (Ox). On admet que la sur-
pression p(x, t) vérifie alors l’équation de propagation suivante :

∂2p

∂t2
= c2

∂2p

∂x2
+ β

∂3p

∂x2∂t

dans laquelle c et β sont des constantes positives (β est proportionnel à la viscosité de
l’air).
On considère que l’émetteur envoie une onde sinusoïdale de pulsation ω et que β véri-
fie : βω ≪ c2.
On cherche, pour la surpression complexe, une solution de la forme : p(x, t) = p0 e

j (ωt−kx)

où k est complexe : k = k1 − j k2 (k1 et k2 sont des réels positifs).

1. Exprimer k1 et k2 en fonction de β, c et ω, en faisant les approximations qui s’im-
posent.

2. Donner l’expression réelle p(x, t) de la surpression.

3. Donner l’expression de la vitesse de phase vϕ. Y a-t-il dispersion ?

4. Si on utilise des ultrasons dans l’air, quelle gamme de fréquences est-il préférable
d’utiliser pour limiter leur atténuation au cours de la propagation ?

• 140 Concours de l’ENS
20 min.

Relation de dispersion PC-PSI

Dans une chaîne rectiligne d’atomes, les liaisons sont représentées par des ressorts liant
les plus proches voisins. Les ressorts, parallèles à (Ox), ont tous une raideur k et une
longueur au repos a. Les atomes, qui ont tous la même masse m, sont disposés sur
l’axe Ox et sont repérés par un entier q. L’atome numéro q a pour abscisse qa. Nous
notons uq son déplacement longitudinal.
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x

uq+1

0
qa

uq-1 uq

(q) (q+1)(q-1)

(q+1)a(q-1)a

Pour les fonctions uq(t) nous cherchons les solutions harmoniques de pulsation ω sous
la forme :

uq(t) = uq0 cos(ωt+ ϕq)

L’image complexe uq de uq est définie par : uq = Re
{
uq
}

, avec uq = uq0 e
jωt. On

posera : ω2
0 =

k

m
.

1. Exprimer la relation de récurrence liant uq−1, uq et uq+1.

2. On rappelle que, si une suite est définie par la relation de récurrence :

uq+1 − S uq + P uq−1 = 0

la solution générale est, pour S2 6= 4P :

uq0 = Arq1 +B rq2 avec r1r2 = P et r1 + r2 = S

Montrer que, si ω est inférieur à une valeur ωc que l’on exprimera, la suite des
uq(t) peut se décrire par la superposition de deux ondes planes progressives dont
on donnera la relation de dispersion.
Décrire brièvement et sans calcul supplémentaire, la forme des solutions pour
ω > ωc.
On ignorera le cas limite ω = ωc.

3. Déterminer la vitesse de phase vϕ et la vitesse de groupe vg d’une onde progressive,
si ω < ωc. Avec quelle approximation peut-on écrire : vϕ = vg = c ? Donner alors
l’expression de c.

• 141 Concours de l’ENS Lyon
20 min.

Relation de dispersion PC-PSI

Un solide cristallin unidimensionnel est modélisé par un système de masses ponctuelles
identiques m, représentant les atomes, couplés par des ressorts identiques de raideur k.

(m)

n+1n-1 n

(m) (m)

Maille

a

On suppose infinie la chaîne d’oscillateurs ainsi constituée et l’on note un(t) (n ∈ Z)
le déplacement sur l’axe, par rapport à sa position d’équilibre, au temps t, de la masse
repérée par l’indice n. On note a la longueur à l’équilibre des ressorts (dimension de la
maille du cristal).
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1. Montrer que :

m
d2un
dt2

= k (un+1 + un−1 − 2un)

Justifier la dénomination d’équation de propagation.

2. On cherche des solutions de la forme : un(t) = U ej(nKa−ωt) où U est une
constante. Que représentent U , K et ω (on supposera ω ≫ 0) ?

Montrer que K et ω sont liés par la relation suivante :

ω2 =
4k

m
sin2

(
Ka

2

)

Quelle est la signification de cette équation ? Représenter sur un graphique ω en
fonction de K.

3. Exprimer le rapport des déplacements de deux masses consécutives.

En déduire que l’on peut se limiter au domaine de K suivant : −π
a
6 K 6

π

a
. Ce

domaine de K définit ce que l’on appelle la zone de Brillouin du cristal.

Interpréter physiquement le cas : K = ±π
a

.

4. Donner la définition d’un milieu dispersif. Rappeler la définition et la signification
de la vitesse de groupe et de la vitesse de phase.

Calculer la vitesse de groupe, vg , d’un paquet d’ondes de pulsation spatiale centrée

autour d’une valeur K0 (−π
a
6 K0 6

π

a
) et se propageant dans le cristal.

Que vaut vg pour K0 = ±π
a

? Interpréter ce résultat.

Pour K0 = 0, décrire le déplacement relatif de deux atomes consécutifs et inter-
préter.

• 142 Concours de l’ENS
20 min.

Relation de dispersion PC-PSI

Un solide cristallin unidimensionnel comporte deux atomes par maille. On le modélise
par un système de masse ponctuelles, de masses m1 et m2 couplées par des ressorts
identiques de raideur r. On suppose m1 > m2.

n+1n-1 n

(m2)

Maille

a n

(m1) (m1)(m2)

On suppose que la chaîne d’oscillateurs ainsi constituée est infinie et l’on note un(t) et
vn(t) (n ∈ Z) les déplacements par rapport à leur position d’équilibre, au temps t, des
masses m1 et m2 repérées par l’indice (n).
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1. Montrer que l’évolution temporelle de la chaîne d’oscillateurs est régie par les
équations différentielles ci-dessous :







m1
d2un
dt2

= k (vn − vn−1 − 2un)

m2
d2vn
dt2

= k (un+1 + un − 2 vn)

2. On recherche les solutions sous la forme :

un(t) = U ej(nKa−ωt) et vn(t) = V ej(nKa−ωt)

où a est la longueur de la maille du cristal.
En déduire la forme suivante de la relation de dispersion :

m1m2 ω
4 − 2k (m1 +m2) ω

2 + 2k2 [1− cos(Ka)] = 0

3. Montrer que, dans l’hypothèse où Ka est petit, on obtient deux équations de dis-
persion :







ω2 ≃ 2k

(
1

m1
+

1

m2

)

(mode optique)

ω2 ≃ k

2 (m1 +m2)
K2a2 (mode acoustique)

Déterminer les expressions de ω2 pour K = ±π
a

.

4. Montrer que l’on peut se limiter, pour l’étude des relations de dispersion, au do-

maine de K suivant : −π
a
6 K 6

π

a
(zone de Brillouin).

5. Représenter sommairement l’allure de la courbe de dispersion ω = f(K). On dis-
tinguera les deux modes de propagation. Les courbes de dispersion obtenues pour
chacun des modes sont appelées branche optique et branche acoustique.

6. Montrer qu’il existe deux domaines de pulsations pour lesquels aucune onde ne
peut se propager.

• 143 Concours Polytechnique
30 min.

Relation de dispersion PC-PSI

On considère une « ligne électrique » composée d’une suite de « cellules » identiques.
Le schéma de la ligne est donné dans la figure ci-dessous :

L

Cellule (n)

C

Qn-1
Vn-1

C

Qn
Vn

C

Qn+1
Vn+1

L L

In+1InIn+1
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Dans la cellule (n), on note Vn la tension aux bornes de la capacité C, Qn la charge de
celle-ci et In le courant traversant l’inductance Ln. L’étude est menée dans le cadre de
l’électrocinétique.

1. Équation d’évolution

(a) Exprimer la dérivée, par rapport au temps, de Qn, uniquement en fonction des
courants et celle de In en fonction des tensions.

(b) En déduire que
d2Vn
dt2

= ω2
0 (Vn+1 + Vn−1 − 2Vn), où ω0 est une constante

que l’on exprimera en fonction de L et C.

2. Aspect énergétique

Calculer
d

dt

(
1

2
CV 2

n +
1

2
LI2n

)

et l’exprimer en fonction de Vn−1, Vn, In et

In+1. Interpréter la relation obtenue en précisant le rôle de chaque terme.

3. Propagation
On cherche une solution sinusoïdale Vn(t) de l’équation obtenue en 1.(b) (en nota-
tion complexe : V n(t) = An e

jωt) telle que l’effet de chaque cellule soit un dépha-
sage α fixé : V n+1 = V n e

−jα (retard si α > 0).

(a) Exprimer An en fonction de A0, n et α.

(b) Trouver la relation de dispersion entre α et ω.

(c) Montrer que ces solutions n’existent que si ω est inférieur à une certaine pul-
sation ωc que l’on exprimera. Quel est alors le domaine utile de variation de
α ?

(d) Si cette condition est vérifiée, pourquoi peut-on parler de propagation de la
phase ? Préciser la vitesse de propagation vϕ correspondante, la vitesse étant
définie ici comme le nombre de cellules parcourues par unité de temps.

(e) On suppose maintenant ω ≪ ω0. En explicitant α en fonction de ω, exprimer
vϕ. En déduire que l’effet d’une cellule sur un signal électrique, composé de
fréquences suffisamment basses, se traduit par un retard temporel τ que l’on
exprimera en fonction de ω0, justifiant ainsi le nom de « ligne à retard » donné
à ce système.

4. Effets dispersifs
On se place dans le cas où ω < ωc et α > 0.

(a) Rappeler la définition et l’interprétation de la vitesse de groupe vg. En donner
l’expression en fonction de ω0 et α ; donner l’allure de son graphe en fonction
de α. Que constate-t-on pour α = π ?

(b) En notation complexe, l’intensité In est de la forme : In(t) = Bn e
jωt. Expri-

mer Bn en fonction de An, L, ω0 et α. Calculer la moyenne temporelle de
l’énergie de la cellule (n) :

E =

〈
1

2
CV 2

n +
1

2
LI2n

〉

ainsi que celle de la puissance P reçue de la cellule (n − 1). En déduire le

rapport
〈P〉
E .
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(c) Expliquer qualitativement comment va évoluer un signal non monochromatique
se propageant le long de cette ligne. Comment appelle-t-on ce phénomène ?

5. Impédance caractéristique

(a) Pour un signal sinusoïdal, avec α > 0, expliciter le rapport Zc =
V n
In+1

de la

tension et du courant de sortie de la cellule (n), appelée impédance caractéris-
tique.

(b) Montrer que la partie réactive Xc de cette impédance est celle d’une bobine
d’inductance L′ que l’on précisera.

(c) En exprimer sa partie résistive Rc en fonction de L, C et α.

• 144 Concours de l’ENS
30 min.

Relation de dispersion PC-PSI

On considère une étendue d’eau de profondeur h uniforme quand aucune vague ne la
parcourt, la surface de l’eau occupe alors le plan xOz. On suppose que la situation phy-
sique est invariante selon la direction ~ez perpendiculaire au plan de la figure suivante.
Une onde se propage, correspondant à la variation ξ(x, t) de la hauteur de la surface
par rapport à la situation au repos. La pression de l’air est prise uniforme et égale à P0.
L’accélération de la pesanteur à la surface de la Terre est notée g.

h

ex

ey

1. L’écoulement est supposé incompressible. Définir un tel écoulement du point de
vue de la masse volumique. Quelle est la conséquence pour le champ de vitesse ?
Pouvez-vous citer, dans d’autres domaines de la physique, deux champs vectoriels
présentant cette propriété ?

2. On choisit d’étudier les solutions potentielles, c’est-à-dire telles que le champ de
vitesse s’écrive : ~v(M, t) =

−−→
gradφ(M, t). Montrer que le champ de vitesse est

irrotationnel. Le choix de φ est-il unique ? Comment peut-on modifier le potentiel
de manière la plus générale toute en conservant le même champ de vitesse ?

3. Pour −h 6 z 6 ξ, on cherche une solution de la forme :

φ(x, z, t) = sin(kx− ωt)× f(z)

où f est une fonction à déterminer. Cette onde se propage-t-elle, est-elle plane ?
Comment se nomment les constantes k et ω ? Exprimer la longueur d’onde λ. Mon-
trer que f(z) = φ0

(
ekz +A e−kz

)
, où A et φ0 sont des constantes.

4. À l’aide d’une condition aux limites, exprimer A.
5. On rappelle l’équation d’Euler qui régit le champ de vitesse ~v(M, t) d’un écoule-

ment parfait de masse volumique ρ :

ρ
D~v
Dt

= ρ~g −−−→
gradP
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où P est la pression, ~g est le champ de gravitation et
D
Dt

est la dérivée particulaire :

D~v
Dt

=
∂~v

∂t
+
(

~v · −−→grad
)

~v =
∂~v

∂t
+
−−→
grad

(
v2

2

)

+
(−→
rot~v

)

∧ ~v

Séparer en deux groupements les termes apparaissant dans l’expression de la dé-
rivée particulaire de la vitesse et les commenter. À ce propos, on donnera deux
exemples d’écoulements pour lesquels exactement l’un des deux groupes est nul.

6. Une approximation consiste à suppposer que l’amplitude ξ0 des vagues
est très faible par rapport à la longueur d’onde λ du phénomène et que
∣
∣
∣

(

~v · −−→grad
)

~v
∣
∣
∣≪

∣
∣
∣
∣

∂~v

∂t

∣
∣
∣
∣
. Comment s’écrit l’équation d’Euler dans ces conditions ?

7. On suppose que l’eau est incompressible. Montrer, compte tenu des hypothèses
utilisées que l’équation d’Euler implique :

∂φ

∂t
+
P

ρ
+ gz = C(t) (42)

où C(t) est une fonction ne dépendant que du temps et ρ est la masse volumique
de l’eau. Montrer que l’on peut poser : C(t) = 0.

8. Relier la composante de la vitesse selon z à la surface et la déformation ξ(x, t) de
l’interface. Montrer que, toujours dans l’hypothèse des vagues de faible amplitude,
on obtient à l’ordre le plus bas non nul :

∂ξ

∂t
(x, t) = vz(x, z = 0, t) (43)

où vz(x, y, t) est la composante selon z de la vitesse de l’eau.

9. En utilisant notamment les relations (42) et (43) et le fait que la pression soit conti-
nue à l’interface eau-atmosphère, conclure de l’étude précédente que la relation de
dispersion des ondes est :

ω2 = gk × tanh(kh)

10. Que devient cette expression en eau peu profonde ? Calculer, au premier ordre, la
vitesse de phase vϕ = vsurface et la vitesse de groupe vg en eau peu profonde.

11. Rappeler brièvement ce qu’est la dispersion. A-t-on ici un phénomène dispersif, en
généréral et en eau peu profonde ?

• 145 Concours de l’ENS
40 min.

Propagation en milieu dispersif PC-PSI

On étudie la propagation d’un paquet d’ondes électromagnétiques quasi monochro-
matique dans un milieu dispersif absorbant. Le milieu remplit uniformément l’espace
entre les plans z = 0 et z = L. Les demi-espaces z < 0 et z > L sont vides. Pour
simplifier, on considère seulement des ondes incidentes se propageant selon l’axe z et
venant de z = −∞. Une onde incidente, monochromatique de pulsation ω, possède
dans le milieu un vecteur d’onde complexe dirigé suivant z, que l’on note :

~k = k(ω)~ez =
√

1 + χ(ω)× ω

c
~ez
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1. Une onde monochromatique incidente donne naissance au champ électrique sui-
vant, dans le demi-espace z < 0 :

~Eω(z, t) = ~E0 e
jω ( z

c−t)

où le vecteur ~E0 est une constante indépendante de z, t et ω. Donner explicitement
l’expression du champ électrique correspondant dans le milieu 0 < z < L.

2. On forme un paquet d’ondes en superposant les ondes monochromatiques précé-
dentes avec une distribution gaussienne :

~E(z, t) =

∫ ∞

−∞

dω
1√
2π σ

exp

[

− (ω −̟)
2

2σ2

]

~Eω(z, t)

Quelle est la signification physique des grandeurs positives σ et ̟ ?

3. Calculer explicitement la dépendance en z et en t du paquet d’ondes dans le demi-
espace z < 0. On donne l’intégrale :

∫ ∞

−∞

dx
ejqx√
2π σ

exp

(

− x2

2σ2

)

= e−q
2σ2/2

où q est un nombre complexe quelconque.

À quelle vitesse le paquet se propage-t-il ? Faire un dessin du champ électrique
en fonction de z à t fixé, dans le cas où σ ≪ ̟. Caractériser la largeur spatiale
du paquet par une longueur ∆ze. Que vaut te, instant d’entrée du maximum de
l’enveloppe du paquet d’ondes dans le milieu ?

4. On se place dans le cas limite où σ est bien plus faible que l’échelle de variation de
k(ω) autour de ̟, si bien que l’on peut utiliser le développement :

k(ω) ≃ k(̟) + (ω −̟)× k′(̟)

où le prime représente la dérivée première. Calculer alors la dépendance explicite
en z et en t du paquet d’ondes dans le demi-espace 0 < z < L.

5. En notation complexe, la composante selon ~E0 du champ électrique, dans le demi-
espace z > L, peut s’écrire comme le produit d’une enveloppe réelle f(z, t) et
d’une phase ejθ(z, t). Écrire explicitement l’expression de la fonction enveloppe
f(z, t). On décomposera la fonction complexe k(ω) en sa partie réelle et sa partie
imaginaire :

k(ω) = kr(ω) + j ki(ω)

L’expression explicite de la fonction de phase θ(z, t) n’est pas demandée.

6. Donner explicitement la trajectoire du maximum en z de la fonction enveloppe dans
le demi-espace z > 0. À quelle vitesse se déplace ce maximum. À quel instant ts
sort-il du milieu ?

7. À l’aide de te et ts, définir une vitesse de propagation moyenne v du maximum
du paquet dans le milieu. Dans le cas où le milieu est non absorbant, quel nom
donne-t-on traditionnellement à v ?
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• 146 Lycée Rabelais, Rennes
30 min.

Ondes électromagnétiques MP-PC-PSI-PT

On considère une cavité cubique :






0 < x < a
0 < y < a
0 < z < a

Cette dernière est entourée de plans parfaitement conducteurs et
sera considérée vide.

ex

ey

ez

a

a

On admet l’existence, dans cette cavité, d’une onde électromagnétique dont le champ
électrique ~E est donné par :

~E = E0 sin
(πx

a

)

sin
(πy

a

)

e−jωt ~ez

1. Démontrer que la pulsation de cette onde ne peut prendre qu’une seule valeur.
2. Exprimer le champ magnétique associé à cette onde.
3. Calculer les énergies électrique et magnétique contenues dans cette cavité.

Conclure.

• 147 Lycée Lakanal, Sceaux
30 min.

Ondes électromagnétiques MP-PC-PSI-PT

On étudie la propagation, dans le vide, d’une onde à symétrie cylindrique du type :
{

Er(r, z) = E(r) ej(ωt−kz)

Ez = Eθ = 0

On donne, de plus : E(R1) = E0 et l’on admet que cette onde n’est définie que pour
R1 < r < R2.
1. À partir de l’équation de Maxwell-Gauss, exprimer E(r).
2. En déduire l’expression du champ magnétique en admettant que ce dernier est or-

thoradial.
3. Exprimer le vecteur de Poynting moyen et exprimer la puissance rayonnée à travers

une section S perpendiculaire à ~ez .

• 148 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
30 min.

Ondes électromagnétiques MP-PC-PSI-PT

L’espace contient trois régions distinctes : la région
I (x > a > 0) est vide, la région II (0 < x < a) est
constituée d’une mince couche de milieu isolant et la
région III (x < 0) est constituée d’un métal parfait.
Dans le métal, le champ électromagnétique est nul.
Dans le vide, les densités volumiques de charges ρ et
de courant ~ sont nulles.
On admet que, dans la région isolante, les équations de
Maxwell sont données par :

ex

ez

a

0

Vide

Métal parfait

I

III

IICouche isolante
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div ~E = 0 div ~B = 0

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t

−→
rot ~B = εrε0µ0

∂ ~E

∂t

εr étant un coefficient positif supérieur à 1, appelé permittivité relative du milieu.
On étudie la propagation, dans ces régions de l’espace, d’une onde électromagnétique
dont le champ magnétique est donné par :

~B = B0(x) e
i(ωt−kz) ~ey

On cherche le champ électrique sous la forme :

~E = ~E0(x) e
i(ωt−kz)

Les constantes ω et k ont la même valeur positive dans les milieux, tandis que la fonc-
tion B0(x) et les trois composantes de ~E0(x) sont des fonctions de x seulement, avec
des expressions différentes dans les trois milieux I, II et III.

1. Exprimer les diverses composantes de ~E0(x) en fonction de ω, k, B0(x), de ses
dérivées et des constantes qui caractérisent le problème, dans la région II.

En déduire les relations analogues s’appliquant dans la région I.

2. Déterminer, dans les régions I et II, les équations différentielles vérifiées parB0(x).

3. On cherche une solution des équations de Maxwell, telle que l’amplitude du champ
magnétique est une fonction exponentielle réelle dans le milieu I et une fonction
sinusoïdale de x dans le milieu II.

On notera ces fonctions B1 e
−αx et B2 cos(βx+ φ).

Déterminer α, β et montrer la relation :

α2 + β2 =
ω2

2
× (εr − 1)

Pour la suite, on admet que les relations de passage pour le champ électromagné-
tique sont les mêmes que celles vues dans le cours à l’exception de la composante
tangentielle du champ électrique.

4. Expliquer pourquoi la fonction B0(x) est continue en x = a.

5. Exprimer une relation de passage en x = 0 permettant d’obtenir la valeur de φ.

6. Exprimer, de même, des relations de passage en x = a.

7. Montrer qu’il n’existe pas de solution de la forme demandée pour certaines valeurs
de βa.

On supposera bien sûr, dans la suite, que la solution cherchée existe.

8. Établir la relation :

β tan(βa) = α× εr
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• 149 Lycée Amyot, Melun
30 min.

Ondes électromagnétiques MP-PC-PSI-PT

Une onde électromagnétique progressive plane
(

~Ei, ~Bi,~k
)

, harmonique, de pulsation ω = 2πf ,

se propage dans l’air, dans la direction ~ux.
Le vecteur d’onde associé est ~k = k ~ux (avec
k > 0) et le champ électrique est :

~Ei = E0i e
j(ωt−kz)

Cette onde incidente se propage vers un conduc-
teur métallique (acier) de conductivité γ, de per-
méabilité µ0 et de permittivité ε0, occupant le
demi-espace x > 0.

uz

uxk

Vide
ConducteurEi

Bi
O

L’onde incidente donne naissance à une onde réfléchie (notée r) et à une onde transmise
(indicée t), dont les champs électriques s’écrivent, en notation complexe :

~Er = E0r e
j(ωt+krx) ~ux et ~Et = E0t e

j(ωt−ktx) ~ux

Dans tout le problème, c représente la vitesse de propagaion d’une onde électromagné-
tique dans le vide, ρ(M, t) est la densité de charges libres, ~(M, t) est le vecteur densité
de courant électrique.

1. Rappeler les équations de Maxwell, écrites à partir des champs ~E et ~B dans le
métal.

2. Établir, à partir des équations de Maxwell, l’équation locale de conservation de la
charge.

3. En déduire une équation différentielle vérifiée, au point M , par la densité volu-
mique de charge ρ(M, t) dans le métal. Résoudre cette équation en supposant qu’à
l’instant initial ρ(M, t) = ρ0.

Application numérique : calculer la constante de temps mise en évidence. Conclure.

Dans toute la suite du problème, le conducteur métallique sera supposé localement
neutre, soit : ρ = 0 pour tout point M .

4. Pour quelle gamme de fréquences les courants de déplacement, dans le métal, sont-
ils négligeables devant les courants de convection ? En déduire une simplification
de l’équation de Maxwell-Ampère. Comment nomme-t-on ce régime de fonction-
nement ?

Cette condition restera vérifiée dans la suite du problème.

5. Dans ce cadre, établir l’équation vérifiée par le champ électrique dans le métal.
Comment ce type d’équation s’appelle-t-il ?

En déduire la relation de dispersion reliant kt à ω. Quelle est la seule solution kt
physiquement acceptable ? Dans ce cas, que représente la partie imaginaire de kt ?
préciser pourquoi.

6. Calculer la vitesse de phase et la vitesse de groupe de l’onde dans le métal. Le
métal est-il dispersif ?
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7. Le terme δ =

√
2

µ0γω
est un paramètre essentiel pour décrire la propagation de

l’onde dans le métal. Comment s’appelle-t-il ? Quelle est sa signification physique ?
Calculer δ.

On donne :

ε0 =
1

36π × 109
F · m−1 µ0 = 4π.10−7 H · m−1 f = 100 kHz

γ = 107 Ω−1 · m−1 c = 3.108 m · s−1

• 150 Lycée Descartes, Tours
30 min.

Ondes électromagnétiques MP-PC-PSI-PT

On considère deux ondes électromagnétiques planes, de même pulsation, de même
amplitude et polarisées sur la même direction ~ez :

~E1 = E0 e
j(ωt−~k1·

−−→
OM) ~ez et ~E2 = E0 e

j(ωt−~k2·
−−→
OM) ~ez

Les directions de propagation sont contenues dans le plan (Ox,Oy) et font entre elles
un angle 2θ.

ez

O
k1

E2
B2

θ

ex

ey

k2

E1

B1
θ

1. Exprimer, en tout point, les champs résultants ~E(x, y, z, t) et ~B(x, y, z, t).

2. Exprimer le vecteur de Poynting associé à cette onde et donner sa valeur moyenne
temporelle.

3. Exprimer la vitesse de phase de cette onde.

4. Commenter les cas θ = 0 et θ =
π

2
.

• 151 Lycée Condorcet, Paris
30 min.

Ondes électromagnétiques MP-PC-PSI-PT

On considère un guide d’onde, de section carrée, constitué de quatre parois métalliques
d’équations : x = 0, x = a, y = 0, y = a.
Les parois sont constituées d’un conducteur parfait.
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ex

ey

ez

a

a

0

On étudie la propagation, dans un tel guide, d’une onde du type :

~E = E0 ~ex sin
(πy

a

)

ej(ωt−kz)

1. Exprimer le champ magnétique ~B dans ce guide.

2. En déduire l’expression du vecteur de Poynting ~R. En déduire la moyenne tempo-
rellet et spatiale de la puissance qui traverse une section du guide perpendiculaire à
~ez .

3. Montrer que, dans un tel guide, toutes les pulsations ne peuvent pas se propager.
On fera apparaître une pulsation caractéristique.

4. Exprimer les vitesses de phase et de groupe d’une telle onde.

5. Exprimer les densités surfaciques de charges portées par les plans métalliques du
guide.
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• 126 Concours de l’École de l’Air

1. Établissement des équations d’onde

(a) Le mouvement d’une particule fluide est décrit par l’équation d’Euler :

ρ
D~v
Dt

= ρ~g −−−→
gradP

où :

D~v
Dt

=
∂~v

∂t
+
(

~v · ~∇
)

~v ≃ ∂~v

∂t

si la vitesse ~v de la particule fluide est assez faible pour que le terme d’ordre 2 :
(

~v · ~∇
)

~v soit négligeable devant celui d’ordre 1 :
∂~v

∂t
. Il s’ensuit que :

ρ
∂~v

∂t
= ρ~g −−−→

gradP (44)

(b) En hydrostatique, la variation de la pression P dans un fluide incompresible en
équilibre (sa masse volumique est constante et uniforme) est décrite par la loi :

dP

dz
= −ρg ⇒ dP = −ρg dz

En remarquant qu’à la surface libre de l’eau (z = ξ(y, t)), cette équation de-
vient :

∫ P

P0

dP = −ρg
∫ z

ξ(y, t)

dz ⇒ P = P0 + ρ× [ξ(y, t)− z] (45)

(c) La projection de l’équation (44), dans la direction d’un vecteur unitaire ~ey de
l’axe (Oy), fournit :

ρ
∂~v

∂t
· ~ey = ρ ~g · ~ey

︸ ︷︷ ︸

=0

−−−→
gradP · ~ey ⇒ ρ

∂vy
∂t

= −∂P
∂y

c’est-à-dire, en tenant compte du résultat (45) :

ρ
∂vy
∂t

= −ρg ∂ξ
∂y

⇒ ∂vy
∂t

= −g ∂ξ
∂y

(46)

(d) Considérons une colonne d’eau d’épaisseur dy :
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y

z

-H ℓ
x vy(y) dt

y y+dy

dy

vy(y+dy) dt

H+ξ(y,t) H+ξ(y+dy,t)δVe δVs

Si dy est assez petit, cette colonne contient un volume d’eau :

δV = ℓdy ×
[

H +
ξ(y, t) + ξ(y + dy, t)

2

]

= ℓdy ×
[

H + ξ(y, t) +
1

2

∂ξ

∂y
dy

]

c’est-à-dire, en ne conservant que les termes d’ordre inférieur ou égal à 1 en
dy :

δV ≃ ℓdy × [H + ξ(y, t)]

Pendant le temps dt, le volume δV s’accroît d’une quantité :

d (δV ) = ℓdy × dξ = ℓdy
∂ξ

∂t
dt

sous l’influence :

• d’un volume δVe = vy(y) dt× ℓ [H + ξ(y, t)], qui entre par la face située
en y ;

• d’un volume :

δVs = vy(y + dy) dt× ℓ [H + ξ(y + dy, t)]

qui sort par la face située en y + dy.

La conservation du volume du fluide incompressible se traduit alors par :
d (δV ) = δVe − δVs, où :

δVe − δVs = vy(y) dt× ℓ [H + ξ(y, t)]− vy(y + dy) dt× ℓ [H + ξ(y + dy, t)]

= [vy(y)− vy(y + dy)]×Hℓdt

+ℓdt× [vy(y) ξ(y, t)− vy(y + dy, t) ξ(+dy, t)]

= −∂vy
∂y

×Hℓdtdy − ∂(vyξ)

∂y
× ℓdtdy

d’où il d’écoule que :

∂ξ

∂t
× ℓdy dt = −

[

H
∂vy
∂y

+
∂(vy ξ)

∂y

]

× ℓdtdy (47)

⇒ ∂ξ

∂t
= −H ∂vy

∂y
− ∂(vy ξ)

∂y
(48)
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Dans cette équation, le terme
∂(vy ξ)

∂y
est d’ordre 2 tandis que

∂ξ

∂t
et H

∂vy
∂y

sont d’ordre 1. C’est pourquoi, à l’ordre 1, on peut poser :

∂ξ

∂t
= −H ∂vy

∂y
(49)

(e) La dérivation de l’équation (46) par rapport à t et de l’équation (49) par rapport
à y conduit à :

∂2vy
∂t2

= −g ∂2ξ

∂y∂t
et

∂2ξ

∂y∂t
= −H ∂2vy

∂y2

soit encore :

∂2vy
∂t2

= gH
∂2vy
∂y2

⇒ ∂2vy
∂y2

− 1

c2
∂2vy
∂t2

= 0

où c =
√

gH désigne la célérité de la propagation de vy.

De même, la dérivation de l’équation (46) par rapport à y et de l’équation (49)
par rapport à t fournit :

∂2vy
∂y∂t

= −g ∂
2ξ

∂y2
et
∂2ξ

∂t2
= −H ∂2vy

∂t∂y

c’est-à-dire :
∂2ξ

∂t2
= Hg

∂2ξ

∂y2
⇒ ∂2ξ

∂y2
− 1

c2
∂2ξ

∂t2
= 0

Cette équation (de d’Alembert) révèle que l’onde, décrite par ξ, se déplace avec
une vitesse c =

√
gH .

La solution générale de cette équation s’écrit :

ξ(y, t) = F
(

t− y

c

)

+G
(

t+
y

c

)

où F et G sont des fonctions régulières quelconques d’une seule variable cha-

cune. La fonction F
(

t− y

c

)

décrit une onde progressive qui se déplace dans

le sens des y croissants, tandis que G
(

t+
y

c

)

décrit une onde qui se propage

dans le sens inverse.

(f) Près de la plage, l’approximation H ≫ ξ n’est plus légitime, ce qui se traduit
pour l’équation (48) par :

∂ξ

∂t
= −H ∂vy

∂y
− ∂(ξvy)

∂y
6= −H ∂vy

∂y

≃ −H ∂vy
∂y

− ξ
∂vy
∂y

Aussi, en première approximation, la célérité de l’onde vaut
√

g (H + ξ), c’est-
à-dire, si ξ0 désigne l’amplitude de ξ :
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• le sommet de la vague se déplace à une vitesse
√

g (H + ξ0) ;

• le creux de la vague se déplace à la vitesse
√

g (H − ξ0).

Cette différence de vitesse explique pourquoi les vagues se brisent en arrivant
près de la plage.

2. Onde sinusoïdale

(a) L’onde incidente se déplace avec une célérité :

c =
√

gH =
√
10× 5 ≃ 7 m · s−1

Sa pulsation vaut, quant à elle :

ω =
2π

T
=

2π

6
≃ 1,05 s−1

Par conséquent, sa longueur d’onde vaut :

λ = c× T = 7× 6 = 42 m

de sorte que :

ξi(y, t) = ai cos(ωt− ky)

où ai = 0,5 m et =
2π

λ
= 0,14 m−1.

Le résultat (46) :

∂viy
∂t

= −g ∂ξi
∂y

= −gkai sin(ωt− ky)

⇒ viy =
gkai
ω

cos(ωt− ky)

montre que viy a pour amplitude :

V0y =
gkai
ω

=
10× 0,14× 0,5

1,05
⇒ V0y = 0,7 m · s−1

(b) La jetée représente un plan immobile, situé en y = 0, en conséquence de quoi :

vy(y = 0, t) = 0 (50)

L’onde réfléchie est caractérisée par la fonction :

vry(y, t) = A cos(ωt+ ky)

Aussi, la condition (50) impose-t-elle :

vy(0, t) = 0 ⇒ viy(0, t) + vry(0, t) = 0

⇒ gai
c

cos(ωt) +A cos(ωt) = 0∀f

⇒ A = −gai
c

⇒ vry(y, t) = −gai
c

cos(ωt+ ky)
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À cette vitesse est alors associée une perturbation ξr(y, t) qui vérifie l’équation
(46) :

−g ∂ξr
∂y

=
∂vry
∂t

=
gaiω

c
sin(ωt+ ky) avec ω = kc

⇒ ∂ξr
∂y

= −aik sin(ωt+ ky)

⇒ ξr(y, t) = ai cos(ωt+ ky)

(c) Des résultats précédents ressort l’expression générale de ξ(y, t) :

ξ(y, t) = ξi(y, t) + ξr(y, t)

= ai × [cos(ωt+ ky) + cos(ωt− ky)]

⇒ ξ(y, t) = 2ai × cos(ky)× cos(ωt)

Cette onde est dite « stationnaire » car elle ne se propage pas : l’amplitude de
ξ(y, t) est simplement modulée dans le temps, de la même manière pour tous
les points de la surface.
De même, la vitesse vy(y, t) a pour expression générale :

vy(y, t) = viy(y, t) + vry(y, t)

=
gai
c

[cos(ωt− ky)− cos(ωt+ ky)]

= −2
gai
c

× sin(ωt)× sin(−ky)

⇒ vy(y, t) =
2gai
c

× sin(ωt)× sin(ky)

Il s’agit, ici encore, d’une onde stationnaire qui ne se propage pas.

• 127 Concours de l’ESIM

1. Soit un élément de corde MN , de longueur au repos dz, dont les extrémités M et
N sont aux ordonnées y(z, t) et y(z + dz, t).

0

M

N

y(z,t)

y(z+dz,t)

z+dzz
z

θ

uy

θ'

uzF1

F2

Cet élément de corde, de masse δm = µdz présente une accélération :

~γ =
∂2y

∂t2
~uy

tandis qu’il est soumis à :
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• la force de tension : ~F1 =

(
−F cos θ
−F sin θ

)

, où θ ≪ 1 lorsque les déplacements de

la corde sont de faible amplitude. Aussi, au premier ordre en θ :

~F1 ≃ −F uz − F × θ ~uy

• La force de tension :

~F2 =

(
F cos θ′

F sin θ′

)

≃ F ~uz + F × θ′ ~uy car θ′ ≪ 1

En outre, l’élément de courbe y(z, t), compris entre M et N a pour dérivée :

∂y

∂z
= tan θ ≃ θ

de sorte que :

θ′ = θ + dθ = θ +
∂θ

∂z
dz = θ +

∂2y

∂z2
dz

⇒ ~F2 = F ~uz + F θ ~uy + F
∂2y

∂z2
dz ~uy = −~F1 + F

∂2y

∂z2
dz ~uy

• la force d’amortissement : δ ~f = −αdz
∂y

∂t
~uy .

Par suite, l’élément de corde est sousmis à une force résultante :

~R = ~F1 + ~F2 + δ ~f =

(

F
∂2y

∂z2
− α

∂y

∂t

)

dz ~uy

qui vérifie la loi fondamentale de la dynamique :

δm~γ = ~R ⇒ µdz
∂2y

∂t2
~uy =

(

F
∂2y

∂z2
− α

∂y

∂t

)

dz ~uy

ce qui conduit à l’équation de propagation de l’onde :

F
∂2y

∂z2
− α

∂y

∂t
− µ

∂2y

∂t2
= 0

2. En notation complexe, cette équation devient :

f
∂2y

∂z2
− α

∂y

∂t
− µ

∂2y

∂t2
= 0

où y = y0 e
j(ωt−kz) fournit :

∂y

∂t
= jω y

∂2y

∂t2
= −ω2 y

∂2y

∂z2
= −k2 y

Par suite :

−k2 F − jαω + µω2 = 0 ⇒ k2 =
1

F

(
µω2 − jαω

)

=
µω2

F

(

1− j
α

µω

)
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c’est-à-dire :

k2 = A

(

1− j

Q

)

avec A =
µω2

F
et Q =

µω

α

3. Le résultat précédent s’écrit aussi :

k2 =
∣
∣k2
∣
∣ ejφ

avec :
∣
∣k2
∣
∣ =

√

A2 +
A2

Q2
= A

√

1 +Q2

Q
(51)

et :

cosφ =
A

|k2| =
Q

√

1 +Q2
sinφ =

−A
Q |k2| = − 1

√

1 +Q2

C’est pourquoi :

k =
√

|k2| ejφ =
√

|k2| ejφ/2 =

√

A
√

1 +Q2

Q

[

cos

(
φ

2

)

+ j sin

(
φ

2

)]

(52)

avec :

cos

(
φ

2

)

=

√

1 + cosφ

2
=

√√

1 +Q2 +Q

2
√

1 +Q2

⇒
√

A
√

1 +Q2

Q
cosφ =

√

A

2
×
√
√

1 +Q2 +Q

Q

et :

sin

(
φ

2

)

= −
√

1− cosφ

2
= −

√√

1 +Q2 −Q

2
√

1 +Q2

⇒
√

A
√

1 +Q2

Q
sinφ = −

√

A

2

√
√

1 +Q2 −Q

Q

C’est pourquoi :

k = kr − j ki avec







kr =

√

A

2

√√

1 +Q2 +Q

Q

ki =

√

A

2

√√

1 +Q2 −Q

Q

4. Lorsque Q≪ 1 :

√

1 +Q2 ±Q ≃ 1±Q ≃ 1 ⇒ kr ≃ ki =

√

A

2Q
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Aussi, l’onde est décrite par la fonction complexe :

y = y0 e
j(ωt−kz) = y0 e

j(ωt−krz+j kiz) = y0 e
−ki z ej(ωt−krz)

⇒ y(z, t) = y0 e
−z/δ cos(ωt− krz)

ce qui montre que l’onde progresse dans le sens de z > 0, avec une amplitude qui
s’atténue sur une distance caractéristique :

δ =
1

ki
=

√

2Q

A

5. Les expressions obtenues pour Q =
µω

α
et pour A =

µω2

F
montrent que :

2Q

A
=

2µω

α
× F

µω2
⇒ δ =

√

2F

ωα

Par conséquent :
• plusF est grand, plus δ l’est aussi, ce qui signifie que l’onde se propage d’autant

mieux que la tension de la corde est plus importante ;

• la masse linéique reste sans influence sur l’atténuation de l’onde.
6. Un élément de corde, de longueur dz et donc de masse δm = µdz, a pour vitesse :

v =
∂y

∂t
= −ω y0 e−z/δ sin(ωt− krz)

et donc pour énergie cinétique :

δEc =
1

2
δmv2 =

µω2 y20
2

dz e−2z/δ sin2(ωt− krz)

⇒ ec =
δEc
dz

=
µω2 y20

2
e−2z/δ sin2(ωt− krz)

⇒ 〈ec〉 =
µω2 y20

2
e−2z/δ ×

〈
sin2(ωt− krz)

〉

︸ ︷︷ ︸

=1/2

d’où il s’ensuit que :

〈ec〉 =
µω2 y20

4
e−2z/δ

De même :
∂y

∂z
= y0 e

−z/δ [−ki cos(ωt− krz) + kr sin(ωt− krz)]

= −y0
√

k2i + k2r e
−z/δ [cosψ cos(ωt− krz)− sinψ sin(ωt− krz)]

= −y0
√

k2i + k2r e
−z/δ cos(ωt− krz + ψ)

où l’on a posé :

cosψ =
ki

√

k2i + k2r
et sinψ =

kr
√

k2i + k2r
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Par conséquent :

ep =
1

2
F

(
∂y

∂z

)2

=
Fy20

(
k2i + k2r

)

2
e−2z/δ cos2(ωt− kz + ψ)

⇒ 〈ep〉 =
Fy20

(
k2i + k2r

)

2
e−2z/δ

〈
cos2(ωt− krz + ψ)

〉

︸ ︷︷ ︸

=1/2

⇒ 〈ep〉 =
F y20

(
k2i + k2r

)

4
e−2z/δ

Or, de la relation (51), il découle que :

k2i + k2r =
∣
∣k2
∣
∣ et

∣
∣k2
∣
∣ = A

√

1 +Q2

Q

c’est-à-dire :

〈ep〉 =
F y20 A

√

1 +Q2

4Q
e−2z/δ

Finalement :

〈ec〉
〈ep〉

=
µω2 y20

4
× 4Q

F y20 A
√

1 +Q2
=

Q
√

1 +Q2
× µω2

AF

où l’on remarque que :

A =
µω2

F
⇒ 〈ec〉

〈ep〉
=

Q
√

1 +Q2

Remarque – L’absence d’amortissement se traduit par α ≃ 0, de sorte que

Q =
µomega

α
tend vers l’infini, soit encore :

lim
Q→∞

( 〈ec〉
〈ep〉

)

= 1

• 128 Banque de la Filière PT

1. Recherche des ondes stationnaires

(a) La fonction d’onde :

y(x, t) = A sin(kx+ ϕ1) sin(ωt+ ϕ2)

est solution de l’équation de propagation :
∂2y

∂x2
− 1

v2
∂2y

∂t2
= 0, où :







∂2y

∂x2
= −k2 y

∂2y

∂t2
= −ω2 y

⇒ k2 =
ω2

v2
⇒ ω = k × v



Physique des ondes 765

si l’on décide de choisir k et ω positifs.

(b) La condition y(0, t) = 0 s’écrit :

A sinϕ1×sin(ωt+ϕ2) = 0 ⇒ ϕ1 = 0 ⇒ y(x, t) = A sin(kx)×sin(ωt+ϕ2)

tandis que celle : y(L, t) = 0 a pour conséquence :

A sin(kL)× sin(ωt+ ϕ2) = 0 ⇒ kL = nπ où n ∈ N
∗

⇒ kn = n× π

L

Par suite :

ω = kv ⇒ ωn = n× πv

L

et :

λ =
2π

k
⇒ λn =

2L

n

(c) Les calculs précédents montrent que chaque mode propre est décrit par une
fonction :

yn(x, t) = An sin(kn x) sin(ωnt+ ϕn)

2. Aspect énergétique

(a) Un élément de corde, compris entre les abscisses x et x + dx, présente une
masse δm = µdx. Ce faisant, la vitesse verticale :

∂yn
∂t

= ωnAn sin(kn x) sin(ωnt+ ϕn)

lui confère une énergie cinétique :

δEc =
1

2
δm

(
∂yn
∂t

)2

=
µω2

n

2
A2
n sin2(kn x) cos

2(ωnt+ ϕn) dx

⇒ Ec =
µ

2

n2 π2 v2

L2
A2
n cos2(ωnt+ ϕn)

∫ L

0

sin2(kn x) dx

(b) Étant donné que :
∫ L

0

sin2(kn x) dx =

∫ L

0

1− cos(2kn x)

2
dx où kn = n

π

L

=
L

2
− 1

2kn

[

sin

(
2nπ

L
× L

)

− sin

(
2nπ

L
× 0

)]

=
L

2

il s’ensuit que : Ec = C1A
2
n cos2(ωnt+ ϕn) , avec C1 = n2

µπ2 v2

4L
et :

v2 =
T

µ
⇒ C1 = n2

π2 T

4L
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(c) L’élément de corde situé entre les pointsM [x, y(x, t)] etN [x+ dx, y(x+ dx,t)]
a pour longueur :

MN =

√

dx2 + [y(x+ dx, t)− y(x, t)]
2

avec :

y(x+ dx, t) = y(x, t) +
∂y

∂x
dx

Ainsi 0

M

N

y(x,t)

y(x+dx,t)

x+dxx
x

MN = dx×
[

1 +

(
∂y

∂x

)2
]1/2

≃ dx×
[

1 +
1

2

(
∂y

∂x

)2
]

L’élément de corde MN a donc subi un allongement :

dℓ =MN − dx =
1

2

(
∂y

∂x

)2

dx

(d) La somme de tous les allongements s’identifie à l’allongement total de la corde :

∆L =
1

2

∫ L

0

(
∂y

∂x

)2

dx

(e) Comtpe tenu de l’expression obtenue pour yn(x, t) :

yn(x, t) = An sin(kn x) sin(ωnt+ ϕn)

⇒ ∂yn
∂x

= knAn cos(knx) sin(ωnt+ ϕn)

⇒ ∆L =
k2nA

2
n

2
sin2(ωnt+ ϕn)×

∫ L

0

cos2(knx) dx

où kn = n
π

L
:

∫ L

0

cos2(knx) dx =

∫ L

0

1 + cos(2knx)

2
dx

=
L

2
+

1

4kn

[

sin

(
2nπ

L
× L

)

− sin

(
2nπ

L
× 0

)]

=
L

2

⇒ ∆L =
k2nA

2
n L

4
sin2(ωnt+ ϕn)

La massem est montée de ∆L dans le champ de pesanteur d’intensité g, auquel
cas elle a acquis l’énergie potentielle :

Ep = mg∆L

Or, cette masse est responsable de la tension T de la corde, ce qui signifie que :

mg = T ⇒ Ep = T ×∆L
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En imposant l’énergie potentielle de la corde arbitrairement nulle au repos, son
énergie potentielle vaut alors :

Ep = T ×∆L =
k2nA

2
n LT

4
sin2(ωnt+ ϕn)

=
n2 π2

L2
× A2

n LT

4
sin2(ωnt+ ϕn)

d’où il découle que :

Ep = C2A
2
n sin2(ωnt+ ϕn) avec C2 = n2

π2T

4L
= C1

(f) À chaque mode propre correspond une énergie mécanique :

En = Ep + Ec = C1A
2
n

[
cos2(ωnt+ ϕn) + sin2(ωnt+ ϕn)

]

= C1A
2
n avec C1 =

n2 π2

4L
T

soit encore :

En = Kn T A
2
n où Kn =

n2 π2

4L

• 129 Banque de la Filière PT

1. (a) La tension étant uniforme, d’intensité T , les forces élastiques qui s’exercent en
M et N valent :

~T (x) =

(
−T cos θ(x, t)
−T sin θ(x, t)

)

et ~T (x+∆x) =

(
T cos(x+∆x, t)
T sin(x+∆x, t)

)

Or, si l’angle θ est suffisamment petit, on peut remplacer, au premier ordre en
θ, sin θ par θ et cos θ par 1 :

~T (x) ≃
(

−T
−T × θ(x, t)

)

et ~T (x+∆x) =

(
T

T × θ(x+∆x, t)

)

Ce faisant, l’élément de corde MN est soumis à la force résultante :

~R = ~T (x) + ~T (x+∆x) =

(
0

T [θ(x+∆x, t)− θ(x, t)]

)

(b) L’élément de corde MN a pour longueur :

MN =
√

(∆x)2 + (∆y)2 = ∆x×
√

1 +

(
∆y

∆x

)2

où
∆y

∆x
désigne la pente de la tangente à la courbe MN en M , c’est-à-dire :

∆y

∆x
= tan θ(x, t) ≃ θ(x, t)

⇒ MN = ∆x×
√

1 + [θ(x, t)]
2 ≃ ∆x
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Par conséquent, si µ représente la masse linéique de la corde, la masse de MN
vaut :

m = µ×MN ≃ µ×∆x

En supposant que le mouvement des points de la corde ne s’effectue que verti-
calement, l’élément MN a pour accélération :

~γ =





0
∂2y

∂t2





(c) La loi fondamentale de la dynamique impose :

m~γ = ~R ⇒ µ∆x× ∂2y

∂t2
= T × [θ(x+∆x, t)− θ(x, t)]

c’est-à-dire, si ∆x est suffisamment petit :

θ(x+∆x, t) = θ(x, t) + ∆x
∂θ

∂x
⇒ µ

∂2y

∂t2
= T

∂θ

∂x
(53)

(d) La courbe y(x) présente, au point M(x, y), une tangente dont la pente vaut

tan θ =
∂y

∂x
. Notamment, si θ est très petit :

tan θ ≃ θ ⇒ θ =
∂y

∂x
⇒ ∂θ

∂x
=
∂2y

∂x2

(e) En remplaçant cette expression de
∂θ

∂x
dans l’équation (53), on obtient :

µ
∂2y

∂t2
= T

∂2y

∂x2
⇒ ∂2y

∂x2
− µ

T

∂2y

∂t2
= 0

soit, finalement :

∂2y

∂x2
− 1

v2
∂2y

∂t2
= 0 avec v =

√

T

µ

Dans cette équation, v a la dimension d’une vitesse ; il s’agit en fait de la célérité
de l’onde transversale qui se propage le long de la corde.

(f) Application numérique :

Soit un élément de corde, de longueur δL, de section S et de masse δm. Les
définitions de la masse linéique µ et de la masse volumique ρ :

µ =
δm

δL
et ρ =

δm

S δL
=
µ

S
⇒ µ = ρS

δL

r
S

permettent la détermination de µ pour une corde de rayon r :

µ = ρ× πr2 = 7,2.103 × π × (10−3)2 ⇒ µ = 0,023 kg · m−3
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d’où se déduit la valeur de v :

v =

√

T

µ
=

√
3 000

0,023
⇒ v = 361 m · s−1

2. Recherche des solutions en ondes stationnaires
(a) Les expressions choisies pour f(x) et g(t) :

{
f(x) = a1 sin(kx+ ϕ1)
g(t) = a2 sin(ωt+ ϕ2)

⇒







d2f

dx2
= −k2 f

d2g

dt2
= −ω2 g

associées à celle de l’élongation :

y(x, t) = f(x)× g(t) ⇒ ∂2y

∂x2
= −k2 fg et

∂2y

∂t2
= −ω2 fg

donnent à l’équation de propagation la forme suivante :

∂2y

∂x2
− 1

v2
∂2y

∂t2
= 0 ⇒ f(x) g(t)×

(

k2 − ω2

v2

)

= 0

⇒ ω = kv (en supposant v > 0).

(b) La corde étant fixée de façon rigide en x = 0 et en x = L :

y(0, t) = 0 et y(L, t) = 0 pour toute date t

c’est-à-dire, puisque y(x, t) = f(x)× g(t) :

f(0) = 0 et f(L) = 0

(c) Le choix de f(x) = a1 sin(kx+ ϕ1) est donc soumis à la condition :

f(0) = 0 ⇒ a1 sinϕ1 = 0 ⇒ ϕ1 = 0 (à π près)

tandis que la condition f(L) = 0 a pour conséquence :

a1 sin(kL) = 0 ⇒ kL = nπ où n ∈ N
∗

⇒ λn =
2π

k
=

2L

n

(d) La relation entre ω et k conduit à :

ω = kv avec k = n
π

L
⇒ ωn = n

π v

L
, n ∈ N

∗

(e) Les expressions de k = n
π

L
et de ωn fournissent les élongations yn des diffé-

rents modes propres :

yn(x, t) = a1 a2 sin
(

n
π x

L

)

sin
(

n
π v

L
t+ ϕ2

)

ce qui fournit les représentations graphiques des trois premiers modes propres,
pour t fixé :
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0
x

L

y1(x,t)

x
L

y2(x,t)

x
L

y3(x,t)

0 0L/2 L/3 2L/3

3. Calculs sur les cordes d’une guitare électrique

(a) La fréquence f1 du mode fondamental est obtenue en choisissant n = 1 :

f1 =
ω1

2π
=

v

2L
⇒ v = 2f1L

où v =

√
T

µ
, tandis que la masse linéique µ est liée à la masse volumique ρ par

la relation :

µ = ρ× πr2 = ρ× π

(
d

2

)2

= ρ× πd2

4
⇒ v =

√

4T

πρd2
= 2f1L(54)

⇒ 4T

πρd2
= 4f21L

2 ⇒ T = πρd2f21L
2 (55)

Corde n° 1 2 3 4 5 6
f1 (Hz) 82,5 110 147 196 247 330
d (mm) 1,12 0,89 0,70 0,55 0,35 0,25
T (N) 83 93 103 113 73 66

(b) Le résultat (55) :

T = πρd2L2 × f21 ⇒ lnT = ln
(
πρd2L2

)
+ 2 ln f1

montre qu’une variation df1 de la fréquence fondamentale est accompagnée
d’une variation concomitante de la tension T , telle que :

dT

T
= 2

df1
f1

= 2%

(c) À nouveau, le résultat (55) montre que la fréquence fondamentale f1 est liée à
la longueur de la corde L selon la loi :

L2 f21 = cte ⇒ L1 f1 = cte

Par suite, la variation relative de la longueur est associée à une variation relative
de la fréquence fondamentale :

∆L

L
=

∆f1
f1

= 1% = 0,01

En outre, pour obtenir une fréquence fondamentale f ′1 6= f1 sur la corde n°6, il
convient de lui attribuer une longueur L′ telle que :

(L′f ′1)
2 =

T

πρd2
= (Lf1)

2 ⇒ L′ = L
f1
f ′1
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Ainsi, pour obtenir une fréquence fondamentale f ′1, à ∆f ′1 près, il faut que :

∆L′

L′
=

∆f ′1
f ′1

= 0,01 ⇒ ∆L′ = 0,01× L′ = 0,01× Lf1
f ′1

Pour f ′1 = 500 Hz :

∆L′ = 0,01× 0,63× 330

500
⇒ ∆L′ = 4,2.10−3 m = 4,2 mm

et pour f ′1 = 1 kHz :

∆L′ = 0,01× 0,63× 330

1 000
⇒ ∆L′ = 2,1.10−3 m = 2,1 mm

• 130 Lycée La Martinière-Montplaisir, Lyon

1. Soit MN un élément de corde situé entre les abscisses x et x + dx des points M
et N .

0

M

N

y(x,t)

y(x+dx,t)

x+dxx
x

dx

dy

T(x,t) ex

T(x+dx,t)

eyα(x,t)

α(x+dx,t)
y

Cet élément de corde a pour longueur :

MN =
√

( dx)2 + (dy)2 où dy =
∂y

∂x
dx

= dx

√

1 +

(
∂y

∂x

)2

≃ dx car

∣
∣
∣
∣

∂y

∂x

∣
∣
∣
∣
≪ 1

Son volume étant ainsi : δV = sdx, sa masse vaut δm = µ × sdx, où la masse
volumique µ de la corde est définie à partir de son volume V = sL et de sa masse
m :

µ =
m

sL
⇒ δm = m

dx

L

Cet élément de corde est soumis, en M et N , aux forces de tension :

~T (x, t) = T (x, t)

(
− cos [α(x, t)]
− sin [α(x, t]

)

et ~T (x+ dx, t) = T (x+ dx)

(
cos [α(x+ dx, t)]
sin [α(x+ dx, t)]

)

Or, l’absence de mouvement dans la direction de ~ex s’exprime par :

T (x, t)× cos [α(x, t)] = T (x+ dx, t)× cos [α(x+ dx, t)]
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Cette équation montre que le produit T (x, t) × cos [α(x, t)] est indépendant de x,
ce qui signifie aussi que :

T (x, t)× cos [α(x, t)] = T (x+ dx, t)× cos [α(x+ dx, t)] = T0

car T = T0 là où α = 0. Il s’ensuit que :

T (x, t) =
T0

cos [α(x, t)]
⇒ T (x, t) sin [α(x, t)] = T0 tan [α(x, t)]

et :

T (x+ dx, t) =
T0

cos [α(x+ dx, t)]

⇒ T (x+ dx, t) sin [α(x+ dx, t)] = T0 tan [α(x+ dx, t)]

Par conséquent, en négligeant son poids, l’élément MN de corde est soumis à une
force résultante :

~R = ~T (x, t) + ~T (x+ dx, t)

= T (x+ dx, t)× sin [α(x+ dx, t)] ~ey − T (x, t)× sin [α(x, t)] ~ey

= T0 × [tanα(x+ dx, t)− tanα(x, t)] ~ey

Or, on remarque que la corde décrit une courbe y(x, t) dont la tangente fait enM et
en N un angle α(x, t) et α(x+ dx, t) par rapport à l’horizontale. Par conséquent :

tanα(x, t) =
∂y

∂x
(x, t)

et :

tanα(x+ dx, t) =
∂y

∂x
(x+ dx, t) =

∂y

∂x
(x, t) + dx× ∂2y

∂x2
(x, t)

⇒ ~R = T0 ×
[

dx
∂2y

∂x2

]

~ey

Enfin, l’accélération : ~γ =
∂2y

∂t2
~ey de l’élément MN est assujetti à la loi fonda-

mentale de la dynamique :

δm~γ = ~R ⇒ m
dx

L

∂2y

∂t2
~ey = T0 dx

∂2y

∂x2
~ey

d’où il découle que :

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
avec c =

√

LT0
m

(56)

2. En adoptant, pour y, la forme : y(x, t) = f(X) où f(X) = x− vt, on impose :

∂y

∂t
=

df

dX

∂X

∂t
= −v dX

dt
⇒ ∂2y

∂t2
= −v × d2f

dX2

∂X

∂t
= v2

d2f

dX2
(57)

et :
∂y

∂x
=

df

dX

∂X

∂x
=

df

dX
⇒ ∂2y

∂x2
=

d2f

dX2

∂X

∂x
=

d2f

dX2
(58)
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de sorte que l’équation (56) s’écrit aussi :

v2
d2f

dX2
= c2

d2f

dX2
⇒ d2f

dX2
×
(
v2 − c2

)
= 0

Toute fonction f peut satisfaire cette équation à condition que v = c .

3. (a) L’équation différentielle :

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
− Y L

m

∂4y

∂x4
(59)

montre que :
[
∂2y

∂t2

]

= [Y L]×
[
1

m

∂4y

∂x4

]

⇒ m · s−2 = [Y L] kg−1 · m−3

⇒ [Y L] = kg · m2 · s−2

c’est-à-dire : [Y ] = kg ·m · s−2 révèle que [Y L] a la dimension d’une force par
une distance, c’est-à-dire une énergie :

[Y L] = Joule

(b) Cherchons une solution de l’équation (56) sous la forme d’une onde plane pro-
gressive, à savoir :

y(x, t) = f(X) avec X = x− vt

auquel cas les relations (57) et (58) demeurent utilisables :

∂2y

∂t2
= v2

d2f

dX2

∂2y

∂x2
=

d2f

dX2

tandis que :
∂4y

∂x4
=

d4f

dX4
donne à l’équation différentielle (59) la forme sui-

vante :

v2
d2f

dX2
= c2

d2f

dX2
− Y L

m

d4f

dX4

(c) L’équation précédente conduit à :

v2 ψ = c2 ψ − Y L

m

d2ψ

dX2
où ψ =

d2f

dX2

⇒ d2ψ

dX2
+

m

Y L

(
v2 − c2

)
ψ = 0

Étudions alors la nature de la fonction ψ, en fonction des valeurs de
v

c
.

• Si
v

c
> 1, il existe un nombre réel K tel que :

K2 =
m

Y L

(
v2 − c2

)
> 0 ⇒ d2ψ

dX2
+K ψ = 0
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Ce faisant, la fonction ψ est de la forme :

ψ(X) = ψ0 cos(KX + φ) =
d2f

dX2
⇒ f(X) = − ψ0

K2
cos(KX + φ)

(60)
ce qui prouve que :

y(x, t) = f(X) est bornée si
v

c
> 1

• Si
v

c
= 1, ψ(X) est solution de l’équation :

d2ψ

dX2
= 0, ce qui prouve

l’existence de constantes a1, a2, a3 telles que :

dψ

dX
= a1 ⇒ ψ(X) = a1X + a2 =

d2f

dX2

⇒ df

dX
=
a1
2
X2 + a2X + a3

⇒ f(X) =
a1
6
X3 +

a2
2
X2 + a3X + a4

Dans ce cas, f(X) = f(x, t) ne peut être une fonction bornée autre qu’une
constante.

• Si
v

c
< 1,

m

Y L

(
c2 − v2

)
> 0 montre qu’il existe un nombre réel κ tel

que :

κ2 =
m

Y L

(
c2 − v2

)
⇒ d2ψ

dX2
− κ2 ψ = 0

auquel cas la fonction ψ(X) adopte la forme générale suivante :

ψ(X) = λ eκX + µ e−κX =
d2f

dX2
où λ et µ sont des constantes

⇒ df

dX
=
λ

κ
eκX − µ

κ
e−κX + α

⇒ f(X) =
λ

κ2
eκX +

µ

κ2
e−κX + αX + β

Dans le cas général, si λ et α ne sont pas simultanément nuls, cette fonction
ne peut être bornée.

En conclusion, y(x, t) est bornée si et seulement si
v

c
> 1, auquel cas

f(x, t)adopte la forme (60) :

y(x, t) = −F0 cos(KX + φ) avec







K =

√

m

Y L

(
v2

c2
− 1

)

× c

X = x− vt
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(d) Quand f est choisi sous la forme :

y(x, t) = A cos(kx− ωt) ⇒







∂2y

∂t2
= −ω2 × y(x, t)

∂2y

∂x2
= −k2 × y(x, t)

∂4y

∂x4
= k4 × y(x, t)

ces relations affectent à l’équation de propagation (59) la forme suivante :

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
− Y L

m

∂4y

∂x4
⇒ −ω2 = −k2c2 − Y L

m
k4

⇒ Y L

m
k4 + k2c2 = ω2

4. (a) La définition de la fonction e(x, t) =
m

2L

(
∂y

∂t

)2

+
T0
2

(
∂y

∂x

)2

conduit à :

∂e

∂t
=
m

L

∂y

∂t
× ∂2y

∂t2
+ T0

∂y

∂x
× ∂

∂t

(
∂y

∂x

)

où l’équation de propagation (56) permet de poser :

∂2y

∂t2
= c2

∂2y

∂x2
avec c =

√

LT0
m

⇒ m

L

∂2y

∂t2
=
m

L
× LT0

m
× ∂2y

∂x2
= T0

∂2y

∂x2

tandis que
∂

∂t

(
∂y

∂x

)

=
∂

∂x

(
∂y

∂t

)

. Ce faisant :

∂e

∂t
= T0

∂y

∂t
× ∂2y

∂x2
+ T0

∂y

∂x
× ∂

∂x

(
∂y

∂t

)

=
∂

∂x

[

T0
∂y

∂t
× ∂y

∂x

]

Il existe donc un vecteur :

~Π = −T0
∂y

∂t
× ∂y

∂x
~ex (61)

tel que :

div ~Π = −T0
∂

∂x

(
∂y

∂t
× ∂y

∂x

)

⇒ ∂e

∂t
+ div ~Π = 0

(b) Considérons un volume (V ) circonscrit par une surface fermée (Σ). Le flux de
~Π entrant dans (V ) à travers (Σ) s’écrit :
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Φ
(

~Π
)

= −
∫∫

(Σ)

~Π · d~S = −
∫∫∫

(V )

div ~Πdτ

=

∫∫∫

(V )

∂e

∂t
dτ

(Σ)

dS

dτ

(V)

Il existe donc une grandeur E(t), caractéristique de (V ), dont e est la densité
volumique :

E =

∫∫∫

(V )

edτ ⇒ Φ
(

~Π
)

=
dE
dt

Ainsi, si E désigne l’énergie contenue dans (V ), Φ
(

~Π
)

représente alors la

puissance qui entre dans (V ). On retrouve formellement les mêmes lois que
celles relatives à l’électromagnétisme :

Électromagnétisme Onde mécanique

Densité volu-
mique d’énergie

eem =
ε0

2
E2 +

1

2µ0
B2 e =

m

2L

(
∂y

∂t

)2

+
T0

2

(
∂y

∂x

)2

Densité de flux
d’énergie

Vecteur de Poynting :

~Π =
1

µ0
~E ∧ ~B

~Π = −T0
(
∂y

∂t

)

×
(
∂y

∂x

)

~ex

(c) Une fonction de la forme : y(x, t) = A cos(kx− ωt) a pour dérivées :

∂y

∂t
= Aω sin(kx− ωt) et

∂y

∂x
= −Ak sin(kx− ωt)

de sorte que :

e =
m

2L
×A2ω2 sin2(kx− ωt) +

T0
2

×A2k2 sin2(kx− ωt)

avec :

c =

√

LT0
m

⇒ L =
mc2

T0
⇒ mω2

2L
=
mω2

2
× T0
mc2

=
T0ω

2

2c2

et :

k =
ω

c
⇒ T0k

2

2
=
T0ω

2

2c2

d’où il s’ensuit que :

e =
T0 ω

2

c2
× a2 sin2(kx− ωt)

Quant au vecteur ~Π, sa définition (61) conduit à :

~Π = −T0
∂y

∂t
× ∂y

∂x
~ex = T0 ~ex ×Aω sin(kx− ωt)×Ak sin(kx− ωt)

= T0ωk ×A2 sin2(kx− ωt)~ex avec k =
ω

c

⇒ ~Π =
T0 ω

2

c
×A2 sin2(kx− ωt)~ex
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Par conséquent :

~Π = c e(x, t)~ex

Ce résultat s’interprète aisément en termes de propaga-
tion d’énergie : en considérant que l’énergie se déplace
à la vitesse c, l’énergie δE qui traverse une surface d~S
pendant dt vaut celle contenue dans le volume de sur-
face de base dS et de hauteur h = cdt :

ex
δE

dS

h = c dt

δE = e× hdS = e× cdtdS ⇒ δE
dt

= ecdS = ec~ex · d~S

ce qui confirme la définition du vecteur ~Π :

δE
dt

= ~Π · d~S avec ~Π = ec~ex

• 131 Concours Commun Polytechnique

1. Pour que la surpression p(x, t) soit nulle en x = L, il est nécessaire d’envisager la
propagation :

• d’une onde progressive (dans le sens de ~ex), caractérisée par une surpression
complexe :

p
i
= p0 e

j(ωt−kx)

• d’une onde « régressive » (dans le sens de −~ex), caractérisée par une surpres-
sion complexe :

p
r
= r p0 e

j(ωt+kx)

Remarque – Nous considérerons la grandeur p0 a priori complexe car aucune
information n’est fournie quant à la valeur de p

i
ou p

r
en x = 0. On peut ainsi

admettre l’existence d’un déphasage φ tel que :

p0 = |p0| ejφ ⇒ p
i
= |p0| ej(ωt−kx+φ)

⇒ pi(x, t) = Re
{

p
i

}

= |p0| cos(ωt− kx+ φ)

Ce faisant, en un point d’abscisse x, la surpression a pour image complexe :

p(x, t) = p
i
+ p

r
= p0 e

jωt ×
(
e−jkx + r ejkx

)

où ω = kc lie la pulsation ω, la célérité c de l’onde acoustique et la longueur d’onde

λ =
k

2π
.

Du reste, la condition imposée par l’énoncé : p(L, t) = 0 se traduit par :

p(L, t) = 0 ⇒ e−jkL + r ejkL = 0 ⇒ r = −e−2jkL

en conséquence de quoi :

p(x, t) = p0 e
jωt ×

[
e−jkx − e−2jkL × ejkx

]

= p0 e
j(ωt−kL) ×

[

ej(kL−kx) − e−j (kL−kx)
]
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soit encore :
p(x, t) = 2j p0 e

j(ωt−kL) × sin(kL− kx)

Quant à la vitesse d’écoulement :~v = v(x, t)~ex, elle est liée à la surpression p(x, t)
par la loi :

ρ
∂~v

∂t
= −−−→

grad p = −
∂p

∂x
~ex ⇒ ρ

∂v

∂t
= 2j p0k e

j(ωt−kL) cos(kL− kx)

⇒ v(x, t) =
2jp0k

ρjω
ej(ωt−kx) cos(kL− kx)

c’est-à-dire :

v(x, t) =
2p0k

ρω
ej(ωt−kx) × cos(kL− kx) (62)

Or, l’énoncé précise qu’en x = 0 la vitesse v(0, t) = Re {~v(0, t)} s’identifie à
u(t) = U0 cos(ωt), ce qui signifie que :

v(0, t) = U0 e
jωt ⇒ v(0, t) = U0 cos(ωt) (63)

Une identification avec les résultat (62) :

v(0, t) =
2p0k

ρω
ejωt cos(kL) = U0 e

jωt

conduit à :
2p0k

ρω
cos(kL) = U0 ⇒ 2p0k

ρω
=

U0

cos(kL)

Finalement, la relation (62) devient :

v(x, t) = U0
cos(kL− kx)

cos(kL)
ej(ωt−kx)

et donc :

v(x, t) = Re {v(x, t)} = U0
cos(kL− kx)

cos(kL)
× cos(ωt− kx)

2. De l’identité (63) il découle que :

v(0, t) = U0 e
jωt ⇒ v̇(0, t) = jω U0 e

jωt

Aussi, la puissance sonore P (0) est proportionnelle à
〈
v̇2
〉

en x = 0 (on notera K
la constante de proportionnalité) :

P (0) = K
〈
v̇2
〉
= K × 1

2
Re {v̇ v̇∗} en x = 0

= K × 1

2
|v̇|2

soit aussi :

P (0) =
1

2
Kω2U2

0
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De la même manière, l’expression de v(x, t) conduit à :

v(L, t) =
U0

cos(kL)
ej(ωt−kL) ⇒ v̇(L, t) = jω × U0

cos(kL)
× ej(ωt−kL)

auquel cas :

P (L) = K
〈
v̇2
〉
= K × 1

2
Re {v̇ v̇∗} en x = L

=
K

2
× |v̇|2 =

K

2

ω2 U2
0

cos2(kL)

Ce faisant :

P (L)

P (0)
=

1

cos2(kL)

• 132 Concours Commun Polytechnique

1. On considère une surface fermée (Σ), renfermant un volume (V ), de masse m(t) à
la date t. On oriente un élément d~S de surface vers l’extérieur de (V ). Pendant dt,
la masse m varie de la quantité :

dm = m(t+ dt)−m(t)

=

∫∫∫

(V )

µ(t+ dt) dτ −
∫∫∫

(V )

µ(t) dτ

=

∫∫∫

(V )

[µ(t+ dt)− µ(t)] dτ

=

∫∫∫

(V )

∂µ

∂t
dtdτ ⇒ dm

dt
=

∫∫∫

(V )

∂µ

∂t
dτ

dS

dτ

m(t)

(Σ)

(V)

En outre, une masse δm entre dans (V ), à travers (Σ), pendant dt, telle que :

δm

dt
= −

∫∫

(Σ)

~m · d~S = −
∫∫∫

(V )

div (~m) dτ

où ~m = µ~v désigne le vecteur densité de courant de masse. Or, la conservation de
la masse impose dm = δm, c’est-à-dire :

dm

dt
=
δm

dt
⇒

∫∫∫

(V )

∂µ

∂t
dτ = −

∫∫∫

(V )

div (~m) dτ

⇒
∫∫∫

(V )

[

div (~m) +
∂µ

∂t

]

dτ = 0

Cette équation devant être vérifiée pour tout volume (V ), il s’ensuit que :

div (µ~v) +
∂µ

∂t
= 0 (64)
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2. Un élément de volume δτ , donc de masse δm = µ0 dτ , est soumis à une force

résultante ~R = δτ
[

~F −−−→
gradP

]

, qui provoque une variation d~v de son vecteur

vitesse ~v. Ce dernier, dépendant des paramètres d’espace x(t), y(t), z(t) et du
paramètre de temps t, il s’ensuit que :

d~v =
∂~v

∂x
dx+

∂~v

∂y
dy +

∂~v

∂z
dz +

∂~v

∂t
dt

⇒ d~v

dt
=
∂~v

∂x

dx

dt
+
∂~v

∂y

dy

dt
+
∂~v

∂z

dz

dt
+
∂~v

∂t

⇒ d~v

dt
=

(

vx
∂

∂x
+ vy

∂

∂y
+ vz

∂

∂z

)

~v +
∂~v

∂t

où vx, vy , vz sont les composantes de ~v. On peut ainsi écrire :

d~v

dt
=
(

~v · ~∇
)

~v +
∂~v

∂t

Or, le rappel mathématique fourni par l’énoncé peut être utilisé ici :
−−→
grad (~v · ~v) =

−−→
grad

(
v2
)
= 2~v ∧ −→

rot~v + 2
(

~v · ~∇
)

~v

⇒
(

~v · ~∇
)

~v =
1

2

−−→
grad

(
v2
)
− ~v ∧ −→

rot~v

Aussi, de la loi fondamentale de la dynamique :

δm
d~v

dt
= ~R ⇒ µ0 δτ

d~v

dt
= δτ

[

~F −−−→
gradP

]

découle la formule d’Euler :

µ0

[
∂~v

∂t
+

1

2

−−→
grad

(
v2
)
− ~v ∧ −→

rot~v

]

= ~F −−−→
gradP (65)

3. (a) En posant µ = µ0 + µe, où µ ≃ µ0 ⇒ µe ≪ µ0, on peut simplifier :

div (µ~v) = div




(µ0 + µe)
︸ ︷︷ ︸

≃µ0

~v




 ≃ µ0 div~v

et :
∂µ

∂t
=
∂µ0

∂t
+
∂µe
∂t

=
∂µe
∂t

de manière à présenter l’équation (64) sous la forme :

div (µ~v) +
∂µ

∂t
= 0 ⇒ µ0 div~v +

∂µe
∂t

= 0 (66)

(b) Le coefficient de compressibilité isentropique est défini par :

χ = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S
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si bien qu’une surpression δP = P − P0 = p provoque une variation δV du
volume, telle que :

δV =
∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

δP = −χV δP = −χV p (67)

Or, un volume δV de fluide présente une masse δm = µV constante, de sorte
que :

δm = µV = cte ⇒ δµ× V + µ× δV = 0

où δµ = µ − µ0 = µe désigne la variation de µ consécutive à une variation p
de la pression, donnée par l’identité (67) :

µe V − µχV p = 0 ⇒ µe − (µ0 + µe)
︸ ︷︷ ︸

≃µ0

χp = 0 ⇒ p =
µe
χµ0

(68)

(c) En l’absence de force ~F extérieure, l’équation d’Euler (65), relative à un écou-
lement irrotationnel, devient :

µ×
[
∂~v

∂t
+

1

2

−−→
grad

(
v2
)
]

= −−−→
gradP

où µ = µ0 + µe ≃ µ0 et
−−→
gradP =

−−→
gradP0
︸ ︷︷ ︸

=~0

+
−−→
grad p entraînent que :

µ0 ×
[
∂~v

∂t
+

1

2

−−→
grad

(
v2
)
]

= −−−→
grad p

Enfin,
∂~v

∂t
étant d’ordre 1 en ~v alors que

−−→
grad

(
v2
)

est d’ordre 2, cette équation

se simplifie à nouveau :

µ0
∂~v

∂t
= −−−→

grad p

(d) La divergence de cette dernière équation fournit :

− div
(−−→
grad p

)

= µ0 div

(
∂~v

∂t

)

⇒ ∆p = −µ0
∂

∂t
(div~v)

tandis que les identités (68) et (66) conduisent à :

µe = χµ0 p ⇒ µ0 div~v = −∂µe
∂t

= −µ0 χ
∂p

∂t

⇒ ∂

∂t
(div~v) = −χ ∂

2p

∂t2

d’où il s’ensuit que :

∆p = µ0 χ
∂2p

∂t2
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(e) Cette équation de propagation de la surpression s’identifie à l’équation de
d’Alembert :

∆p− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0

où c =
1√
µ0 χ

désigne la célérité du son dans le fluide.

(f) Une des solutions de cette équation décrit la propagation des ondes planes pro-
gressives :

p = p(x, t) ⇒ ∂2p

∂x2
− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0

avec :

p(x, t) = f(x− ct)

4. (a) Au cours d’une transformation isentropique, la loi de Laplace relie la pression
P au volume V d’un élément du gaz parfait :

P V γ = cte ⇒ lnP + γ lnV = cte ⇒ 1

P
+
γ

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

= 0

⇒ 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

= − 1

γP

où P = P0 + p ≃ P0 donne finalement :

χ = − 1

V

∂V

∂P

∣
∣
∣
∣
S

=
1

γP0

(b) Les conditions normales de température et de pression sont caractérisées par
une pression P0 = 1,013.105 Pa et une température T0 = 273 K. Dans ces
conditions :

χ =
1

1,4× 1,013.105
= 7,05.10−6 Pa−1

tandis que c =
1√
µ0χ

, où la masse volumique µ0 désigne le rapport de la masse

m par le volume V qui contient cette masse ; l’équation d’état des gaz parfaits
indique, au demeurant, que :

P0V = nRT0 =
mRT0
M

⇒ µ0 =
m

V
=
MP0

RT0

⇒ µ0χ =
MP0

RT0
× 1

γP0
=

M

γRT0

⇒ c =

√

γRT0
M

Application numérique :

c =

√

1,4× 8,314× 273

29.10−3
⇒ c = 331 m · s−1
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• 133 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

1. Surpression sonore

(a) Considérons le gaz qui se trouve dans le compartiment (Cn) sous deux états :

• à l’équilibre, sa pression vaut P1 = P0 tandis que son volume vaut
V1 = aS ;

• hors équilibre, la distance L qui sépare les pistons Πn et Πn+1 vérifie :

un(t) + L = a+ un+1(t) ⇒ L = un+1(t)− un(t) + a

L

a

un(t)

un+1(t)

(Cn)S

Par conséquent son volume vaut :

V2 = SL = S × (a+ un+1 − un)

tandis que sa pression prend la valeur Pn.

De la loi de Laplace, il découle alors que :

PV γ = cte ⇒ Pn V
γ
2 = P1 V

γ
1 ⇒ Pn × (a+ un+1 − un)

γ
= P0 a

γ

⇒ Pn = P0 a
γ × (a+ un+1 − un)

−γ

soit encore :

Pn = P0 ×
(

1 +
un+1 − un

a

)−γ

(b) L’approximation de l’acoustique suggère que |ε| =
∣
∣
∣
∣

un+1 − un
a

∣
∣
∣
∣
≪ 1, de sorte

que :

Pn = P0 × (1 + ε)−γ = P0 × (1− γε) = P0 − P0γε

⇒ Pn − P0 = −P0γε = −P0γ × un+1 − un
a

c’est-à-dire :

Pn − P0 = − 1

χ
× un+1 − un

a
avec χ =

1

γP0
(69)

En notant ∆Pn la variation de pression dans (Cn), lorsque un+1 est supérieur à
un, son volume s’accroît (V2 > V1), de sorte que :

un+1 − un > 0 ⇒ χ∆Pn = −un+1 − un
a

< 0

où ∆Pn < 0 se produit lorsque le volume s’accroît (V2 > V1). C’est pourquoi :
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χ = −un+1 − un
a∆Pn

> 0

Remarque – Ce résultat est heureusement compatible avec la relation :

χ =
1

γ P0
!

(c) Étant donné que γ est sans dimension et que [P0] = Pa−1 :

[χ] =
1

[P0]
= Pa−1

Les notations utilisées à la question (a) permettent d’écrire :

V2 − V1 = ∆V = S × (a+ un+1 − un − a) = S × (un+1 − un)

⇒ ∆V

V1
=
un+1 − un

a

tandis que ∆P = Pn − P0, de sorte que le résultat (69) s’écrit aussi :

∆Pn = − 1

χ

∆V

V1
⇒ ∆V

V1
= −χ×∆Pn

ce qui rend compte de l’accroissement relatif du volume du gaz consécutif à
une variation ∆Pn de sa pression.
Si les compartiments étaient incompressibles, χ serait nul, en conséquence de
quoi :

∆V = 0 ⇒ un+1 = un ∀n

Seul un déplacement global du fluide serait alors observé, ce qui ne correspond
pas à la propagation d’une onde.

2. Équation discrète de propagation

(a) Le piston (Πn) est soumis à deux forces de pression, de part et d’autre de son
plan :

• la force exercée par (Cn) :

~Fn = −Fn ~ux = −Pn S ~ux

• la force exercée par (Cn−1) :

~Fn−1 = Fn−1 ~ux = Pn−1 S ~ux

Pn-1 (S)
Pn

Fn

Πn

Fn+1

ux

(b) La résultante des forces de pression subies par Πn vaut :

~Rn = ~Fn + ~Fn−1 = (Pn−1 − Pn) S ~ux

où Pn et Pn−1 sont accessibles à partir de la relation (69) :

Pn = P0 −
1

χa
(un+1 − un) et Pn−1 = P0 −

1

χa
(un − un−1)

de sorte que :

~Rn =
S

χa
(−un + un−1 + un+1 − un) ~ux =

S

χa
(un+1 + un−1 − 2un) ~ux
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Aussi, l’accélération de Πn :

~γn =
d2xn
dt2

~ux =
d2un
dt2

~ux car xn(t) = na+ un(t)

vérifie la loi fondamentale de la dynamique :

m~γn = ~Rn ⇒ d2un
dt2

=
S

χam
(un+1 + un−1 − 2un)

=
Sa

a2χm
(un+1 + un−1 − 2un)

c’est-à-dire :

d2un
dt2

=
c2

a2
(un+1 + un−1 − 2un) où c =

√

aS

χm
(70)

La définition de la masse volumique : ρ0 =
m

aS
conduit à :

aS

m
=

1

ρ0
⇒ c =

1√
χρ0

Or, une pression P étant définie à partir d’une force F :

P =
F

S
⇒ [P ] =

[F ]

[S]
=

kg · m · s−2

m2
= kg · m−1 · s−2

il s’ensuit que :

[χ] =
1

[P0]
= kg−1 · m · s2 ⇒ [χρ0] = kg−1 · m · s2 × kg · m−3 = s2 · m−2

⇒ [c] = m · s−1

3. Approximation des milieux continus
En se plaçant dans l’hypothèse où a ≪ x, les fonctions un+1(t) et un−1(t) ad-
mettent pour développements limités :

un+1(t) = u(x+ a, t) ≃ u(x, t) + a
∂u

∂x
+
a2

2

∂2u

∂x2

et :

un−1(t) = u(x− a, t) ≃ u(x, t)− a
∂u

∂x
+
a2

2

∂2u

∂x2

de sorte que :

un+1 + un−1 − 2un = 2u(x, t) + a2
∂2u

∂x2
− 2u(x, t) = a2

∂2u

∂x2

tandis que :

un(t) = u(x, t) ⇒ d2un
dt2

=
∂2u

∂t2
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Ce faisant, l’équation (70) se ramène à l’équation :

∂2u

∂t2
=
c2

a2
×
(

a2
∂2u

∂x2

)

⇒ ∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0

• 134 Concours des Ponts et Chaussées

I- Généralités

1. Une tranche de fluide, comprise entre les abscisses x et x+ dx au repos, présente
une masse δm0 = ρ0 S dx.

x

u(x,t)

u(x+dx,t)

x+u(x,t) x+dx+u(x+dx,t)x+dx

ux

f1

δm0

L

f2

δm

Soumise à une perturbation acoustique, cette tranche présente une longueur :

L = [x+ dx+ u(x+ dx, t)]− [x+ u(x, t)]

=

[

x+ dx+ u(x, t) +
∂u

∂x
dx

]

− [x+ u(x, t)] = dx

(

1 +
∂u

∂x

)

et donc une masse :

δm = ρ(x, t)× SL = ρ(x, t)× S dx×
(

1 +
∂u

∂x

)

Or, au cours de cette transformation, la masse de la tranche de fluide n’a pas varié,
ce qui se traduit par :

δm = δm0 ⇒ ρ(x, t)×
(

1 +
∂u

∂x

)

= ρ0 ⇒ ρ(x, t) =
ρ0

1 +
∂u

∂x

(71)

2. La tranche de fluide, initialement au repos, se met en mouvement sous l’effet des
forces de pression :

~f1 = P (x, t)× S ~ux et ~f2 = −P (x+ dx, t)× S ~ux

dont la résultante vaut :

~R = ~f1 + ~f2 = [P (x, t)− P (x+ dx, t)]× S ~ux

= −∂P
∂x

dx× S ~ux

Aussi, la masse δm0 = ρ0 × S dx d’air contenue dans cette tranche subit une
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accélération ~γ =
∂~v

∂t
=
∂2u

∂x2
~ux, qui vérifie la loi fondamentale de la dynamique :

δm0 ~γ = ~R ⇒ ρ0 × S dx× ∂2u

∂t2
~ux = −∂P

∂x
× S dx~ux (72)

⇒ ρ0
∂2u

∂t2
= −∂P

∂x
(73)

3. Si l’on considère P comme dépendant de ρ(x, t), on convient que :

P = P (ρ) ⇒ dP =

(
dP

dρ

)

ρ

dρ =

(
dP

dρ

)

ρ

× ∂ρ

∂x
dx

c’est-à-dire :

dP =
∂P

∂x
dx⇒ ∂P

∂x
=

(
dP

dρ

)

ρ

× ∂ρ

∂x

où l’identité (71) fournit :

ρ(x, t) =
ρ0

1 +
∂u

∂x

⇒ ∂ρ

∂x
= − ρ0

(

1 +
∂u

∂x

)2 ×
∂2u

∂x2

Ce faisant, l’équation (73) devient aussi :

∂2u

∂t2
= − 1

ρ0

∂P

∂x
= − 1

ρ0

(
dP

dρ

)

ρ

× ∂ρ

∂x

c’est-à-dire :

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
(

1 +
∂u

∂x

)2

(
dP

dρ

)

ρ=
ρ0

1+ ∂u
∂x

(74)

II- Approximation acoustique

1. Dans le cadre de l’approximation acoustique :
∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
≪ 1 ⇒

(

1 +
∂u

∂x

)−2

≃ 1 et
ρ0

1 +
∂u

∂x

≃ ρ0

Ce faisant, l’équation (74) se simplifie :

∂2u

∂t2
= c20

∂2u

∂x2
où c0 =

√(
dP

dρ

)

ρ0

2. Cette équation de propagation admet pour solution générale :

u(x, t) = f(c0 t− x) + g(c0 t+ x)
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où f(c0 t − x) décrit une onde plane progressive tandis que g(c0 t + x) décrit une
onde plane régressive.
Considérons deux points,Mx) etN(x+dx) (ou dx > 0) atteints par l’onde acous-
tique aux dates respectives t et t+ dt > t. En l’absence de phénomène dispersif,

le son se déplace à une vitesse vson =
dx

dt
, qui assure l’identité :

u(x, t) = u(x+ dx, t+ dt) ⇒ f(c0 t− x) = f(c0t+ c0 dt− x− dx)

Cette égalité devant être vérifiée quelle que soit la fonction f , il s’ensuit que :

c0 dt = dx⇒ c0 =
dx

dt
= vson

La pression P étant le rapport d’une force par une surface, il s’ensuit que :

[P ] = kg · m · s−2 × m−2 = kg · m−1 · s−2

tandis que :

[ρ] = kg · m−3 ⇒
[
dP

dρ

]

=
kg · m−1 · s−2

kg · m−3
= m2 · s−2

⇒ [c0] =

[
dP

dρ

]1/2

= m · s−1

3. La définition du coefficient de compressibilité :

χ =
1

ρ

dρ

dP
⇒
(

dP

dρ

)

ρ0

=
1

χρ0

conduit à :

c0 =
1√
χρ0

4. Une masse m d’air contient un nombre n de moles de molécules qui occupent un
volume V donné par l’équation d’état des gaz parfaits :

PV = nRT =
mRT0
M

où M désigne la masse molaire de l’air. Aussi :

ρ =
m

V
=
PM

RT0
⇒ dρ

dP
=

M

RT0

mène à :

χT =
1

ρ0
× dρ

dP
=

RT0
MP0

× M

RT0
⇒ χT =

1

P0

5. Si la perturbation acoustique est un phénomène isotherme, il se propage alors à la
vitesse :

c0 =
1√
χT ρ0

=

√

P0

ρ0
=

√

1,013.105

1,293 3
⇒ c0 ≃ 280 m · s−1
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La Loi de Reech : χadia =
1

γ
χT permet de trouver la vitesse du son dans le cas où

les perturbations seraient adiabatiques :

c0 =

√
1

χadia ρ0
=

√
γ

χT ρ0
=

√

1,4× 1,013.105

1,293 3
⇒ 331 m · s−1

Ce modèle paraît mieux adapté que le modèle isotherme pour interpréter la valeur
numérique expérimentale de la célérité du son : c0 ≃ 340 m · s−1.

6. Les valeurs numériques fournies pour l’eau donnent pour vitesse de propagation du
son dans ce milieu :

c0 =

√
γ

χ ρ0
=

√
1

4,6.10−10 × 998
⇒ c0 = 1476 m · s−1

• 135 Concours Centrale

L’onde acoustique en (L) se compose :

• d’une onde incidente, de vitesse
~vi = v0 e

j(ωt−k1x) ~ux et de surpression pi ;

• d’une onde réfléchie, de vitesse
~vr = −r v0 ej(ωt+k1x) et une surpression pr ;

• d’une onde transmise, caractérisée par
~vt = t v0 e

j(ωt−k2x) et une surpression pt

(L)

ux

x
0

vr

vt

vi

où l’équation de d’Alembert impose : ω = k1c1 = k2c2 (la pulsation ω des ondes est
la même dans les deux milieux). En x = 0, le mouvement de (L) est décrit par une

vitesse découlement ~v =
∂x

∂t

∣
∣
∣
∣
x=0

~ex qui ne peut subir de discontinuité :

lim
x→0−

(
∂x

∂t

)

~ex = lim
x→0+

(
∂x

∂t

)

~ex

⇒ lim
x→0

[

v0 e
j(ωt−k1x) + r ej(ωt+k1x)

]

= lim
x→0

[

t v0 e
j(ωt−k2x)

]

⇒ v0 e
jωt × (1 + r) = v0 t e

jωt

d’où il s’ensuit que :

1 + r = t (75)

La relation entre la surpression et la vitesse d’écoulement : ρ
∂~v

∂t
= −−−→

grad p devient,
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en posant ~v = v ~ux et p = p(x, t) : ρ
∂v

∂t
= −∂p

∂x
. Par conséquent :

∂pi
∂x

= −ρ1
∂vi
∂t

= −ρ1jωv0 ej(ωt−k1x) ⇒ pi =
−ρ1jωv0
−jk1

ej(ωt−k1x)

⇒ pi = ρ1 c1 v0 e
j(ωt−k1x) car ω = k1 c1

∂pr
∂x

= −ρ1
∂vr
∂t

= −ρ1 r v0jω ej(ωt+k1x) ⇒ pr =
−ρ1 r v0jω

jk1
ej(ωt+k1x)

⇒ pr = −ρ1 c1 r v0 ej(ωt+k1x)
∂pt
∂x

= −ρ2
∂vt
∂t

= −ρ2 t v0jω ej(ωt−k2x) ⇒ pt =
−ρ2t v0jω
−k2 j

ej(ωt−k2x)

⇒ pt = ρ2 c2 t v0 e
j(ωt+k2x)

Ainsi, la membrane L est soumise, de part et d’autre
de son plan (x = 0), aux forces de pression :

~f1 = [pi(0, t) + pr(0, t)] S ~ux

et :
~f2 = −pt(0, t)S ~ux

(L)

ux

x
f1f2

(S)

de résultante :
~R = ~f1 + ~f2 =

[
ρ1c1v0 e

jωt − ρ1c1 rv0 e
jωt − ρ2c2 tv0 e

jωt
]
S ~ux

Or, son accélération :

~γL =
∂

∂t
(~vi + ~vr)(x=0) =

(
∂~vt
∂t

)

(x=0)

=
∂

∂t

[

v0 e
j(ωt−k1x) + r v0 e

j(ωt+k1x)
]

(x=0)
~ux

= jωv0 (1 + r) ejωt ~ux

est liée à ~R par la loi fondamentale de la dynamique, où δm = S σ désigne la masse
de (L) :

δm~γL = ~R ⇒ = σ S jω v0 (1 + r) ejωt ~ux = S v0 (ρ1c1 − ρ1c1 r − ρ2c2 t) e
jωt ~ux

⇒ jωσ (1 + r) = ρ1c1 (1− r)− ρ2c2 t

Compte tenu de l’identité (75), cette équation devient :

jωσ (1 + r) = ρ1c1 (1− r)− ρ2c2 (1 + r)

⇒ r (jωσ + ρ1c1 + ρ2c2) = ρ1c1 − ρ2c2 − jωσ

⇒ r =
ρ1c1 − ρ2c2 − jωσ

ρ1c1 + ρ2c2 + jωσ

De même, le résultat (75) fournit :

t = 1 + r =
2 ρ1c1

ρ1c1 + ρ2c2 + jωσ



Physique des ondes 791

Considérons les phénomènes suivants, décrits en notation complexe :
• l’onde incidente arrive en x = 0 avec une vitesse

d’écoulement complexe :

~vi = vi ~ex = v0 e
j(ωt−kx) ~ex

• une partie de cette onde est réfléchie, avec une vitesse
d’écoulement complexe :

ex

x
0 L

vi v1
vtv2vr

~vr = r v0 e
j(ωt+kx) ~ex

• l’onde transmise dans le compartiment de section S a pour vitesse d’écoulement
complexe :

~v1 = αv0 e
j(ωt−kx) ~ex

• l’onde réfléchie sur le plan d’abscissse x = L a pour vitesse d’écoulement com-
plexe :

~v2 = βv0 e
j(ωt+kx) ~ex

• le facteur de transmission t est défini à partir de la vitesse d’écoulement complexe
pour x > L :

~vt = t v0 e
j(ωt−kx) ~ex

Ce faisant, la vitesse d’écoulement complexe ~v s’exprime en fonction de l’abscisse de
cet écoulement :







~v = ~vi + ~vr = v0 e
jωt
[
e−jkx + r ejkx

]
~ex pour x < 0

~v = ~v1 + ~v2 = v0 e
jωt
[
α e−jkx + β ejkx

]
~ex pour 0 < x < L

~v = ~vt = t v0 e
jωt e−jkx ~ex pour x > L

La continuité du débit se traduit alors :

• en x = 0 par :

lim
x→0−

[s~v] = lim
x→0+

[

~S v
]

⇒ s (1 + r) = S (α+ β)

soit encore :
α+ β = ρ (1 + r) où ρ =

s

S
(76)

• en x = L par :

lim
x→L−

[S~v] = lim
x→L+

[s~v] ⇒ S
[
α e−jkL + β ejkL

]
= s t e−jkL

c’est-à-dire :
α e−jφ + β ejφ = ρ t e−jφ (77)

En outre, en appelant Z = ρc le produit de la masse volumique du fluide par la célérité
de l’onde, on rappelle que :

{
p = Z × v pour une onde progressive
p = −Z × v pour une onde régressive



792 Chapitre 5

Or, Z = ρ × c étant une grandeur indépendante de x, il s’ensuit que la surpression
p(x, t)) admet pour images complexes :







p = Zv0 e
jωt
[
e−jkx − r ejkx

]
pour x < 0

p = Zv0 e
jωt
[
α e−jkx − β ejkx

]
pour 0 < x < L

p = Z t v0 e
jωt e−jkx

Enfin, la continuité de la surpression impose :

• en x = 0 :
lim
x→0−

(
p
)
= lim
x→0+

(
p
)
⇒ 1− r = α− β (78)

• en x = L :

lim
x→L−

(
p
)
= lim
x→L+

(
p
)

⇒ α e−jkL − β ejkL = t e−jkL (79)

⇒ α e−jφ − β ejφ = t e−jφ (80)

Les équations (76) et (78) génèrent le système d’équations :
{
α+ β = ρ (1 + r)
α− β = 1− r

⇒
{
α+ β = ρ (1 + r)
ρα− ρβ = ρ (1− r)

⇒ α (1 + ρ) + β (1− ρ) = 2ρ

De même, les équations (77) et (80) génèrent le système suivant :

{
α e−jφ + β ejφ = ρ t e−jφ

α e−jφ − β ejφ = t e−jφ ⇒







α =
t

2
(ρ+ 1)

β =
t

2
(ρ− 1) e−2jφ

Par suite, l’équation (81) s’écrit aussi :

t

2

[
(1 + ρ)2 − (1− ρ)2 e−2jφ

]
= 2ρ

soit encore :

2ρ =
t

2

[(
1 + ρ2

) (
1− e−2jφ

)
+ 2ρ

(
1 + e−2jφ

)]

=
t e−jφ

2

[(
1 + ρ2

) (
ejφ − e−jφ

)
+ 2ρ

(
ejφ + e−jφ

)]

=
t e−jφ

2

[(
1 + ρ2

)
× 2j sinφ+ 2ρ× 2 cosφ

]

= t e−jφ
[
2ρ cosφ+ j

(
1 + ρ2

)
sinφ

]

Par conséquent :

t =
2ρ ejφ

2ρ cosφ+ j (1 + ρ2) sinφ
où ρ =

s

S
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La valeur moyenne du vecteur densité de courant d’énergie incidente vaut :
〈

~Ii

〉

=
1

2
Re {pi~v∗i } =

1

2
Re
{

Zv0 e
j(ωt−kx) × v0 e

−j(ωt−kx)
}

~ex =
Z v20
2

~ex

tandis que celle relative à l’énergie transmise vaut :
〈

~It

〉

=
1

2
Re {pt ~v∗t }

=
1

2
Re
{

Ztv0 e
j(ωt−kx) × t∗v0 e

−j(ωt−kx)
}

=
Z v20
2

|t|2 ~ex = |t|2
〈

~Ii

〉

Aussi, la définition du facteur T de transmission en énergie :
〈

~It

〉

= T
〈

~Ii

〉

conduit à :

T = |t|2 =
4ρ2

4ρ2 cos2 φ+ (1 + ρ2)
2
sin2 φ

=
4ρ2

4ρ2
(
1− sin2 φ

)
+ (1 + ρ2)

2
sin2 φ

⇒ T =
4ρ2

4ρ2 + (1− ρ2)
2
sin2 φ

avec ρ =
s

S

• 136 Concours des Ponts et Chaussées

1. Une tranche de fluide, de section S et comprise, au repos, entre les abscisses x et

x+ dx, présente une masse δm = ρ0S dx et une vitesse v =
∂u

∂t
qui lui confèrent

l’énergie cinétique :

δEc =
1

2
δmv2 =

1

2
ρ0 S dx

(
∂u

∂t

)2

⇒ εc =
δEc
dx

=
1

2
ρ0 S

(
∂u

∂t

)2

2. Soit V le volume de la tranche de fluide, qui passe de V0 à V sous l’influence d’une
pression P . Le travail reçu par cette tranche pendant la transformation vaut :

δEp =
∫ V

V0

−P dV

Or, au cours de la transformation, la masse δm de cette tranche de fluide ne varie
pas, ce qui s’exprime par :

δm = ρ V = ρ0 V0 ⇒ V =
ρ0 V0
ρ

⇒ dV = −ρ0 V0
ρ2

dρ

⇒ dV = −ρ0 S dx× dρ

ρ2
car V0 = S dx

Par suite :
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δEp =
[

ρ0

∫ ρ

ρ0

P (ρ)
dρ

ρ2

]

S dx⇒ εp =
δEp
dx

= ρ0 S

∫ ρ

ρ0

P (ρ)
dρ

ρ2

3. La tranche, située en x > x0 reçoit de la part de celle située en x < x0 un travail :
δW = ~F · d~ℓ, au cours d’un déplacement élémentaire :

d~ℓ = [x0 + u(x0, t+ dt)− x0 − u(x0, t)] ~ex =
∂u(x0, t)

∂t
dt~ex =

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x0

dt ~ux

x0 x0+u(x0,t) x0+u(x0,t+dt)

P(x0,t) Tranche
exdℓ

Or, puisque :
~F = P (x0, t)S ~ux

il s’ensuit que :

δW = P (x0, t)×
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x0

× S dt⇒ I(x0, t) =
δW

S dt
= P (x0, t)×

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x0

4. Considérons une tranche de fluide, comprise entre les abscisses x0 et x0 + dx. Son
énergie varie, entre les instants t et t+ dt, de la quantité :

dE = E(x0, t+ dt)− E(x0, t) = [ε(x0, t+ dt)− ε(x0, t)]× dx =
∂ε

∂t
× dxdt

Dans le même temps, cette tranche reçoit de l’énergie, sous forme de travail de
pression de la part du fluide se trouvant de part et d’autre de la tranche :

δE = δW (x0, t)−δW (x0+dx, t) = [I(x0, t)− I(x0 + dx, t)]×S dt = −∂I
∂x

×S dxdt

x0

δW(x0,t)

x0+dx

S

δW(x0+dx,t)

S

E(x0,t)

La conservation de l’énergie impose alors :

dE = δE ⇒ ∂ε

∂t
× dxdt = −∂I

∂x
× S dxdt⇒ ∂ε

∂t
+ S

∂I

∂x
= 0

5. Étant donné qu’à l’ordre 1 en
∂u

∂x
(

∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
≪ 1 dans le cadre de l’approximation
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acoustique) :

ρ =
ρ0

1 +
∂u

∂x

= ρ

(

1 +
∂u

∂x

)−1

≃ ρ0

(

1− ∂u

∂x

)

il s’ensuit que :

s =
ρ− ρ0
ρ0

= −∂u
∂x

Quant à la définition de la surpression : p = P − P0 ⇒ ∂p

∂x
=
∂P

∂x
, elle permet de

présenter l’équation de Newton sous la forme :

ρ0
∂2u

∂t2
= −∂p

∂x
(81)

Enfin, la variation de pression : dP = P −P0 = p se calcule à l’aide du coefficient
de compressibilité χS :

χS =
1

ρ

dρ

dP
⇒ dP =

1

χS
× dρ

ρ

où la masse volumique varie de ρ0 à ρ pendant que la pression varie de P0 à P .
C’est pourquoi :

dρ

ρ
=
ρ− ρ0
ρ0

= s⇒ p =
1

χS
× s

6. Soit X = t− x

c0
le paramètre permettant d’écrire :

v+

(

t− x

c0

)

= v(X) ⇒ ∂v+
∂t

=
dv

dX

∂X

∂t
=

dv

dX

Sachant, en outre, que v+ =
∂u+
∂t

, l’équation (81) devient :

−∂p+
∂x

= ρ0
∂v+
∂t

= ρ0
dv

dX
⇒ ∂p+

∂x
= −ρ0

dv

dX

Or :

∂v+
∂x

=
dv

dX

∂X

∂x
= − 1

c0

dv

dX
⇒ dv

dX
= −c0

∂v+
∂x

⇒ ∂p+
∂x

= ρ0c0
∂v+
∂x

Il existe donc, entre p+ et v+, la relation :

p+ = Z v+ avec Z = ρ0 c0 (82)
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7. Les ondes progressives dans le sens des x décroissants sont caractérisées par une
surpression p− et une vitesse :

v− = v(Y ) où Y = t+
x

c0
⇒ ∂v−

∂t
=

dv

dY

Aussi, l’équation (81) équivaut à :

−∂p−
∂x

= ρ0
∂v−
∂t

= ρ0
dv

dY

où :
∂v−
∂x

=
dv

dY

∂Y

∂x
=

1

c0

dv

dY
⇒ ∂p−

∂x
= −ρ0c0

∂v−
∂x

⇒ p− = −Z v−

8. La pression dans le fluide vaut P = P0+p, tandis que la vitesse d’écoulement : v =
∂u

∂t
vérifie la relation (82) : v =

1

Z
p. Ce faisant, l’intensité instantanée devient :

I(x, t) = P (x, t)× ∂u

∂t
⇒ I(x, t) = (P0 + p)× 1

Z
p

9. En choisissant p = pm cos(ωt− ϕ), on trouve :

I(x, t) =
P0

Z
pm cos(ωt− ϕ) +

1

Z
p2m × cos2(ωt− ϕ)

⇒ 〈I〉 = P0

Z
pm 〈cos(ωt− ϕ)〉+ p2m

Z

〈
cos2(ωt− ϕ)

〉

avec :

〈cos(ωt− ϕ)〉 = 1

T

∫ T

0

cos(ωt− ϕ) dt = 0 car T =
2π

ω

et :
〈
cos2(ωt− ϕ)

〉
=

1

2
⇒ 〈I〉 = p2m

2Z

• 137 Concours des Ponts et Chaussées

1. Une tranche de fluide, de section S et comprise, au repos, entre les abscisses x et

x+ dx, présente une masse δm = ρ0S dx et une vitesse v =
∂u

∂t
qui lui confèrent

l’énergie cinétique :

δEc =
1

2
δmv2 =

1

2
ρ0 S dx

(
∂u

∂t

)2

⇒ εc =
δEc
dx

=
1

2
ρ0 S

(
∂u

∂t

)2

2. Soit V le volume de la tranche de fluide, qui passe de V0 à V sous l’influence d’une
pression P . Le travail reçu par cette tranche pendant la transformation vaut :

δEp =
∫ V

V0

−P dV
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Or, au cours de la transformation, la masse δm de cette tranche de fluide ne varie
pas, ce qui s’exprime par :

δm = ρ V = ρ0 V0 ⇒ V =
ρ0 V0
ρ

⇒ dV = −ρ0 V0
ρ2

dρ

⇒ dV = −ρ0 S dx× dρ

ρ2
car V0 = S dx

Par suite :

δEp =
[

ρ0

∫ ρ

ρ0

P (ρ)
dρ

ρ2

]

S dx⇒ εp =
δEp
dx

= ρ0 S

∫ ρ

ρ0

P (ρ)
dρ

ρ2

3. La tranche, située en x > x0 reçoit de la part de celle située en x < x0 un travail :
δW = ~F · d~ℓ, au cours d’un déplacement élémentaire :

d~ℓ = [x0 + u(x0, t+ dt)− x0 − u(x0, t)] ~ex =
∂u(x0, t)

∂t
dt~ex =

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x0

dt ~ux

x0 x0+u(x0,t) x0+u(x0,t+dt)

P(x0,t) Tranche
exdℓ

Or, puisque :
~F = P (x0, t)S ~ux

il s’ensuit que :

δW = P (x0, t)×
∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x0

× S dt⇒ I(x0, t) =
δW

S dt
= P (x0, t)×

∂u

∂t

∣
∣
∣
∣
x0

4. Considérons une tranche de fluide, comprise entre les abscisses x0 et x0 + dx. Son
énergie varie, entre les instants t et t+ dt, de la quantité :

dE = E(x0, t+ dt)− E(x0, t) = [ε(x0, t+ dt)− ε(x0, t)]× dx =
∂ε

∂t
× dxdt

Dans le même temps, cette tranche reçoit de l’énergie, sous forme de travail de
pression de la part du fluide se trouvant de part et d’autre de la tranche :

δE = δW (x0, t)−δW (x0+dx, t) = [I(x0, t)− I(x0 + dx, t)]×S dt = −∂I
∂x

×S dxdt

x0

δW(x0,t)

x0+dx

S

δW(x0+dx,t)

S

E(x0,t)
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La conservation de l’énergie impose alors :

dE = δE ⇒ ∂ε

∂t
× dxdt = −∂I

∂x
× S dxdt⇒ ∂ε

∂t
+ S

∂I

∂x
= 0

5. Étant donné qu’à l’ordre 1 en
∂u

∂x
(

∣
∣
∣
∣

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
≪ 1 dans le cadre de l’approximation

acoustique) :

ρ =
ρ0

1 +
∂u

∂x

= ρ

(

1 +
∂u

∂x

)−1

≃ ρ0

(

1− ∂u

∂x

)

il s’ensuit que :

s =
ρ− ρ0
ρ0

= −∂u
∂x

Quant à la définition de la surpression : p = P − P0 ⇒ ∂p

∂x
=
∂P

∂x
, elle permet de

présenter l’équation de Newton sous la forme :

ρ0
∂2u

∂t2
= −∂p

∂x
(83)

Enfin, la variation de pression : dP = P −P0 = p se calcule à l’aide du coefficient
de compressibilité χS :

χS =
1

ρ

dρ

dP
⇒ dP =

1

χS
× dρ

ρ

où la masse volumique varie de ρ0 à ρ pendant que la pression varie de P0 à P .
C’est pourquoi :

dρ

ρ
=
ρ− ρ0
ρ0

= s⇒ p =
1

χS
× s

6. Soit X = t− x

c0
le paramètre permettant d’écrire :

v+

(

t− x

c0

)

= v(X) ⇒ ∂v+
∂t

=
dv

dX

∂X

∂t
=

dv

dX

Sachant, en outre, que v+ =
∂u+
∂t

, l’équation (83) devient :

−∂p+
∂x

= ρ0
∂v+
∂t

= ρ0
dv

dX
⇒ ∂p+

∂x
= −ρ0

dv

dX

Or :
∂v+
∂x

=
dv

dX

∂X

∂x
= − 1

c0

dv

dX
⇒ dv

dX
= −c0

∂v+
∂x

⇒ ∂p+
∂x

= ρ0c0
∂v+
∂x
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Il existe donc, entre p+ et v+, la relation :

p+ = Z v+ avec Z = ρ0 c0 (84)

7. Les ondes progressives dans le sens des x décroissants sont caractérisées par une
surpression p− et une vitesse :

v− = v(Y ) où Y = t+
x

c0
⇒ ∂v−

∂t
=

dv

dY

Aussi, l’équation (83) équivaut à :

−∂p−
∂x

= ρ0
∂v−
∂t

= ρ0
dv

dY

où :
∂v−
∂x

=
dv

dY

∂Y

∂x
=

1

c0

dv

dY
⇒ ∂p−

∂x
= −ρ0c0

∂v−
∂x

⇒ p− = −Z v−

8. La pression dans le fluide vaut P = P0+p, tandis que la vitesse d’écoulement : v =
∂u

∂t
vérifie la relation (84) : v =

1

Z
p. Ce faisant, l’intensité instantanée devient :

I(x, t) = P (x, t)× ∂u

∂t
⇒ I(x, t) = (P0 + p)× 1

Z
p

9. En choisissant p = pm cos(ωt− ϕ), on trouve :

I(x, t) =
P0

Z
pm cos(ωt− ϕ) +

1

Z
p2m × cos2(ωt− ϕ)

⇒ 〈I〉 = P0

Z
pm 〈cos(ωt− ϕ)〉+ p2m

Z

〈
cos2(ωt− ϕ)

〉

avec :

〈cos(ωt− ϕ)〉 = 1

T

∫ T

0

cos(ωt− ϕ) dt = 0 car T =
2π

ω

et :
〈
cos2(ωt− ϕ)

〉
=

1

2
⇒ 〈I〉 = p2m

2Z

• 138 Concours de l’E.N.S.

I- Équation du mouvement et solutions générales

1. Considérons une « tranche » de fil, de longueur dx, de centre situé à l’abscisse x.

x

θ(x,t)

x

θ(x+dx/2,t)θ(x−dx/2,t)

x−dx/2 x+dx/2
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Cet élément de fil est soumis à :

• à une torsion de la part de sa face située en x+
dx

2
, qui s’exprime par un couple

de moment :

M1 =
C

dx/2
×
[

θ

(

x+
dx

2
, t

)

− θ(x, t)

]

avec dx≪ x (85)

≃ 2C
dx

×
[
dx

2
× ∂θ

∂x
+

dx2

4

∂2θ

∂x2

]

(86)

• une torsion de la part de sa face située en x − dx

2
, à l’origine d’un couple de

moment :

M2 =
C

dx/2
×
[

θ

(

x− dx

2

)

− θ(x, t)

]

(87)

≃ 2C
dx

×
[

− dx

2

∂θ

∂x
+

dx2

4

∂2θ

∂x2

]

(88)

Le moment d’inertie de cet élément de fil valant C dx, on peut lui appliquer le
théorème du moment cinétique :

J dx
∂2θ

∂t2
= M1 +M2 = C dx ∂

2θ

∂x2

auquel cas l’équation de propagation de l’onde de torsion s’écrit :

∂2θ

∂t2
− v2

∂2θ

∂x2
= 0 avec v =

√

C
J (89)

2. (a) Considérons les variables X = t − x

v
et Y = t +

x

v
permettant de poser :

θ(x, t) = ψ(X,Y ), où l’on supposera la fonction ψ(X,Y ) régulière. Dans ces
conditions, une variation dx de x et dt de t se traduit par une variation simul-
tanée des fonctions θ et ψ :

dθ = dψ ⇒ ∂θ

∂t
dt+

∂θ

∂x
dx =

∂ψ

∂X
dX +

∂ψ

∂Y
dY

⇒ ∂θ

∂t
dt+

∂θ

∂x
dx =

∂ψ

∂X
×
(

dt− dx

v

)

+
∂ψ

∂Y
×
(

dt+
dx

v

)

⇒ ∂θ

∂t
dt+

∂θ

∂x
dx =

(
∂ψ

∂X
+
∂ψ

∂Y

)

dt+
1

v

(
∂ψ

∂Y
− ∂ψ

∂X

)

Ainsi se déduisent les lois de changement de variable :

∂θ

∂t
=
∂ψ

∂X
+
∂ψ

∂Y
et
∂θ

∂x
=

1

v

(
∂ψ

∂Y
− ∂ψ

∂X

)

d’où il découle que :

∂2θ

∂t2
=

∂

∂X

(
∂ψ

∂X
+
∂ψ

∂Y

)

+
∂

∂Y

(
∂ψ

∂X
+
∂ψ

∂Y

)

=
∂2ψ

∂X2
+
∂2ψ

∂Y

2

2+
∂2ψ

∂X∂Y
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et que :

∂2θ

∂x2
=

1

v
×
[
∂

∂Y

(
1

v

∂ψ

∂Y
− 1

v

∂ψ

∂X

)

− ∂

∂X

(
1

v

∂ψ

∂Y
− 1

v

∂ψ

∂X

)]

=
1

v2
×
[
∂2ψ

∂Y 2
+
∂2ψ

∂X2
− 2

∂2ψ

∂X∂Y

]

Par conséquent, l’équation (89) impose :

∂2ψ

∂X∂Y
= 0 ⇔ ∂

∂X

(
∂ψ

∂Y

)

= 0

ce qui montre que la fonction
∂ψ

∂Y
ne dépend pas de X ; on pourra noter :

∂ψ

∂Y
= K(Y )

Il existe donc une fonction F (X) de X seulement, telle que :

ψ(X,Y ) =

∫

K(Y ) dY + F (X)

tandis que la primitive de la fonction K(Y ) peut être notée simplement G(Y ).
Ce faisant :

ψ(X,Y ) = F (X) +G(Y )

ce qui suffit à montrer que la solution générale de l’équation (89) se met sous
la forme :

θ(x, t) = ψ(X,Y ) = F (X) +G(Y ) ⇒ θ(x, t) = F
(

t− x

v

)

+G
(

t+
x

v

)

(b) La fonction F
(

t− x

v

)

décrit la propagation dans le sens des x croissants d’une

onde progressive plane, tandis queG
(

x+
x

v

)

décrit la propagation d’une onde

progressive plane dans le sens inverse ; d’une manière générale, θ(x, t) est la
superposition de ces deux types d’ondes.

3. (a) La « tranche » de fil précédemment décrite possède une énergie cinétique :

δEc =
1

2
J dx×

(
∂θ

∂t

)2

Considérons maintenant l’influence sur l’énergie potentielle des phénomènes
de torsion :

• La face située à l’abscisse x+
dx

2
exerce un moment :

M1 ≃ 2C
dx

× dx

2

∂θ

∂x
=

2C
dx

×Θ où Θ =
dx

2

∂θ

∂x

À ce moment est donc associé un travail : δW1 = −M1 × dΘ, d’où est
issue la variation d’énergie potentielle :

dEp1 = −δW1 =
2C
dx

×ΘdΘ
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Il s’ensuit que la torsion produite par la face en x+
dx

2
est à l’origine de

l’énergie potentielle :

δEp1 =
C
dx

×Θ2 =
C
dx

×
(

dx

2

∂θ

∂x

)2

=
1

4
C dx

(
∂θ

∂x

)2

• la face située à l’abscisse x− dx

2
est à l’origine, pour les mêmes raisons,

d’une énergie potentielle :

δEp2 =
1

4
C dx

(
∂θ

∂x

)2

Par suite, l’énergie potentielle de la « tranche » de fil vaut :

δEp = δEp1 + δEp2 =
1

2
C dx

(
∂θ

∂x

)2

et, par conséquent, son énergie mécanique prend une valeur :

δE = δEc + δEp =
1

2
J dx

(
∂θ

∂t

)2

+
1

2
C dx

(
∂θ

∂x

)2

à laquelle est associée une densité linéique d’énergie :

ε =
δE
dx

=
1

2
J
(
∂θ

∂t

)2

+
1

2
C
(
∂θ

∂x

)2

(90)

(b) De cette relation, il découle que :

∂ε

∂t
= J ∂2θ

∂t2
∂θ

∂t
+ C ∂θ

∂x

∂2θ

∂t∂x

où, conformément au résultat (89) :

∂2θ

∂t2
= v2

∂2θ

∂x2
=

C
J

∂2θ

∂x2

⇒ ∂ε

∂t
= C ∂

2θ

∂x2
∂θ

∂t
+ C ∂θ

∂x

∂2θ

∂t∂x

⇒ ∂ε

∂t
= C ∂

∂x

(
∂θ

∂x

∂θ

∂t

)

Par suite, il existe une fonction G(x, t) telle que :

∂ε

∂t
+
∂G
∂x

= 0 avec G(x, t) = −C ∂θ
∂x

∂θ

∂t
(91)

4. (a) En vertu de l’identité (90), lorsque θ(x, t) = F (X), avecX = t− x

v
, la densité



Physique des ondes 803

d’énergie cinétique vaut :

εc =
1

2
J
(
∂θ

∂t

)2

où
∂θ

∂t
=

dF

dX

∂X

∂t
=

dF

dX

=
1

2
J
(

dF

dX

)2

tandis que la densité d’énergie potentielle vaut :

εp =
1

2
C
(
∂θ

∂x

)2

où
∂θ

∂x
=

dF

dX

∂X

∂x
= −1

v

dF

dX

=
1

2
C × 1

v2

(
dF

dX

)2

=
1

2
J
(

dF

dX

)2

car v2 =
C
J

Il s’ensuit que :

εc = εp =
1

2
J
(

dF

dX

)2

⇒ ε = εc + εp = J
(

dF

dX

)2

(b) La fonction G(x, t) vaut alors :

G(x, t) = −C ∂θ
∂x

∂θ

∂t
= C × 1

v

dF

dX
× dF

dX
=

C
v

(
dF

dX

)2

c’est-à-dire :

v2 =
C
J ⇒ C = J v2 ⇒ G(x, t) = J

v

(
dF

dX

)2

= ε× v

5. De la même manière, lorsque θ(x, t) = G(Y ) où Y = t+
x

v
:

εc =
1

2
J
(
∂θ

∂t

)2

où
∂θ

∂t
=

dG

dY
⇒ εc =

1

2
J
(

dG

dY

)2

et :

εp =
1

2
C
(
∂θ

∂x

)2

où
∂θ

∂x
=

1

v

dG

dY

⇒ εp =
1

2
× C
v2

(
dG

dY

)2

=
1

2
J
(

dG

dY

)2

car v2 =
C
J

Par conséquent :

εc = εp =
1

2
J
(

dG

dY

)2

⇒ ε = εc + εp = J
(

dG

dY

)2
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Quant à la fonction G(x, t) = −C ∂θ
∂x

∂θ

∂t
, elle vaut :

G(x, t) = −C × 1

v

dG

dY
× dG

dY
= −C

v

(
dG

dY

)2

= −J v

(
dG

dY

)2

car C = J × v2

en raison de quoi :

G(x, t) = −ε× v

6. En choisissant maintenant la fonction :

θ(x, t) = F
(

t− x

v

)

+G
(

t+
x

v

)

= F (X) +G(Y )

avec X = t− x

v
et Y = t+

x

v

les dérivées de θ s’écrivent :

∂θ

∂x
=

dF

dX

∂X

∂x
+

dG

dY

∂Y

∂x
= −1

v

dF

dX
+

1

v

dG

dY

et :
∂θ

∂t
=

dF

dX

∂X

∂t
+

dG

dY

∂Y

∂t
=

dF

dX
+

dG

dY

Aussi, la densité linéique d’énergie vaut-elle :

ε =
1

2
J
(
∂θ

∂t

)2

+
1

2
C
(
∂θ

∂x

)2

=
1

2
J
(

dF

dX
+

dG

dY

)2

+
1

2

C
v2

(
dG

dY
− dF

dX

)2

où
C
v2

= J

⇒ ε = J
(

dF

dX

)2

+ J
(

dG

dY

)2

tandis que la fonction G s’écrit :

G(x, t) = −C ∂θ
∂x

∂θ

∂t
= −C ×

(
1

v

dG

dY
− 1

v

dF

dX

)

×
(

dG

dY
+

dF

dX

)

=
C
v

[(
dG

dY

)2

−
(

dF

dX

)2
]

⇒ G(x, t) = v ×
[

J
(

dG

dY

)2

− J
(

dF

dX

)2
]

Dans ces conditions, la fonction ε ne s’exprime plus d’une manière simple en fonc-
tion de G.
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II- Traversée d’une discontinuité

1. (a) Lorsque l’onde incidente atteint l’abscisse x = 0, elle génère une onde réfléchie
dans la région (1) et une onde transmise dans le milieu (2).

(b) L’onde incidente est décrite par la fonction F

(

x− x

v1

)

, l’onde réfléchie dans

le milieu (1) par la fonction G

(

t+
x

v1

)

et l’onde transmise dans le milieu

(2) par la fonction H

(

t− x

v2

)

. Quant à la fonction K

(

t+
x

v2

)

, elle décrit

une onde qui se propagerait dans le milieu (2) vers le milieu (1). Or, l’énoncé
précise que le milieu (2) est semi-infini, ce qui interdit toute réflexion dans le
milieu (2). C’est pourquoi :

K

(

t+
x

v2

)

= 0

En outre, à l’abscisse x = 0, la fonction θ(x, t) ne peut subir de discontinuité
tant que le fil n’est pas rompu. Cette contrainte se traduit par :

θ1(0, t) = θ2(0, t) ⇒ F (t) +G(t) = H(t) (92)

Considérons dès lors une « tranche » de fil, centrée en x = 0, et dont les faces

se trouvent aux abscisses respectives
dx

2
et − dx

2
, dans les conditions (1) et

(2).

0 x
−dx/2 dx/2

(J1, C1, v1) (J2, C2, v2)

Le moment cinétique de cet élément de fil valant : L = (J1 + J2)
dx

2

∂θ

∂t
, le

théorème du moment cinétique s’y traduit par l’équation :

(J1 + J2)
dx

2

∂2θ

∂t2
= −M1 −M2

où les moments M1 et M2 sont donnés par les identités (86) et (88) (attention :
M1 et M2 désignent les moments des couples dûs aux torsions dans les milieux
(1) et (2) respectivement) :

M2 ≃ −2C2
dx

× dx

2

∂θ

∂x

∣
∣
∣
∣
dx/2

et M1 ≃ 2C1
dx

× dx

2

∂θ

∂x

∣
∣
∣
∣
− dx/2

Par suite, le théorème du moment cinétique a pour conséquence :

C2
∂θ2
∂x

∣
∣
∣
∣
dx/2

− C1
∂θ1
∂x

∣
∣
∣
∣
− dx/2

= (J1 + J2)
dx

2

∂2θ

∂t2

Notamment, lorsque dx tend vers zéro :
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C1
∂θ1
∂x

∣
∣
∣
∣
0

= C2
∂θ2
∂x

∣
∣
∣
∣
0

soit encore :
C1
v1

[−F ′(t, 0) +G′(t, 0)] = −C2
v2
H ′(t, 0)

Or, en remarquant que :

v =

√

C
J ⇒ v2 =

C
J ⇒ C

v
= v J = Z

cette équation s’écrit aussi :

Z1 × [G′(t, 0)− F ′(t, 0)] = −Z2 ×H ′(t, 0)

c’est-à-dire, après intégration par rapport à t :

Z1 × [G(t, 0)− F (t, 0)] = −Z2 ×H(t, 0) (93)

2. (a) Les résultats (92) et (93) composent le système suivant :
{
Z1 × (G− F ) = −Z2 ×H
F +G = H

⇒
{
Z1 × (G− F ) = −Z2 ×H
Z2 × (F +G) = Z2 ×H

⇒ Z1 × (G− F ) + Z2 × (F +G) = 0

⇒ (Z1 + Z2)×G = (Z1 − Z2)× F

d’où il découle que :

G =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
× F

Ce faisant, l’identité : F +G = H conduit à :

H = F ×
(

1 +
Z1 − Z2

Z1 + Z2

)

⇒ H =
2Z1

Z1 + Z2
× F

(b) Étant donné que G

(

t+
x

v1

)

décrit l’onde réfléchie dans le milieu (1), le co-

efficient de réflexion en amplitude, r12, est défini par :

G(t, 0) = r12 × F (t, 0) ⇒ r12 =
Z1 − Z2

Z1 + Z2

De même, la fonction H

(

t− x

v2

)

décrivant l’onde transmise dans le milieu

(2), le coefficient de transmission en amplitude, t12, est défini par :

H(t, 0) = t12 × F (t, 0) ⇒ t12 =
2Z1

Z1 + Z2

(c) Si Z2 tend vers zéro (ce qui signifie que la région (2) est vide), r12 = 1 montre
que l’onde se réflechit, en x = 0, avec une amplitude double de celle de l’onde
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incidente. En revanche, lorsque Z2 tend vers l’infini (le milieu (2) est alors
indéformable), r12 = −1 montre qu’en x = 0, l’amplitude de l’onde est nulle
(ce phénomène est à l’origine des ondes stationnaires).

3. (a) La relation (91) montre que la fonction G(x, t)) = −C ∂θ
∂x

∂θ

∂t
s’idenifient à un

flux d’énergie, à partir duquel peuvent être définis les coefficients de réflexion
(R12) et de transmission (T12) en énergie :

Gr(t, 0) = −R12 Gi(t, 0) avec







Gi(t, 0) = −C1
∂F

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

× ∂F

∂t

∣
∣
∣
∣
x=0

Gr(t, 0) = −C1
∂G

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

× ∂G

∂t

∣
∣
∣
∣
x=0

et :

Gt(t, 0) = T12 Gi(t, 0) avec Gt(t, 0) = −C2
∂H

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

× ∂H

∂t

∣
∣
∣
∣
x=0

(b) La définition de la fonction G

(

t+
x

v1

)

conduit à :

∂G

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

=
1

v1
G′(t, 0) =

r12
v1

F ′(t, 0) et
∂G

∂t

∣
∣
∣
∣
x=0

= G′(t, 0) = r12 F
′(t, 0)

C’est pourquoi :

Gr(t, 0) = −C1
v1

× [r12 F
′(t, 0)]

2
= −C1

v1
× r212 × [F ′(t, 0)]

2

tandis que :

Gi(t, 0) = −C1 ×
[

− 1

v1
F ′(t, 0)

]

× [F ′(t, 0)] =
C1
v1

× [F ′(t, 0)]
2

Ainsi, la définition de R12 = −Gr(t, 0)
Gi(t, 0)

= r212, associée à l’expression de

r12 =
Z1 − Z2

Z1 + Z2
, fournit :

R12 = r212 =
(Z1 − Z2)

2

(Z1 + Z2)
2

De même, la définition de H

(

t− x

v2

)

implique que :

Gt(t, 0) = −C2 ×
[

− 1

v2
H ′(t, 0)

]

× [H ′(t, 0)] =
C2
v2

× [H ′(t, 0)]
2

où :

H ′(t, 0) = t12 F
′(t, 0) avec t12 =

2Z1

Z1 + Z2

⇒ T12 =
Gt(t, 0)
Gi(t, 0)

=
C2
v2

× v1
C1

×
(
H ′(t, 0)

F ′(t, 0)

)2

=
C2
v2

× v1
C1

× t212
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Or :

v =

√

C
J ⇒ v2 =

C
J ⇒ C

v
= J v = Z

⇒ T12 =
Z2

Z1
× t212 =

4Z1Z2

(Z1 + Z2)
2

(c) De la question précédente, il découle que :

R12 + T12 =

(
Z2
1 − 2Z1 Z2 + Z2

2

)
+ 4Z1 Z2

(Z1 + Z2)
2 =

Z2
1 + 2Z1 Z2 + Z2

2

(Z1 + Z2)
2

⇒ R12 + T12 = 1

Cette relation traduit la conservation de l’énergie en x = 0 car :

1 = R12 + T12 ⇒ Gi = R12 Gi + T12 Gi ⇒ Gi = −Gr + Gt
⇒ Gi ~ex = −Gr ~ex + Gt ~ex

ce qui signifie également que le flux incident d’énergie se répartit exactement
en un flux d’énergie réfléchie dans le milieu (1) et un flux d’énergie transmise
dans le milieu (2).

• 139 Concours Commun Polytechnique

1. En notation complexe, l’équation de propagation s’écrit :

∂2p

∂t2
= c2

∂2p

∂x2
+ β

∂3p

∂x2∂t

où :

p = p0 e
j (ωt−kx) ⇒







∂2p

∂t2
= −ω2 p

∂2p

∂x2
= −k2 p

et
∂3p

∂x2∂t
= −jω k2 p

Par conséquent, l’équation de propagation devient :

−ω2 = −k2c2 − jβω k2 ⇒ k2c2
(

1 + j
βω

c2

)

= ω2

⇒ kc = ω ×
(

1 + j
βω

c2

)−1/2

Or, l’hypothèse : βω ≪ c2 suggère l’emploi d’un développement limité qui conduit
à :

kc ≃ ω

(

1− j
βω

2c2

)

⇒ k ≃ ω

c
− j× βω2

2c3

On pourra ainsi poser :

k = k1 − j k2 avec k1 =
ω

c
et k2 =

βω2

2c3
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2. En posant k = k1 − j k2, il vient :

p = p0 e
j(ωt−kx) = p0 e

j (ωt−k1x+jk2x) = p0 e
−k2 x ej (ωt−k1x)

⇒ p(x, t) = Re
{
p
}
= p0 e

−k2 x × cos (ωt− k1 x)

3. Cette expression montre que la vitesse de phase vaut :

vϕ =
ω

k1
= c

L’indépendance de vϕ à l’égard de ω révèle alors l’absence de dispersion.

4. L’atténuation du signal sonore provient du terme e−k2 x et est donc d’autant plus

faible que k2 =
βω2

2c3
est petit. Pour limiter cette atténuation, il convient par consé-

quent d’employer des signaux de fréquence la plus basse possible (signaux presque
audibles, dans le cas des ondes ultrasonores).

• 140 Concours de l’ENS

1. Le qème atome est lié aux autres atomes par deux ressorts de longueur ℓq−1 et ℓq+1 :

x

uq+1

0
qa

uq-1

ex

ℓq+1ℓq-1

uq

(q-1) (q+1)(q)

a

(q) (q+1)(q-1)

a

fq+1fq-1

(q+1)a(q-1)a

Ces longueurs vérifient :
{
ℓq−1 + uq−1 = a+ uq
ℓq+1 + uq = a+ uq+1

⇒
{
ℓq−1 − a = uq − uq−1

ℓq+1 − a = uq+1 − uq

Or, la longueur au repos des ressorts valant a, il s’ensuit que le qème atome est
soumis aux forces de rappel :

{
~fq−1 = −k (ℓq−1 − a)~ex = k (uq−1 − uq) ~ex
~fq+1 = k (ℓq+1 − a) ~ex = k (uq+1 − uq) ~ex

et donc à une force résultante :

~f = ~fq−1 + ~fq+1 = k (uq−1 + uq+1 − 2uq) ~ex

La loi fondamentale de la dynamique impose alors :

m
d2uq
dt2

~ex = ~f ⇒ m
d2uq
dt2

= k (uq−1 + uq+1 − 2uq) avec ω2
0 =

k

m

⇒ d2uq
dt2

= ω2
0 (uq−1 + uq+1)− 2ω2

0 uq
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En notation complexe, cette équation devient :

d2uq
dt2

= ω2
0

(
uq−1 + uq+1

)
− 2ω2

0 uq

où :

uq = uq0 e
jωt ⇒

d2uq
dt2

= −ω2 uq

⇒ −ω2 uq = ω2
0

(
uq−1 + uq+1

)
− 2ω2

0 uq

Finalement, uq−1, uq et uq+1 sont liés par la relation de récurrence :

uq+1 −
(

2− ω2

ω2
0

)

uq + uq−1 = 0

2. En posant : S = 2− ω2

ω2
0

et P = 1, cette relation de récurrence s’écrit aussi :

uq+1 − S uq + P uq−1 = 0

auquel cas uq0 = Arq1 +B rq2, avec :

r2 =
P

r1
=

1

r1
et r1 + r2 = S ⇒ r1 +

1

r1
= S ⇒ r21 − S r1 + 1 = 0

Le discriminent de cette équation du second degré :

∆ = S2 − 4 = (S − 2) (S + 2) = −ω
2

ω2
0

(

4− ω2

ω2
0

)

génère deux solutions :

r1 =
S +

√
∆

2
et r3 =

S −
√
∆

2

On pourra alors s’assurer que :

r1 × r3 =
S2 −∆

4
=
S2 −

(
S2 − 4

)

4
= 1

auquel cas r3 s’identifie à r2 dans la solution générale :

uq0 = Arq1 +B rq2 avec r1 =
S +

√
∆

2
et r2 =

S −
√
∆

2

Notamment, si ω < ωc = 2ω0 :

∆ = −ω
2

ω2
0

(

4− ω2

ω2
0

)

< 0 ⇒ ∆ =

(

j
ω

ω0

)2 (

4− ω2

ω2
0

)

d’où il s’ensuit que :

r1 = 1− ω2

2ω2
0

+ j
ω

2ω0

√

4− ω2

ω2
0

= 1− 2ω2

ω2
c

+ j
2ω

ωc

√

1− ω2

ω2
c
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et :

r2 = 1− ω2

2ω2
0

− j
ω

2ω0

√

4− ω2

ω2
0

= 1− 2ω2

ω2
c

− j
2ω

ωc

√

1− ω2

ω2
c

Afin, de soulager les calculs, on pourra poser : α = 1− 2ω2

ω2
c

et β =
2ω

ωc

√

1− ω2

ω2
c

,

ces solutions s’écrivent aussi :
{
r1 = α+ jβ
r2 = α− jβ

⇒ uq0 = A eαq ejβq +B eαq e−jβq

⇒ uq = A eαq ej (ωt+βq) +B eαq ej (ωt−βq)

d’où il s’ensuit que :

uq(t) = Re
{
uq
}
= A eαq cos(ωt+ βq) +B eαq cos(ωt− βq)

= A e
α
a qa cos

(

ωt+
β

a
qa

)

+B e
α
a qa cos

(

ωt− β

a
qa

)

soit encore, puisque x = qa :

u(x, t) = A eki x cos(ωt+ krx) +B ekix cos(ωt− krx)

avec :

ki =
α

a
=

1

a

(

1− 2ω2

ω2
c

)

et kr =
β

a
=

2ω

aωc

√

1− ω2

ω2
c

Ce résultat montre que u(x, t) peut se décrire par la superposition de deux ondes
progressives :

u1(x, t) = A ekix cos(ωt+krx) = Re
{

A ej[ωt+(kr−jki) x]
}

= Re
{

A ej (ωt+k1x)
}

et :

u2(x, t) = B ekix cos(ωt−krx) = Re
{

A ej[ωt−(kr+jki) x]
}

= Re
{

A ej (ωt−k2x)
}

où l’on a posé :

k1 = kr − j ki =
2ω

aωc

√

1− ω2

ω2
c

− j

a

(

1− 2ω2

ω2
c

)

et :

k2 = kr + j ki =
2ω

aωc

√

1− ω2

ω2
c

− j

a

(

1− 2ω2

ω2
c

)

Si ω est supérieur à ωc = 2ω0 :

∆ = −ω
2

ω2
0

(

4− ω2

ω2
0

)

= −16ω2

ω2
c

(

1− ω2

ω2
c

)

> 0
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auquel cas :

r1 =
S +

√
∆

2
= 1− ω2

2ω2
0

+
2ω

ωc

√

ω2

ω2
c

− 1

et :

r2 =
S −

√
∆

2
) = 1− ω2

2ω2
0

− 2ω

ωc

√

ω2

ω2
c

− 1

de sorte qu’en posant α = 1− ω2

2ω2
0

= 1− 2ω2

ω2
c

< 0 et γ =
2ω

ωc

√

ω2

ω2
c

− 1 :

uq0 = A eαq eγq +B eαq e−γq

⇒ uq = eαq
(
A eγq +B e−γq

)
ejωt

Aussi, il existe deux nombres réels λ et µ tels que :

uq = e−|α|q [λ cosh(γq) + µ sinh(γq)] cos(ωt)

Ce faisant, une onde évanescente prend naissance.

3. Par définition, la vitesse de phase vaut :

vϕ =
ω

kr
=
aωc
2

√

ω2
c

ω2
c − ω2

tandis que la vitesse de groupe est définie par :

vg =
dω

dkr
⇒ vg =

(
dkr
dω

)−1

avec :

kr =
2ω

aωc

√

1− ω2

ω2
c

⇒ dkr
dω

=
2

aωc
×

1− 2ω2

ω2
c

√

1− ω2

ω2
c

⇒ dkr
dω

=
2

aωc

(

1− 2ω2

ω2
c

)
√

ω2
c

ω2
c − ω2

⇒ vg =
aωc
2

√

ω2
c − ω2

ω2
c

×
(

1− 2ω2

ω2
c

)−1

Par conséquent, on peut poser vϕ ≃ vg à condition que :
√

ω2
c − ω2

ω2
c

(

1− 2ω2

ω2
c

)−1

≃
√

ω2
c

ω2
c − ω2

⇒ 1− ω2

ω2
c

= 1− 2ω2

ω2
c

⇒ ω2

ω2
c

≃ 0
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soit encore :

ω ≪ ωc ⇒ vϕ = vg =
aωc
2

= aω0 = c

• 141 Concours de l’ENS Lyon

1. Soient un−1, un et un+1 les déplacements de trois atomes successifs, par rapport à
leurs positions d’équilibre :

un+1un-1

ex

ℓn+1ℓn-1

un

(n-1) (n+1)(n)

a

(n) (n+1)(n-1)

a

fn+1fn-1

Si ℓv désigne la longueur à vide de chaque ressort, le point (n) est soumis à deux
forces de rappel :

~fn+1 = k (ℓn+1 − ℓv) ~ex et ~fn−1 = −k (ℓn−1 − ℓv) ~ex

avec :
{
un−1 + ℓn−1 = a+ un
un + ℓn+1 = a+ un+1

⇒
{
ℓn−1 = a+ un − un−1

ℓn+1 = a+ un+1 − un

Ce faisant, le point (n) est soumis à une force résultante :

~f = ~fn+1 + ~fn−1 = k (ℓn+1 − ℓn−1) ~ex = k (un+1 + un−1 − 2un) ~ex

qui vérifie la loi fondamentale de la dynamique :

m
d2un
dt2

~ex = ~f ⇒ m
d2un
dt2

= k (un+1 + un−1 − 2un) (94)

Si l’on suppose a suffisamment petit (ainsi que les déplacements uj), on peut ap-
pliquer l’approximation des milieux quasi continus en posant :

x = na⇒ un(t) = u(x, t)

et :

un+1(t) = u(x+ a, t) = u(x, t) + a
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
(x, t)

+
a2

2

∂2u

∂x2

∣
∣
∣
∣
(x, t)

un−1(t) = u(x− a, t) = u(x, t)− a
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
(x, t)

+
a2

2

∂2u

∂x2

∣
∣
∣
∣
(x, t)

auquel cas l’équation (94) devient :

m
∂2u

∂t2
= ka2

∂2u

∂x2
⇒ ∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0 avec c = a

√

k

m
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Il s’agit alors de l’équation de d’Alembert, qui décrit la propagation d’une onde
longitudinale.

2. La solution complexe : un(t) = U ej(Kna−ωt) est associée à un déplacement :

Re {un(t)} = U cos(Kx− ωt) où x = na

d’amplitude U , de pulsation ω et de longueur d’onde λ =
2π

K
.

En adoptant, pour un, cette forme, il s’ensuit que :

d2un
dt2

= −ω2 un(t) et un±1 = e±jKa un(t)

de sorte que l’équation (94) devient :

−mω2 = k
(
ejKa + e−jKa − 2

)
= 2k [cos(Ka)− 1]

avec :

2 sin2 θ = 1− cos(2θ) ⇒ cos(Ka)− 1 = −2 sin2
(
Ka

2

)

⇒ mω2 = 4k sin2
(
Ka

2

)

⇒ ω2 =
4k

m
sin2

(
Ka

2

)

Cette relation, assimilée à une relation de dispersion, montre la non linéarité du
milieu : la vitesse de propagation d’une onde dépend de sa pulsation ω.
Étant donné que l’énoncé précise que ω est positif, il s’ensuit que :

ω =

√

4k

m
×
∣
∣
∣
∣
sin

(
Ka

2

)∣
∣
∣
∣

(95)

K
0

ω

2π/a-2π/a

3. Deux masses successives ont pour déplacements :
{
un(t) = U ej(nKa−ωt)

un+1(t) = U ej(nKa+Ka−ωt)
⇒ un+1(t)

un(t)
= ejKa

Ce rapport est périodique, de période
2π

a
, de sorte que l’intervalle K ∈

[

−π
a
,
π

a

]

permet de décrire le mouvement de tous les nœuds du cristal. Lorsque K = ±π
a

:

un+1(t)

un(t)
= e±jπ = −1 ⇒ un+1(t) = −un(t)



Physique des ondes 815

ce qui signifie que deux atomes successifs vibrent en opposition de phase (il s’agit
en fait d’un des modes propres du cristal).

4. Le milieu est dispersif lorsque le rapport
ω

K
dépend de ω (ou de K). Dans un tel

milieu, la vitesse de propagation d’une onde dépend de sa fréquence. On appelle
vitesse de phase vϕ et vitesse de groupe vg les grandeurs :

vϕ =
ω

K
et vg =

∣
∣
∣
∣

dω

dK

∣
∣
∣
∣

La vitesse de phase représente la vitesse de propagation d’une onde monochroma-
tique, tandis que vg représente la vitesse de propagation d’un paquet d’ondes.

La relation (95) fournit :

∣
∣
∣
∣

dω

dK

∣
∣
∣
∣
=

√

4k

m
× a

2

∣
∣
∣
∣
cos

(
Ka

2

)∣
∣
∣
∣
⇒ vg =

√

ka2

m
×
∣
∣
∣
∣
cos

(
Ka

2

)∣
∣
∣
∣

Notamment, lorsque K0 = ±π
a

: vg = 0 révèle qu’un paquet d’ondes ne peut se

propager dans le cristal.

De même, lorsque K0 = 0 :

un+1(t)

un(t)
= 1 ⇒ un+1(t) = un(t)

ce qui traduit le mouvement d’ensemble (synchrone) de tous les atomes du cris-
tal. Celui-ci se déplace globalement, ce qui ne correspond par à une propagation
d’onde.

• 142 Concours de l’ENS

1. Soient un(t) et vn(t) les déplacements des nèmes masses m1 et m2.

n+1n-1 n
(m2)

a
n

n-1 n
(m2)

n
(m1) (m2) (m1)

a a

vn-1 vn un+1unℓn-1 ℓn+1ℓn

f1f'1 f2f'2

ex

(m2)(m1) (m1)

La nème masse m1 est soumise aux forces de rappel :

~f1 = k (ℓn − ℓv) ~ex et ~f ′1 = −k (ℓn−1 − ℓv) ~ex

où ℓv désigne la longueur à vide des ressorts. Cette masse est donc soumise à une
force résultante :

~F1n = ~f1 + ~f ′1 = k (ℓn − ℓn−1) ~ex
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avec :
{
ℓn + un = a+ vn
ℓn−1 + vn−1 = a+ un

⇒
{
ℓn = a+ vn − un
ℓn−1 = a+ un − vn−1

⇒ ℓn − ℓn−1 = vn + vn−1 − 2un

⇒ ~F1n = k (vn + vn−1 − 2un) ~ex

Par suite, la loi fondamentale de la dynamique, appliquée à cette masse, conduit à :

m1
d2un
dt2

~ex = ~F1n ⇒ m1
d2un
dt2

= k (vn + vn−1 − 2un) (96)

De même, la nème masse m2 est soumise aux forces :
~f2 = k (ℓn+1 − ℓv) ~ex et ~f ′2 = −k (ℓn − ℓv) ~ex

de résultante : ~F2n = ~f2 + ~f ′2 = k (ℓn+1 − ℓn) ~ex, avec :
{
ℓn+1 + vn = a+ un+1

ℓn + un = a+ vn
⇒

{
ℓn+1 = a+ un+1 − vn
ℓn = a+ vn − un

⇒ ~F2n = k (un+1 + un − 2 vn) ~ex

Par conséquent, l’application de la loi fondamentale de la dynamique à cette masse
conduit à :

m2
d2vn
dt2

~ex = ~F2n ⇒ m2
d2vn
dt2

= k (un+1 + un − 2 vn) (97)

2. En posant :

un(t) = U ej(nKa−ωt) ⇒ d2un
dt2

= −ω2 U ej(nKa−ωt)

et :
vn(t) = V ej(nKa−nωt) ⇒ vn−1 = e−jKa × V ej(nKa−ωt)

l’équation (96) devient :

−m1ω
2U = kV

(
1 + e−jKa

)
− 2kU ⇒ U

(
2k −m1ω

2
)
= kV

(
1 + e−jKa

)

De même :

un(t) = U ej(nKa−ωt) ⇒ un+1(t) = ejKa × U ej(nKa−ωt)

et :

vn(t) = V ej(nKa−ωt) ⇒ d2vn
dt2

= −ω2 × V ej(nKa−ωt)

donnent à l’équation (97) la forme suivante :

−m2ω
2 V = kU

(
1 + ejKa

)
− 2kV ⇒ V

(
2k −m2ω

2
)
= kU

(
1 + ejKa

)

On obtient ainsi un système de deux équations :

U

V
=
k
(
1 + e−jKa

)

2k −m1ω2
et
U

V
=

2k −m2ω
2

k (1 + ejKa)
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qui fournissent :
(
2k −m1ω

2
) (

2k −m2ω
2
)
= k2

(
1 + ejKa

) (
1 + e−jKa

)

⇒ 4k2 +m1m2 ω
4 − 2k (m1 +m2) ω

2 = k2 [2 + 2 cos(Ka)]

d’où il s’ensuit que :

m1m1 ω
4 − 2k (m1 +m2) ω

2 + 2k2 [1− cos(Ka)] = 0 (98)

3. En posant ω2 = Ω, cette équation devient :

m1m2 Ω
2 − 2k (m1 +m2) Ω + 2k2 [1− cos(Ka)] = 0

dont le discriminent réduit vaut :

∆′ = k2 (m1 +m2)
2 − 2m1m2k

2 [1− cos(Ka)]

Il existe donc deux solutions :

Ω1 = ω2 =
k (m1 +m2) +

√
∆′

m1m2
ou Ω2 = ω2 =

k (m1 +m2)−
√
∆′

m1m2

Dans l’hypothèse où Ka est petit, un développement limité fournit :

1− cos(Ka) ≃ 1−
(

1− K2a2

2

)

= K2 a
2

2

⇒ ∆′ ≃ k2 (m1 +m2)
2 − k2m1m2K

2a2

⇒
√
∆′ ≃ k (m1 +m2)×

[

1− m1m2

(m1 +m2)
2 K

2a2

]1/2

⇒
√
∆′ ≃ k (m1 +m2)×

[

1− m1m2

2 (m1 +m2)
2 K

2a2

]

⇒
√
∆′ ≃ k (m1 +m2)−

km1m2

2 (m1 +m2)
×K2a2

Ce faisant, les solutions Ω1 et Ω2 deviennent :

Ω1 = ω2 =
2k (m1 +m2)

m1m2
− k

2 (m1 +m2)
×K2a2

⇒ ω2 = 2k

(
1

m1
+

1

m2

)

car K2a2 ≪ 1 (mode optique)

et :

Ω2 = ω2 =
k (m1 +m2)

m1m2
− k (m1 +m2)

m1m2
+

k

2 (m1 +m2)
K2a2

⇒ ω2 =
k

2 (m1 +m2)
K2a2 (mode acoustique)
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Lorsque K = ±π
a

, cos(Ka) = −1, de sorte que :

∆′ = k2 (m1 +m2)
2 − 2m1m2 k

2 [1− cos(Ka)] = k2 (m1 +m2)
2 − 4m1m2 k

2

= k2 (m1 −m2)
2 avec m1 > m2 d’après l’énoncé.

Ce faisant, l’équation (98) admet pour solutions :

• pour le mode optique :

Ω1 = ω2
opt =

k (m1 +m2) +
√
∆′

m1m2
=
k (m1 +m2) + k (m1 −m2)

m1m2
=

2k

m2

⇒ ωopt =

√

2k

m2

• pour le mode acoustique :

Ω2 = ω2
ac =

k (m1 +m2)−
√
∆′

m1m2
=
k (m1 +m2)− k (m1 −m2)

m1m2
=

2k

m1

⇒ ωac =

√

2k

m1

On remarque, à cette étape, que l’inégalité m1 > m2 entraîne que :

ωac < ωopt

4. L’équation du second degré (98) adopte une forme qui ne varie pas lorsque Ka est
remplacé par Ka+ p× 2π, p ∈ Z. C’est pourquoi l’étude des relations de disper-
sion peut être limitée à un intervalle de taille 2π, par exemple : −π 6 Ka 6 π, ou
encore :

−π
a
6 K 6

π

a
(zone de Brillouin).

5. Pour représenter la courbe de dispersion ω = f(K), il convient de distinguer deux
modes :

• le mode optique, pour lequel :

ω2 = Ω1 =
k (m1 +m2) +

√
∆′

m1m2

=
k (m1 +m2)

m1m2

[

1 +

√

1− 2m1m2

(m1 +m2)2
[1− cos(Ka)]

]

De l’étude précédente, il ressort que :

Ka≪ 1 ⇒ ω2 = 2k

(
1

m1
+

1

m2

)

> ω2
opt
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• le mode acoustique, caractérisé par :

ω2 = Ω2 =
k (m1 +m2)−

√
∆′

m1m2

=
k (m1 +m2)

m1m2

[

1−
√

1− 2m1m2

(m1 +m2)2
[1− cos(Ka)]

]

À nouveau, l’étude précédente montre que :

Ka≪ 1 ⇒ ω2 =
k

2 (m1 +m2)
K2a2 ≃ 0

Ce faisant, la courbe de dispersion ω = f(K) présente l’alure suivante :

π/a

branche acoustique

K

ω

0-π/a

ωopt

ωac

branche optique

6. Le graphe précédent révèle que, pour ωac < ω < ωopt, aucune onde ne peut se
propager.
De même, la branche optique présente un maximum en K = 0 :

ωmax
opt = 2k × m1 +m2

m1m2

Le graphe précédent suggère qu’aucune onde de pulsation supérieure à ωmax
opt ne se

propage.

• 143 Concours Polytechnique

1. Équation d’évolution

(a) On note uL la tension aux bornes de la bobine de la cellule (n), in−1 et in les
intensités des courants qui traversent les condensateurs à l’entrée et à la sortie
de la cellule (n) :

L

Cellule (n)

C

Qn-1
Vn-1

C

Qn
Vn

C

Qn+1
Vn+1

L L

In+1InIn+1A B
uL

inin-1
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Le courant in provoque une variation de la charge Qn : in =
dQn
dt

, tandis que

la loi des nœuds appliquée à B impose :

in = In − In+1 ⇒ dQn
dt

= In − In+1

On peut d’ores et déjà remarquer que la relation : Qn = C Vn se traduit par :

C
dVn
dt

= In − In+1 (99)

De même, la tension uL = Vn−1 −Vn, aux bornes de la bobine AB, est liée au
courant qui la traverse par la relation :

uL = L
dIn
dt

⇒ L
dIn
dt

= Vn−1 − Vn (100)

(b) La dérivée temporelle de l’équation (99) fournit :

C
d2Vn
dt2

=
dIn
dt

− dIn+1

dt

tandis que la relation (100) conduit à :

dIn
dt

=
1

L
(Vn−1 − Vn) et

dIn+1

dt
=

1

L
(Vn − Vn+1)

d’où il s’ensuit que :

C
d2Vn
dt2

=
1

L
(Vn−1 − Vn − Vn + Vn+1)

c’est-à-dire :

d2Vn
dt2

= ω2
0 (Vn+1 + Vn−1 − 2Vn) en posant : ω2 =

1

LC
(101)

2. Aspect énergétique

En notant En =
1

2
CV 2

n +
1

2
LI2n l’énergie électromagnétique accumulée dans la

cellule (n), on trouve :

dEn
dt

= C Vn
dVn
dt

+ L
dIn
dt

In

où la relation (99) et la relation (100) fournissent :

C
dVn
dt

= In − In+1 et L
dIn
dt

= Vn−1 − Vn

Il s’ensuit que :

dEn
dt

= Vn × (In − In+1) + (Vn−1 − Vn)× In

⇒ dE
dt

= In Vn−1 − In+1 Vn
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En remarquant que les termes : Pe = In Vn−1 et Ps = In+1 Vn désignent respec-
tivement la puissance électrique transmise par la cellule (n− 1) et celle émise par
la cellule (n), l’équation :

dEn
dt

= Pe − Ps

traduit la conservation de l’énergie.

3. Propagation

(a) La relation de récurrence : V n+1 = V n e
−jα fournit le terme général An :

{
V n = An e

jωt

V n+1 = An+1 e
jωt ⇒ An+1 = e−jαAn ⇒ An = A0 e

−jnα

(b) Cette définition :

V n = An e
jωt ⇒ V n+1 = e−jα V n et V n−1 = ejαV n

associée à l’équation (101) conduit à :

−ω2 V n = ω2
0

(
ejα + e−jα − 2

)
V n ⇒ ω2 = 2ω2

0 (1− cosα)

avec :

sin2
(α

2

)

=
1− cosα

2
⇒ ω2 = 4ω2

0 sin2
(α

2

)

⇒ ω = 2ω0

∣
∣
∣sin

(α

2

)∣
∣
∣

(102)

(c) Puisque
∣
∣
∣sin

(α

2

)∣
∣
∣ 6 1, il apparaît que :

ω 6 2ω0 ⇒ ω 6 ωc = 2ω0

Étant donné que |sin(x+ π)| = |sinx|, les valeurs de
α

2
comprises dans un

intervalle de longueur
π

2
suffisent à obtenir toutes les valeurs de ω décrites par

la relation (102) ; on pourra ainsi choisir :

−π
4
6
α

2
6
π

4
⇒ −π

2
6 α 6

π

2
ou 0 6 α 6 π

(d) Les définitions de V n(t) = An e
jωt et de An = A0 e

−jnα conduisent à :

V n(t) = A0 e
j(ωt−nα) ⇒ Vn(t) = A0 cos(ωt− nα) (103)

La phase φn(t) = ωt− nα se propage, dans la mesure où elle atteint la cellule
(n+ p) à une date ∆t telle que :

φn+p(t+∆t) = φn(t) ⇒ ω × (t+∆t)− (n+ p)α = ωt− nα

⇒ ω∆t− pα = 0 ⇒ p =
ω

α
∆t

Ce faisant, la vitesse de propagation de φn(t) (nombre de cellules parcourues
par unité de temps) vaut :



822 Chapitre 5

vϕ =
p

∆t
=

ω

|α|

(e) Lorsque ω ≪ ω0, la relation de dispersion (102) se linéarise :

ω = 2ω0

∣
∣
∣sin

(α

2

)∣
∣
∣ ≃ 2ω0 ×

|α|
2

⇒ ω = |α| ω0

⇒ vϕ = ω0 =
1√
LC

Lorsque α > 0, l’identité : |α| = ω

ω0
permet de présenter Vn(t) sous la forme :

Vn(t) = A0 cos

(

ωt− nω

ω0

)

= An cos

[

ω

(

t− n

ω0

)]

c’est-à-dire :

Vn(t) = V0(t− τ) où τ =
n

ω0

Cette relation justifie le nom donné à ce montage : « ligne à retard », car elle
induit un retard de phase qui croît à chaque cellule.

4. Effets dispersifs

(a) Si α > 0 et vϕ =
ω

α
, la vitesse de groupe est définie par :

vg =
dω

dα

Cette grandeur représente la vitesse à laquelle se propage un paquet d’ondes,
c’est-à-dire la vitesse de propagation de l’énergie véhiculée par un paquet
d’onde. La relation (102) fournit, pour α > 0 :

ω = 2ω0 × sin
(α

2

)

⇒ vg = αω0 × cos
(α

2

)

pour 0 < α 6 π

α ω0

vg

α0 π

On constate alors que pour α = π, vg = 0, ce qui signifie que l’énergie ne se
propage pas le long de la ligne électrique.
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(b) En posant In(t) = Bn e
jωt et V n(t) = A0 e

j(ωt−nα), la loi (100) conduit à :

L
dIn
dt

= V n−1 − V n ⇒ LωjBn = A0 e
−jnα ejα −A0 e

−jnα où A0 e
−jnα = An

⇒ Bn =
An
Lωj

×
(
ejα − 1

)

⇒ Bn =
An
Lω

ejα/2 × ejα/2 − e−jα/2

j

⇒ Bn =
2An
Lω

ejα/2 sin
(α

2

)

où la relation de dispersion (102) impose :

sin
(α

2

)

=
ω

2ω0
⇒ Bn =

An
Lω0

ejα/2

Ce faisant, les expressions :

V n = A0 e
j(ωt−nα) et In =

An
Lω0

ejα/2 ejωt =
A0

Lω0
ejα/2 ej(ωt−nα)

permettent le calcul de :

E =

〈
1

2
CV 2

n +
1

2
LI2n

〉

=
C

2

〈
V 2
n

〉
+
L

2

〈
I2n
〉

=
C

2
× 1

2
Re {V n V ∗

n}+
L

2
× 1

2
Re {In I∗n}

=
C

4
|Vn|2 +

L

4
|In|2

=
C

4
A2

0 +
L

4
× A2

0

L2ω2
0

avec
1

ω2
0

= LC

⇒ E =
1

2
CA2

0

La cellule (n − 1) transmet à la cellule (n) une puissance P = In Vn−1, de
valeur moyenne :

〈P〉 = 〈In Vn−1〉 =
1

2
Re
{
In V

∗
n−1

}

où :

Vn−1 = A0 e
jα ej(ωt−nα) ⇒ V ∗

n−1 = A0 e
−jα e−j (ωt−nα)

⇒ In V
∗
n−1 =

A0

Lω0
ejα/2 ×A0 e

−jα =
A2

0

Lω0
e−jα/2

⇒ 〈P〉 = A2
0

2Lω0
cos
(α

2

)
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Il s’ensuit que

〈P〉
E =

A2
0

2Lω0
cos
(α

2

)

× 2

CA2
0

=
1

LCω0
cos
(α

2

)

⇒ 〈P〉
E = ω0 cos

(α

2

)

car
1

LC
= ω2

0

(c) La vitesse de phase : vϕ =
ω

|α| dépend de la pulsation ω, de sorte qu’un paquet

d’ondes de pulsations différentes se propage en subissant une déformation :
chaque composante spectrale du paquet d’ondes se déplace avec sa propre vi-
tesse. Ce phénomène est appelé dispersion du paquet d’ondes.

5. Impédance caractéristique

(a) Étant donné la définition : Zc =
V n
In+1

⇒ V n = Zc In+1, l’équation (99)

devient :

In − In+1 = C
dV n
dt

= CωjV n = CωjZc In+1 (104)

⇒ In = (1 + CωjZc) In+1 (105)

De même, l’équation (100) conduit à :

L
dIn
dt

= V n−1 − V n ⇒ Lωj In = Zc In − Zc In+1 (106)

⇒ In =
Zc

Zc − Lωj
In+1 (107)

Ce faisant, les équations (105) et (107) ont pour conséquence :

1 + CωjZc =
Zc

Zc − Lωj
⇒ Zc − Lωj + CωjZ2

c + LCω2 Zc = Zc

⇒ CωjZ2
c + LCω2 Zc − Lωj = 0

Le discriminent de cette équation du second degré :

∆ =
(
LCω2

)2 − 4LCω2 =

(
ω

ω0

)4

− 4

(
ω

ω0

)2

=
ω2

ω2
0

(
ω2

ω2
0

− 4

)

est négatif car ω < ωc = 2ω0 ⇒ ω2

ω2
0

< 4. Il s’ensuit que :

∆ =

(

j
ω

ω0

)2 (

4− ω2

ω2
0

)

de sorte que :

Zc =
−LCω2 ±

√
∆

2Cωj
= j

Lω

2
± 1

2Cω0

√

4− ω2

ω2
0

(b) La partie réactive de cette impédance :
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Xc =
Lω

2
j = L′ωj avec L′ =

L

2

est donc celle d’une bobine d’inductance L′ =
L

2
.

(c) Quant à sa partie résistive, elle vaut :

Rc =
1

2Cω0

√

4− ω2

ω2
0

où ω0 =
1√
LC

⇒ Rc =

√

L

C
×
√

1− ω2

4ω2
0

Or, la relation de dispersion (102) impose :

ω = 2ω0

∣
∣
∣sin

(α

2

)∣
∣
∣ ⇒ ω2

4ω2
0

= sin2
(α

2

)

⇒ 1− ω2

4ω2
0

= cos2
(α

2

)

⇒ Rc =

√

L

C

∣
∣
∣cos

(α

2

)∣
∣
∣

• 144 Concours de l’ENS

1. Dans un fluide incompressible, la masse volumique ρ est constante et indépendante
du lieu où elle est mesurée. Le champ de vitesse ~v de l’eau vérifie, en outre, l’équa-
tion :

div (ρ~v) +
∂ρ

∂t
= 0

qui traduit la conservation de la masse. Notamment, dans le cas du fluide incom-
pressible, cette loi se simplifie :

ρ div~v = 0 ⇒ div~v = 0 (108)

Il existe, en physique, deux champs de vecteurs qui vérifient la même équation :

• le champ magnétique ~B qui dérive d’un potentiel vecteur ~A :

~B =
−→
rot ~A⇒ div ~B = 0

• le champ électrique ~E produit en tout point où la densité volumique de charge
électrique vaut ρe :

div ~E =
ρe
ε0

⇒ div ~E = 0 dans le vide.

2. En choisissant pour champ de vecteur vitesse : ~v =
−−→
gradφ, on impose :

−→
rot~v =

−→
rot

(−−→
gradφ

)

= ~0

Cepedant, si une fonction φ permet de décrire ~v =
−−→
gradφ, toute autre fonction :

φ′(M, t) = φ(M, t) + Φ0(t) (109)

décrit également le même champ de vecteur ~v, quelle que soit la fonction Φ0(t)
dépendant uniquement de t.
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3. Dans la solution : φ(x, z, t) = sin(kx − ωt) × f(z), qui caractérise une onde
plane (tous les points d’un plan perpendiculaire à (Ox) présentent la même phase :
kx− ωt ; ce plan se déplace dans le sens de ~ex), k s’appelle le nombre d’onde et ω
la pulsation de l’onde. Quant à la longueur d’onde λ elle vaut :

λ =
k

2π

Étant donné que ~v =
−−→
gradφ, la loi (108) impose :

div~v = 0 ⇒ div
(−−→
gradφ

)

= 0 ⇒ ∆φ = 0

où le Laplacien de φ(x, z, t) est défini par :

∆φ =
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
︸︷︷︸

=0

+
∂2φ

∂z2
= 0

Or, φ(x, z, t) = sin(kx− ωt)× f(z) fournit :

∂2φ

∂x2
= −k2 sin(kx− ωt) f(z) et

∂2φ

∂z2
= sin(kx− ωt)× d2f

dz2

Il s’ensuit que f(z) est solution de l’équation différentielle :

d2f

dz2
− k2 f = 0

dont l’équation caractéristique :

X2 − k2 = 0 ⇒ X1 = k et X2 = −k

révèle la forme générale de la solution :

f(z) = C1 e
X1z + C2 e

X2z = C1 e
kz + C2 e

−kz

que l’on peut aussi présenter sous la forme :

f(z) = φ0
(
ekz +A e−kz

)

4. Au niveau du sol, la composante verticale vz = ~v · ~ez de la vitesse de l’eau est
nulle, de sorte qu’en z = −h :

vz =
(−−→
gradφ

)

· ~ez = 0 ⇒ ∂φ

∂z

∣
∣
∣
∣
z=−h

= 0

avec :

φ(x, z, t) = sin(kx− ωt)× f(z) ⇒ df

dz

∣
∣
∣
∣
z=−h

= 0

⇒ kφ0
(
e−kh −A ekh

)
= 0

⇒ A ekh = e−kh ⇒ A = e−2kh
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On pourra ainsi poser :

f(z) = φ0
(
ekz + e−2kh × e−kz

)
= φ0 e

−kh ×
[

ek (z+h) + e−k (z+h)
]

soit encore :
f(z) = 2φ0 e

−kh × cosh(kz + kh)

5. Dans l’expression :
D~v
Dt

=
∂~v

∂t
+
(

~v · −−→grad
)

~v se distinguent deux termes :

• le premier :
∂~v

∂t
qui rend compte de la variation de ~v en fonction de t en chaque

point du fluide ; en régime stationnaire ce terme est nul ;

• le second :
(

~v · −−→grad
)

~v qui tient compte de la variation de ~v entre les points

du fluide, pour une date fixée. Si ~v est uniforme, ce terme est nul.

6. Dans le cadre de l’approximation :
∣
∣
∣

(

~v · −−→grad
)

~v
∣
∣
∣ ≪

∣
∣
∣
∣

∂~v

∂t

∣
∣
∣
∣
, l’équation d’Euler se

simplifie :
D~v
Dt

≃ ∂~v

∂t
⇒ ρ

∂~v

∂t
≃ ρ~g −−−→

gradP (110)

7. La définition de φ impose :

~v =
−−→
gradφ⇒ ρ

∂~v

∂t
=

−−→
grad

(

ρ
∂φ

∂t

)

tandis que :

~g = −g ~ez ⇒ ~g = −∂(gz)
∂z

~ez = −−−→
grad (gz)

Par suite, l’équation (110) devient :

−−→
grad

(

ρ
∂φ

∂t

)

= −−−→
grad (ρgz)−−−→

gradP ⇒ −−→
grad

(
∂φ

∂t
+ gz +

P

ρ

)

= ~0

ce qui suffit à montrer qu’il existe une fonction C(t) de t seulement, telle que :

∂φ

∂t
+ gz +

P

ρ
= C(t)

Or, conformément au résultat (109) toute fonction φ′(M, t) = φ(M, t) + Φ0(t) dé-
crit aussi bien le champ de vitesse ~v :

∂φ′

∂t
+ gz +

P

ρ
= C(t) ⇒ ∂φ

∂t
+
∂Φ0

∂t
+ gz +

P

ρ
= C(t)

où la fonction Φ0(t) est quelconque ; notamment, on peut choisir
∂Φ0

∂t
= C(t) afin

de ne conserver que l’équation :

∂φ

∂t
+ gz +

P

ρ
= 0 (111)
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8. À la surface de l’eau, z = ξ permet d’exprimer la vitesse :

vz surface = vz(x, z = ξ, t)

Du reste, vz surface =
∂ξ

∂t
car z = ξ à la surface de l’eau. Il s’ensuit que :

∂ξ

∂t
(x, t) = vz(x, z = ξ, t) = vz(x, z = 0, t) + ξ

∂vz
∂z

∣
∣
∣
∣
z=0

À l’ordre le plus bas, cette équation devient alors :

∂ξ

∂t
(x, t) = vz(x, z = 0, t) (112)

9. La dérivation de l’équation (111) par rapport à t procure :

∂2φ

∂t2
+ g

∂z

∂t
+

1

ρ

∂P

∂t
= 0

Cette équation demeure exacte à la surface de l’eau, où la pression P = P0 est
constante et où z = ξ. Par conséquent :

∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=ξ

+ g
∂ξ

∂t
(x, t) = 0

Or, conformément à l’identité (112) :

∂ξ

∂t
(x, t) = vz(x, z = 0, t) =

∂φ

∂z

∣
∣
∣
∣
z=0

car ~v =
−−→
gradφ

⇒ ∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=ξ

+ g
∂φ

∂z

∣
∣
∣
∣
z=0

= 0

En outre :

∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=ξ

≃ ∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

+ ξ × ∂

∂z

(
∂2φ

∂t2

)

z=0

=
∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

+ ξ
∂2

∂t2

(
∂φ

∂z

)

z=0

=
∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

+ ξ

(
∂2vz
∂t2

)

z=0

c’est-à-dire, compte tenu de la relation (112) :

vz(x, z = 0, t) =
∂ξ

∂t
⇒ ∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=ξ

≃ ∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

+ ξ
∂3ξ

∂t3

∣
∣
∣
∣
z=0

où le terme ξ× ∂3ξ

∂t3

∣
∣
∣
∣
z=0

, d’ordre 2 en ξ, peut être négligé de manière à ne conserver

que :
∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
≃ ∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

⇒ ∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

+ g
∂φ

∂z

∣
∣
∣
∣
z=0

= 0 (113)

Aussi, en adoptant l’expression :

φ(x, z, t) = sin(kx− ωt)× f(z) avec f(z) = 2φ0 e
−kh × cosh(kz + kh)
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on obtient :

∂2φ

∂t2

∣
∣
∣
∣
z=0

= −ω2 sin(kx− ωt)× 2φ0 e
−kh cosh(kh)

et :
∂φ

∂z

∣
∣
∣
∣
z=0

= sin(kx− ωt)× 2kφ0 e
−kh sinh(kh)

Ce faisant, l’équation (113) devient :

−ω2 cosh(kh) + gk sinh(kh) = 0

d’où ressort la relation de dispersion :

ω2 = gk ×× tanh(kh)

10. En eau peu profonde, la condition h≪ λ se traduit par :

kh = 2π × h

λ
≪ 1 ⇒ tanh(kh) ≃ kh⇒ ω2 ≃ gh× k2

auquel cas la relation de dispersion s’écrit : ω =
√

gh× k .

Par suite, la vitesse de phase vaut :

vϕ =
ω

k
=
√

gh

tandis que la vitesse de groupe est définie par :

vg =
dω

dk
=
√

gh

11. La dispersion d’une onde se produit lorsque la vitesse de phase dépend de la fré-
quence de l’onde : un paquet d’ondes, constitué de plusieurs composantes spec-
trales, se déforme lors de sa propagation, car chaque composante progresse à sa
propre vitesse. Dans le cas général, la relation de disersion :

ω2 = gk × tanh(kh)

⇒ 2ω
dω

dk
= g ×

[

tanh(kh) +
gkh

cosh2(kh)

]

⇒ dω

dk
=

g

2ω
×
[

tanh(kh) +
gkh

cosh2(kh)

]

fournit une vitesse de groupe :

vg =
dω

dk
=

√
g

4k tanh(kh)
×
[

tanh(kh) +
gkh

cosh2 kh)

]

qui dépend de k ; il y a alors dispersion.
En revanche, en eau peu profonde, la vitesse de groupe : vg =

√
gh est indépen-

dante de k, ce qui révèle l’absence de phénomène dispersif.
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• 145 Concours de l’ENS

1. À toute date t, le plan situé en z = 0 reçoit le champ électrique :

~Eω(0, t) = ~E0 e
−jωt

Ce champ est transmis intégralement, dans le milieu situé en z ∈ [0, L], avec un
vecteur d’onde ~k = k(ω)~ez , c’est-à-dire sous la forme :

~Eω(z, t) = ~E0 e
j[k(ω) z−ωt] pour z ∈ [0, L] (114)

2. La distribution gaussienne :

f(ω) =
1

σ
√
2π

exp

[

− (ω −̟)
2

2σ2

]

est caractérisée par :

• sa valeur maximale, en ω = ̟, où ̟ désigne
aussi la valeur moyenne de ω : ω

f(ω)

ϖ

σ

̟ = 〈ω〉 =
∫ ∞

−∞

1

σ
√
2π

ω dω exp

[

− (ω −̟)
2

2σ2

]

• son écart type :

σ =
√

〈ω2〉 −̟2

Cet écart type caractérise la largeur de la distribution gaussienne.

3. Dans le demi-espace z < 0, ~Eω(z, t) = ~E0 e
j( z

c−t) conduit à :

~E(z, t) =

∫ ∞

−∞

dω

σ
√
2π

exp

[

− (ω −̟)
2

2σ2

]

~E0 e
jω ( z

c−t)

=

∫ ∞

−∞

dω

σ
√
2π

exp

[

− (ω −̟)
2

2σ2

]

~E0 e
jωq avec q =

z

c
− t

=

∫ ∞

−∞

dx

σ
√
2π

exp

(

− x2

2σ2

)

~E0 e
j̟q ejqx

en posant x = ω −̟ ⇒ ω = x+̟

c’est-à-dire, en tenant compte de l’indication fournie par l’énoncé :

~E(z, t) = E0 e
j̟q

∫ ∞

−∞

dx

σ
√
2π

exp

(

− x2

2σ2

)

ejqx

= ~E0 × e−q
2σ2/2 × ej̟q

⇒ ~E(z, t) = ~E0 exp

[

−σ
2

2

(z

c
− t
)2
]

× ejω (
z
c−t) pour z < 0

En notation réelle, ce champ s’écrit :
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~E(z, t) = ~E0 exp

[

−σ
2

2

(z

c
− t
)2
]

× cos
[

̟
(z

c
− t
)]

ce qui montre que l’onde a pour enveloppe :

f(z, t) = E0 exp

[

−σ
2

2

(z

c
− t
)2
]

qui se déplace, sans déformation, avec une vitesse v telle que :

f(z + dz, t+ dt) = f(z, t) si dz = v dt

⇒ z + dz

c
− (t+ dt) =

z

c
− t

⇒ v dt

c
− dt = 0 ⇒ v = c

À une date t = t0, f(z) admet une valeur maximum en z = z0 telle que :
z0
c

− t0 = 0 ⇒ z0 = c t0. En outre :

f(z, t0) = E0 exp

[

− σ2

2c2
(z − z0)

2

]

est une gaussienne centrée sur z0 et dont la largeur ∆ze s’identifie à l’écart-type :

f(z, t0) = E0 exp

[

− (z − z0)
2

2∆z2e

]

⇒ ∆ze =
c

σ

f(z, t0)

z0

z

E(z, t0)

De ce qui précède, il ressort que le maximum de l’enveloppe du paquet d’ondes
pénètre dans le milieu (z = 0) à la date te = 0 .

4. Afin de soulager les notations, nous poserons : k0 = f(̟) et k′0 =
dk

dω

∣
∣
∣
∣
̟

, de sorte

que :

k(ω) ≃ k(̟) + (ω −̟)× k′(̟) = k0 + (ω −̟) k′0

Ce faisant, dans la région 0 < z < L, le champ électrique vaut :

~E(z, t) =

∫ ∞

−∞

dω

σ
√
2π

exp

[

− (ω −̟)2

2σ2

]

~Eω(z, t)
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où ~Eω(z, t) est donné par le résultat (114) :

~Eω(z, t) = ~E0 e
j[k(ω) z−ωt] = ~E0 e

j[k0z+k′0 (ω−̟) z−ωt]

⇒ ~E(z, t) =

∫ ∞

−∞

dω

σ
√
2π

exp

[

− (ω −̟)2

2σ2

]

~E0 e
j[k0z+k′0 (ω−̟) z−ωt]

Le changement de variable ω −̟ = x ⇒ ω = x +̟ et dω = dx conduit alors
à :

~E(z, t) =

∫ ∞

−∞

dx

σ
√
2π

exp

(

− x2

2σ2

)

× ~E0 e
j[k0z+k′0xz−xt−̟t]

= ~E0 e
j(k0z−̟t)

∫ ∞

−∞

dx

σ
√
2π

exp

(

− x2

2σ2

)

ejqx

avec q = k′0z − t

c’est-à-dire, compte tenu du rappel de l’énoncé :

~E(z, t) = ~E0 e
j(k0z−̟t) e−

σ2

2 (k′0z−t)
2

(115)

5. Soit k(ω) = kr(ω) + j ki(ω) la fonction complexe telle que :

k0 = k(̟) = kr(̟) + j ki(̟) = kr0 + j ki0 avec

{
kr0 = kr(̟)
ki0 = ki(̟)

et :

k′0 =
dk

dω

∣
∣
∣
∣
̟

=
dkr
dω

∣
∣
∣
∣
̟

+ j
dki
dω

∣
∣
∣
∣
̟

= k′r0 + j k′i0

où k′r0 =
dkr
dω

∣
∣
∣
∣
̟

et k′i0 =
dki
dω

∣
∣
∣
∣
̟

Ces notations permettent de poser :

ej(k0z−̟t) = ej(kr0z+j ki0z−̟t) = e−ki0z × ej(kr0z−̟t)

et :

e−
σ2

2 (k′0z−t)
2

= e−
σ2

2 (k′r0z+j k′i0z−t)
2

= e−
σ2

2 [(k′r0z−t)
2−k′i0

2z2+2j k′i0z (k
′
r0z−t)]

Par conséquent, l’identité (115) s’écrit aussi :

~E(z, t) = ~E0 e
−ki0z × ej(kr0z−̟t) × e−

σ2

2 [(k′r0z−t)
2−k′i0

2z2] × e−jσ2k′i0z (k
′
r0z−t)

= ~E0 ej[kr0z−̟t−σ
2k′i0z (k

′
r0z−t)]

︸ ︷︷ ︸

ejθ(z, t)

× e−
σ2

2 [(k′r0z−t)
2−k′i0

2z2]−ki0z
︸ ︷︷ ︸

f(z, t)

L’enveloppe de ~E(z, t) a donc pour expression :

f(z, t) = eφ(z, t) avec φ(z, t) = −σ
2

2

[

(k′r0z − t)
2 − k′i0

2
z2
]

− ki0z
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6. À une date tm, cette enveloppe admet un maximum en z = zm tel que :

df

dz

∣
∣
∣
∣
zm

= 0 ⇒ eφ(zm, tm) × dφ

dz

∣
∣
∣
∣
zm

= 0 ⇒ dφ

dz

∣
∣
∣
∣
zm

= 0

Or :
dφ

dz
= −σ

2

2

[

2k′r0 (k
′
r0z − t)− k′i0

2 × 2z
]

− ki0

= −σ2
[(

k′r0
2 − k′i0

2
)

z − k′r0t
]

− ki0

Par suite, le maximum de l’enveloppe est repéré en r = zm, tel que :

σ2
[(

k′r0
2 − k′i0

2
)

zm − k′r0tm

]

= −ki0

de sorte que ce maximum se déplace conformément à la loi :

zm =
1

k′r0
2 − k′i0

2

(

kr0 tm − ki0
σ2

)

Ce faisant, le maximum du paquet d’ondes se déplace à une vitesse :

vm =
dzm
dtm

=
k′r0

k′r0
2 − k′i0

2

Ce maximum sort du milieu à une date tm = ts qui assure :

zm = L ⇒ 1

k′r0
2 − k′i0

2

(

k′r0 ts −
ki0
σ2

)

= L

⇒ ts =

[(

k′r0
2 − k′i0

2
)

L+
ki0
σ2

]

× 1

k′r0

7. Le maximum du paquet d’ondes entre dans le milieu à une date te = 0 et en ressort
à la date ts, ce qui signifie qu’il parcourt la longueur L du milieu à une vitesse
moyenne :

vg =
L

ts − te
⇒ vg =

k′r0 × L
(

k′r0
2 − k′i0

2
)

L+ ki0/σ2

Dans le cas où le milieu est non absorbant, ki0 = 0 et k′i0 = 0, de sorte que :

vg =
k′r0

k′r0
2 =

1

k′r0
⇒ vg =

dω

dk
car k = kr

Cette vitesse est communément appelée vitesse de groupe.

• 146 Lycée Rabelais, Rennes

1. Dans le vide, le champ électrique obéit à l’équation de d’Alembert :

∆ ~E − µ0ε0
∂2 ~E

∂t2
= ~0
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Pour l’onde considérée, elle se traduit par :

∂2Ez
∂x2

+
∂2Ez
∂y2

− 1

c2
∂2Ez
∂t2

= 0

d’où :

Ez ×
[(π

a

)2

+
(π

a

)2

−
(ω

c

)2
]

= 0 ⇒ ω =
πc

√
2

a

2. Pour exprimer le champ magnétique, utilisons l’équation de Maxwell-Faraday :

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
où

−→
rot ~E =

∂Ez
∂y

~ex −
∂Ez
∂x

~ey = jω ~B

⇒ jω ~B =
πE0

a

[

sin
(πx

a

)

cos
(πy

a

)

− cos
(πx

a

)

sin
(πy

a

)

~ey

]

e−jωt

⇒ ~B = −π E0

aω

[

sin
(πx

a

)

cos
(πy

a

)

~ex − cos
(πx

a

)

sin
(πy

a

)

~ey

]

× j e−jωt

ce qui donne, en notation réelle :

~B = −π E0

aω
×
[

sin
(πx

a

)

cos
(πy

a

)

~ex − cos
(πx

a

)

sin
(πy

a

)

~ey

]

× sin(ωt)

et :

~E = E0 sin
(πx

a

)

sin
(πy

a

)

cos(ωt)~ez

3. L’énergie électrique contenue dans un volume V est donnée par :

Ee =
ε0
2

∫∫∫

V

E2 dτ

=
ε0E

2
0

2

∫∫∫

V

sin2
(πx

a

)

sin2
(πy

a

)

cos2(ωt) dxdy dz

=
ε0E

2
0

2
cos2(ωt)×

∫ a

0

sin2
(πx

a

)

dx

∫ a

0

sin2
(πy

a

)

dy ×
∫ a

0

dz

⇒ Ee =
ε0E

2
0a

3

8
cos2(ωt) car

∫ a

0

sin2
(πu

a

)

du =
a

2

De même, l’énergie magnétique confinée dans un volume V vaut :

Em =
1

2µ0

∫∫∫

V

B2 dτ =
1

2µ0
× π2E2

0a

2ω2
sin2(ωt)

Étant donné que ω2 = 2×
(πc

a

)2

, on obtient finalement :

Em =
ε0E

2
0a

2

8
sin2(ωt) car

1

µ0c2
= ε0

Au cours du temps, l’énergie oscille de sa forme magnétique à sa forme électrique ;
on peut même remarquer que :
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〈Ee〉 = 〈Em〉 = ε0E
2
0a

2

16

• 147 Lycée Lakanal, Sceaux

1. L’équation de Maxwell-Gauss : div ~E =
ρ

ε0
s’écrit simplemement, dans le vide :

div ~E = 0

Le flux de ~E à travers une surface fermée est donc nul :

φ =

∫∫

© ~E · d~S = 0

Définissons la surface fermée délimitée par Sr, cy-
lindre de rayon r, de hauteur H , Sr+dr, cylindre de
rayon r + dr et de même hauteur, S1 et S2 les cou-
ronnes haute et basse. Nous avons ainsi :

φ =

∫∫

Sr

~E · d~Sr +
∫∫

Sr+ dr

~E · d~Sr+dr

+

∫∫

S1

~E · d~S1 +

∫∫

S2

~E · d~S2

dS1

r

ez

dS2

dSr dSr+dr

r+dr

eθ
er

~E(r, z) étant perpendiculaire à d~S1 et à d~S2, les deux dernières intégrales sont
nulles. Les directions de d~Sr = −dSr ~er et de d~Sr+dr = dSr+dr ~er conduisent,
en outre, à :

∫∫

Sr

~E · d~Sr = −ej(ωt−kz)
∫∫

Sr

E(r) dSr

et :
∫∫

Sr+ dr

~E · d~Sr+dr = ej(ωt−kz)
∫∫

Sr+ dr

E(r + dr) dSr+dr

Il s’ensuit que :

φ = 2πH ej(ωt−kz) × [(r + dr)E(r + dr)− r E(r)]

= 2πH ej(ωt−kz) × d

dr
[r E(r)]× dr

L’égalité φ = 0 implique alors que r×E(r) est constant. Comme nous connaissons
la valeur E(R1) = E0, nous en déduisons finalement que :

~E =
E0R1

r
ej(ωt−kz) ~er

2. Le champ magnétique est porté par le vecteur ~eθ ; il s’écrit : ~B = B(r, θ, z, t)~eθ,
expression dans laquelle la symétrie cylindrique impose : B(r, θ, z, t) = B(r, z, t).



836 Chapitre 5

La forme intégrale de l’équation de Maxwell-Faraday
s’écrit, quant à elle :

∮

C

~E · d~ℓ = − d

dt

(∫∫

S

~B · d~S
)

S étant une surface qui s’appuie sur un contour C.
Choisissons, comme contour, un cadre (A,B,C,D),
dans un plan dont l’angle polaire θ demeure constant, de
hauteur dz et de largeur dr.
Pour le sens d’orientation choisi pour C, la surface S est
orientée de sorte que d~S = −dS ~eθ.

err+dr

eθ

ez

B

C

D

z

A

r

z+dz

dℓdS

Le flux de ~B à travers cette surface élémentaire, dS = dr dz s’écrit alors :
∫∫

S

~B · d~S = −B(r, t) dr dz

Le calcul de la circulation de ~E donne, quant à lui :
∮

C

~E · d~ℓ = E(r) ej(ωt−kz) dr dz − E(r) ej[ωt−k(z+dz)] dr dz

= E(r) ej(ωt−kr) dr dz ×
(
1− e−jk dz

)

Étant donné que dz est très petit : e−jk dz ≃ 1− jk dz, ce qui permet de simplifier
l’expression de la circulation de ~E :

∮

C

~E · d~ℓ = jk E(r) ej(ωt−kz) dr dz

Il suffit alors d’identifier les deux termes de l’équation de Maxwell-Ampère :

dB

dt
= jk E(r) ej(ωt−kz) ⇒ ~B =

k E(r)

ω
ej(ωt−kz) ~eθ

3. Le vecteur de Poynting s’écrit, en notation réelle :

~R =
1

µ0

~E ∧ ~B =
k E2(r)

ωµ0
cos2(ωt− kz)~ez

Il est bien dirigé dans le sens de propagation de l’onde et sa valeur moyenne tem-
porelle vaut :

〈

~R
〉

=
k E2(r)

2ωµ0
~ez =

kE2
0 R

2
1

2ωµ0 r2
~ez

Du reste, la puissance est donnée par le flux du vecteur de Poynting à travers une
surface de base en forme de couronne de rayon r ∈ [R1, R2] :

〈ϕ〉 =

∫∫

S

〈

~R
〉

· ( dS ~ez) =
∫∫

S

〈

~R
〉

· (r dθ dr ~ez)

=
k E2

0 R
2
1

2µ0ω

∫ R2

R1

dr

r
×
∫ 2π

0

dθ ⇒ 〈ϕ〉 = πR2
1 E

2
0 k

µ0ω
ln

(
R2

R1

)
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• 148 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. De l’équation de Maxwell :
−→
rot ~B = εrε0µ0

∂ ~E

∂t
, se déduisent trois équations dif-

férentielles : 





−∂By
∂z

=
εr

c2
∂Ex

∂t

0 =
εr

c2
∂Ey

∂t

∂By

∂x
=
εr

c2
∂Ez

∂t

Sachant que By = B0(x) e
i(ωt−kz), nous déduisons que :

∂By
∂z

= −ik B0(x) e
i(ωt−kz) ⇒ ∂Ex

∂t
=

ikc2

εr
B0(x) e

i(ωt−kz)

⇒ Ex =
kc2

ωεr
B0(x) e

i(ωt−kz)

De la même manière, on a :
∂By
∂x

=
dB0

dx
ei(ωt−kz), ce qui donne :

Ez =
c2

iωεr

dB0(x)

dx

Dans le milieu I, les relations sont similaires, à condition de remplacer εr par 1, de
sorte que :

Ex =
kc2

ω
B0(x) e

i(ωt−kz) et Ez =
c2

iω

dB0(x)

dx

2. Les relations :
−→
rot

(−→
rot ~B

)

=
−−→
grad

(

div ~B
)

− ∆ ~B,
−→
rot ~B = εrε0µ0

∂ ~E

∂t
,

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
et div ~B = 0 conduisent à :

−∆ ~B =
εr
c2

∂

∂t

(−→
rot ~E

)

= −εr
c2

∂2 ~B

∂t2
⇒ ∆ ~B − εr

c2
∂2 ~B

∂t2
= ~0

avec :

∆ ~B =

(
∂2By
∂x2

+
∂2By
∂y2

+
∂2By
∂z2

)

~uy =

[
d2B0(x)

dx2
− k2B0(x)

]

ei(ωt−kz) ~uy

De plus, la relation
∂2 ~B

∂t2
= −ω2B0(x) e

i(ωt−kz) ~uy fournit directement l’équation

de propagation du champ magnétique dans le milieu II :

d2B0(x)

dx2
+

(
εrω

2

c2
− k2

)

×B0(x) = 0
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Par analogie, dans le milieu I, le champ magnétique vérifie l’équation différen-
tielle :

d2B0(x)

dx2
+

(
ω2

c2
− k2

)

×B0(x) = 0

3. Dans le milieu I, où le champ magnétique est de type :

B0(x) = A1 e
αx +B1 e

−αx

les conditions :
ω2

c2
− k2 < 0, avec A1 = 0 assurent la convergence de cette

solution. C’est pourquoi on pose :

α2 = k2 − ω2

c2
⇒ B0(x) = B1 e

−αx

En revanche, dans le milieu II, on doit avoir :
εrω

2

c2
− k2 > 0, en raison de quoi on

pose :

β2 =
εrω

2

c2
− k2 ⇒ B0(x) = A′

1 cos(βx) +B′
1 sin(βx) = B2 cos(βx+ φ)

On montre immédiatement que :

α2 + β2 =
ω2

c2
(εr − 1)

4. La fonction B0(x) est continue en x = a puisqu’il n’y a pas de courant sur la
surface de séparation entre l’isolant et le vide.

5. En x = 0, c’est la composante tangentielle du champ électrique qui est continue.
Comme est est nulle dans le métal :

Ez(x = 0+) = 0 = − ic2

ωεr

dB0

dx

∣
∣
∣
∣
x=0

c’est-à-dire :
dB0

dx

∣
∣
∣
∣
x=0

= −βB2 sinφ = 0 ⇒ φ = 0

6. En x = a, la continuité de B0(x) impose : B1 e
−αa = B2 cos(βa). De plus, la

continuité de la composante tangentielle de ~E, toujours en x = a, se traduit par :

dB0

dx

∣
∣
∣
∣
x=a+

=
1

εr

dB0

dx

∣
∣
∣
∣
x=a−

⇒ αB1 e
−αa = B2

β

εr
sin(βa)

7. Si sin(βa) = 0 ou cos(βa) = 0 alors B1 = B2 = 0. Donc, de façon générale, il
n’y a pas de solution si :

βa =
pπ

2
avec p ∈ Z

8. Le rapport :
αB1 e

−αa

B1 e−αa
=

B2β sin(βa)

εrB2 cos(βa)
donne immédiatement :



Physique des ondes 839

α εr = β tan(βa)

• 149 Lycée Amyot, Melun

1. Les équations de Maxwell s’écrivent :

div ~E =
ρ

ε0

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t

div ~B = 0
−→
rot ~B = µ0 ~+ µ0ε0

∂ ~E

∂t

2. Nous savons que la divergence d’un rotationnel est nulle, auquel cas :

div
(−→
rot ~B

)

= 0 = div (µ0 ~) + µ0ε0 div

(

∂ ~E

∂t

)

= µ0 div~+ µ0ε0
∂

∂t

(

div ~E
)

De l’équation : div ~E =
ρ

ε0
découle l’expression de la conservation de la charge :

div~+
∂ρ

∂t
= 0

3. On sait que, dans un milieu conducteur, la loi locale d’Ohm : ~ = γ ~E implique
que :

div ~E =
1

γ
div~

L’équation de Maxwell-Gauss :

div ~E =
ρ

ε0
⇒ div~ =

γρ

ε0

couplée à l’équation de conservation de la charge, donne alors :

∂ρ

∂t
+
γ

ε0
ρ = 0

Cette équation a pour solution :

ρ(M, t) = ρ(M, 0) e−γt/ε0 = ρ0 e
−γt/ε0

La constante de temps valant :

τ =
ε0
γ

= 8,8.10−19 s

on en déduit que si, à un instant donné, la fonction ρ est non nulle en un point
de l’espace, alors elle va très vite tendre vers zéro. Dans la suite, nous pourrons
considérer que div ~E = 0.

4. On doit comparer le courant de conduction : ~ = γ ~E au courant de déplacement :

~D = ε0
∂ ~E

∂t
. Étant donné que, pour les fonctions sinusoïdales, la dérivée tempo-

relle
∂

∂t
équivaut à une multiplication par jω, la norme du courant de déplacement
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est donnée par : ε0ωE et celle du courant de conduction par γ E. Les courants de
déplacement dans le métal sont donc négligeables devant les courants de conduc-
tion à condition que :

ε0ωE ≪ γ E ⇒ ω ≪ γ

ε0
⇒ ω ≪ 1,13.1018 s−1 ⇒ f ≪ 1,8.1017 Hz

Dans ce cas, on se trouvant dans l’approximation des régimes quasi permanents ;
dans la suite, nous pourrons considérer que :

−→
rot ~B = µ0 ~

5. Nous avons l’égalité :

−→
rot

(−→
rot ~E

)

=
−−→
grad



div ~E
︸ ︷︷ ︸

=0



−∆ ~E

avec
−→
rot

(−→
rot ~E

)

=
−→
rot

(

−∂
~B

∂t

)

= − ∂

∂t

(−→
rot ~B

)

Étant donné que
−→
rot ~B = µ0 ~ = µ0γ ~E, nous obtenons :

−→
rot

(−→
rot ~E

)

= −µ0γ
∂ ~E

∂t

d’où découle l’équation vérifiée par le champ électrique dans le métal :

∆ ~E − µ0γ
∂ ~E

∂t
= ~0

Il s’agit d’une équation de diffusion.

Injectons la solution ~Et = ~E0t e
j(ωt−ktz) dans l’équation précédente, sachant que :

∂ ~E

∂t
= jω ~E et ∆ ~E =

∂2

∂x2

[

E0t e
j(ωt−ktx)

]

~ux = −k2t E0t e
j(ωt−ktx) ~ux

Nous obtenons ainsi l’équation :

k2t = −jωµ0γ

qui admet comme solutions :

kt = (1− j)

√
ωµ0γ

2
et kt = (j− 1)

√
ωµ0γ

2

La seconde solution donne un champ électrique qui devient infini dans le métal,
ce qui n’est pas acceptable physiquement. La partie imaginaire de kt représente le
terme d’amortissement pour la propagation de l’onde dans le métal, tandis la partie

réelle représente le terme de propagation. Si l’on pose : δ =

√
2

ωµ0γ
, on aura :

~Et = E0t e
−x/δ ej(ωt−x/δ) ~ux
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6. La vitesse de phase est donnée par : Vϕ =
ω

kprop.
où kprop. représente le nombre

d’onde caractéristique de la propagation dans le terme ej(ωt−kprop.x). Ainsi :

kprop. =
1

δ
⇒ Vϕ = ωδ ⇒ Vϕ =

√
2ω

µ0γ

Cette vitesse dépend de ω, ce qui signifie que le milieu est dispersif.

En notant kprop. =
1

δ
le nombre d’onde spatial :

kprop. =
1

δ
⇒ kprop. =

√
ωµ0γ

2

la vitesse de groupe : Vg =
dω

dkprop.
vérifie :

1

Vg
=

dkprop.

dω
=

1

2
×
√
µ0γ

2ω
⇒ Vg = 2

√
2ω

µ0γ
⇒ Vg = 2Vϕ

• 150 Lycée Descartes, Tours

1. Le champ résultant s’écrit, en notation réelle :

~E = ~E1 + ~E2 = E0 ~ez

[

cos
(

ωt− ~k1 ·
−−→
OM

)

+ cos
(

ωt− ~k2 ·
−−→
OM

)]

avec :

~k1 = k1 cos θ ~ex + k1 sin θ ~ey et ~k2 = k2 cos θ ~ex − k2 sin θ ~ey

La propagation se faisant dans le vide, chaque onde obéit à l’équation de d’Alem-
bert :

∆ ~E − 1

c2
∂2 ~E

∂t2
= ~0

Comme de surcroît les deux ondes étudiées sont planes, progressives et monochro-

matiques, les normes
∥
∥
∥~k1

∥
∥
∥ = k1 et

∥
∥
∥~k2

∥
∥
∥ = k2 vérifient alors :

k21 = k22 =
ω2

c2
⇒ k1 = k2 = k =

ω

c

Le champ résultant est donc donné par :

~E(M) = E0 ~ez [cos (ωt− kx cos θ − ky sin θ) + cos (ωt− kx cos θ + ky sin θ)]

En utilisant l’identité trigonométrique :

cos a+ cos b = 2 cos

(
a+ b

2

)

cos

(
a− b

2

)

nous obtenons alors :

~E(M) = 2E0 ~ez cos (ωt− kx cos θ)× cos(ky sin θ)
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Le champ magnétique peut être obtenu à partir de l’équation de Maxwell-Faraday :

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
⇒







∂Ez

∂y
= −∂Bx

∂t

−∂Ez
∂x

= −∂By
∂t

0 = −∂Bz
∂t

ce qui signifie que :

∂Ez
∂y

= −∂Bx
∂t

= −2E0k sin θ sin(ky sin θ) cos(ωt− kx cos θ)

et :

−∂Ez
∂x

= −∂By
∂t

= −2E0k cos θ cos(ky sin θ) sin(ωt− kx cos θ)

Étant donné que l’on ne s’intéresse qu’à des termes de propagation, nous posons :
Bz = 0. De ce fait :







Bx =
2E0

ω
k sin θ sin(ky sin θ) sin(ωt− kx cos θ)

By = −2E0

ω
k cos θ cos(ky sin θ) cos(ωt− kx cos θ)

d’où découle l’expression du champ magnétique :

~B =
2E0

c
sin θ sin(ky sin θ) sin(ωt− kx cos θ)~ex

− 2E0

c
cos θ cos(ky sin θ) cos(ωt− kx cos θ)~ey

2. Par définition, le vecteur de Poynting vaut :

~R =
1

µ0

~E ∧ ~B = −EzBy ~ex + EzBx ~ey

On en déduit les composantes de ~R :

Rx =
4E2

0

µ0c
cos2(ky sin θ) cos2(ωt− kx cos θ) cos θ Rz = 0

et :

Ry =
4E2

0

µ0c
cos(ky sin θ) cos(ωt− kx cos θ) sin(ky sin θ) sin(ωt− kx cos θ) sin θ

Compte tenu des valeurs moyennes, dans le temps :
〈
cos2(ωt− kx cos θ)

〉
=

1

2
et 〈cos(ωt− kx cos θ)× sin(ωt− kx cos θ)〉 = 0

la moyenne temporelle du vecteur de Poynting vaut finalement :
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〈

~R
〉

=
2E2

0

µ0c
cos2(ky sin θ) cos θ ~ex

3. La vitesse de phase de cette onde est donnée par :

Vϕ =
ω

kprop.
=

ω

k cos θ

car le nombre d’onde kprop. caractérisant la propagation est celui qui intervient dans
les expressions cos(ωt− kprop.x) et sin(ωt− kprop.x)

4. Dans le cas où θ = 0, les expressions précédentes deviennent :







~E(M) = 2E0 ~ez cos(ωt− kx)

~B = −2E0

c
cos(ωt− kx)~ey

et







~R =
4E2

0

µ0c
cos2(ωt− kx)~ex

〈

~R
〉

=
2E2

0

µ0c
~ex

On retrouve la propagation, selon ~ex, d’une onde plane d’amplitude 2E0, la vitesse
de phase valant c.

En revanche, dans le cas où θ =
π

2
, les expressions :







~E(M) = 2E0 ~ez cos(ωt) cos(ky)

~R =
4E2

0

µ0c
cos(ky) cos(ωt) sin(ky) sin(ωt)~ey

et







~B =
2E0

c
sin(ky) sin(ωt)~ex

〈

~R
〉

= ~0

montrent qu’on se trouve dans le cas d’une onde stationnaire ; l’énergie ne se pro-
page pas.

• 151 Lycée Condorcet, Paris

1. L’équation de Maxwell-Faraday permet de calculer le champ magnétique :

−→
rot ~E = −∂

~B

∂t
⇒







−∂Bx
∂t

= 0

−∂By
∂t

=
∂E

∂z

−∂Bz
∂t

= −∂E
∂y

d’où l’on déduit, en notation réelle :

E = E0 sin
(πy

a

)

× cos(ωt− kz) ⇒







Bx = 0

By =
kE0

ω
sin

(
πy

a

)

cos(ωt− kz)

Bz =
E0π

aω
cos

(
πy

a

)

sin(ωt− kz)
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2. Le vecteur de Poynting : ~R =
1

µ0

~E ∧ ~B s’écrit alors : ~R = Ry ~ey +Rz ~ez , avec :







Ry = − πE2
0

aωµ0
sin

(
πy

a

)

cos

(
πy

a

)

cos

(
πy

a

)

sin(ωt− kz) cos(ωt− kz)

Rz =
kE2

0

ωµ0
sin2

(
πy

a

)

cos2(ωt− kz)

Des valeurs moyennes, dans le temps :

〈sin(ωt− kz)× cos(ωt− kz)〉 = 0 et
〈
cos2(ωt− kz)

〉
=

1

2

se déduit la valeur moyenne de ~R dans le temps :
〈

~R
〉

=
kE2

0

2ωµ0
sin2

(πy

a

)

~ez

qui a pour valeur moyenne, dans l’espace :

〈〈

~R
〉〉

=
kE2

0

4ωµ0
~ez

La puissance moyenne qui traverse une section perpendiculaire de guide vaut :

φ =

∫∫

πa2

~R · dS ~ez ⇒ φ =
kE2

0a
2

2µ0ω

3. L’onde se propage dans le vide. Elle obéit donc à l’équation de d’Alembret :

∆ ~E − 1

c2
∂2 ~E

∂t2
= ~0

avec : ∆ ~E =

(
∂2E

∂y2
+
∂2E

∂z2

)

~ez et E = E0 ~ex sin
(πy

a

)

ej(ωt−kz). Par consé-

quent :






∆ ~E = −
[

k2 +

(
π

a

)2
]

~E

∂2 ~E

∂t2
= −ω2 ~E

⇒ k2 =
(ω

c

)2

−
(π

a

)2

On obtient ainsi : k2 =
ω2 − ω2

C

c2
si l’on pose : ωC =

πc

a
. Pour que l’onde se

propage, il faut donc que :

k > 0 ⇒ ω > ωC =
πc

a

4. La vitesse de phase se définit comme :

Vϕ =
ω

k
=

c
√

1− ω2
C

ω2
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La vitesse de groupe se définit, quant à elle, par :

1

Vg
=

dk

dω
=

d

dω

(√

ω2 − ω2
C

c

)

=
ω

c
√

ω2 − ω2
C

⇒ Vg = c

√

1− ω2
C

ω2

5. Les relations de continuité du champ électrique imposent :

~E2 − ~E1 =
σ

ε0
~n1→2

Sachant que le champ électrique est nul dans un métal parfait, on obtient alors :

σ(a, y, z, t) = −ε0E0 cos(ωt− kz) et σ(0, y, z, t) = −σ(a, y, z, t)





Chapitre 6

Thermodynamique

6.1 Rappels de première année

6.1.1 Éléments de statique des fluides

Définition 1 On appelle gaz parfait un gaz dont les constituants sont de volume propre
négligeable, sans interaction les uns avec les autres et dont la viscosité est nulle.

L’équation d’état d’un gaz parfait lie sa pression p (en Pa), son volume V (en m3), sa
température T (en K) et sa quantité de matière n (en moles) :

pV = nRT

où R = 8,314 J · K−1 · mol−1 désigne la constante molaire des gaz parfaits.

Le nombre n de moles de gaz est celui qui est responsable de la pression p. Par
exemple, dans un mélange de O2 et N2 à la pression p, écrire pV = nO2

RT serait faux ;
il conviendrait de poser : pV = (nO2

+ nN2
)RT .

Remarque – Sauf indication contraire, les gaz mentionnés dans les énoncés sont sup-
posés parfaits.
Soit un fluide en équillibre, de masse volumique µ, immergé dans le champ de pesan-
teur d’intensité g. La pression p à l’intérieur de ce fluide varie en fonction de l’altitude
z conformément à la loi :

dp

dz
= −µg (1)

Dans la troposphère, la loi d’évolution de la température est :

T (z) = T0 − az

où T0 et a sont des constantes.
En déduire la loi de pression p(z) en fonction de p0 (pression lorsque z = 0), a, T0, M
(masse molaire de l’air), g (intensité de la pesanteur) et R (constante molaire des gaz
parfaits).

847
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Réponse La variation de p en fonction de z est accessible à partir de la loi (1), dans laquelle µ doit être
explicité (l’air est un fluide compressible). Or, une masse m d’air, occupant un volume V , contient n moles

de molécules, de masse molaire moyenneM =
m

n
⇒ n =

m

M
et vérifie l’équation d’état des gaz parfaits :

pV = nRT = m
RT

M
⇒ µ =

m

V
= p

M

RT
⇒ dp

dz
= −p Mg

RT

⇒ dp

p
= −Mg

R
× dz

T

c’est-à-dire :
∫ p(z)

p0

dp

p
= −Mg

R

∫ z

0

dz

T0 + az
⇒ ln

[
p(z)

p0

]

= −Mg

Ra
ln

(
T0 + az

T0

)

d’où il découle que :

p(z) = p0 ×
(

1 +
az

T0

)−Mg/Ra

Remarque – Dans un problème à trois dimensions, la loi (1) doit être remplacée par :

−−→
grad p = ~fv

où ~fv désigne la densité volumique de force, c’est-à-dire le rapport de la force δ ~f par

le volume δV sur lequel elle s’exerce : ~fv =
δ ~f

δV
.

6.1.2 Premier principe de la thermodynamique

6.1.2.1 L’énergie interne

Soit E∗
c l’énergie cinétique d’un système dans son référentiel barycentrique et soit Epint

l’énergie potentielle de ce système, liées à ses interactions internes. On appelle énergie
interne la grandeur :

U = E∗
c + Epint

Un gaz parfait obit à la première loi de Joule :

l’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de sa température.

C’est pourquoi sa variation est proportionnelle à celle de la température :

dU = CV dT ou ∆U = CV ∆T

CV représente la capacité thermique à volume constant du gaz parfait.
Si n désigne le nombre de moles de ce gaz et m sa masse, on définit également les
capacités thermiques molaire CVm et massique cV à volume constant, de telle manière
que :

dU = nCVm dT et dU = mcV dT
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6.1.2.2 Bilan d’énergie

Le système peut recevoir, de l’extérieur :

• de l’énergie thermique (chaleur) : δQ ;

• un travail des forces de pression, si le système est déformable :

δWp = −pe dV

où pe désigne la pression extérieure qui s’exerce sur le système, dont le volume V
varie de dV ;

• un travail autre que celui des forces de pression (travail mécanique d’une turbine,
travail électrique,...) : W ′.

Le travail total des forces provenant de l’extérieur au système vaut ainsi :

Wext =Wp +W ′

Sous l’influence de ces différents apports, l’énergie mécanique E du système varie de :

∆E = ∆Ec +∆E∗
c +∆Epint +∆Epext

où ∆Ec désigne la variation d’énergie cinétique de son barycentre, ∆Epext = −W (c)
ext

la variation de l’énergie potentielle provenant du travail W (c)
ext des forces conservatives

qui proviennent de l’extérieur.
La variation ∆E provient alors du travail des forces dissipatives extérieures et de la
chaleur reçus par le système :

∆E =W
(d)
ext +Q ⇒ ∆Ec +∆(E∗

c + Epint)−W
(c)
ext =W

(d)
ext +Q

⇒ ∆Ec +∆U =Wext +Q car Wext =W
(c)
ext +W

(d)
ext

Ce résultat constitue la formulation mathématique du premier principe de la thermody-
namique, que l’on retrouve également sous forme différentielle :

dEc + dU = δWext + δQ

Remarque – Dans de nombreux problèmes, l’énergie cinétique du système ne varie
pas, auquel cas le premier principe de la thermodynamique se simplifie :

∆U =Wext +Q ou dU = δWext + δQ

Définition 2 Une transformation est réversible si le système qui la subit est en per-
manence en équilibre avec l’extérieur. Cet équilibre implique :

• l’équilibre thermique : la température du système s’identifie à celle de l’extérieur ;

• l’équilibre mécanique : la pression du système compense les forces extérieures.
Notamment, si seules des forces de pression s’exercent sur le système, l’identité :
pe = p (pression du système) est une condition nécessaire à la réversibilité d’un
processus.
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Un récipient calorifugé est séparé en deux compartiments par un piston per-
méable à la chaleur. Le premier compartiment contient n1 moles d’un gaz parfait à la
température T0, dans le volume V0 et sous la pression 2p0. Le second content n2 moles
du même gaz, à la température T0, dans le volume V0 et sous la pression p0.

n2 T0

V0 p0

n1 T0

V0 2p0

On libère le piston. Calculer les températures, pressions et volumes des deux compar-
timents lorsque le nouvel équilibre est atteint.

Réponse Remarquons au préalable que l’état final est caractérisé par :

• l’équilibre thermique entre les deux compartiments ; leur température commune sera notée Tf ;

• l’équilibre mécanique du piston : la pression qui règne dans les deux compartiments prend une valeur
commune, notée pf .

Au cours de cette transformation, l’énergie interne du gaz contenu dans chaque compartiment varie de :

∆U1 = n1 CV m

(
Tf − T0

)
et ∆U2 = n2 CV m

(
Tf − T0

)

de sorte que l’énergie interne du gaz contenu dans l’ensemble du récipient varie de :

∆U = ∆U1 +∆U2 = (n1 + n2) CV m

(
Tf − T0

)

Or, conformément au premier principe de la thermodynamique, la variation d’énergie interne U provient :

• de la chaleur reçue : Q = 0, car le récipient est calorifugé ;

• du travailW des forces extérieures ;W = 0 car le récipient, indéformable, n’est soumis à aucun travail.

Par suite :
∆U =W +Q = 0 ⇒ Tf = T0

En outre, les gaz contenus dans les récipients sont soumis, dans les deux états d’équilibre, à l’équation d’état
des gaz parfaits :

• dans l’état initial : {
2p0V0 = n1RT0
p0V0 = n2RT0

⇒ 3p0V0 = (n1 + n2) RT0 (2)

et le rapport des deux équations d’état fournit :

2 =
n1

n2
⇒ n1 = 2n2

• dans l’état final (les compartiments ont pour volumes V1 et V2) :
{

pfV1 = n1RT0
pfV2 = n2RT0

⇒ pf (V1 + V2) = (n1 + n2) RT0 (3)

⇒ 2 pfV0 = (n1 + n2) RT0 (4)

car le volume du récipient n’a pas varié au cours de la transformation.

Le rapport des équations (4) et (2) fournit :

2 pf

3 p0
= 1 ⇒ pf =

3

2
p0

compte tenu de ce résultat, l’équation d’état liée au premier compartiment :

2 p0V0 = n1RT0 et pfV1 = n1RT0 =
3

2
p0V1
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conduit à :

2 p0V0 =
3

2
p0V1 ⇒ V1 =

4

3
V0

tandis que :

V1 + V2 = 2V0 ⇒ V2 = 2V0 − V1 = 2V0 − 4

3
V0 ⇒ V2 =

2

3
V0

6.1.2.3 Enthalpie

Définition 3 L’enthalpie d’un corps de pression p, de volume V et d’énergie interne
U est définie par : H = U + pV

Remarque – À l’instar de l’énergie interne, l’enthalpie est une fonction d’état, en
conséquence de quoi, au cours d’un cycle :

∆U =

∮

dU = 0 et ∆H =

∮

dH = 0

Lorsqu’un fluide, de volume V , est soumis à une pression extérieure pe qui s’identifie
à la pression p du fluide, la variation d’enthalpie s’écrit :

dH = δQ+ V dp

si l’énergie cinétique du fluide ne varie pas. C’est pourquoi un apport de chaleur (Qp,
à pression constante ou QV , à volume constant) s’identifie aux variations de U ou de
H pour un fluide :

Qp = ∆H et QV = ∆U

Un gaz parfait vérifie, quant à lui, la seconde loi de Joule :

l’enthalpie d’un gaz parfait ne dépend que de sa température :

dH = Cp dT

où Cp désigne la capacité thermique du gaz, à pression constante, à partir de laquelle
sont définies :

• la capacité thermique molaire, à pression constante, Cpm telle que :

dH = nCpm dT

• la capacité thermique massique, à pression constante, cp telle que :

dH = mcp dT

Les capacités thermiques Cp et CV sont à l’origine de la définition de ł’exposant isen-
tropique :

γ =
Cp
CV

=
Cpm
CVm

=
cp
cV

En outre, pour un gaz parfait de masse molaire M , Cp et CV sont liés par la relation
de Mayer :
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Cp − CV = nR ou Cpm − CVm = R ou cp − cV =
R

M

d’où il découle que :

CV =
nR

γ − 1
et Cp =

γnR

γ − 1

Un gaz parfait qui subit une transformation adiabatique réversible vérifie la loi de La-
place :

pV γ = cte ou TV γ−1 = cte ou T γp1−γ = cte

On considère un compariment calorifugé séparé en deux par un piston ca-
lorifugé qui peut bouger sans frottements sur les parois. À l’instant initial, chaque
compartiment contient n0 = 1 mole de gaz parfait (CVm ≃ 12 J · K−1 · mol−1,
Cpm ≃ 20 J · K−1 · mol−1), à température T0 = 298 K et pression p0 = 1 bar.

(A) (B)

On chauffe, de manière quasi statique, le compartiment (A) à l’aide d’une résistance
électrique, jusqu’à TA = 445 K.

1. Déterminer la pression d’équilibre final p1.
On admettra que la solution de l’équation : x0,4 + 1,493 = 2x est x = 1,302.

2. Déterminer l’énergie fournie par la résistance électrique.

Réponse

1. Soient TA = 445 K et TB les températures finales dans les compartiments (A) et (B), de volumes
VA, VB , dans lesquels règne la même pression p1 à l’équilibre.

p0n0

T0 V0

p0n0

T0 V0

p1n0

TA VA

p1n0

TB VB

Étant donné qu’initialement les deux compartiments contiennent la même quantité de gaz, à la même
température et sous la même pression, ils présentent le même volume V0 tel que :

p0V0 = n0RT0 ⇒ V0 =
n0RT0

p0
(5)

et le volume total du récipient vaut alors Vtot = 2V0.
En outre, dans l’état d’équilibre final, le gaz contenu dans chaque compartiment vérifie l’équation d’état
des gaz parfaits :

{
p1VA = n0RTA
p1VB = n0RTB

⇒ p1 (VA + VB) = n0R (TA + TB)
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Or, puisque le volume du récipient n’a pas varié :

VA + VB = Vtot = 2V0 ⇒ 2p1V0 = n0R (TA + TB)

c’est-à-dire, compte tenu de l’identité (5) :

2p1

p0
× n0RT0 = n0R (TA + TB) ⇒ 2

p1

p0
=
TA

T0
+
TB

T0
(6)

Au cours de la manipulation, le gaz parfait contenu dans le compartiment (B) subit une transformation
adiabatique réversible, auquel cas la loi de Laplace s’y applique :

T γp1−γ = cte ⇒ T γ
Bp

1−γ
1 = T γ

0 p
1−γ
0 ⇒ TB

T0
=

(
p0

p1

) 1−γ
γ

=

(
p1

p0

) γ−1
γ

Ce faisant, l’équation (6) devient :

2
p1

p0
=
TA

T0
+

(
p1

p0

) γ−1
γ

c’est-à-dire, en posant x =
p1

p0
:

2x =
TA

T0
+ x

γ−1
γ

avec TA = 445 K, T0 = 298 K et γ =
Cpm

CV m
=

20

12
=

5

3
, cette équation devient :

2x = 1,493 + x0,4

dont l’énoncé donne la solution : x = 1,302. Par conséquent :

p1

p0
= x = 1,302 ⇒ p1 = 1,302× p0 = 1,302 bar

2. Au cours de la transformation, le récipient reçoit la chaleurQ dissipée par effet Joule tandis que le travail
W échangé avec l’extérieur est nul. Par suite, l’énergie interneU des gaz contenus dans le récipient varie
de :

∆U = Q+W = Q

Or, chaque compartiment contient n0 moles de gaz parfait, dont la variation d’énergie interne suit la
première loi de Joule :

∆UA = n0CV m (TA − T0) et ∆UB = n0CV m (TB − T0)

d’où il s’ensuit que :

Q = ∆U = ∆UA +∆UB = n0CV m (TA + TB − 2T0)

L’identtié (6) fournit, du reste :

TA + TB = 2T0 × p1

p0
⇒ Q = n0CV m × 2T0

(
p1

p0
− 1

)

Application numérique :

Q = 1× 12× 2× 298× (1,302− 1) ⇒ Q = 2160 J

La chaleurQ reçue (à pression ou à volume constants) par une phase condensée (liquide
ou solide) ne dépend que de sa variation de température :

Q = C∆T

auquel cas, pour de tels corps :

∆U = C∆T et ∆H = C∆T

où C désigne la capacité thermique du corps.
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6.1.2.4 Fluide en écoulement

Le résultat établi ci-après est exigible des étudiants de la filère PT.
On considère un fluide qui pénètre dans un système (Σ), avec une vitesse v1, sous
l’action d’une pression extérieure p1 et qui sort de (Σ) avec une vitesse v2, sous l’action
d’une pression extérieure p2.

p1

Q

W'

p2

v2  
dt

v1  
dt

∆z(Σ)

s1

s2

Pendant une durée dt, un volume V1 = v1s1 dt pénètre dans (Σ) par une canalisation
de section s1 et un volume V2 = v2s2 dt en ressort par une canalisation de section s2.
À l’intérieur de (Σ), le fluide reçoit en outre une chaleur Q et un travail W ′ autre que
celui des forces de pression.

p1 f1

dx1

p2f2

dx2

À l’entrée du dispositif, le fluide reçoit un travail W1 de la force ~f1 associée à la pres-
sion p1 :

W1 = ~f1 · d~x1 = f1 × dx1 = p1s1 × v1 dt = p1V1

tandis qu’à la sortie du dispositif, une force de pression ~f2 exerce sur le fluide le travail :

W2 = ~f2 · d~x2 = −f2 × dx2 = p2s2 × v2 dt = −p2V2

Finalement, en notant ∆Ec =
1

2
mv22 −

1

2
mv21 (où m désigne la masse comprise entre

les volumes V1 et V2). Le premier principe de la thermodynamique se traduit par :

∆U +∆Ec = Q+W +W1 +W2 +W ′

⇒ U2 − U1 +m

(
v22
2

− v21
2

)

= Q+ p1V1 − p2V2 +W ′

⇒ (U2 + p2V2)− (U1 + p1V1) +m

(
v22
2

− v21
2

)

= Q+W ′

où l’on reconnaît la définition de l’enthalpie H à l’entrée et à la sortie du système (Σ) :

H2 −H1 +m

(
1

2
v22 −

1

2
v21

)

= Q+W ′ ⇒ ∆H +∆Ec = Q+W ′ (7)

On note :

• h, l’enthalpie massique du fluide : H = mh ;

• ec l’énergie cinétique massique du fluide : Ec = mec, avec ec =
1

2
v2 ;
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• qe la chaleur reçue par une unité de masse de fluide : Q = mqe ;

• w′ le travail des forces autres que celles de pression, reçu par une unité de masse
de fluide.

Avec ces notations, la loi (7) s’écrit aussi :

∆h+∆ec = qe + w′

Le poids ~P qui s’exerce sur la masse m de fluide est à l’origine d’une variation d’éner-

gie potentielle ∆Ep = mg∆z associée au travail W
(

~P
)

de ~P :

∆Ep = −W
(

~P
)

⇒W
(

~P
)

= −mg∆z

Aussi, le travail que les forces extérieures exercent sur la masse m de fluide peut-il
s’écrire :

W ′ =W
(

~P
)

+Wi = −mg∆z +Wi = −m∆(gz) +Wi

où Wi désigne le travail des forces extérieures, hormis celui du poids et des forces de
pression. C’est pourquoi :

w′ =
W ′

m
= −∆(gz) + wi

⇒ ∆h+∆ec = qe −∆(gz) + wi

ce qui conduit finalement à :

∆h+∆ec +∆(gz) = qe + wi

On considère une tuyère à la sortie d’une fusée. Un gaz, supposé parfait,
pénètre dans la tuyère à une température T1, à la pression p1 et à la vitesse v1. Il en
ressort à la température T2, à la pression p2 et avec une vitesse v2.
Il n’y a ni échange de travail avec l’extérieur, ni échange thermique. Les transforma-
tions sont supposées réversibles.

1. Établir la relation :

H2m +
1

2
Mv22 = H1m +

1

2
Mv21

oùH2m etH1m désignent les enthalpies molaires respectives à l’entrée et à la sortie
de la tuyère et M la masse molaire du gaz.

2. Exprimer v2 en fonction de γ =
Cp
CV

, R, p1, p2, T1, v1 et M .

3. Application numérique : v1 = 0 m · s−1, γ = 1,4, T1 = 3500 K, T2 = 298 K,
M = 18 g · mol−1 et R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

Réponse

1. En l’absence d’échanges mécaniques ou thermiques avec l’extérieur, la loi (7) se simplifie :

Q =W ′ = 0 ⇒ ∆H +∆Ec = 0



856 Chapitre 6

où, n désignant le nombre de moles de gaz possédant la masse m :

∆H = n∆Hm = n (H2m −H1m)

⇒ n (H2m −H1m) +
1

2
mv22 − 1

2
mv21 = 0

⇒ H2m +
1

2

m

n
v22 = H1m +

1

2

m

n
v21

Or, en remarquant que
m

n
=M , on obtient :

H2m +
1

2
Mv22 = H1m +

1

2
Mv21

2. La relation précédente s’écrit également :

1

2
Mv22 =

1

2
Mv21 + (H1m −H2m)

dans laquelle la variation d’enthalpie d’un gaz parfait est proportionnelle à sa variation de température :

H1 −H2 = Cp (T1 − T2)

et où la relation de Mayer conduit à :

Cp − CV = nR ⇒ Cp

(

1− CV

Cp

)

= nR ⇒ Cp

(

1− 1

γ

)

= nR

⇒ Cp = n
γR

γ − 1

⇒ H1 −H2 = n× γR

γ − 1
(T1 − T2) = n (H1m −H2m)

⇒ H1m −H2m =
γR

γ − 1
(T1 − T2)

C’est pourquoi :

v22 = v21 +
2γR

(γ − 1)M
(T1 − T2) (8)

Par ailleurs, la transformation : (p1, T1) → (p2, T2) est supposée réversible par l’énoncé, en consé-
quence de quoi la loi de Laplace s’applique :

T γp1−γ = cte ⇒ T γ
2 p

1−γ
2 = T γ

1 p
1−γ
1 ⇒ T2 = T1 ×

(
p1

p2

) 1−γ
γ

Finalement, la vitesse v2 est donnée par la relation :

v2 =

√
√
√
√
√v21 +

2γRT1

(γ − 1)M



1−
(
p1

p2

) 1−γ
γ





3. Dans l’identité (8), les valeurs numériques fournies par l’énoncé conduisent à :

v2 =

√

2× 1,4× 8,314

0,4× 18.10−3
× (3 500− 298) ⇒ v2 = 3217 m · s−1

6.1.3 Deuxième principe de la thermodynamique
6.1.3.1 Définitions et propriétés de l’enthalpie

Le deuxième principe de la thermodynamique admet deux énoncés équivalents :

• l’énoncé de Clausius : une machine thermique (M) qui effectue des cycles mo-
nothermes ne peut fournir de travail à l’extérieur. Si W désigne le travail reçu par
(M), ce principe s’écrit aussi :
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W =

∮

isotherme
δW = 0 pour un cycle réversible

W =

∮

monotherme
δW > 0 pour un cycle irréversible.

• l’énoncé de Kelvin : la chaleur ne peut s’échanger spontanément que d’un corps
(dit chaud) de température Tc vers un corps (froid) de température Tf < Tc.

On notera désormais, avec les indices rév ou irr, des transferts thermiques qui se pro-
duisent au cours de transformations réversibles ou irréversibles.

Définition 4 Les inégalités de Clausius établissent qu’au cours d’une transformation
cyclique :

∮
δQrév

T
= 0 et

∮
δQirr

T
< 0

Ces relations sont à l’origine de la définition de la fonction entropie :

Définition 5 Un corps (C), en équilibre avec un thermostat à la température T , duquel
il reçoit une chaleur δQrév, présente une variation d’entropie S :

dS =
δQrév

T

Considérons un système qui évolue d’un état A vers
un état B, de manière réversible ou irréversible. Au
cours de la transformation réversible, si le corps
échange une chaleur δQrév avec des thermostats de
températures T , la variation de son entropie vaut :

A B

irr.

rév.

∆S = SB − SA =

∫ TB

TA

δQrév

T
(9)

En revanche, si la transformation est réalisée de manière irréversible :
∫ B

A

δQirr

T
< ∆S = SB − SA (10)

Pour calculer la variation d’entropie d’un système, deux cas peuvent se présen-
ter :

• si la transformation est réversible, il suffit d’évaluer : ∆S =

∫ B

A

δQrév

T
;

• si la transformation est irréversible, il faut imaginer une transformation ré-
versible permettant de relier les mêmes états A et B. La variation d’entropie
est alors fournie par le calcul de ∆S selon la relation (9), pour cette trans-
formation réversible fictive.
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Étant donné que l’entropie est une fonction d’état, pour calculer une variation d’entro-
pie on peut directement utiliser les résultats suivants :

• Pour n moles de gaz parfait :

S(T, V ) =
nR

γ − 1
ln
(
TV γ−1

)
+ cte

S(T, p) =
nR

γ − 1
ln
(
T γp1−γ

)
+ cte

S(p, V ) = nR ln (pV γ) + cte

• pour une phase condensée, de capacité thermique C :

S = C lnT + cte

6.1.3.2 Création d’entropie

Des relations (9) et (10) il découle que, quelle que soit la nature d’une transformation :

∆SAB >

∫ B

A

δQ

T

Définition 6 On appelle entropie d’échange thermique la grandeur :

Séch =

∫ B

A

δQ

T

Il existe donc une grandeur Scr, appelée entropie créée, telle que :

∆SAB = Séch + Scr avec Séch =

∫ B

A

δQ

T
et Scr > 0 (11)

Remarque – L’égalité Scr = 0 n’est réalisée qu’au cours d’une transformation réver-
sible, tandis qu’en l’absence d’échange thermique, la variation d’entropie ∆S s’iden-
tifie à l’entropie créée Scr.

Un gaz parfait est enfermé dans une enceinte calorifugée, fermée par un piston
en équilibre avec la pression extérieure p0. On fait passer, très rapidement, la pression
extérieure à 2p0 et, une fois l’équilibre rétabli, on relâche rapidement la pression ex-
térieure jusqu’à ce qu’elle retombe à p0. Déterminer l’état du gaz une fois l’équilibre
rétabli et calculer la création d’entropie.

Réponse Soit A(pA = p0, VA, TA) l’état d’équilibre du gaz parfait (contenant n moles),
B(pB = 2p0, VB , TB) l’état d’équillibre intermédiaire et C(pC = p0, VC , TC) l’état d’équilibre final.

TA

p0
pext : p0 ֏ 2p0VA

(A) (B) (C)

pB

TB

VB

pext : 2p0 ֏ p0 pC

TC

VC
pext = p0 
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Au cours de la transformation (irréversible) A→ B, l’énergie interne du gaz parfait varie de :

∆UAB = CV (TB − TA) =
nR

γ − 1
(TB − TA)

tandis qu’il reçoit un travail WAB de la force de pression extérieure (QAB = 0 car l’enceinte est calorifu-
gée) :

δWAB = −pext dV = −2p0 dV ⇒WAB = −2p0

∫ B

A
dV = 2p0 (VA − VB)

Le premier principe de la thermodynamique impose alors :

∆UAB =WAB ⇒ nR

γ − 1
(TB − TA) = 2p0VA − 2p0VB

Quant aux états d’équilibre A et B, ils sont soumis à l’équation d’état des gaz parfaits (avec pB = 2p0) :

p0VA = nRTA et 2p0VB = nRTB (12)

Par conséquent :

nR

γ − 1
(TB − TA) = 2nRTA − nRTB (13)

⇒ TB − TA = 2(γ − 1)TA − (γ − 1)TB (14)

⇒ (1 + γ − 1)TB = (2γ − 2 + 1)TA = (2γ − 1)TA (15)

⇒ TB =
2γ − 1

γ
TA (16)

Ce faisant, les expressions (12) conduisent à :

2p0VB

p0VA
=
nRTB

nRTA
⇒ 2VB

VA
=

2γ − 1

γ
⇒ VB =

2γ − 1

2γ
VA

De même, au cours de la transformation B → C, l’énergie interne du gaz varie de la quantité ∆UBC sous
l’influence du seul travail WBC de la force de pression extérieure :

δWBC = −pext dV = −p0 dV ⇒WBC = −p0
∫ C

B
dV = p0VB − p0VC

Aussi :

∆UBC =WBC ⇒ nR

γ − 1
(TC − TB) = p0VB − p0VC

Quant aux états d’équilibre B et C, ils sont caractérisés par les équations d’état :

2p0VB = nRTB et p0VC = nRTC (17)

Il s’ensuit que :

nR

γ − 1
(TC − TB) =

nRTB

2
− nRTC ⇒ TC − TB =

γ − 1

2
TB − (γ − 1)TC

⇒ (1 + γ − 1)TC =

(
γ − 1

2
+ 1

)

TB

⇒ TC =
γ + 1

2γ
TB

où TB est fourni par le résultat (16) :

TB =
2γ − 1

γ
TA ⇒ TC =

(2γ − 1) (γ + 1)

2γ2
TA

tandis que les équations d’état (12) et (17) conduisent à :
{

p0VA = nRTA
p0VC = nRTC

⇒ VC

VA
=
TC

TA
⇒ VC =

(2γ − 1) (γ + 1)

2γ2
VA

Au cours de la transformation totaleA→ C, la variation d’entropie ∆SAC du gaz parfait vérifie l’équation
(11) :

∆SAC = Séch + Scr
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où Séch =

∫ C

A

δQ

T
= 0 car l’enceinte est calorifugée. C’est pourquoi :

Scr = ∆SAC = SC − SA

Or, l’entropie d’un gaz parfait ne dépend que des paramètres d’état, par exemple p et V :

S = nR ln (pV γ) + cte

ce qui fournit les entropies des états A(p0, VA) et C(p0, VC) :






SC = nR ln
(
p0V

γ
C

)

SA = nR ln
(
p0V

γ
A

) ⇒ ∆SAC = nR ln

(
VC

VA

)γ

= γnR ln

(
VC

VA

)

soit encore :

Scr = ∆SAC = γnR ln

[
(2γ − 1) (γ + 1)

2γ2

]

Remarque – On pourra s’assurer que Scr > 0 (il s’agit d’une transformation irréversible), car :

(2γ − 1) (γ + 1)

2γ2
=

2γ2 + γ − 1

2γ2
= 1 +

γ − 1

2γ2
> 1

étant donné que γ > 1.

6.1.4 Généralités sur les machines thermiques

6.1.4.1 Définitions
On s’intéressera ici aux machines thermiques dithermes, qui effec-
tuent donc des cycles au cours desquels elles recoivent les chaleurs
Qc et Qf de la part d’une source chaude Sc et d’une source froide
Sf , ainsi qu’un travail W .

Pour représenter les échanges énergétiques dans le sens où
ils se produisent réellement, il suffit d’orienter les flèches
dans le sens correspondant et de rajouter un signe négatif
lorsque la flèche part de la machine.

Qc

W
machine

(Sf)

Qf

(Sc)

Définition 7 Un moteur thermique ditherme est une machine qui fournit un travail
en recevant la chaleur Qc de la source chaude et en transmettant la chaleur −Qf à la
source froide, ce qui permet de poser :







Qc > 0
Qf < 0
W < 0

⇒







Qc = |Qc|
Qf = − |Qf |
W = − |W |

Le premier principe de la thermodynamique indique qu’au cours
d’un cycle, la variation d’énergie interne (nulle) suit la loi :

Qc

-W
Moteur

(Sf)

-Qf

(Sc)

∆U =

∮

dU =W +Qf +Qc = 0

⇒ −W = Qf +Qc ⇔ |W | = |Qc| − |Qf |
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Définition 8 On appelle rendement d’un moteur le rapport : ηmoteur =
|W |
|Qc|

De cette définition, il découle que :

ηmoteur = 1 +
Qf
Qc

= 1− |Qf |
|Qc|

< 1

Définition 9 Une pompe à chaleur (PAC) extrait une chaleur |Qf | à la source froide
pour transmettre une chaleur |Qc| à la source chaude, grâce au travail W qu’elle
reçoit :







Qc < 0
Qf > 0
W > 0

⇒







Qc = − |Qc|
Qf = |Qf |
W = |W |

À nouveau, le premier principe de la thermodynamique établit que :

∆U =

∮

dU =W +Qf +Qc = 0

⇒ −Qc =W +Qf ⇔ |Qc| = |W |+ |Qf |

-Qc

W
P.A.C.

(Sf)

Qf

(Sc)

Définition 10 Le coefficient d’efficacité d’une pompe à chaleur est défini par le rap-
port :

ηPAC =
|Qc|
|W |

Cette définition conduit à :

ηPAC = 1 +
|Qf |
|W | = 1 +

Qf
W

> 1

Définition 11
Une machine frigorifique (MF) a pour rôle le retrait d’une
chaleur |Qf | à une source froide, en recevant un travail W
et en restituant une chaleur |Qc| à la source chaude :







Qc < 0
Qf > 0
W > 0

⇒







Qc = − |Qc|
Qf = |Qf |
W = |W |

-Qc

W
M.F.

(Sf)

Qf

(Sc)

Les analogies entre la machine frigorifique et la pompe à chaleur permettent de poser
directement :

Qf = −Qc −W ⇒ |Qf | = |Qc| − |W |
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tandis que son coefficient d’efficacité est défini par :

ηMF =
|Qf |
|W | =

|Qc|
|W | − 1 = −Qc

W
− 1

6.1.4.2 Moteur et théorèmes de Carnot

Le moteur de Carnot est un moteur ditherme fictif composé de
n moles d’un gaz parfait qui effectue des transformations réver-
sibles suivantes :

• A(Tf , VA) → B(Tf ,VB) : isotherme telle que VB < VA ;

• B(Tf , VB) → D(Tc, VD) : adiabatique telle que Tc > Tf ;

• D(Tc, VD) → E(Tc, VE) : isotherme telle que VE > VD ;

• E(Tc, VE) → A(Tf , VA) : adiabatique telle que Tf < Tc.

p

V

AB

E

VB VAVD VE

D

Tc

Tf

Les seules chaleurs échangées avec l’extérieur par le gaz parfait sont QAB et QDE ,
au cours des transformations isothermes (aux températures T0 = Tc ou Tf ), pendant
lesquelles le volume passe de Vi (VA ou VD) à Vf (VB ou VE). Au cours d’une trans-
formation isotherme, l’énergie interne d’un gaz parfait ne varie pas :

dU = 0 = δQ+ δW ⇒ δQ = −δW = pext dV

où pext s’identifie à la pression du gaz parfait : p =
nRT0
V

, au cours d’une transforma-

tion réversible. C’est pourquoi :

δQ = nRT0
dV

V
⇒ Q = nRT0

∫ Vf

Vi

dV

V
= nRT0 ln

(
Vf
Vi

)

c’est-à-dire :

QAB = nRTf ln

(
VB
VA

)

et QDE = nRTc ln

(
VE
VD

)

avec :
VB < VA ⇒ QAB < 0 et VE > VD ⇒ QDE > 0

Par conséquent, le moteur reçoit les chaleursQf < 0 etQc > 0 que l’on peut identifier
respectivement à QAB et QDE , afin d’exprimer son rendement :

ηCarnot = 1 +
Qf
Qc

= 1 +
QAB
QDE

= 1 +
Tf
Tc

× ln(VB/VA)

ln(VE/VD)

En outre, les transformations adiabatiques réversibles B → D et E → A sont caracté-
risées par la loi de Laplace :

TV γ−1 = cte ⇒
{
TfV

γ−1
B = TcV

γ−1
D

TfV
γ−1
A = TcV

γ−1
E

⇒ VB
VA

=
VD
VE

⇒ ηCarnot = 1− Tf
Tc

Des inégalités de Clausius se déduisent les théorèmes de Carnot :
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Premier théorème de Carnot
Un moteur ditherme qui effectue des cycles réversibles, au contact de deux
sources de chaleur de températures Tf et Tc > Tf , présente le même rende-
ment ηrév que le moteur de Carnot fonctionnant entre les mêmes sources :

ηrév = ηCarnot = 1− Tf
Tc

Second théorème de Carnot
Un moteur ditherme qui effectue des cycles irréversibles, au contact de deux
sources de chaleur de températures Tf et Tc < Tf , présente un rendement ηirr

inférieur à celui du moteur de Carnot fonctionnant entre les mêmes sources :

ηirr < ηCarnot = 1− Tf
Tc

Un moteur thermique réversible est doté de deux sources de capacités ther-
miques identiques C = 4.105 J · K−1. La température initiale de la première est
T10 = 283 K, celle de la seconde est T02 = 273 K. Les températures T1 et T2 des
sources ne sont pas constantes.

1. Faire un schéma, préciser le fonctionnement et le sens des échanges.

2. Quelle est la température finale des deux sources ?

3. Calculer le travail Wfourni obtenu lorsque le moteur s’arrête.

4. Calculer le rendement obtenu et comparer au rendement dans le cas où les tempé-
ratures restent constantes.

Réponse

1. On note :

• S1 la source à la température T1 et S2 la source à la température T2 ;

• δQ1 = C dT1 et δQ2 = C dT2 les chaleurs reçues par S1 et S2 au cours d’un cycle effectué par
le moteur ;

• δQc = −δQ2 et δQf = −δQ1 les chaleurs que S1 et S2 fournissent
au cours du cycle ;

• δW = −δWf le travail reçu par le moteur au cours du cycle.

Le fonctionnement du moteur peut être schématisé comme ci-contre, où les
échanges énergétiques se réalisent de la manière suivante : le moteur reçoit la
chaleur δQc qu’il transforme en travail δWf et en chaleur δQ1 qu’il restitue
à la source froide.

δQc

moteur

S2 T2
δQ2

δQf

S1 T1

δQ1

δW
δWf

2. Au cours d’un cycle réversible, le rapport
δQrév

T
s’identifie à la variation élémentaire d’entropie dS :

∮
δQrév

T
=

∮

dS = 0 ⇒ δQf

T1
+
δQc

T2
= 0 ⇒ −C dT1

T1
− C

dT2

T2
= 0

En fin de fonctionnement, les deux sources présentent la même témpérature Tf , de sorte que :

∫ Tf

T10

dT1

T1
+

∫ Tf

T20

dT2

T2
= 0 ⇒ ln

(
T 2
f

T1T2

)

= 0 ⇒ Tf =
√

T1T2

Application numérique :
Tf =

√
283× 373 = 325 K
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3. Au cours d’un cycle, l’énergie interne du moteur ne varie pas, ce que traduit le premier principe de la
thermodynamique :

δW + δQ1 + δQ2 = 0 ⇒ δW = −δQ1 − δQ2 = C (dT1 + dT2)

Entre l’instant initial (T1 = T10, T2 = T20) et l’instant final (T1 = T2 = Tf ), le moteur fournit donc
un travail :

Wf = −W = C
(
T10 + T20 − 2Tf

)

Application numérique :

Wf = 4.105 × (283 + 373− 2× 325) = 24.105 J

4. La chaleur δQc que reçoit le moteur pendant un cycle vaut :

δQc = −δQ2 = −C dT2

de sorte qu’à l’issue de la totalité des cycles, le moteur a reçu la chaleur :

Qc = −C
∫ Tf

T20

dT2 = C ×
(
T20 − Tf

)

Par suite, le rendement du moteur vaut :

η = −W

Qc
=
T10 + T20 − 2Tf

T20 − Tf
⇒ η = 1 +

T10 − Tf

T20 − Tf

Application numérique :

η = 1 +
283− 325

373− 325
= 12,5%

Si les températures T1 et T2 demeuraient constantes, le moteur effectuerait des cycles réversibles di-
thermes, auquel cas son rendement s’identifierait à celui du moteur de Carnot opérant entre les mêmes
sources, conformément au premier théorème de Carnot :

ηrév = ηCarnot = 1− T10

T20
= 1− 283

373
⇒ ηrév = 24,1%

6.2 Transferts thermiques et diffusion de particules
La chaleur peut se propager de trois façons :

• par conduction, auquel cas le transfert thermique s’opère dans un milieu maté-
riel, sans qu’il y ait transfert de matière (par exemple, une réaction chimique exo-
thermique transmet, à travers les parois du récipient qui la contient, la chaleur qui
augmente la température externe de ce récipient) ;

• par convection, essentiellement dans les fluides où une inhomogénéité de la tem-
pérature est responsable de l’inhomogénéité de la masse volumique, qui provoque
des mouvements convectifs de fluide ;

• par rayonnement, qui ne requiert aucun support matériel ; c’est de cette manière
que le Soleil chauffe la Terre à distance.

6.2.1 Loi de Fourier
6.2.1.1 Définitions
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Définition 12
Soit δQ la chaleur qui traverse une surface d~S pendant une
durée dt. On appelle puissance thermique par conduction
le rapport :

δφ =
δQ

dt
(en W)

Cette grandeur est aussi appelée flux thermique.

jQ

δQ dS

Définition 13 La puissance thermique par unité de surface définit le vecteur densité
de flux thermique ~Q, tel que :

δφ = ~Q · d~S (avec ~Q en J · m−2 · s−1)

Selon cette définition, le flux total qui traverse une surface S s’écrit :

φ =
δQ

dt
=

∫∫

(S)

~Q · d~S

Dans un milieu où la température T (x, t) dépend d’une abscisse x et du temps t,

jQ = ‖~Q‖ est proportionnel à
∂T

∂x
. Cette loi empirique constitue la loi de Fourier :

jQ = −λ ∂T
∂x

ou ~Q = −λ ∂T
∂x

~ux

où λ est un coefficient numérique (en W · m−1 · K−1) appelé conductivité thermique
du matériau traversé par la chaleur.

Définition 14 Un milieu est soumis à un régime stationnaire (ou permanent) lorsque
sa température ne varie pas dans le temps :

Régime stationnaire ⇔ ∂T

∂t
= 0

Définition 15 Un milieu est homogène lorsque ses paramètres intensifs λ, c (capacité
thermique massique) et µ (masse volumique) ne dépendent pas du point où ils sont
mesurés :

Milieu homogène ⇔ ∂λ

∂x
= 0,

∂µ

∂x
= 0 et

∂c

∂x
= 0
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6.2.1.2 Équation de diffusion thermique

Considérons un matériau de conductivité thermique λ, de capacité thermique massique
c et de masse volumique µ. Une tranche (T ) de ce matériau, de section droite S,
comprise entre les abscisses x et x+ dx, présente un volume δV = S dx, une masse
δm = µ δV et donc à une capacité thermique C = δm c = µcS dx.

x x+dx

S δQe δQs

(T)

Un bilan énergétique permet d’établir que, pendant dt :

• une chaleur δQe pénètre dans (T ) à l’abscisse x, telle que :

φ(x, t) =
δQe
dt

= jQ(x, t)× S ⇒ δQe = jQ(x, t)× S dt

• une chaleur δQs sort de (T ) à l’abscisse x+ dx, telle que :

φ(x+ dx) =
δQs
dt

= jQ(x+ dx, t)× S =

[

jQ(x, t) +
∂jQ
∂x

dx

]

× S

⇒ δQs =

[

jQ(x, t) +
∂jQ
∂x

dx

]

× S dt

• des sources internes de chaleur peuvent produire, dans δV , une chaleur :

δQp = P δV dt

où P désigne la puissance thermique créée par unité de volume.

Ce faisant, (T ) reçoit une chaleur globale :

δQ = δQp + δQe + δQs = P δV dt− ∂jQ
∂x

× dt× S dx
︸︷︷︸

δV

Or, le volume de (T ) ne variant pas, le premier principe de la thermodynamique permet
de relier directement δQ à la variation dU d’énergie interne de (T ) :

δQ = dU = C dT = δm cdT = µc δV dT = µc δV
∂T

∂t
dt

C’est ainsi que l’on retrouve l’équation de la diffusion thermique :

µc
∂T

∂t
= P − ∂jQ

∂x
= P +

∂

∂x

(

λ
∂T

∂x

)

(18)

qui devient, en milieu homogène :

µc
∂T

∂t
= P + λ

∂2T

∂x2
(19)



Thermodynamique 867

Remarque – La loi de Fourier, ainsi que l’équation de la diffusion thermique, ad-
mettent des généralisations tridimensionnelles :

~Q = −λ−−→gradT et µc
∂T

∂t
= P + λ∆T +

dλ

dT
×
(−−→
gradT

)2

Soit une pièce, de température Tp et un mur en brique d’épaisseur e1 et de
surface S. On admettra le régime stationnaire établi.

1. Calculer la puissance thermique qui traverse le mur, Te étant la température exté-
rieure.

2. Quelle est l’épaisseur e2 de polystyrène qu’il faut ajouter pour que la puissance
thermique soit divisée par 5 ?

3. Faire l’application numérique avec :

λ1 = 1,16 W · m−1 · K−1 λ2 = 4.10−2 W · m−1K−1 e1 = 15 cm

Réponse

1. Dans un matériau homogène, lorsque le régime permanent est établi, et en l’absence de source interne
de chaleur, l’équation (19) devient :

∂2T

∂x2
= 0

ce qui prouve l’existence de deux constantes a et b telles que :

∂T

∂x
= a⇒ T (x) = ax+ b

En connaissant les valeurs de T à deux abscisses : T1 = T (x1) et T2 = T (x2), on peut déterminer a
et b :

{
T1 = a x1 + b
T2 = a x2 + b

⇒
{

T1 − T2 = a (x1 − x2)
b = T1 − a x1

⇒







a =
T2 − T1

x2 − x1

b = T1 − a x1

c’est-à-dire :

T (x) =
T2 − T1

x2 − x1
(x− x1) + T1 (20)

Le mur de briques étant situé entre les abscisses x = 0 et x = e1, où les températures valent respecti-
vement Tp et Te :

Tp
x

0

e1

mur

e1

Te

la loi (20) devient :

T (x) =
Te − Tp

e1
x+ Tp

Aussi, la puissance thermique qui traverse le mur est soumise à la loi de Fourier :

φ = −λ1
∂T

∂x
⇒ φ = λ1

Tp − Te

e1
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2. On suppose désormais qu’une épaisseur e2 de polystyrène isole la pièce du mur :

Tp

x
0

e1

mur

e2

Te

e2

T0

e1+e2

λ2 λ1

tandis qu’à l’interface du mur et du polystyrène, la température prend la valeur T0, de sorte que la
relation (20) fournit :

• dans le polystyrène :

T2(x) =
T0 − Tp

e2
x+ Tp

• dans le mur :

T1(x) =
Te − T0

e1
(x− e2) + T0

ce qui signifie que le polystyrène et le mur sont traversés par les flux thermiques respectifs :

φ2 = −λ2
∂T2

∂x
=
λ2 (Tp − T0)

e2
et φ1 = −λ1

∂T1

∂x
= λ1

T0 − Te

e1

En outre, la relation (18) révèle qu’en régime stationnaire :

∂jQ

∂x
= −µc ∂T

∂t
= 0

c’est-à-dire que jQ ne dépend pas de x, de même que φ = jQ × S. C’est pourquoi :

φ1 = φ2 ⇒ λ1

e1
(T0 − Te) =

λ2

e2
(Tp − T0)

⇒ T0 ×
(
λ1

e1
+
λ2

e2

)

=
λ2Tp

e2
+
λ1Te

e1

⇒ T0 =
λ2e1Tp + λ1e2Te

λ1e2 + λ2e1

Par suite, le flux φ′ = φ1 = φ2 qui traverse le mur et son isolant vaut :

φ′ =
λ2

e2
× (Tp − T0) =

λ2

e2
× (Tp − Te) λ1e2

λ1e2 + λ2e1

=
λ1λ2 (Tp − Te)

λ1e2 + λ2e1

Aussi, la condition φ′ =
1

5
φ est vérifiée dès que :

φ′

φ
=

1

5
⇒ λ1λ2 (Tp − Te)

λ1e2 + λ2e1
× e1

λ1 (Tp − Te)
=

1

5

⇒ 5λ2e1 = λ1e2 + λ2e1

⇒ e2 =
4λ2e1

λ1

3. Application numérique :

e2 =
4× 0,04× 15

1,16
⇒ e2 = 2 cm
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6.2.1.3 Échanges thermiques convectifs

Cette partie n’est pas au programme des étudiants de la filière PT.

Considérons un solide dont la surface S, à la température Ts, est au contact d’un fluide
à la température Tf . Un mouvement convectif peut se produire au niveau de l’interface
des deux milieux, sous l’influence de la chaleur δQ qui traverse S pendant dt :

δQ

dt
= JQ S

où JQ est donné par la loi de Newton :

JQ = h (Ts − Tf )

h est le coefficient de transfert thermique par convection (en W · m−2 · K−1).

Une barre, de section carrée de côté a, est accotée à un mur ; le système est en
régime stationnaire et la température T (x) de la barre ne dépend que de x.

x
0

mur
T0

T1

a

a

L

On supposera la barre suffisamment grande pour qu’aucun transfert thermique ne soit
observé à travers la face située à la distance L du mur.
On rappelle l’expression du flux conducto-convectif par unité de surface, de la barre
vers l’air : φ = h [T (x)− T0]. Le mur est à la température T1, l’air ambiant à T0.

1. Donner l’équation différentielle vérifiée
par θ(x) = T (x)− T0.

2. Donner d, point d’intersection de l’axe
(Ox) avec la tangente à l’origine.

x0

T1-T0

d

θ(x)

Réponse

1. Considérons un élément (E) de la barre, situé entre les abscisses x et x+ dx.
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Pendant une durée dt :

• une chaleur δQe entre dans (E) par la face (de surface
a2) située en x :

δQe

dt
= j(x, t) a2 ⇒ δQe = j(x, t) a2 dt

• une chaleur δQs sort de (E) par la face (de surface a2)
située en x+ dx :

δQs

dt
= j(x+ dx, t)× a2 =

[

j(x) +
∂j

∂x
dx

]

× a2

⇒ δQs =

[

j(x) +
∂j

∂x
dx

]

× a2 dt

x x+dx

a

δQe

δQs
δQℓ

δQℓ

δQℓ

δQℓ

a

• une chaleur δQℓ sort par chacune des quatre faces latérales (de surface adx) :
δQℓ

dt
= φ× adx = h [T (x)− T0]× adx⇒ δQℓ = ah [T (x)− T0] dxdt

Aussi, pendant dt, (E) reçoit globalement la chaleur δQ :

δQ = δQe − δQs − 4 δQℓ = − ∂j

∂x
dx× a2 dt− 4ah [T (x)− T0] dxdt

= −a2
[
∂j

∂x
+ 4

h

a
[T (x)− T0]

]

dxdt

Si C représente la capacité thermique de (E), le premier principe de la thermodynamique prévoit que
δQ s’identifie à la variation d’énergie interne de (E) :

δQ = dU = C dT = C
∂T

∂t
dt⇒ ∂j

∂x
+

4h

a
[T (x)− T0] = − C

adx

∂T

∂t

En régime stationnaire,
∂T

∂t
= 0, tandis que la loi de Fourier précise que :

j = −λ ∂T
∂x

⇒ −λ ∂
2T

∂x2
+

4h

a
[T (x)− T0] = 0

c’est-à-dire :
∂2θ

∂x2
− 4h

λa
θ(x) = 0 avec θ(x) = T (x)− T0

2. L’équation caractéristique de cette équation différentielle :

X2 − 4h

λa
= 0 ⇒ X = ±α avec α =

√
4h

λa
admet deux solutions, en conséquence de quoi la solution générale adopte la forme :

θ(x) = A eαx +B e−αx

Or, lorsque x devient très grand, il est peu probable que |θ(x)| tende vers l’inifini, ce qui signifie que
A = 0. Quant à la constante B, elle s’obtient à partir de la condition :

T (x = 0) = T1 ⇒ θ(x = 0) = T1 − T0 = B ⇒ θ(x) = (T1 − T0) e−αx

Cette expression est confirmée par la courbe θ(x) fournie par l’énoncé et permet le calcul de :

dθ

dx

∣
∣
∣
∣
0

= −α (T1 − T0) et θ(x = 0) = T1 − T0

qui permet d’exprimer la tangente Θ(x) à la courbe θ(x) en x = 0 :

Θ(x) =
dθ

dx

∣
∣
∣
∣
0

× x+ θ(0) = T1 − T0 − αx (T1 − T0)

= (T1 − T0) (1− αx) = (T1 − T0)×
(

1−
√

4h

λa
x

)

Notamment, cette tangente atteint l’axe (Ox) à une abscisse x = d telle que :

Θ(d) = 0 = (T1 − T0)×
(

1−
√

4h

λa
d

)

= 0 ⇒ d =

√
λa

4h
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6.2.1.4 Résistance et conductance thermiques

Considérons un système compris entre les abscisses x1 et x2, où la température prend
respectivement les valeurs T1 et T2.

x
x+dx

δQe δQs

x1

T1
S(x)

x2

T2

0
x

Un élément (E) de ce système, compris entre les abscisses x et x+ dx :

• reçoit, pendant dt, une chaleur δQe telle que :

δQe
dt

= j(x, t)S(x) = φ(x, t) ⇒ δQe = φ(x, t) dt

• perd, à travers sa surface d’abscisse x+ dx, une chaleur δQs telle que :

δQs
dt

= j(x+ dx, t)× S(x+ dx) = φ(x+ dx, t) ⇒ δQs = φ(x+ dx) dt

Ce faisant, pendant dt, (E) reçoit la chaleur :

δQ = δQe − δQs = [φ(x, t)− φ(x+ dx, t)] dt

qui pourrait faire varier la température de (E) (de capacité thermiqueC) de la quantité :

δQ = C dT = C
∂T

∂t
dt⇒ C

∂T

∂t
= φ(x, t)− φ(x+ dx, t)

Aussi, en régime permanent, T (x) ne dépend que de x, ce qui signifie que :

∂T

∂t
= 0 ⇒ φ(x+ dx, t) = φ(x, t)

Donc le flux thermique, noté dorénavant φ, ne dépend pas de x. Ce faisant :

φ = jQ(x)S(x) ⇒ jQ(x) =
φ

S(x)

tandis que la loi de Fourier impose :

jQ = −λ(x) ∂T
∂x

⇒ ∂T

∂x
= − φ

S(x)λ(x)

Or, entre les abscisses x et x+ dx la température varie de la quantité :

dT =
∂T

∂x
dx = −φ dx

S(x)λ(x)
⇒
∫ T2

T1

dT = −φ
∫ x2

x1

dx

S(x)λ(x)

Définition 16 On appelle résistance thermique la grandeur :

Rth =

∫ x2

x1

dx

S(x)λ(x)



872 Chapitre 6

qui permet aussi de poser :

T1 − T2 = Rth × φ

Dans le cas d’une barre homogène, de section S constante et de longueur L, la résis-
tance thermique vaut alors :

Rth =
L

λS
(pour une barre).

Association en série

Soient deux systèmes (S1) et (S2) associés en série :

T1 T12 T2

(S1) (S2)

T1 T2

(S)

En régime stationnaire, chacun de ces systèmes est caractérisé par une résistance ther-
mique Rth1 ou Rth2 telle que :

T1 − T12 = Rth1 φ1 et T12 − T2 = Rth2 φ2

Or, en régime stationnaire, φ1 = φ2 permet d’additionner ces deux relations :

T1 − T2 = (Rth1 +Rth2) φ avec φ = φ1 = φ2

ce qui montre que l’ensemble {(S1) + (S2)} est équivalent à un système (S) de résis-
tance thermique : Réq = Rth1 +Rth2 . Par généralisation, on retiendra que :

Réq =

n∑

i=1

Rthi pour n systèmes en série.

Association en parallèle

Soient deux systèmes (S1) et (S2), associés en parallèle, dont les faces extrêmes sont
portées aux températures T1 et T2 :

T1

T2

(S1)

(S2)

T1 T2(S)

T2
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Ces systèmes, de résistances thermiques Rth1 et Rth2 , sont traversés par des flux φ1 et
φ2 tels que :

φ1 =
T1 − T2
Rth1

et φ2 =
T1 − T2
Rth2

Par conséquent, le système {(S1) + (S2)} est traversé par un flux thermique total :

φ = φ1 + φ2 = (T1 − T2)×
(

1

Rth1
+

1

Rth2

)

et est donc équivalent à un système (S), de résistance thermique Réq telle que :

1

Réq
=

1

Rth1
+

1

Rth2

Définition 17 La conductance thermique Gth d’un matériau représente l’inverse de
sa résistance thermique :

Gth =
1

Rth

Aussi, l’association en série de n systèmes équivaut à un système de conductance ther-
mique :

Géq =

n∑

i=1

Gthi pour n systèmes en parallèle.

6.2.1.5 Analogies avec l’électrocinétique

De nombreuses analogies existent entre l’électrocinétique et la conduction thermique,
dont la terminologie est souvent empruntée à la première. Ces analogies sont regoupées
dans le tableau ci-dessous :

Conduction thermique Électrocinétique
Chaleur δQ Charge δq

Flux thermique φ =
δQ

dt
Courant électrique i =

δq

dt

Densité de courant φ =

∫∫

~Q · d~S Densité de courant i =
∫∫

~e · d~S

Loi de Fourier ~Q = −λ−−→gradT Loi d’Ohm ~e = σ ~E/~E = −−−→
gradV

Conductivité thermique λ Conductivité électrique σ
Résistance thermique : T1 − T2 = Rth φ Résistance électrique U12 = V1 − V2 = Re i

Pour une barre Rth =
L

λS
Pour une barre Re = ρ

L

S
/ρ =

1

σ
Association en série : Réq = R1 +R2 + · · · Association en série : Réq = R1 +R2 + · · ·
Association en parallèle : Géq = G1 +G2 + · · · Association en parallèle Géq = G1 +G2 + · · ·

6.2.2 Transferts thermiques par rayonnement
6.2.2.1 Rayonnement thermique

Le rayonnement thermique est un rayonnement électromagnétique émis par une source.
Une source de surface dS émet, dans chaque demi-espace, une puissance thermique
δP , par rayonnement, proportionnelle à dS :
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δP =M × dS ⇒ P =M × S

où M représente l’émittance de la source.
Lorsque la source émet un rayonnement dont la longueur d’onde est comprise entre λ et
λ+ dλ, l’émittance s’exprime en fonction d’une émittance monochromatique Mλ(T )
qui dépend de λ et de la température de la source :

dM =Mλ(T ) dλ

Une source polychromatique pour laquelle λ ∈ [λ1, λ2] a donc une émittance totale :

Mtot =

∫ λ2

λ1

Mλ(T ) dλ

Une source ponctuelle O émet, dans l’espace d’angle solide Ωespace = 4π, une puis-
sance thermique P0. Si un corps (C) présente un angle solide Ω vu depuis O, ce corps
reçoit une fraction de la puissance P0 émise :

Preçue =
Ω

Ωespace
× P0 =

Ω

4π
× P0

Rappel sur les angles solides

Définition 18
Soient O et Ω deux points de l’espace, dont ~u
est un vecteur unitaire directeur de

−→
OΩ. Un élé-

ment de surface d~S étant centrée sur Ω, avec
r = OΩ, l’angle solide dΩ sous lequel est vu
dS depuis O est défini par : O

Ω

u
r

dS

dΩ =
~u · d~S
r2

Quelques angles solides, dont les expressions découlent de cette définition, sont à rete-
nir :

• angle solide d’une couronne circonscrite sur une sphère
de rayon r, centrée en O, comprise entre les angles θ et
θ + dθ :

dΩ = 2π sin θ dθ

O
θ

r

dθ

• angle solide de l’espace :

Ωespace = 4π
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• angle solide d’une coquille hémisphérique, de
rayon a, centrée sur un point Ω tel que OΩ = r :

Ω = π
a2

r2

a

rO Ω

6.2.2.2 Corps noir - Loi de Planck

Définition 19 On appelle corps noir un corps qui absorbe tous les rayonnements
électromagnétiques, quelle que soit leur longueur d’onde λ.

Pour un corps noir en équilibre thermique à la température T , l’émittance suit la loi de
Planck :

Mλ(T ) =
2πhc2

λ5
× 1

e
hc

λkT − 1

où :

• h ≃ 6,62 J · s est la constante de Planck ;

• c ≃ 3.108 m · s−1 est la vitesse de la lumière dans le vide ;

• k ≃ 1,38.10−23 J · K−1 est la constante de Boltzmann.

Remarque – L’exponentielle qui apparaît dans la loi de Planck contient deux termes
d’énergie :

• l’énergie d’un photon correspondant à une longueur d’onde λ : εph =
hc

λ
;

• l’énergie d’agitation thermique d’une particule de gaz parfait monoatomique dont

les particules ne peuvent se déplacer que selon une direction : 〈εc〉 =
1

2
kT .

T1=300 K

Mλ(T)

λ

T2=200 K

Par généralisation, on dit qu’un corps rayonnant se comporte comme un corps noir
lorsque son émittance suit la loi de Planck.
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6.2.2.3 Loi de Wien

Les courbes précédentes indiquent que la fonction Mλ(t) admet un maximum pour
une longueur d’onde qui décroît avec T . Ce résultat peut être confirmé par la dérivée
logarithmique de la loi de Planck :

ln [Mλ(T )] = ln
(
2πhc2

)
− 5 lnλ− ln

(

e
hc

λkT − 1
)

⇒ 1

Mλ(T )

dMλ

dT
= − 5

λ
+

hc

λ2kT
× 1

e
hc

λkT − 1

⇒ 1

Mλ(T )

dMλ

dT
=

1

λ

(

−5 + x× ex

ex − 1

)

avec x =
hc

λkT

Ce faisant, puisque Mλ(T ) > 0, la fonction Mλ(T ) admet un maximum pour une
valeur λm, c’est-à-dire pour xm, tel que :

5 (exm − 1) = xm × exm ⇒ 5
(
1− e−xm

)
= xm

Une résolution numérique fournit :

xm ≃ 4,965 11 ⇒ hc

λmkT
= 4,965 11 ⇒ λmT =

hc

4,965 11× k

⇒ λmT = cte = 2,898.10−3 m · K

Cette identité constitue la loi de Wien.

6.2.2.4 Loi de Stefan

Lorsque la source émet des rayonnements dont les longueurs d’onde varient de zéro à
l’infini, elle présente une émittance totale :

Mtot =

∫ ∞

0

Mλ(T ) dλ = 2πhc2
∫ ∞

0

1

λ5
× 1

e
hc

λkT − 1
dλ

soit, en posant :

x =
hc

λkT
⇒ λ =

hc

xkT
⇒ dλ = − hc

x2kT
dx

cette intégrale devient :

Mtot = 2πhc2 ×
(
kT

hc

)5

×
(
hc

kT

)∫ 0

∞

− x3 dx

ex − 1

=
2πk4

h3c2
T 4

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1
avec

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1
=
π4

15

d’où découle la loi de Stefan :

un corps, de surface S, en équilibre thermique à la température T , émet un
rayonnement de puissance totale :

P = S × σT 4 avec σ =
2π5k4

15h3c2
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Le Soleil, de rayon R et de température T , est considéré comme un corps noir.
La Terre, ainsi qu’un de ses satellites sphérique, de rayon r, de capacité thermique C,
considéré comme un corps noir, est à la distance a du Soleil. Le satellite est soumis au
rayonnement solaire.

1. Quelle est la température du satellite à l’équilibre ?

2. À t = 0, le satellite sort du cône d’ombre de la Terre et sa température est 0˚C ;
donner l’évolution de sa température en fonction du temps.

Réponse

1. Le Soleil, à la température T , se comporte comme un corps noir de surface S = 4πR2 qui émet, dans
l’espace, une puissance donnée par la loi de Stefan :

P⊙ = S × σt4 = 4πR2σT 4

Quant au satellite, de rayon r, il presente par rapport au Soleil un angle solide Ω =
πr2

a2
et reçoit, par

conséquent, la fraction de puissance solaire :

Ps = P⊙ × Ω

4π
= R2σT 4 × πr2

a2

Or, puisque le satellite se comporte également comme un corps noir, sa surface s =
4πr2

2
exposée au

Soleil absorbe une puissance Ps liée à sa température T1 :

Ps = s× σT 4
1 ⇒ R2σT 4 × πr2

a2
= 2πr2 × σT 4

1

⇒ T1 = T ×
(
R2

2a2

)1/4

2. À la date t = 0, le satellite présente la température T0 = 273 K (0˚C) tandis que sa température Ts
varie de dTs sous l’influence d’un apport de chaleur δQ = C dTs. Or, le satellite reçoit une puissance

Ps =
R2σπr2

a2
T 4, c’est-à-dire, pendant dt, une chaleur δQs telle que :

Ps =
δQs

dt
⇒ R2σπr2

a2
× T 4

s = C
dTs

dt

⇒ dt =
Ca2

R2σπr2
× dTs

T 4
s

Notamment, à la date t = 0, Ts = T0 implique que :

R2σπr2

Ca2

∫ t

0
dt =

∫ Ts(t)

T0

dTs

T 4
s

⇒ R2σπr2

Ca2
t =

[
1

3T 3

]Ts(t)

T0

⇒ 1

3T 3
s

=
1

3T0
+
R2σπr2

Ca2
t

⇒ Ts = 3

√

3Ca2T0

R2σπr2 × 3T0t+ Ca2

6.2.2.5 Bilan radiatif

Un corps qui reçoit un flux de rayonnement incident φi peut être le siège :

• de l’absorption d’un flux φa ;

• de la réflexion d’un flux φr ;
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• de la transmission d’un flux φt.

La conservation de l’énergie impose alors :

φi = φa + φr + φt

De la même manière, le flux d’énergie φE issu d’un corps est composé :

• d’un flux φe de rayonnement émis par le corps ;

• d’un flux φr d’énergie réfléchie et d’un flux φt d’énergie transmise.

C’est pourquoi :

φE = φe + φr + φt

Définition 20 On appelle bilan radiatif d’un corps le flux globalement reçu par ce
corps, sous forme de rayonnement :

Φ = φi − φE = φa − φe

L’équilibre radiatif est atteint lorsque Φ = 0 , c’est-à-dire φa = φe .

On peut distinguer trois types remarquables de corps :

• un corps parfaitement transparent ne réfléchit ni absorbe de rayonnement :
{
φr = 0
φa = 0

⇒ φi = φt

et :

φe = φa = 0 à l’équilibre radiatif.

• un corps parfaitement réfléchissant n’absorbe ni transmet de rayonnement, en
conséquence de quoi :

{
φt = 0
φa = 0

⇒ φi = φr

et, lorsque l’équilibre radiatif est établi :

φe = φa = 0

• un corps noir absorbe la totalité du rayonnement qu’il reçoit, c’est-à-dire :
{
φr = 0
φt = 0

⇒ φi = φa

auquel cas l’équilibre radiatif est caractérisé par :

φe = φa = φi
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Bilan d’énergie de rayonnement pour un corps noir

On s’intéresse à un corps noir (C) convexe (le plan tangent à (C) en tout point ne
coupe la surface extérieure de (C) qu’en un seul point), de capacité thermique C et
de température T . (C) est immergé dans un milieu de température Text, dont il reçoit
la chaleur δQext par rayonnement thermique. On supposera que ce milieu ne transmet
à (C) aucune autre forme d’énergie. En outre, (C) émet par rayonnement une chaleur
δQe. Par définition, si S désigne la surface extérieure de (C) :

δQext

dt
= σT 4

ext × S et
δQe
dt

= σT 4 × S

de sorte que la puissance totale reçue par (C) vaut :

Preçue =
δQext

dt
− δQe

dt
= σS ×

(
T 4

ext − T 4
)

En vertu du premier principe de la thermodynamique, la variation d’énergie interne de

(C) : dU = C dT = C
dT

dt
dt provient de la quantité de chaleur δQext − δQe globale-

ment reçue par (C) :

C
dT

dt
dt = δQext − δQe ⇒ C

dT

dt
=
δQext

dt
− δQe

dt

⇒ C
dT

dt
= σS

(
T 4

ext − T 4
)

Lorsque T et Text sont très proches :

T 4
ext − T 4 = (Text − T )

(
T 3

ext + T 2
extT + TextT

2 + T 3
)

≃ (Text − T )× 4T 3
ext

⇒ C
dT

dt
= 4σST 3

ext (Text − T )

Remarque – L’équilibre thermique du corps noir est défini par :

dT

dt
= 0 ⇒ Text = T

6.2.3 Diffusion de particules

Cette section en s’adresse qu’aux étudiants des filières PC et PSI.

6.2.3.1 Équation de conservation de la matière

Définition 21 Si, pendant une durée dt, δN particules traversent une surface, on
appelle courant de matière le flux φ de ces particules :

φ =
δN

dt
: courant de matière.
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Définition 22 Le flux δφ de matière traversant une surface élémentaire orientée d~S
est à l’origine de la définition du vecteur densité de courant ~ :

δφ = ~ · d~S ⇒ φ =

∫∫

~ · d~S

Considérons un milieu dans lequel des particules se déplacent dans la seule direction
(Ox), de vecteur unitaire directeur ~ex. Isolons, dans ce milieu, un élément (E) dont
les faces sont situées aux abscisses x et x+ dx, lesquelles faces présentent la même
surface S.

xx x+dx

S
δNe δNs

N(x, t)

(E)

On noteN(x, t) le nombre de particules présentes dans (E) à un instant t et l’on définit
la densité volumique de particules (ou concentration) n(x, t) par le nombre N(x, t) de
particules comprises dans le volume δτ = S dx de (E) :

n(x, t) =
N(x, t)

δτ
⇒ N(x, t) = n(x, t)× S dx

Pendant la durée dt :

• un nombre δNe de particules pénètre dans (E) par la face située en x :

δNe
dt

= j(x, t)× S ⇒ δNe = j(x, t)× S dt

• un nombre δNs de particules sort de (E) par la face située en x+ dx :

δNs
dt

= j(x+ dx, t)× S =

[

j(x, t) +
∂j

∂x
dx

]

× S

⇒ δNs =

[

j(x, t) +
∂j

∂x
dx

]

× S dt

• un nombre δNp de particules est produit dans (E) (par exemple issues de réactions
chimiques, nucléaires,...), avec une densité volumique par unité de volume p :

p =
δNp
δτ dt

⇒ δNp = p× δτ dt

Aussi, pendant dt, il s’accumule un nombre δN de particules dans (E) :

δN = δNe − δNs + δNp = − ∂j

∂x
× S dxdt+ p× δτ dt =

(

p− ∂j

∂x

)

× δτ dt

à l’origine de l’augmentation de N(x, t) :

δN = dN = dn× S dx =
∂n

∂t
dt× δτ
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Il s’ensuit que :

∂n

∂t
= p− ∂j

∂x
⇒ ∂n

∂t
+
∂j

∂x
= p (21)

traduit le bilan de matière dans (E).
Remarque – Dans un problème à trois dimensions, cette équation doit être remplacée
par l’équation de continuité :

∂n

∂t
+ div~ = p

6.2.3.2 Équation de diffusion

Loi de Fick : la densité de courant est proportionnelle au gradient de concen-
tration :

~ = −D ∂n

∂x
~ex ou : ~ = −D−−→

gradn

où D est appelé coefficient coefficient d’autodiffusion ou diffusivité.

Dans un problème à une dimension, la loi de Fick : j = −D ∂j

∂x
confère à l’équation

(21) la forme suivante :

∂n

∂t
− ∂

∂x

(

D
∂n

∂x

)

= p⇒ ∂n

∂t
− ∂D

∂x

∂n

∂x
−D

∂2n

∂x2
= p

appelée équation de diffusion des particules. On rencontrera fréquemment les situa-
tions suivantes :

• si D est indépendant de x :
∂n

∂t
−D

∂2n

∂x2
= p ;

• en régime permanent :
∂n

∂t
= 0 ⇒ D

∂2n

∂x2
= p ;

• en l’absence de production interne de matière :
∂n

∂t
= D

∂2n

∂x2
.

Remarque – À trois dimensions, l’équation de diffusion se généralise :

∂n

∂t
−
(−−→
gradD

)(−−→
gradn

)

−D∆n = p

6.3 Étude du corps pur sous deux phases

6.3.1 Potentiels thermodynamiques

Cette section ne s’adresse qu’aux étudiants de la filière PC.
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6.3.1.1 Condition d’évolution et équilibre

Définition 23 On appelle potentiel thermodynamique une fonction d’état qui devient
minimum lorsque l’équilibre thermodynamique d’un système est atteint.

Par exemple, au cours d’une évolution adiabatique, l’entropie varie de :

∆SAB = SB − SA >

∫ B

A

δQ

T
= 0 ⇒ SB > SA

On définit alors une négentropie −S telle que : −SB 6 −SA : le système effectue
spontanément la transformation A → B telle que la négentropie diminue ; à l’équi-
libre, la négentropie est alors minimum.

Évolution monotherme

Considérons un système dont la température extérieure demeure constante et égale à
T0 (pas nécessairement égale à la température T du système). Au cours d’une transfor-
mation élémentaire, pendant laquelle le volume V et l’entropie S du système varient
de dV et dS, le premier principe de la thermodynamique fournit la variation dU de
l’énergie interne de ce système :

dU = δQ+ δWext avec dS >
δQ

T0
⇒ δQ 6 T0 dS

⇒ dU 6 T0 dS + δWext = d(T0S) + δWext

On note δWréc = −δWext le travail récupérable, issu du système, de sorte que :

dU 6 d (T0S)− δWext ⇒ δWréc 6 d(T0S − U)

C’est ainsi qu’est définie une fonction :

F ∗ = U − T0S

telle que :

δWréc 6 −dF ∗ ⇔Wréc 6 −∆F ∗ (22)

Ce faisant :

Au cours d’une transformation monotherme A → B, le travail maximum
récupérable vaut :

W (max)
réc = −∆F ∗

AB = F ∗
A − F ∗

B

avec :
F ∗
A = UA − T0SA et F ∗

B = UB − T0SB

Or, par définition, Wréc > 0 suffit à montrer que :

∆F ∗
6 −Wréc 6 0

c’est-à-dire :

F ∗
B − F ∗

A 6 0 ⇒ F ∗
B 6 F ∗

A pour la transformation monotherme A → B.
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Cette inégalité montre qu’au cours d’une transformation monotherme, la fonction F ∗

décroît spontanément ; l’équilibre est alors atteint lorsque F ∗ est minimum et c’est
pourquoi F ∗ est un potentiel thermodynamique.

Remarque – Au cours d’une transformation monotherme cyclique :

∆F ∗ =

∮

dF ∗ =

∮

dU − T0

∮

dS = 0

ce qui a pour conséquence :

W (max)
réc = −∆F ∗ ⇒ W (max)

réc = 0

L’énoncé de Kelvin du deuxième principe de la thermodynamique est confirmé : au
cours de cycles monothermes, une machine thermique ne peut fournir de travail méca-
nique.

Évolutions monobare et monotherme

Considérons un système, de volume V (éventuellement variable), en contact avec un
milieu extérieur à la température T0 et à la pression p0 constantes. Au cours d’une
transformation élémentaire, ce système reçoit une quantité de chaleur δQ, un travail
δWp = −p0 dV des forces de pression et un travail δW ′ des forces autres que celles de
pression. Son énergie interne accuse alors une variation donnée par le premier principe
de la thermodynamique :

dU = δQ+ δWp + δW ′ = δQ− p0 dV + δW ′ = δQ− d(p0V ) + δW ′

En outre, le deuxième principe de la thermodynamique indique que l’entropie de ce
système varie d’une quantité :

dS >
δQ

T0
⇒ δQ 6 T0 dS = d(T0S)

où l’égalité est établie lorsque la transformation est réversible. Par suite :

dU 6 d(T0S)− d(p0V ) + δW ′ ⇒ d(U − T0S + p0V ) 6 δW ′

On définit alors la fonction :

G∗ = U − T0S + p0V + δW ′ ⇒ dG∗
6 δW ′ (23)

Aussi, le travail récupérable, autre que celui des forces de pression : δW ′
réc = −δW ′

vérifie :

δW ′
réc 6 −dG∗ ⇔W ′

réc 6 −∆G∗

ce qui montre que ce travail récupérable admet pour valeur maximum :

W ′
réc

(max)
= −∆G∗

Supposons en outre que le système n’échange pas de travail avec l’extérieur, autre que
celui des forces de pression : W ′

réc = 0 conduit à :

∆G∗
6 0
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Cette inégalité montre que G∗ est un potentiel thermodynamique :

Un système qui subit une transformation monotherme et monobare, sans
échanger de travail avec l’extérieur autre que celui des forces de pression,
évolue de manière à diminuer la fonction G∗ = U − T0S + p0V .

Remarque – Les conditions opératoires assurant la diminution de G∗ convient aux
réactions chimiques effectuées au laboratoire en récipient ouvert et aux changements
d’état.

6.3.1.2 Énergie libre et enthalpie libre

Lorsqu’un système évolue en restant en équilibre thermique avec un thermostat (sa
température T s’identifie avec la température T0 du thermostat) le travail récupérable
qu’il fournit vérifie la loi (22) :

δWréc 6 T dS − dU = d(TS − U)

d’où est définie la fonction d’état énergie libre :

F = U − TS

qui est un potentiel thermodynamique car δWréc > 0 impose :

0 6 δWréc 6 −dF ⇒ dF 6 0

Cette relation montre que l’évolution d’un tel système s’accompagne d’une diminution
de F .

Lorsqu’un système évolue de manière isotherme, sans échanger de travail avec
l’extérieur, l’énergie libre F = U − TS permet d’étudier aisément cette évolu-
tion.

Considérons maintenant un système qui effectue la transformation infinitésimale :
A(p, V ) → B(p+ dp, V + dV ), de manière réversible (T = T0 et p = p0), sa
variation d’énergie libre entre ces deux états vaut :

dF (rév)
AB = FB − FA = dU − d(TS)

avec : dU = δQrév − pdV si seules les forces de pression exercent un travail sur le
système. En outre :

δQrév = T dS ⇒ dU = T dS − pdV

⇒ dF (rév)
AB = T dS − pdV − (T dS + S dT )

⇒ dF (rév)
AB = −S dT − pdV

Or, la fonction F étant fonction d’état, dFAB ne dépend pas de la nature de la transfor-
mation A→ B de sorte que dF (rév)

AB = FB − FA est vérifiée quelle que soit la nature
de la transformation. C’est pourquoi on note :

dF = −S dT − pdV



Thermodynamique 885

Cette inégalité révèle que la fonction F (T, V ) dépend des paramètres d’état T et V ,
avec :

dF =

(
∂F

∂T

)

V

dT +

(
∂F

∂V

)

T

dV où :

(
∂F

∂T

)

V

= −S et

(
∂F

∂V

)

T

= −p

De même, lorsque le système évolue de manière isotherme et isobare (sa température
T et sa pression p s’identifient respectivement à la température T0 et à la pression p0
extérieures) la définition (23) conduit à définir la fonction d’état enthalpie libre G :

G = U − TS + pV = H − TS (24)

avec ∆G 6 −W ′
réc. Ainsi, au cours d’une transformation isobare et isotherme, si le

système n’échange aucun travail autre que celui des forces de pression (W ′
réc = 0) avec

l’extérieur :

∆G 6 0

Cette inégalité suffit à montrer qu’un système, qui effectue une transformation iso-
therme et isobare, évolue vers son minimum d’enthalpie libre ; G est un potentiel ther-
modynamique.

Remarque – L’équilibre thermodynamique d’un tel système est atteint lorsque G at-
teint sa valeur minimale, c’est-à-dire dG = 0.
Considérons maintenant un système qui effectue la transformation infinitésimale :
A(p, T ) → B(p+ dp, T + dT ), de manière réversible. La définition (24) fournit la
variation concomitante de l’enthalpie libre de ce système :

dG(rév)
AB = dU − d(TS) + d(pV )

avec, en l’absence de travail autre que celui des forces de pression :

dU = δQrév + δWrév = T dS − pdV

Il s’ensuit que :

dG(rév)
AB = T dS − pdV − (T dS + S dT ) + (pdV + V dp)

= −S dT + V dp

Or, la fonctionG étant fonction d’état, il s’ensuit que dGAB ne dépend pas de la nature
de la transformation A→ B ; quelle que soit celle-ci :

dGAB = dG(rév)
AB ⇒ dGAB = −S dT + V dp

Ainsi, G apparaît comme une fonction de T et p, avec :

dG =

(
∂G

∂T

)

p

dT +

(
∂G

∂p

)

T

dp où :

(
∂G

∂T

)

p

= −S et

(
∂G

∂p

)

T

= V (25)

6.3.2 Corps pur sous deux phases
6.3.2.1 Définitions

Cette partie est spécifiquement destinée aux étudiants de la filière PT. Cependant, les
autres étudiants pourront la consulter à titre de révision.
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Définition 24 On appelle changement d’état d’un corps pur la transformation, à tem-
pérature et pression constantes, visant à modifier l’état physique (gazeux, liquide ou
solide) de ce corps pur.

États Transformation
solide→liquide fusion

liquide→gaz vaporisation
solide→gaz sublimation
gaz→solide condensation
gaz→liquide liquéfaction

liquide→solide solidification

Dans un diagramme (p, T ), on représente les domaines d’existence de chaque phase,
les courbes séparant ces domaines représentant les points p(T ) d’équilibre entre ces
deux phases :

T

p

(T )

SOLIDE
LIQUIDE

GAZ

(C)

On distingue, dans ce diagramme :

• le point triple (T ) de coexistence stable des trois phases ;

• le point critique (C) au delà duquel les phases liquide et gazeuse se confondent en
une seule phase (fluide hypercritique).

Au cours d’un changement d’état X1 → X2, la chaleur reçue par le système pour
transformer une massem de X1 en X2 s’identifie à la variation d’enthalpie (température
et pression demeurant constantes) :

Q = ∆H12

Définition 25 L’enthalpie massique ∆h12 de changement d’état est appelée chaleur
latente massique ℓ12 :

∆h12 = m× ℓ12 (avec ℓ12 = ∆h12)

Les chaleurs latentes massiques de sublimation, de vaporisation et de fusion sont tou-
jours positives.

Définition 26 Soit ∆H12 la variation d’enthalpie consécutive au changement d’état
X1 → X2 de nmoles de X1. On appelle enthalpie molaire (ou chaleur latente molaire)
de changement d’état la grandeur ∆H12m telle que :
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∆H12 = n×∆H12m

Soit le changement d’état : X1 → X2 effectué de manière isotherme (à la température
T ) et isobare, au cours duquel le milieu reçoit la chaleur Q12 = ∆H12 associée à la

variation d’entropie ∆S12 =
Q12

T
:

∆S12 =
∆H12

T
(26)

Si si désigne les entropies massiques de X1 et X2, m1 et m2 les masses de X1 et X2,
les entropies S1 et S2 de X1 et X2 valent :

S1 = m1 s1 et S2 = m2 s2

Au cours du changement d’état d’une masse m de X1 :

X1

m1

m1 −m

−→ X2

m2

m2 +m

l’entropie du système varie de :

∆S12 = [(m1 −m) s1 + (m2 +m) s2]− (m1 s1 +m2 s2) = m (s2 − s1)

tandis que ∆H12 = mℓ12 permet de transformer la relation (26) :

s2 − s1 =
ℓ12
T

(27)

Définition 27 On appelle vapeur saturante la phase gazeuse en équilibre avec la
phase liquide d’un corps pur. La pression partielle de vapeur saturante ps ne dépend
que de la température : ps = ps(T ).

Une phase gazeuse peut se comporter de deux manières différentes :

• la vapeur sèche (en l’absence de la phase liquide) peut être assimilée à un
gaz parfait :

pV = n0RT ⇒ p =
n0RT

V

où le nombre de moles n0 demeure constant, tandis que p dépend de V .

• la vapeur saturante peut aussi être assimilée à un gaz parfait :

psV = nvRT ⇒ ps =
nvRT

V

mais la quantité nv de vapeur varie avec V de manière à maintenir ps(T )
indépendant de V .

Définition 28 On appelle titre en vapeur xvap (resp. en liquide xliq) le rapport des
masses de la phase gazeuse mvap (resp. liquide : mliq) par la masse totale m du corps
pur :
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xvap =
mvap

m
xliq =

mliq

m

Dans un récipient vide, de volume V = 1 L, maintenu à la température
T0 = 373 K, on introduit une masse m = 1 g d’eau liquide. Calculer les titres en va-
peur d’eau et en eau liquide.
On donne :

• la pression de vapeur saturante à T0 : ps = 1,013.105 Pa ;

• la constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;

• la masse molaire de l’eau : M = 18 g · mol−1.

Réponse En introduisant de l’eau liquide dans le récipient vide, on provoque une vaporisation (totale ou
partielle) de l’eau : nv moles de vapeur sont produites, qui se comportent comme un gaz parfait à la pression
ps :

psV = nvRT0 ⇒ nv =
psV

RT0
Aussi, la masse de la vapeur d’eau vaut :

mv = nv ×M =
psVM

RT0

ce qui représente un titre massique :

xv =
mv

m
=
psVM

RT0m
=

1,013.105 × 10−3 × 18

8,31× 373× 1
⇒ xv = 0,59 = 59%

Aussi, le titre massique xℓ du liquide est défini à partir de la masse mℓ = m−mv d’eau liquide restante :

xℓ =
mℓ

m
=
m−mv

m
= 1− xv = 0,41 = 41%

6.3.2.2 Formule de Clapeyron

Les étudiants de la filière PC sont concernés par l’intégralité de cette section, tandis
que ceux de la filière PSI peuvent n’en retenir que le résultat.

Considérons un corps pur en équilibre sous
deux phases (repérées par les indices 1 et 2). En
notant g1(T, p) et g2(T, p) les enthalpies libres
massiques de ces phases, de masses respectives
m1 et m2, l’entalpie libre du système diphasé,
à T et p, vaut :

G(T, p) = m1 g1(T, p) +m2 g2(T, p)

T

p

Phase (1)

T T+dT

p

p+dp

Phase (2)
A

B

Lors d’une transformation infinitésimale isotherme et isobare, les masses des deux
phases varient de dm1 et dm2, tandis que la masse totale m du système demeure
constante :

m = m1 +m2 ⇒ 0 = dm1 + dm2 ⇒ dm2 = −dm1
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C’est pourquoi G(T, p) varie de la quantité :

dG = dm1 g1(T, p) + dm2 g2(T, p) = dm1 [g1(T, p)− g2(T, p)]

Ce faisant, l’inégalité : dG 6 0 permet d’envisager plusieurs situations :

• si g1(T, p) > g2(T, p), cette inégalité n’est vérifiée que si dm1 < 0 (c’est-à-dire
dm2 > 0) : la matière passe de la phase (1) à la phase (2) ;

• si g1(T, p) < g2(T, p), dm1 est positif, ce qui signifie que la matière passe de la
phase (2) à la phase (1) ;

• si g1(T, p) = g2(T, p), aucun des phénomènes précédents n’est observé : l’équi-
libre est atteint.

Si, aux points A(T, p) et B(T + dT, p + dp) le système est en équilibre, les propos
précédents conduisent à :

g1(T, p) = g2(T, p) (28)

et :

g1(T + dT, p+ dp) = g2(T + dT, p+ dp)

⇒ g1(T, p) +

(
∂g1
∂T

)

p

dT +

(
∂g1
∂p

)

T

dp

= g2(T, p) +

(
∂g2
∂T

)

p

dT +

(
∂g2
∂p

)

T

dp

c’est-à-dire, compte tenu de l’identité (28) :
[(

∂g2
∂T

)

p

−
(
∂g1
∂T

)

p

]

dT =

[(
∂g1
∂p

)

T

−
(
∂g2
∂p

)

T

]

dp

Or, si s1, s2, v1, v2 désignent les entropies massiques des phases (1) et (2) et leurs
volumes massiques, les identités (25) s’écrivent aussi :

dGi = −Si dT + Vi dp ⇒ dgi = −si dT + vi dp

⇒
(
∂gi
∂T

)

p

= −si et

(
∂gi
∂p

)

T

= vi

Par suite :

(s1 − s2) dT = (v1 − v2) dp⇒ s2 − s1 = (v2 − v1)
dp

dT

Enfin, l’identité (27) fournit :

s2 − s1 =
ℓ12
T

⇒ ℓ12 = T (s2 − s1)

ce qui conduit à la formule de Clapeyron, liant la chaleur latente massique de change-

ment d’état à la pente
dp

dT
de la courbe d’équilibre (p, T ) :

ℓ12 = T (v2 − v1)
dp

dT
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6.4 Étude de l’équilibre liquide-vapeur
Cette section s’adresse aux étudiants de la filière PT, mais elle est accessible aux étu-
diants des autres filières.

6.4.1 Diagramme de Clapeyron
6.4.1.1 Courbes de saturation

Le diagramme de Clapeyron consiste à représenter la pression p d’un système en fonc-
tion de son volume massique v.
Dans le cas d’un mélange liquide-vapeur d’un
corps pur, on distingue, sur un tel diagramme,
pour une température T fixée :

• un point G qui correspond à la phase ga-
zeuse, de volume massique vg ; en G appa-
raît une première goutte de liquide ;

• un point L caractéristique de la phase li-
quide, de volume massique vℓ ; en L appa-
raît la première bulle de gaz. v

p

T

p L

vg

GM

vvℓ

Le palier LG, pour lequel la pression p demeure constante (il s’agit de la pression
de vapeur saturante à la température T ), est appelé palier de changement d’état ; il
comporte des points (M) donnant l’état du mélange liquide-vapeur.
En traçant plusieurs isothermes (appelées isothermes d’Andrews), un réseau de courbes
fait apparaître, de surcroît, un point critique (C), à la température critique Tc et dont
l’isotherme admet un point d’inflexion et une tangente horizontale :

(
∂p

∂v

)

Tc

= 0 et

(
∂2p

∂v2

)

Tc

= 0

v

p

p
L

vg

GM

vvℓ

C

T1

T2>T1

Tc

T>Tc

Liq. Liq.+gaz

Fluide
hypercritique

Gaz

L’ensemble des points CG décrit la courbe de rosée et l’ensemble des points CL la
courbe d’ébullition. La réunion de ces deux courbes s’appelle la courbe de saturation.
Quatre domaines sont ainsi mis en évidence :

• le domaine d’existence de la phase gazeuse, à droite de la courbe de rosée et sous
l’isotherme Tc ; dans ce domaine, le gaz est assimilé à un gaz parfait ;

• le domaine d’existence de la phase liquide, à gauche de la courbe d’ébullition et
sous l’isotherme Tc ;



Thermodynamique 891

• le domaine de coexistence des phases liquide et gazeuse, sous la courbe de satura-
tion ;

• le domaine caractéristique du fluide hypercritique au dessus de l’isotherme Tc.

Soit m la masse d’un mélange liquide-vapeur, représenté par un point M(v, p). Ce
mélange est composé de phases liquide et gazeuse de masses respectives mℓ et mg :

m = mℓ +mg ⇒ mℓ = m−mg

Quant au volume V = mv du mélange, il réunit les volumes Vg = mgvg et Vℓ = mℓvℓ
des phases gazeuse et liquide respectivement :

mv = mgvg +mℓvℓ ⇒ mv = mgvg + (m−mg) vℓ

⇒ m (v − vℓ) = mg (vg − vℓ)

Ce faisant, la fraction massique de vapeur vaut :

xg =
mg

m
=

v − vℓ
vg − vℓ

=
ML

GL

6.4.1.2 Entropie massique du mélange

Considérons un corps pur occupant les états G ou L pour une température T donnée.
On note cp la capacité thermique massique du corps dans cet état, δQ la chaleur qu’il
reçoit lorsque la température varie de dT , la pression de dp, tandis que le point ca-
ractéristique suit la courbe de saturation. Une masse m de ce corps subit alors une
variation d’enthalpie :

dH = δQ+ V dp⇒ δQ = dH − V dp

c’est-à-dire, en notant v le volume massique du corps :

δQ = mcp dT −mv dp = m (cp dT − v dp)

Or, puisque le point représentatif de la transformation suit la courbe de saturation, la
pression ne dépend que de la température, de sorte que :

dp =
dp

dT
dT ⇒ δQ = m

(

cp − v
dp

dT

)

dT

On notera dorénavant ci la capacité thermique de la phase considérée, définie par :

δQ = mci dT avec ci = cp − v
dp

dT

Ce faisant, au cours de cette transformation, l’entropie du corps varie de :

dS = mci
dT

T
(29)

Envisageons alors un cycle de transformations représenté ci-dessous, contenant quatre
étapes :
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• au cours de la transformation AB, une
masse m de liquide se transforme in-
tégralement en gaz. La chaleur reçue
par le corps valant QAB = mℓv(T )
(où ℓv(T ) représente la chaleur latente
massique de vaporisation à la tempéra-
ture T ) ; l’entropie du système varie de
la quantité :

v

p

p

T

Dp+dp C

BA T+dT

∆SAB =
QAB
T

= m
ℓv(T )

T

• la transformation BC s’accompagne d’une variation d’entropie donnée par la loi
(29), où ci = cg est associé à la phase gazeuse :

dSBC = mcg
dT

T

• au cours de la transformation CD, la masse m du corps se liquéfie à la température
constante T + dT ; elle reçoit ainsi la chaleur :

QCD = −mlv(T + dT )

à laquelle est associée une variation d’entropie :

∆SCD =
QCD
T + dT

= −m lv(T + dT )

T + dT

• l’entropie du liquide ainsi formé (de capacité thermique ci = cℓ) varie, au cours de
la transformation DA, d’une quantité vérifiant la relation (29) :

dSDA = −mcℓ
dT

T + dT
≃ −mcℓ

dT

T
(à l’ordre 1).

L’enthalpie étant une fonction d’état, elle ne varie pas au cours de ce cycle, ce qui se
traduit par :

∮

dS = 0 ⇒ ∆SAB + dSBC +∆SCD + dSDA = 0

⇒ ℓv(T )

T
+ cg

dT

T
− ℓv(T + dT )

T + dT
− cℓ

dT

T
= 0

c’est-à-dire, en remarquant que :

ℓv(T + dT )

T + dT
=
ℓv(T )

T
+ dT

∂

∂T

(
ℓv
T

)

cette relation devient :

∂

∂T

(
ℓv
T

)

=
cg − cℓ
T

⇒ ∂ℓv
∂T

− ℓv
T

= cg − cℓ (30)

Considérons maintenant une masse m d’un corps pur constitué de sa phase gazeuse, de
masse mg = xm, en équilibre avec sa phase liquide, de masse mℓ = m (1− x). À la
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température T , ce système est représenté par son état (x, T ), tandis qu’à la température
T + dT , l’état du système est (x+ dx, T + dT ). Soit dS la variation d’entropie de ce
mélange au cours de la transformation (x, T ) → (x+ dx+ , T + dT ), que l’on peut
décomposer en deux transformations :

• modification de la composition, à température constante :

(x, T ) −→ (x+ dx, T )

au cours de laquelle le système reçoit, de manière réversible, la chaleur :

δQ1 = δmg × ℓv = mdx ℓv

à laquelle est associée la variation d’entropie : dS1 = m
dx ℓv
T

.

• variation de la température, à composition constante :

(x+ dx, T )
δQ2−−→ (x+ dx, T + dT )

Le système étant composé d’une masse mg = m (x+ dx) de vapeur et d’une
masse mℓ = m (1− x− dx) de liquide, de capacités thermiques respectives cg
et cℓ, il reçoit, de manière réversible, la chaleur :

δQ2 = mgcg dT +mℓcℓ dT = m [cg (x+ dx) + cℓ (1− x− dx)] dT

c’est-à-dire, en ne conservant que le termes d’ordre 1 :

δQ2 = m [cgx+ cℓ (1− x)] dT = m [cℓ + (cg − cℓ)x] dT

à laquelle correspond la variation d’entropie :

dS2 =
δQ2

T + dT
= m [cℓ + (cg − cℓ)x]

dT

T + dT

≃ m [cℓ + (cg − cℓ)x]
dT

T
à l’ordre 1.

Aussi, la variation d’entropie totale du mélange vaut :

dS = dS1 + dS2 = m
dx ℓv
T

+m [cℓ + (cg − cℓ)x]
dT

T

et celle de l’entropie massique vaut :

ds =
1

m
dS =

ℓv
T

dx+ cℓ
dT

T
+ (cg − cℓ)

dT

T
× x

Or, conformément à la relation (30) :

cg − cℓ
T

=
∂

∂T

(
ℓv
T

)

⇒ ds = cℓ
dT

T
+
ℓv
T

dx+
∂

∂T

(
ℓv
T

)

dT × x

⇒ ds = cℓ
dT

T
+
ℓv
T

× dx+ d

(
ℓv
T

)

× x

d’où il s’ensuit que :

s = cℓ lnT +
xℓv
T

+ s0 (31)

où s0 désigne une constante.
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6.4.2 Diagramme entropique
6.4.2.1 Courbe de saturation

Dans un diagramme entropique, l’entropie massique s d’un corps pur est représentée
en fonction de sa température. On y distingue essentiellement trois domaines :

• le liquide saturant (x = 0), dont l’entropie suit la loi (31) :

s = cℓ lnT + s0

Par convention, on supposera l’entropie du liquide saturant nulle au point triple, de
température Tt :

0 = cℓ lnTt + s0 ⇒ s0 = −cℓ lnTt ⇒ cℓ ln

(
T

Tt

)

(32)

⇒ T = Tt exp

(
s

cℓ

)

(33)

La courbe (1) associée au liquide saturant est, par conséquent, celle d’une expo-
nentielle.

• la vapeur saturante, également soumise à la loi (31). Si A(T, sℓ) est un point carac-
térisant le liquide saturant :

sℓ = cℓ lnT + s0

alors le point B(T, sg) représentatif de la vapeur saturante (x = 1) vérifie :

sg = cℓ lnT + s0 +
ℓv
T

⇒ sg = sℓ +
ℓv
T

Ainsi, la courbe (2) représentative de la vapeur saturante se déduit de la courbe (1)

par translation de
ℓv
T

.

• le mélange liquide-vapeur (0 < x < 1) est alors caractérisé par un palier horizontal

(T demeurant constant) de longueur
ℓv
T

.

s

T

(1)

B

sg

A

ℓv/T

sℓ

C
Tc

Liq.
Palier de changement
d'état

Gaz

Tt
(2)

Remarque – Le point critique (C) est le point d’intersection des courbes (1) et (2)
car, conformément à la relation de Clapeyron :

ℓv(Tc) = (ug − uℓ)× Tc
dp

dT

∣
∣
∣
∣
Tc

= 0 car ug = uℓ
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de sorte que la distance AB vaut :

AB =
ℓv(Tc)

Tc
= 0

6.4.2.2 Courbes isotitres

Considérons un point M du palier AB, de coordon-
nées M(s, T ). À ce point est associé un titre massique
de vapeur x vérifiant la relation (31) :

s = cℓ lnT + s0 +
xℓv
T

tandis que les points A et B ont pour abscisses : s

T

(1)

B

sg

A

sℓ

Liq.
Gaz

(2)

s

M

sℓ = s(x = 0) = cℓ lnT + s0

et :

sg = s(x = 1) = cℓ lnT + s0 +
ℓv
T

= sℓ +
ℓv
T

⇒ ℓv
T

= sg − sℓ

Par suite, l’entropie massique du mélange repéré par M vaut :

s = sℓ + (sg − sℓ)× x⇒ x =
s− sℓ
sg − sℓ

=
AM

AB

6.4.2.3 Courbes isobares et isochores

• La vapeur sèche (à droite de la courbe 2) se comporte comme un gaz parfait qui
vérifie la deuxième loi de Joule : dH = mcp dT . Aussi, l’expression du premier
principe de la thermodynamique fournit :

dH = δQ+ V dp = T dS car dp = 0

⇒ dS = mcp
dT

T
⇒ ds = cp

dT

T

En notant sg l’entropie molaire du point B, à la température TB , cette équation
s’intègre aisément :

∫ s

sg

ds = cp

∫ T

TB

dT

T
⇒ s− sg

cp
= ln

(
T

TB

)

⇒ T = TB × exp

(
s− sg
cp

)

ce résultat révèle que la courbe isobare de la phase gazeuse adopte la forme d’une
exponentielle.

• Le palierAB constitue une courbe isobare pour le mélange liquide-vapeur ; la pres-
sion y prend la valeur de la pression de vapeur saturante.

• Juste avant l’ébullition, la capacité thermique massique cℓ du liquide est presque
constante, de sorte que :

δQ = mcℓ dT ⇒ dS = mcℓ
dT

T
⇒ ds = cℓ

dT

T
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En outre, la courbe isobare passant par le point A (sℓ, TA), il s’ensuit que :
∫ s

sℓ

ds = cℓ

∫ T

TA

dT

T
⇒ s− sℓ = cℓ

(
T

TA

)

⇒ T = TA exp

(
s− sℓ
cℓ

)

Or, le point A appartient également à la courbe (1) décrite par la loi (33), en consé-
quence de quoi :

TA = Tt exp

(
sℓ
cℓ

)

⇒ T = Tt exp

(
s

cℓ

)

De fait, la courbe isobare s’identifie, pour la phase liquide, à la courbe (1).

L’entropie de n moles de gaz parfait se présente sous la forme :

S =
nR

γ − 1
ln
(
TV γ−1

)
+cte ⇒ s =

R

M (γ − 1)
ln
(
TV γ−1

)
+cte = cV ln

(
TV γ−1

)
+cte

Au cours d’une transformation isochore, dont l’entropie massique prend la valeur sg à
la température TB :

{
s = cV ln

(
TV γ−1

)
+ cte

sg = cV ln
(
TBV

γ−1
)
+ cte

⇒ s− sg
cV

= ln

(
T

TB

)

⇒ T = TB × exp

(
s− sg
cV

)

La comparaison des expressions des courbes isobare Tp(s) et isochore TV (s) :






Tp(s) = TB ×
(
s− sg

cp

)

TV (s) = TB × exp

(
s− sg

cV

)

= TB × exp

(

γ
s− sg

cp

) car cp = γ cV

montre que la courbe isochore reproduit une exponentielle plus pentue que la courbe
isobare.

s

T

B

sg

A

sℓ

Tt

isochore

isobare

6.4.3 Diagramme de Mollier

Encore appelé diagramme enthalpique, le diagramme de Mollier vise à représenter
l’enthalpie massique d’un système en fonction de son entropie massique.
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6.4.3.1 Courbe de saturation

Par convention, on admet que :

l’enthalpie et l’entropie massiques du liquide saturant sont nulles au point
triple (de température Tt).

• La courbe d’ébullition est confondue avec l’isobare du liquide saturant, auquel cas
l’identité fondamentale : dH = T dS + V dp devient :

dh = T ds+ v dp = T ds car dp = 0 (34)

En outre, la chaleur massique δqp, apportée à pression constante au liquide, s’iden-
tifie à la variation dh :

dh = δqp = cℓ dT ⇒ T ds = cℓ dT ⇒ ds = cℓ
dT

T

En supposant qu’à la température Tt du point triple l’entropie massique s du liquide
saturant est nulle, on impose :

∫ s

0

ds = cℓ

∫ T

Tt

dT

T
⇒ s

cℓ
= ln

(
T

Tt

)

⇒ T = Tt e
s/cℓ

Ce faisant, la relation (34) devient :

dh = T ds = Tt e
s/cℓ ds ⇒

∫ h

0

dh = Tt

∫ s

0

es/cℓ ds

⇒ h = Ttcℓ ×
(

es/cℓ − 1
)

Cette expression montre qu’avant le point critique C (à partir duquel la phase li-
quide n’existe plus), la courbe d’ébullition s’identifie à une exponentielle.

• La relation (34) :
dh

ds
= T montre que la pente du diagramme enthalpique s’iden-

tifie à la température T du système, laquelle est inférieure à la température TC du
point critique. C’est pourquoi la courbe de saturation admet un point d’inflexion en
C.

• La courbe de rosée part du point critique et admet un maximum.

s

h

C

gaz

liquide

x 
=

 0

x = 1

6.4.3.2 Palier de changement d’état

Lors du changement d’état, x ∈ [0, 1] et : ∆h = x ℓv . Soient hℓ et sℓ les coordonnées
du point L représentatif du liquide saturant, cette relation s’écrit aussi :

h− hℓ = x ℓv
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tandis que l’entropie massique varie de :

∆s =
x ℓv
T

⇒ x ℓv = T × (s− sℓ)

où T demeure constant, ainsi que la chaleur latente massique de vaporisation ℓv(T, p).
Il s’ensuit que :

h = hℓ + T × (s− sℓ) (35)

ce qui montre que le palier de changement d’état est un segment de droite dont la pente
vaut la température du changement d’état.

s

h

C

hℓ

h

L
s

M

sℓ

6.4.3.3 Courbes isobares et isothermes

• La courbe d’ébullition s’identifie à l’isobare du liquide saturant ;

• le palier de changement d’état est une courbe isobare ;

• pour la vapeur, l’enthalpie ne dépend que de la température, conformément à la
deuxième loi de Joule :

dh = cp dT (36)

tandis que la variation d’enthalpie massique est fournie par la loi fondamentale :

dh = T ds+ v dp = T ds car dp = 0

⇒ cp dT = T ds⇒ dT

T
=

1

cp
ds

Or, la courbe isobare passe par le point G(sg, hg) de la courbe de rosée, caractéris-
tique de la vapeur saturante, à la température T0 du changement d’état :

∫ T

T0

dT

T
=

1

cp

∫ s

sg

ds ⇒ ln

(
T

T0

)

=
s− sg
cp

⇒ T = T0 × exp

(
s− sg
cp

)

⇒ dT =
T0
cp

exp

(
s− sg
cp

)

ds

Ce faisant, l’équation (36) devient :

dh = T0 exp

(
s− sg
cp

)

ds⇒
∫ h

hg

dh = T0

∫ s

sg

exp

(
s− sg
cp

)

ds

⇒ h = hg + cpT0

[

exp

(
s− sg
cp

)

− 1

]
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La courbe h(s) est donc une exponentielle qui passe par le point G(sg, hg).

• Le palier de changement d’état coïncide également avec l’isotherme T0 ;

• L’enthalpie massique de la vapeur ne dépendant que de la température
(dh = cp dT ), il s’ensuit que l’isotherme de la phase gazeuse tend rapide-
ment vers une asymptote horizontale.

s

h

hℓ
L

sg

G

sℓ

isobare

isotherme (T0)

T0

hg

6.4.3.4 Courbes isotitres

Soient L(sℓ, hℓ) et G(sg, hg) les points d’intersection
de la courbe de saturation avec le palier de changement
d’état. Le système est caractérisé par son titre mas-
sique x de vapeur, ce qui signifie qu’une masse m de
ce système contient une masse mg = xm de vapeur et
mℓ = m (1− x) de liquide. Le point M représentatif
de ce système a pour coordonnées (s, h). s

h

A
hℓ

h
L

s

M

sℓ sg

Ghg

Q
N

P

B C

L’enthalpie H = mh de ce système est la somme des enthalpies Hℓ = mℓhℓ de la
phase liquide et Hg = mghg de la phase gazeuse :

H = Hℓ +Hg ⇒ mh = mℓ hℓ +mg hg

⇒ mh = m (1− x)hℓ +mxhg

⇒ h = hℓ + (hg − hℓ) x

⇒ x =
h− hℓ
hg − hℓ

=
NQ

PQ

Or, à la température T0 du changement d’état, la relation (35) fournit :

h− hℓ = T0 × (s− sℓ) ⇒ hg − hℓ = T0 × (sg − sℓ) ⇒ x =
s− sℓ
sg − sℓ

=
AB

AC

6.5 Thermodynamique des fluides en écoulement
6.5.1 Définitions en thermodynamique industrielle
En thermodynamique industrielle, on définit :

• le travail massique des forces de pression : δwp = −pext dv ;

• le travail massique des forces de frottement : δwf ;

• le travail massique indiqué, δwi, qui est celui exercé sur le système par des parties
mobiles incluses dans le système (pales d’une turbine, d’une pompe, ...) à l’exclu-
sion d’autres champs de forces extérieurs ;
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• le travail massique δw′ des forces conservatives extérieures au système (champ de
pesanteur, champ électrique, ...).

Le travail massique infinitésimale reçu par un système vaut ainsi :

δ = δwp + δwf + δwi + δw′

Le système reçoit également de l’énergie thermique, par unité de masse :

• δqe : par échange thermique avec l’extérieur ;

• δqf : par dissipation thermique liée aux frottementes des parties mobiles, à la vis-
cosité du fluide, ...

La chaleur totale reçue par le système vaut par conséquent :

δq = δqe + δqf

où δqf a pour origine les sources d’irréversibilité dans le système.

6.5.2 Expressions du premier et du deuxième principes
L’énergie interne U d’un système prend en compte l’énergie cinétique E∗

c dans le réfé-
rentiel du centre de masse et l’énergie potentielle Ep int des forces internes au système :

U = E∗
c + Ep int

Les forces conservatives extérieures au système dérivent d’une énergie potentielle Ep ext

de sorte que :
dEp ext = −δWp − δWi − δW ′

Aussi, en notant Ec l’énergie cinétique du centre de masse du système dans le référentiel
d’étude, Ec = Ec + E∗

c l’énergie cinétique totale du système, Ep = Ep int + Ep ext son
énergie potentielle totale, l’énergie mécanique :

E = Ec + Ep

varie sous l’influence de la chaleur totale Q reçue par le système et du travail Wf des
forces de frottements :

dE = δQ+ δWf ⇒ dEc + dEp = δQ+ δWf

⇒ dE∗
c + dEc + dEp int + dEp ext = δQ+ δWf

⇒ dU + dEc + dEp ext = δQ+ δWf

⇒ dU + dEc − δWp − δWi − δW ′ = δQ+ δWf

⇒ dU + dEc = δQ+ δWf + δWp + δWi + δW ′

c’est-à-dire, pour l’unité de masse :

du+ dec = δq + δwf + δwp + δwi + δw′

= δqe + δqf + δwf + δwp + δwi + δw′

Or, l’énergie cédée par les forces de frottement est intégralement dissipée sous forme
de chaleur :

δqf+δwf = 0 ⇒ du+dec = δqe+δwp+δwi+δw
′ ⇒ ∆u+∆ec = qe + wp + wi + w′
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Pour un fluide en écoulement, il a été établi (voir page 854) que le travail des forces de
pression vaut :

wp = −∆(pv) ⇒ ∆u+∆(pv) + ∆ec = qe + wi + w′ (37)

⇒ ∆h+∆ec = qe + wi + w′ (38)

Lorsque le fluide passe de l’altitude z l’altitude z +∆z, le travail du poids vaut :

W ′ = −mg∆z = −m∆(gz) ⇒ w′ = −∆(gz)

auquel cas la loi (38) devient :

∆h+∆ec +∆(gz) = qe + wi

Dans beaucoup de situations, on négligera la variation d’altitude du fluide, de manière
à poser :

∆h+∆ec = qe + wi ⇒ dh+ dec = δqe + δwi (39)

Si δse =
δqe
T

désigne la variation d’entropie massique liée aux échanges thermiques,

l’inégalité de Clausius prévoit que la variation d’entropie massique du système vérifie :

ds >
δqe
T

⇒ ds > δse

d’où l’on déduit qu’il se crée de l’entropie δsc dans le système, telle que :

ds = δse + δsc avec δsc > 0

Cette création d’entropie massique provient de phénomènes irréversibles (frottements,
viscosité du fluide ...) et c’est pourquoi on posera :

δsc =
δqf
T

> 0

Remarque – L’inégalité précédente montre que δqf > 0, c’est-à-dire :

δwf = −δqf 6 0

ce qui confirme la nature résistante des forces de frottement (ou de viscosité).
Étant donné que δq = δqe + δqf , il s’ensuit que l’on posera :

ds = δse + δsc =
δqe
T

+
δqf
T

⇒ ds =
δq

T

En tenant compte de la loi fondamentale de la thermodynamique :

dH = T dS + V dp⇒ dh = T ds+ v dp

on retiendra que le premier et le deuxième principes de la thermodynamique sont à
l’origine des lois :

dh+ dec = δqe + δwi T ds = δqe + δqf dh = T ds+ v dp (40)
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6.5.3 Travail de transvasement

6.5.3.1 Définition

On appelle travail de transvasement wt le travail qu’il faut fournir à une pompe pour
amener un fluide de la pression p1 à la pression p2.
On notera :

• p0 la pression atmosphérique (constante) ;

• VM le volume maximum du corps de pompe ;

• S la surface du piston sur laquelle s’exerce la pression extérieure p0 et une force
~fm (par exemple exercée par un moteur) ;

• p la pression du fluide qui subit le transvasement ;

• V le volume occupé par le fluide dans le corps de pompe.

MOTEUR

p0f0p1

fext

fm

p2

Ka

Kb

VM
Vm

dxAB dxBCD

V

p

p2
D

Vm

BAp1

C

VM

On admettra que le transvasement est réalisé de manière réversible, c’est-à-dire que la
pression extérieure pext qui s’exerce sur le piston demeure toujours égale à la pression
p du fluide : pext = p. En outre, si ~f0 désigne la force associée à la pression p0, la force
~fext que l’extérieur exerce sur le piston vérifie :

~fext = ~f0 + ~fm ⇒ pext S = p0 S + fm ⇒ fm = (pext − p0) S

⇒ fm = (p− p0) S

Il convient de distinguer trois phases :

• la phase d’admission A → B, pendant laquelle le fluide pénètre à la pression
constante p1 dans le cylindre jusqu’à occuper le volume VM . La force ~fm exerce
un travail élémentaire :

δWa = ~fm · d~xAB = −fm dxAB = − (p1 − p0) S dxAB

où S dxAB désigne l’accroissement du volume V :

δWa = − (p1 − p0) dV ⇒Wa = − (p1 − p0)

∫ VM

0

dV = − (p1 − p0) VM

• la phase de compressionB → C, pendant laquelle la pression du fluide passe de p1
à p2 (les soupapes d’admission Ka et d’échappement Kb sont fermées). La force
~fm exerce alors un travail élémentaire :

δWc = ~fm · d~xBCD = fm dxBCD = (p− p0) S dxBCD
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Étant donné que S dxBCD = −dV , il s’ensuit que :

δWc = − (p− p0) dV ⇒Wc = −
∫ Vm

VM

(p− p0) dV =

∫ VM

Vm

(p− p0) dV

c’est-à-dire :

Wc =

∫ VM

Vm

pdV − p0 (VM − Vm)

• la phase d’échappementC → D, au cours de laquelle la pression du fluide demeure
constante et égale à p2 (la soupape Kb est ouverte tandis que la soupape Ka est
fermée). La force ~fm exerce un travail élémentaire :

δWe = ~fm · d~xBCD = fm dxBCD = (p2 − p0) S dxBCD

où :

S dxBCD = −dV ⇒ δWe = − (p2 − p0) dV

⇒ We = − (p2 − p0)

∫ 0

Vm

dV = (p2 − p0) Vm

Ce faisant, au cours d’un cycle (ABCDA), la force ~fm exerce le travail :

Wt =

∮

δW =Wa +Wc +We

= −p1 VM + p0 VM +

∫ VM

Vm

pdV − p0 (VM − Vm) + p2 Vm − p0 Vm

= p2 Vm − p1 VM +

∫ VM

Vm

pdV

avec :

p2 Vm − p1 VM =

∫ Vm

VM

d(pV ) =

∫ Vm

VM

(pdV + V dp)

= −
∫ VM

Vm

pdV +

∫ C

B

V dp

⇒ Wt =

∫ C

B

V dp

Le travail Wt désigne le travail de transvasement, dont l’expression massique est :

wt =

∫ C

B

v dp⇒ v dp = δwt (41)
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Remarque – Si l’on représente graphiquement
la transformation dans un diagramme (p, V ), on
constate que :

Wt =

∫ C

B

V dp =

∫ p2

p1

V dp

désigne l’aire sous la courbe V (p).

V

pp2

D

Vm

B

A
p1

C

VM

6.5.3.2 Relation entre wt et wi

Désormais, on négligera la variation d’énergie cinétique dec, tandis que l’expression
(41) permet de présenter les résultats (40) de la page 901 sous la forme suivante :







dh = δqe + δwi
T ds = δqe + δqf = δq
dh = T ds+ δwt

Ce faisant :

δqe + δwi = δqe + δqf + δwt avec δqf = T δsc > 0 (42)

⇒ wi = wt + qf (43)

Lorsque les transformations sont réversibles, qf =

∫

T δsc = 0, tandis que dans le

cas où des processus irréversibles interviennent, qf > 0. C’est pourquoi :

wi > wt

6.5.4 Utilisation des diagrammes entropiques
Dans cette partie, nous nous intéresserons au diagramme entropique d’un gaz parfait,
de masse molaire M , de capacité thermique massique à pression constante cp et dont

la constante massique des gaz parfaits est définie par r =
R

M
. L’entropie S(T, p) d’un

tel gaz est donnée par :

S(T, p) =
nR

γ − 1
ln
(
T γp1−γ

)
+ S0 =

nRγ

γ − 1
ln
(

Tp
1−γ
γ

)

+ S0

= m× rγ

γ − 1
ln
(

Tp
1−γ
γ

)

+ S0 = mcp ln
(

Tp
1−γ
γ

)

+ S0

⇒ s(T, p) = cp ln
(

Tp
1−γ
γ

)

+ s0

Soit sA = S(T, pA) une courbe isobare, à pression pA, dans le diagramme entropique :

sA − s0
cp

= ln

(

Tp
1−γ
γ

A

)

⇒ T = p
γ−1
γ

A exp

(
sA − s0
cp

)

Cette loi montre que l’isobare est une branche d’expo-
nentielle, d’autant plus grande que pA est important.

s

T pApB>pA
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6.5.4.1 Transformations réversibles

COMPRESSION ISOTHERME

Le gaz subit une transformation A → B isotherme et
par conséquent réversible. Il s’ensuit que :

wi = wt et δq = δqe car δqf = 0

Ce faisant :

δqe = T ds⇒ qe =

∫ B

A

T ds = −A
s

T

B

sB

A

pA

sA

pB>pA

si A désigne l’aire (grisée) comprise sous le segment de droite AB. En outre, la
deuxième loi de Joule se traduit par :

dh = cp dT = 0 car T = cte

⇒ δqe + δwi = 0 ⇒ wi = −qe = A
⇒ wi = wt = A

COMPRESSION ADIABATIQUE RÉVERSIBLE

SoitC le point d’intersection de l’isobare pB = cte avec l’isotherme TA = TC . Compte
tenu de la deuxième loi de Joule :

dhAC = cp dT = 0 ⇒ hC = hA ⇒ hB − hA = hB − hC =

∫ B

C

dh

Or, le long de l’isobare pB = cte :

dh = T ds+ δwt = T ds+ v dp = T ds

⇒
∫ B

C

dh = hB − hC =

∫ B

C

T ds = A

si A désigne l’aire (grisée sur la figure) sous la courbe
isobare pB = cte, entre sC et sA. s

T

B

sC

A

pA

sA

pB>pA

C

En outre, la transformation adiabatique (δqe = 0) réversible (δqf = 0 et wt = wi) est
caractérisée par :

qe = 0 qf = 0 ds = 0 wt = wi

de sorte que :

dh = δqe + δwi ⇒ dh = δwi

⇒ wi =

∫ B

A

dh = hB − hA = hB − hC

⇒ wi = A = wt

6.5.4.2 Transformations irréversibles

Considérons une compression irréversible A → B qui fait passer la pression du gaz
parfait de pA à pB . On note également C le point d’intersection de l’isotherme passant
par A et de l’isobare pB .
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s

T

B

sB

A

pA

sA

pB>pA

C

A1A2

sC

Soient :

• A1 l’aire sous la courbe (AB) pour s ∈ [sA, sB ] ;

• A2 l’aire comprise à l’intérieur de (ABC) et sous l’isotherme (AC) pour
s ∈ [sC , sA].

Pour une transformation quelconque :

δq = T ds⇒ q =

∫ B

A

T ds⇒ qe + qf = A1

tandis qu’au cours de la transformation isotherme A → C, l’enthalpie du gaz parfait
ne varie pas (conformément à la deuxième loi de Joule) : hC = hA. Il s’ensuit que :

∫ B

A

dh = hB − hA = hB − hC =

∫ B

C

dh (44)

Or, le long de l’isobare pB , la pression p du gaz ne varie pas, ce qui a pour consé-
quence :

δwt = v dp = 0 ⇒ dhCB = T ds+ δwt = T ds

⇒
∫ B

C

dh =

∫ B

C

T ds = A1 +A2

c’est-à-dire, compte tenu de la relation (44) :

hB − hA =

∫ B

A

dh = A1 +A2

En outre, le long de la transformation A→ B :

dh = T ds+ δwt ⇒
∫ B

A

dh =

∫ B

A

T ds+ wt ⇒ A1 +A2 = A1 + wt

⇒ wt = A2

Si la compression est, de surcroît, adiabatique :

q = qe + qf = qf ⇒ qf = A1

tandis que la loi : wt = A2 demeure valable. Enfin, la relation (43) : wi = wt + qf
conduit à :

wi = A1 +A2
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• 152 Lycée Saint-Louis, Paris
5 min.

Travail des forces de pression MP-PC-PSI-PT

Une bulle de savon, de rayon a, contient de l’air assimilé à un gaz parfait. La pression
du gaz est p et sa température est T .
L’air extérieur est à la température T et à la pression constante p0.
Le travail nécessaire pour augmenter la surface de la couche savonneuse (phénomène
de tension superficielle) est donné par l’expression :

δW = 2A0(T ) dS

où S est la surface de la sphère de rayon a.
Calculer la différence de pression p− p0 en fonction de A0 et de a.

• 153 Concours ENAC - Pilotes
10 min.

Machines thermiques MP-PC-PSI-PT

Pour maintenir la température d’un immeuble à T2 = 20˚C, alors que la température
à l’extérieur vaut T1 = 5˚C, il faut lui fournir une quantité de chaleur Q = 2.108 J par
heure.

1. On utilise pour cela une pompe à chaleur. Donner le schéma de principe en indi-
quant par des flèches le sens des échanges de chaleur et de travail.

2. Indiquer dans quelles conditions la pompe à chaleur doit fonctionner pour que la
puissance mécanique consommée soit minimale. On démontrera le résultat.

3. Calculer cette puissance minimale consommée par la pompe à chaleur.

4. Définir et calculer l’efficacité théorique maximale e de cette pompe dans ces condi-
tions ; montrer qu’elle ne dépend que de T1 et de T2. Indiquer clairement la signi-
fication de e.

5. La température extérieure est toujours T1 = 5˚C. Pour quelle température T2 à
l’intérieur, e est-il maximum ? Interpéter.

• 154 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Calcul d’entropie MP-PC-PT-PSI

Un piston, muni d’une vanne, sépare en deux compartiments un récipient adiabatique.
À l’état initial, le piston est complètement à gauche, la vanne est fermée et le premier
compartiment contient deux moles de gaz parfait à T0, 2p0. La pression extérieure vaut
p0. On ouvre la vanne.

p0

2p0

T0

1. Déterminer l’état final du gaz.

2. Calculer la variation d’entropie du gaz.



908 Chapitre 6

3. Que valent l’entropie créée Scr et l’entropie échangée Séch ?

Pour les applications numériques, on prendra :

T0 = 300 K R = 8,314 J · K−1 · mol−1 γ =
5

3

• 155 Lycée du Parc, Lyon
10 min.

Écoulement d’un fluide MP-PC-PSI-PT

Une chambre de combustion fournit un mélange gazeux que l’on considère comme un
gaz parfait de masse molaire M et de capacité thermique molaire à pression constante
Cpm. Dans la chambre de combustion, la vitesse du gaz est négligeable, la pression est
pe, la température est Te. Ce gaz subit, à travers une tuyère, une détente adiabatique
réversible qui l’amène à la pression ps et à la température Ts. La vitesse d’éjection du
gaz à la sortie de la tuyère est alors us.
On désigne par Uem, Hem, Vem l’énergie interne, l’enthalpie et le volume molaires
du gaz dans la chambre de combustion. À la sortie ces valeurs deviennent Usm, Hsm,
Vsm.
Entre les instants t et t+∆t, une mole de gaz entre dans la tuyère en traversant la
section Σe et une mole sort de la tuyère en traversant Σs.
On définit le système S fermé, constitué de la réunion de :

S1 : gaz contenu dans la tuyère
S2 : une mole de gaz

S à l'instant t

Chambre de combustion

Tuyère

Σe Σs

S à l'instant t+∆t

Tuyère

Σe Σs
1 mole
de gaz

1 mole
de gaz

1. En appliquant le premier principe de la thermodynamique, exprimer u2s en fonction
de M , Hem et Hsm.

2. Exprimer u2s en fonction de R, M , Te, ps, pe et du rapport γ.

3. Le propergol utilisé est un mélange équimolaire {F2 + H2}. On donne :

Te = 4990 K, γ = 1,4,
pe
ps

= 5, MH = 1 g · mol−1, MF = 19 g · mol−1,

R = 8,31 J · K−1 · mol−1.

• 156 Concours ENGEES
15 min.

Machines thermiques MP-PC-PSI-PT

Un moteur réel fonctionne entre des sources aux températures Tf = 400 K et
Tc = 650 K, il reçoit un transfert thermique de 1 500 J et fournit un travail 500 J.
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1. Calculer le rendement du moteur réel et celui du moteur de Carnot fonctionnant
entre les mêmes sources.

2. Que vaut l’entropie créée Scr dans le moteur réel ?

3. Que vaut la différence de travail entre le moteur réel et le moteur de Carnot ? Mon-
trer qu’elle vaut TfScr.

• 157 Lycée Hoche, Versailles
15 min.

Premier et deuxième principes de la thermodynamique MP-PC-PSI-PT

Un cylindre fermé à ses deux extrémités, d’axe horizontal, est divisé en deux com-
partiments A et B par un piston mobile sans frottements. Les parois du cylindre sont
adiabatiques. On néglige la capacité thermique du cylindre et du piston.
Chaque compartiment renferme le même nombre n de moles d’hydrogène, assimilable
à un gaz parfait dont les capacités thermiques molaires Cpm (à pression constante) et
CVm (à volume constant) sont constantes. On appelle R la constante molaire des gaz

parfaits et γ le rapport
Cpm
CVm

.

On donne :

n = 0,4 mol R = 8,31 J · K−1 · mol−1 γ = 1,40

(A) (B)

On connaît l’état initial :

Pression Volume Température
Compartiment A p1 = 105 Pa VA1

TA1
= 400 K

Compartiment B p1 = 105 Pa VB1
TB1

= 250 K

Après un certain temps, le piston étant faiblement conducteur de la chaleur, tout l’hy-
drogène dans le cylindre est à la même température : soit T2 cette température finale.
L’état final est donc caractérisé par :

Pression Volume Température
Compartiment A p2 VA2

T2
Compartiment B p2 VB2

T2

On suppose que l’hydrogène contenu dans le compartiment A subit une transformation
quasi statique (de même pour l’hydrogène contenu dans le compartiment B).

1. (a) Déterminer la variation d’énergie interne ∆U de tout l’hydrogène contenu dans
le cylindre.

(b) Déterminer la température T2.

2. (a) Déterminer la pression finale p2 de l’hydrogène dans le cylindre.

(b) Montrer que l’hydrogène dans le compartiment A et l’hydrogène dans le com-
partiment B ont subi une transformation isobare.
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3. (a) Déterminer le signe de la variation d’entropie ∆S de tout l’hydrogène contenu
dans le cylindre. Justifier soigneusement la réponse.

(b) Calculer ∆S.

• 158 Lycée La Martinière Mon Plaisir, Lyon
15 min.

Premier principe de la thermodynamique MP-PC-PSI-PT

Soit un gaz parfait monoatomique

(

γ =
5

3

)

à T0 = 1000 K et p0 = 106 Pa.

On donne : R = 8,32 J · K−1 · mol−1.
On cherche à extraire de ce fluide une énergie mécanique maximale.

1. Montrer qu’une transformation adiabatique qui amènerait le gaz à 0 K permettrait
de récupérer entièrement l’énergie interne du fluide, sous forme de travail méca-
nique (par convention, on prendra U = 0 pour T = 0 K).

2. La détente est adiabatique réversible. Déterminer la loi d’évolution du rapport des

températures finale et initiale
T1
T0

en fonction du rappport des pressions finale et

initiale
p1
p0

. Évaluer également le travail mécanique fourni par le fluide. Calculer

numériquement la température T1 et l’énergie extraite par mole pour p1 = 105 Pa.

3. On enferme une mole de gaz parfait dans les conditions (p0, T0), dans un cylindre
adiabatique fermé par un piston de masse négligeable. La détente est réalisée de
façon irréversible en lâchant le piston sur lequel s’applique la pression p2 constante.
Soit T2 la température de l’équilibre final. Montrer que :

T2
T0

=
1

γ

[

1 + (γ − 1)
p2
p0

]

Calculer numériquement T2 et l’énergie mécanique fournie par le fluide pour
p2 = 105 Pa.

4. Tracer, sur le même graphe, le rapport des températures initiale et finale
T

T0
en

fonction de
p

p0
pour les deux modes de détente précédents. Placer soigneusement

les deux courbes l’une part rapport à l’autre et conclure.

• 159 Lycée Saint-Louis, Paris
40 min.

Premier et deuxième principes de la thermodynamique MP-PC-PSI-PT

On considère une barre cylindrique, de section Σ, de longueur L (barre de cuivre par
exemple) calorifugée sur sa surface latérale et mise au contact thermique, à l’extrémité
x = 0, avec une source de chaleur à la température T1 et, à l’extrémité x = L, avec une
source de chaleur à la température T2.
On sait que, dans ces conditions, un régime permanent finit par s’installer, tel que :

T (x) =
T2 − T1

L
x+ T1
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1. On isole complètement la barre. La température finale de la barre est uniforme et
vaut Tf . Montrer que :

Tf =
T1 + T2

2

On négligera tout phénomène de dilatation.

x
0

T1

T2

T

Etat initial

x
0

Tf

T

Etat final

Pour les dessins ci-dessus, on a choisi T2 > T1.

2. On se propose de calculer la variation d’entropie de la barre entre l’état initial et
l’état final.

(a) Quel est, avant tout calcul, le signe de la variation d’entropie de la barre :
∆S = Sf − Si ? justifier la réponse.

(b) Calculer d’abord la variation d’entropie dSx d’un élément de barre compris
entre les abscisses x et x+ dx. On note ρ la masse volumique de la barre, c sa
capacité thermique massique (ρ et c sont des constantes).

(c) En déduire ∆S pour toute la barre.
On aura intérêt, pour le calcul, à utiliser T (x) = ax + b et Tf et l’on ne réin-
troduira T1 et T2 qu’en fin de calcul.
On donne : ∫

ln(ax+ b) dx =
ax+ b

a
ln(ax+ b)− x

On mettra ∆S sous la forme :

∆S = ρΣcL

[

1 + ln

(
Tf
T2

)

− T1
T2 − T1

ln

(
T2
T1

)]

• 160 Lycée Hoche, Versailles
45 min.

Statique des fluides MP-PC-PSI-PT

Dans ce problème, on considère l’air comme un gaz parfait. Cet air est en équilibre sta-
tique dans le champ de pesanteur terrestre, d’intensité g. (Oz) désignant l’axe vertical
ascendant, on désire étudier les évolutions de la pression p, de la température T et de
la masse volumique ρ en fonction de l’altitude z du point considéré.
On pose : p0 = p(z = 0), T0 = T (z = 0), ρ0 = ρ(z = 0). Pour les applications
numériques, on prendra :

g = 9,8 m · s−2 ρ0 = 1,25 kg · m−3 p0 = 105 Pa T0 = 290 K
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1. Modèle de l’atmosphère isotherme
On suppose l’air en équilibre isotherme à la température T0. Déterminer la pression
p et la masse volumique ρ à l’altitude z en fonction de p0, ρ0, g.

Application numérique : à quelle altitude h0 a-t-on ρ =
ρ0
2

?

2. Modèle de l’atmosphère adiabatique
On admet maintenant qu’il existe, entre p et ρ, une relation de la forme :

p = p0 ×
(
ρ

ρ0

)γ

avec γ = constante.

(a) Sachant que le gaz est parfait, établir l’équation différentielle vérifiée par T et
montrer que :

dT

T0
= −αdz

où α est une constante que l’on exprimera en fonction de γ, ρ0, g, p0.

(b) En déduire alors T (z), p(z) et ρ(z).

(c) Montrer que, dans ce modèle, l’atmosphère est limitée et calculer la hauteur
limite h1 en fonction de p0, g, ρ0 et γ.
Application numérique : en plus des valeurs précédentes, on donne γ = 1,4 ;
calculer h1.

(d) Quelle valeur faudrait-il donner à γ pour que ce modèle coïncide avec celui de
l’atmosphère isotherme ?
On rappelle que :

lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n

= ex

3. Modèle de l’atmosphère standard
Pour étudier les performances d’un hélicoptère, on définit habituellement une at-
mosphère standard où l’on admet que ρ et T varient de la manière suivante :

ρ = ρ0 ×
H − z

H + z
T = T0 − λz avec H = 20 km et λ = 6,5.10−3 K · m−1

Ce modèle n’est valable que pour z < 11 km.
Montrer que, si l’on donne à γ une certaine valeur γs, les modèles de l’atmosphère
adiabatique et de l’atmosphère standard donnent la même évolution de la tempéra-
ture T . Exprimer γs en fonction de λ, ρ0, p0, T0 et g. Calculer la valeur numérique
de γs

• 161 Concours de la Banque Agro
10 min.

Conduction thermique MP-PC-PSI-PT

On étudie les transferts thermiques dans un local maintenu à la température T1. On sup-
posera que ces trasnferts s’effectuent, par conduction thermique, à travers les surfaces
vitrées de la pièce. Celles-ci représentent une surface S = 6,5 m2.
On veut déterminer le transfert thermique à travers un simple vitrage d’épaisseur
e = 5,0 mm, d’aire S, de masse volumique µ et de capacité thermique massique c.
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La conductivité thermique du verre est λ = 1,0 W · m−1 · K−1.
On suppose que le phénomène de conduction est unidirectionnel suivant la direction
du vecteur unitaire ~ux.

On rappelle la loi de Fourier : ~ = −λ ∂T
∂x

~ux, où ~ est le vecteur densité de flux

thermique et T (x, t) la température à l’intérieur de la vitre.

T(x)

T2=315 K T1=300 K

ux

x
0 e

Extérieur LocalVitre

1. En faisant le bilan d’énergie dans un volume élémentaire de section S et d’épaisseur
dx, établir l’équation différentielle vérifiée par la température T (x, t) à l’intérieur
du vitrage :

∂T

∂t
= D

∂2T

∂x2

On exprimera D en fonction de λ, µ et c.

2. Déterminer, en régime stationnaire, l’expression de T (x). En déduire l’expression
du flux thermique φ qui traverse la surface vitrée, en fonction de λ, S, e, T1 et T2
puis calculer sa valeur numérique.

• 162 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Conduction thermique MP-PC-PSI-PT

Quatre explorateurs construisent un igloo hémisphérique sur la banquise. L’épaisseur
de la glace est d’environ 0,5 m, sa conductivité thermique est λ = 2,0 W · m−1 · K−1,
la température extérieure est Te = −10˚C ; chaque explorateur dégage une puissance
de 50 W. On néglige les transferts par conduction-convection.

1. Pour avoir chaud à l’intérieure, les explorateurs ont-ils intérêt à construire un igloo
de grand ou petit rayon ?

2. Calculer la température intérieure en régime permanent pour un igloo de rayon
intérieur 1 m.

• 163 Banque de la Filière PT
15 min.

Conduction thermique MP-PC-PSI-PT

On propose un modèle simple de propagation de la chaleur, à l’échelon local, transver-
salement dans un matériau R (en cuivre) caractérisé par :

• sa conductivité thermique : λ = 440 W · m−1 · K−1 ;

• sa capacité thermique massique : c = 320 J · kg−1 · K−1 ;

• sa masse volumique : µ = 8960 kg · m−3.

On suppose que la température ne dépend que de x et du temps t.
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x
0

MatériauGaz

1. Par application du premir principe de la thermodynamique à une tranche de ma-
tériaux de section droite s, d’épaisseur dx et en utilisant la loi de Fourier, établir
l’équation dite « de diffusion » qui régit l’évolution de la température dans le ma-
tériau :

µc
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2
(45)

2. On suppose que la température du matériau tend vers T0 lorsque x tend vers l’infini
et obéit, dans le plan x = 0, à la loi :

T (0, t) = T0 +A cos(ωt)

(a) Examiner à quelle condition sur la valeur de la constante d (ci-dessous) la fonc-
tion :

T (x, t) = T0 +Re

{

A+ exp j

[

ωt− (1 + j)x

d

]}

est solution, en régime établi, de l’équation (45) dans les conditions imposées.
On rapelle que (j)2 = −1 et que Re {z} désigne ici la partie réelle du complexe
z.

(b) Calculer d pour le matériau envisagé (cuivre), avec ω = 25 Hz.
(c) On met en œuvre le matériau dans des conditions où son épaisseur e est négli-

geable devant d. Indiquer la propriété simple du profil de température T (x) à t
donné, pour x compris entre 0 et e.
Quel ordre de grandeur peut-on donner à l’épaisseur e dans le cas du cuivre ?

• 164 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Conduction thermique MP-PC-PSI-PT

On considère un corps homogène de section droite S, de longueur L, de masse vo-
lumique ρ, de conductivité thermique λ et de capacité thermique massique c, avec λ
ρ, c constants. La température du matériau ne dépend que de x et de t et sera notée
T (x, t). Les parois parallèles à l’axe (Ox) sont isolées thermiquement et l’on note
~J(x, t) = J(x, t)~ex le vecteur densité de courant thermique.

ex

x
0 x x+dx

S

L
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1. (a) Que représente J(x, t) ? Énoncer alors la loi de Fourier.

(b) Effectuer un bilan énergétique pour un volume élémentaire de matériau compris
entre les abscisses x et x+ dx entre les instants t et t+ dt, en supposant qu’il
n’existe pas d’apport énergétique autre que par conduction et qu’il n’y a pas
de production d’énergie interne. Donner alors l’équation aux dérivées partielles
vérifiée par T (x, t).

On se place désormais, pour la suite des questions, en régime stationnaire.

(c) Donner les lois de variation T (x) et J(x) en supposant que les extrémités
du matériau sont maintenues à températures constantes : T (0) = T0 et
T (L) = TL.

2. Résistance thermique due à la condution

Pth représente le flux thermique à travers la section droite S du matériau, on définit
Rth, résistance thermique de conduction du matériau de longueur L et de surface S
par la relation : T0 − TL = Rth Pth.

(a) Exprimer Rth en fonction de L, S et λ. En faisant l’analogie avec l’électro-
cinétique, justifier le terme de résistance thermique et préciser d’unité de Rth.
Quelle doit être la condition sur Rth pour que le flux transmis soit faible ?

(b) On associe deux corps A1 et A2 de résistances thermiques Rth1 et Rth2, de
même section S, l’un de conductivité thermique λ1 est compris entre x = 0 et
x = L1, le second, de conductivité thermique λ2, est compris entre x = L1

et x = L1 + L2. On note T0, T1, T2 les températures pour x = 0, x = L1,
x = L1 + L2. Établir l’expression de la résistance thermiqueRth de l’ensemble
en fonction de Rth1 et Rth2.

x
0

S

A1

T1

L1

T0 T2

A2

L1+L2

(c) Même question lorsque les deux corps A1, de section S1 et de longueur L1 et
A2, de section S2 et de longueur L2, sont associés en « parallèle ». On note
T0 la température sur les faces d’entrée pour x = 0 et T1 la température sur les
faces de sortie pour x = L1 pour A1 et x = L2 pour A2.

x
0

A1
T1

S2

T0

A2

S1

L1L2

T1
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• 165 Concours de l’École de l’air
30 min.

Conduction thermique MP-PC-PSI-PT

Dans ce problème on traitera des aspects thermiques d’un simple vitrage (fenètre à une
vitre) : on s’intéressera au flux de chaleur qui la traverse. Ensuite, on verra l’effet d’un
double vitrage sur ce flux.
On considère une plaque de verre de conductivité thermique λv = 0,8 W · m−1 · K−1.
Son épaisseur est e = 4 mm, sa masse volumique est µ et elle est de capacité thermique
massique à pression constante c. On n’envisage pas les effets de bord : contact avec
autres matériaux de conductivité, d’épaisseur différentes. On fera une étude unidimen-
sionnelle : le seul paramètre de position considéré sera celui suivant la perpendiculaire
à la surface de la vitre. On respectera les notations introduites sur le schéma ci-après :

x
0 e

Extérieur à Te

y

e

Intérieur à Ti

Les applications numériques seront faites pour une salle de classe dont la surface vitrée
est de 12 m2.
1. Étude thermique d’un simple vitrage

La plaque de verre est utilisée dans une fenètre. L’intérieur de la pièce où elle
est installée est à une température Ti = 20˚C et l’extérieur à une température
Te = 0˚C.
(a) Établir l’équation de conduction thermique : équation différentielle qui régit

l’évolution de T (x, t) à l’intérieur de la plaque, dans le cas unidimensionnel
envisagé ici.

(b) On suppose maintenant le régime permanent établi. Que signifie ce terme ?
Déterminer alors la température T (x) à l’intérieur de la vitre, à l’abscisse x.
Les températures de surface seront prises égales aux températures de l’air au
contact des parois.

(c) Déterminer le flux thermique φ par unité de surface qui traverse alors la vitre.
(d) La salle de classe, de 60 m2, qui possède une surface vitrée de 12 m2 donnant

sur l’extérieur, doit être chauffée. En ne considérant que les pertes thermiques
liées à la conduction à travers les vitres, déterminer le nombre de radiateurs
standard de 2 kW nécessaires pour maintenir la température à 20˚C dans la
pièce, lorsque l’extérieur est à 0˚C. Conclure.

(e) Quelle économie réaliserait-on en réduisant la température de 1˚C ?

(f) On définit, en électricité, la résistance d’un conducteur ohmique par
∆V

I
, où

∆V est la différence de potentiels entre les bornes et I l’intensité du courant
électrique qui traverse le conducteur. On définit également une résistance dans
les problèmes thermiques. Quelle en est la définition ?
Donner l’expression de la résistance thermique Rv de la surface vitrée étudiée.
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2. Double vitrage et isolation
Un double vitrage est qualifié de « 4-10-4 » lorsqu’il est constitué d’une vitre
d’épaisseur e = 4 mm, d’une couche d’air sec de e′ = 10 mm puis d’une deuxième
vitre d’épaisseur 4 mm. On va examiner les différences qui apparaissent avec un
simple vitrage. La conductivité de l’air sec est λa = 0,025 W · m−1 · K−1 et on
néglige les échanges en surface entre les deux vitres pour l’air emprisonné.

(a) En utilisant, par exemple, le raisonnement de la partie 1, déterminer la résis-
tance thermique de la surface vitrée de la pièce définie en début de problème,
lorsqu’on l’équipe de double vitrage 4-10-4. Combien de radiateurs de 2 000 W
sont alors nécessaires pour chauffer la pièce ?
Dégager l’intérêt de cet équipement en comparaison de la solution d’économie
évoquée en 1.

(b) On donne, pour des matériaux de construction, le coefficient de tranfert ther-
mique k défini par le flux thermique par unité de surface et l’écart de tempéra-
ture aux surfaces d’un mur d’épaisseur e :

Matériau k (en W · K−1 · m−2)
20 cm de béton armé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2,9
30 cm de béton cyclopéen (à gros éléments) 1,3
30 cm de béton aéré (600 kg · m−3) . . . . . . . 0,94
30 cm de brique creuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,5

Déterminer k pour le simple vitrage et pour le double vitrage étudiés.
A-t-on intérêt à renforcer le double vitrage en isolation ?

• 166 Concours ESIM
60 min.

Conduction thermique MP-PC-PSI-PT

Une barre homogène, de masse volumique ρ, de capacité thermique massique c, de
conductivité thermique λ (tous paramètres supposés invariants), est modélisée par un
cylindre de longueur L et de section droite Σ.
Les parois latérales du cylindre sont calorifugées de telle sorte que les pertes ther-
miques latérales sont négligeables ; en revanche, chaque extrémité de la barre est en
contact avec un thermostat.
L’axe Ox est choisi parallèlement à la génératrice du cylindre ; l’abscisse x = 0 étant
prise à l’extrémité de la barre en contact avec le thermostat S1, l’autre extrémité de la
barre est alors d’abscisse x = L en contact avec le thermostat S2.
T (x, t) est la température thermodynamique de la barre en un point d’abscisse x à
l’instant t.
Les thermostats S1 et S2 imposent les températures T1 = T1(0, t) et T2 = T2(L, t).

ux

x
0 L

S1 S2
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1. Bilan énergétique
Dans la barre métallique modélisée précédemment, la conduction thermique est
unidirectionnelle, le vecteur densité de courant thermique ~jQ suivant la loi de Fou-
rier :

~Q = −−−→
gradT (x, t) avec ~Q = jQ(x, t) ~ux

(a) Effectuer un bilan d’énergie sur une tranche élémentaire de conducteur, com-

prise entre les abscisses x et x+ dx et établir une relation entre
∂jQ
∂x

et
∂T

∂t
.

(b) En déduire l’équation aux dérivées partielles vérifiée par la température
T (x, t) :

D
∂2T

∂x2
=
∂T

∂t

Expliciter D et donner son unité.

(c) Dans cette seule question, les deux thermostats ont des capacités thermiques
infinies. En déduire :

• que les thermostats imposent alors des températures T1 et T2 constantes ;

• la distribution de température T (x) dans la barre, en régime permanent (on
peut supposer T1 > T2 et faire apparaître dans T (x) un signe pertinent) ;

• la résistance thermique Rth de la barre métallique, après avoir rappelé sa
définition.

Dans les deux questions qui suivent, les deux thermostats, de conductivité infinie,
ont la même capacité thermique C, non infinie mais très grande devant la capacité
thermique totale de la barre ; l’ensemble constitué par les thermostats et la barre
est parfaitement calorifugé. Le thermostat S1 a une température initiale T10 et le
thermostat S2 a une température initiale T20.

(d) Quelles conséquences, sur les températures des thermostats et de la barre, les
différentes hypothèses faites à propos des thermostats entraînent-elles ?

(e) Montrer que
dT1
dt

= − dT2
dt

et établir les expressions des températures T1(t)

et T2(t) des thermostats au cours du temps (on supposera que T10 > T20 et on
écrira T1(t) et T2(t) sous des formes physiquement pertinentes à l’aide de T10,
T20, t et d’un temps τ à exprimer).

2. Bilan entropique
On considère, d’abord, entre les instants t et t + dt, une tranche élémentaire de la
barre comprise entre les abscisses x et x+ dx.

(a) Exprimer successivement :

• la variation d’entropie dS de la tranche élémentaire (supposée indalatable)

pendant dt en fonction, entre autres, de
∂T

∂t
;

• l’entropie échangée δSéch par la tranche élémentaire pendant dt, en fonc-

tion de
∂

∂x

(
jQ
T

)

;

• l’entropie créée δScr par la tranche élémentaire pendant dt en fonction de
σ(x, t), la quantité d’entropie créée par unité de volume et de temps.
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(b) En déduire la relation entre les grandeurs spatio-temporelles précédentes tra-
duisant le bilan d’entropie local.

La fin du problème concerne la totalité de la barre uniquement dans le régime per-
manent de la partie 1.(c).
(c) Exprimer σ(x), l’entropie créée par unité de volume et de temps, en fonction

de x et des données. En déduire la quantité totale Scr d’entropie créée dans la
barre par unité de temps.

(d) Évaluer directement l’entropie échangée Séch par la barre avec les thermostats
par unité de temps.

(e) Déduire des questions précédentes la variation ∆S d’entropie de la barre par
unité de temps. Ce résultat était-il prévisible ?

• 167 Concours TPE
15 min.

Conduction thermique et convection MP-PC-PSI

On donne une plaque de température T0. Une ailette de refroidissement la touche. On
modélise cette ailette par un parallélépipède de longueur L, de hauteur b et de largeur
a, avec b≪ a. Sa conductivité thermique est λ.

Ta

xa

ailette

T0

b

z

y

L

La température de l’air ambiant est notée Ta. Une partie de la chaleur est évacuée par
convection. Soit Q la chaleur évacuée par convection entre l’ailette et l’air ambiant par
unité de temps et de surface :

Q = α (T − Ta)

où T = T (z) désigne la température de l’ailette à une distance z de la plaque.

On pose : m2 =
2α

λb
.

1. Établir, en régime permanent, l’équation différentielle vérifiée par T (z).

2. Les conditions aux limites sont : T (0) = T0 et T (L) = Ta. Établir la loi T (z).

3. Calculer la chaleur totale évacuée par l’ailette, par unité de temps.

• 168 Concours Centrale-Supélec
20 min.

Conduction thermique et convection MP-PC-PSI

Une sphère d’uranium, de rayonR, est plongée dans une cuve d’eau. Elle est le siège de
réactions nucléaires : on note s la puissance dissipée par unité de volume de la sphère.
On note λ la conductivité thermique de l’uranium et λe celle de l’eau. On suppose le
régime permanent établi.
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1. Par un bilan énergétique, calculer le vecteur densité de courant thermique pour
chacun des deux milieux.

2. On note T0 la température de l’eau en un point très éloigné de la sphère. À la
surface de celle-ci, le flux surfacique de Newton vaut h [Te(R)− T (R)] ; calculer
la température en tout point de la sphère.

• 169 Concours ESIM
30 min.

Conduction thermique et convection MP-PC-PSI

Un tuyau cylindrique a un rayon intérieur R1 et un rayon extérieur R2.
La température Tf du fluide intérieur est constante, de même que la température Te de
l’air ambiant à l’extérieur du tuyau. Soient T1 et T2 les températures respectivement
des parois intérieure et extérieure du tuyau.
Le régime stationnaire est atteint.

R1

T2

Tf

T1

R2

ℓ

r

M

Te

1. La chaleur se propage, en un point M situé à la distance r de l’axe du tuyau, selon
la loi de Fourier :

jQ = −k1
∂T

∂r

jQ est la densité de courant de chaleur. Le tuyau est assez long pour que l’on néglige
tout effet de bord ; sa longueur ℓ est telle que 2πR2ℓ = 1 m2.

Calculer le flux de chaleur φ à travers la surface latérale de ce cylindre, en fonction
de k1, T1, T2, R2, R1 et ℓ.

2. L’échange de chaleur au niveau paroi-fluide se fait principalement par convection
selon une loi de Newon : φ = hs∆T ; ∆T est l’excès de température de la surface
s soumise à la convection, sur la température du fluide ; h est le coefficient de
convection.

Calculer le flux thermique au contact fluide-paroi intérieure et le flux thermique au
contact paroi extérieure-air ambiant. Nous admettrons que le coefficient h est le
même pour les deux surfaces d’échange.

3. Des questions précédentes, déduire une relation donnant φ en fonction de Tf , Te,
h, k1, R1 et R2.
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• 170 Lycée Vernet, Grenoble
5 min.

Rayonnement thermique MP

Soit un corps noir (CN), de surface extérieure S, de capacité
thermique C constante et de température T uniforme. (CN) est
contenu dans une enceinte où règne un rayonnement à la tempé-
rature T0 constante.

1. Exprimer l’équation différentielle vérifiée par T (t).
À la date t = 0, T vaut Ti. On pose :

CN

T0

T = T0 + ε avec ε≪ T0

2. Après avoir exprimé le développement limité de (T − T0)
4 au premier ordre en ε,

réécrire l’équation différentielle vérifiée par T (t) ; on posera : τ =
C

4σST 3
0

.

3. Résoudre cette équation différentielle et représenter graphiquement l’allure de la
courbe T (t) pour T0 > Ti.

• 171 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Rayonnement thermique MP

Un vase Dewar est un récipient dont les parois présentent une surface S = 10 dm2. Les
parois possèdent deux faces : l’une en contact avec le milieu extérieur à la température
Ta = 290 K et l’autre, interne, au contact d’azote liquide à la température Ti = 77 K.
Ces deux faces sont séparées par une atmosphère raréfiée qui limite les échanges ther-
miques par conduction et par convection ; on pourra admettre que les pertes thermiques
sont à imputer au seul phénomène de rayonnement par les parois qui se comportent
comme des corps noirs en équilibre thermique. On rappelle, à ce sujet, la valeur numé-
rique de la constante de Stefan : σ = 57.10−9 W · m−2 · K−4.
On constate que ce phénomène de rayonnement est responsable de la vaporisation d’un
litre d’azote liquide par heure. En déduire la valeur de la chaleur latente L (en kJ · L−1)
de vaporiation de 1 litre d’azote liquide.

• 172 Concours Commun Polytechnique
10 min.

Rayonnement thermique MP

La puissance PR rayonnée par l’unité de surface d’un corps noir, et répartie sur toutes
les fréquences ν, est donnée par :

PR =

∫ ∞

0

P (ν) dν avec P (ν) =
2πhν3

c2
[

exp

(
hν

kT

)

− 1

]

où h = 6,63.10−34 J · s (constante de Planck), k = 1,38.10−23 J · K−1 (constante de
Boltzmann) et c = 3.108 m · s−1 (vitesse de la lumière dans le vide).
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1. Montrer que PR est donné par la loi de Stefan : PR = σT 4. Exprimer σ en fonction
de k, h et c. On donne :

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1
=
π4

15

2. On rappelle que la loi de Wien, liant la longueur d’onde λm du maximum d’émis-
sion du corps noir, à sa température T , s’écrit : λmT = 2898 µm · K. On admet que
l’ensemble des couches de l’atmosphère rayonne comme un corps noir à la tem-
pérature Te = 263 K. Calculer les valeurs respectives des longueurs d’onde λma

et λms
du rayonnement thermique de l’atmosphère terrestre et du rayonnement

thermique solaire. À quels domaines du spectre électromagnétique ces longueurs
d’onde appartiennent-elles ?

On rappelle que la température à la surface du Soleil est de l’ordre de 5 700 K.

3. On considère une surface S délimitant un corps à la température T en contact avec
un environnement à la température Te. Le corps et l’environnement se conduisant
comme des corps noirs, donner l’expression de la puissance P échangée par rayon-
nement, à travers S, entre le corps et l’environnement (sortant algébriquement du
corps vers l’environnement).

4. On suppose que T est très poche de Te et l’on pose : T = Te +∆T avec ∆T ≪ Te.
Montrer que P peut se mettre sous la forme approchée : P = G× (T − Te) et don-
ner l’expression de G en fonction de Te, σ et S. Quelle est la résistance thermique
Rth correspondante ?

• 173 Concours de l’ENS Paris-Lyon
30 min.

Rayonnement thermique MP

On définit un corps noir comme un corps idéal, capable d’absorber intégralement tout
rayonnement incident, quelle que soit sa longueur d’onde. Un corps noir émet un rayon-
nement isotrope dont le spectre ne dépend pas de la nature du corps, mais seulement
de sa température. La loi de Planck donne la fonction universelle qui caractérise le flux
spectral émis par un corps noir et peut s’écrire sous la forme :

FT (λ) =
2πhc2

λ5
× 1

e
hc

λkT − 1

où h = 6,626.10−34 J · s est la constante de Planck, c = 3.108 m · s−1 la vitesse de la
lumière et k = 1,381.10−23 J · K−1 la constante de Boltzmann.

Par définition de la fonction FT (λ), les radiations de longueur d’onde comprises entre
λ et λ+ dλ, émises par l’élément de surface dS du corps noir, transportent une puis-
sance FT (λ) dS dλ vers le demi-espace extérieur.

Les courbes suivantes représentent la fonction FT (λ) pour deux températures, 5 800 K
et 290 K. Elles donnent une approximation très élémentaire du rayonnement de la sur-
face du Soleil et de celle de la Terre.
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Flux spectral d’un corps noir à T = 290 K

1. Montrer que la grandeur FT (λ) a une dimension conforme à la définition donnée

ci-dessus. Le rapport y =
hc

λkT
compare deux énergies. Préciser la signification

physique de chacune de ces énergies.

2. La position du maximum de FT (λ) en fonction de λ correspond à une valeur
constante yM du rapport y. À partir des deux courbes précédentes, estimer la valeur
de yM .

3. Donner l’expression de la dérivé logarithmique de la fonction de Planck. Vérifier
numériquement que FT (λ) est maximum pour la longueur d’onde λM vérifiant :
hc

λMkT
= yM .

En déduire la relation λMT = w (loi de Wien) et calculer la valeur numérique de
la constante w.

4. Montrer que la puissance totale du rayonnement émis par unité de surface du corps
noir est de la forme M(T ) = σT 4 (loi de Stefan) et donner l’expression algébrique
de la constante σ en fonction des constantes fondamentales h, k, c et de l’intégrale

I =

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx.
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On ne développera pas le calcul de σ et on admettra sa valeur numérique :

σ = 5,67.10−8 W · m−2 · K−4

5. On peut caractériser la largeur de la fonction FT (λ) par l’intervalle ∆λ défini par :

∆λFT (λM ) = σT 4

Montrer que ∆λ est proportionnel à λM , sans expliciter le facteur de proportionna-
lité. On admettra le résultat ∆λ ≃ 1,5× λM .

Faire un schéma indiquant ce que représente la largeur ∆λ (dite largeur équiva-
lente).

6. Justifier sans calcul le fait que l’essentiel de la puissance émise par le corps noir est
rayonnée dans un intervalle spectral centré sur λM dont la largeur est de l’ordre de
∆λ.

• 174 Concours des Mines-Ponts
30 min.

Bilan radiatif MP

Dans tout le problème, étoile et planète seront considérées comme des sphères en équi-
libre thermique qui se comportent comme des corps noirs.

1. On modélise la surface de la Terre par une coquille sphérique de température uni-
forme, en équilibre thermodynamique : puissance absorbée et puissance émise sont
égales. Soit PS la puissance totale émise par le soleil. Exprimer PS en fonction du
rayon solaire RS et de la température solaire TS .

Exprimer, en fonction de PS et du rayon terrestre RT , la puissance P0 reçue par la
Terre, à la distanceDST du Soleil, supposé ponctuel. Exprimer alors la température
à la surface de la Terre TT .

2. En réalité, la puissance absorbée par la surface de la Terre n’est qu’une fraction
de la puissance du rayonnement solaire incident : la surface terrestre réfléchit la
fraction AT , nommée albédo, de ce rayonnement. L’albédo moyen de la Terre est
égal à 0,35, ce qui signifie que 65% du rayonnement solaire incident est absorbé.
Établir l’expression suivante de la température de la surface de la Terre :

T 4
T =

(
RS

2DST

)2

(1−AT ) T
4
S

3. Calculer alors la valeur numérique de TT ; ne pas s’offusquer de la valeur trouvée
à partir de ce premier modèle.

L’atmosphère joue un rôle essentiel dans le bilan thermique terrestre. Désormais, on
entendra par « Terre » la planète proprement dite, de rayonRT , entourée d’une pellicule
de gaz, qui constitue l’atmosphère.
L’atmosphère est modélisée par une couche d’épaisseur e≪ RT et de température uni-
forme Ta ; elle absorbe la fraction α du rayonnement solaire non réfléchi ; elle absorbe
aussi la totalité du rayonnement du corps noir émis par la surface de la Terre. La Terre
absorbe la totalité du rayonnement émis par l’atmosphère vers celle-ci.
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Solaire, absorbé
par la Terre

Vers le ciel

Atmosphérique

Rayonné par
la TerreVers la Terre

Solaire, absorbé
par l'atmosphère

4. À quoi pourrait être due la différence d’absorption de l’atmosphère pour les rayon-
nements solaire et terrestre ?

5. Soit T ′
T la température superficielle moyenne de la Terre calculée en tenant compte

de l’atmosphère. Exprimer P1, puissance solaire absorbée par la surface terrestre ;
exprimer P2, puissance rayonnée par l’atmosphère vers la Terre. Effectuer un bilan
thermique pour l’atmosphère. En déduire la relation :

T ′
T
4
= (2− α) T 4

T

6. Application numérique : calculer T ′
T pour α = 0,35 (l’égalité α = AT est fortuite).

7. Montrer que la température de l’atmosphère, Ta, est égale à TT .

Données numériques :

• rayon solaire : RS ≃ 7.105 km ;

• température de surface solaire : TS ≃ 5 800 K ;

• l’angle solide sous lequel on voit la Terre depuis le Soleil est : π
R2
T

D2
ST

;

• rayon terrestre : RT ≃ 6,38.103 km ;

• distance Terre-Soleil : DST = 1,5.108 km ;

• albédo terrestre : AT ≃ 0,35 ;

• constante de Stefan : σ = 5,7.10−8 W · m2 · K−4.

• 175 Concours de l’École de l’air
60 min.

Rayonnement thermique MP

On a du café brûlant et on veut obtenir du café au lait plus froid. Pour obtenir du café
au lait à bonne température le plus rapidement possible vaut-il mieux : verser le lait
froid puis attendre ∆t1 ou attendre ∆t2 puis verser le lait froid ?
On considérera des échanges radiatifs avec l’extérieur et on pourra linéariser les équa-
tions obtenues.

• 176 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Diffusion de particules PC-PSI

On considère un système dans lequel sont introduitesN0 molécules marquées (isotopes
par exemple) par unité de section droite, en x = 0 et à la date t = 0.
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x
0

x'

Section S

Ce système est de longueur infinie dans la direction x′x et la diffusion des molécules
ne s’effectue que selon cette direction.
On note n(x, t) la concentration, en x et à la date t, des molécules marquées.
1. Montrer que :

n(x, t) =
A√
t
× exp

(

−α x
2

t

)

où A = cte et α = cte

est solution de l’équation de diffusion.
2. On rappelle que :

∫ +∞

−∞

e−kx
2

dx =

√
π

k

En exprimant, en fonction de N0 et S, le nombre total de molécules présentes dans
le système, en déduire que :

n(x, t) =
N0√
4πDt

× e−
x2

4Dt

3. Représenter graphiquement l’allure de N(x, t) pour quelques dates t différentes.

• 177 Lycée Chateaubriand, Rennes
15 min.

Diffusion de particules PC-PSI

On étudie la diffusion des neutrons dans un milieu fissile. On se limite à un problème
à une dimension et on note n(x, t) la densité volumique de ces neutrons à l’abscisse x
et à la date t.
Deux phénomènes se produisent dans la matière fissile :

• la réaction de fission absorbe des neutrons et on considère qu’en moyenne
n(x, t)

τ
neutrons sont absorbés par unité de temps et de volume au point d’abscisse x ;

• la réaction de fission produit de nouveaux neutrons et on considère que pour un
neutron absorbé, il y a K neutrons produits (K > 1).

Le coefficient de diffusion des neutrons dans le milieu est noté D.
1. En utilisant le bilan des neutrons absorbés ou produits dans une tranche d’épaisseur

dx à l’abscisse x, montrer que n(x, t) vérifie l’équation différentielle :

∂n

∂t
= D

∂2n

∂x2
+ β n

où β est une constante que l’on exprimera en fonction de K et τ .
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2. Le milieu est limité entre les plans x = −a et x = +a.
On suppose de plus que n(x = −a) = n(x = +a) = 0 et n(x = 0) = n0.

(a) Déterminer n(x) en régime permanent.

(b) Montrer que le régime permanent n’est possible que pour une valeur particu-
lière Kc de K, que l’on exprimera en fonction de a, D et τ .

• 178 Concours des Mines-Ponts
40 min.

Diffusion de particules PC-PSI

On étudie une méthode d’enregistrement d’un hologramme. On se limite à des phé-
nomènes unidimensionnels selon l’axe (Ox). L’intensité lumineuse éclairant le milieu
lors que l’enregistrement s’exprimera par : I(x) = I0 [1 +m cos(kx)].
Un cristal photoréactif est un crisal transparent dont l’indice est modifiable par l’éclai-
rement. Il est modélisé par une matrice de permittivité diélectrique statique ε, dans
laquelle sont présents deux types de sites, l’un et l’autre fixes dans le réseau :

• des sites donneurs d’électrons, notés (D), qui
peuvent chacun s’ioniser en donnant un site
chargé (D+). On note ND la densité particu-
laire totale de ces sites et on la suppose uniforme
et constante. On note N+

D (x, t) la densité parti-
culaire de sites ionisés (D+) à l’abscisse x et
à l’instant t. Avec les notations du tableau ci-
dessous, ND = N0

D +N+
D .

Neutre : D0

+

-

Ionisé : D+

+

Neutre : A0

+

-

Ionisé : A-

-

• des sites accepteurs, notés (A), qui peuvent chacun capter un électron pour for-
mer un site chargé (A−). La densité particulaire totale de ces sites, notée NA, est
uniforme et constante. Dans les conditions de cette étude, tous les accepteurs sont
ionisés : NA = N−

A .

On suppose enfin ND très supérieur aux autres densités particulaires, en particulier
ND ≃ N0

D.

Types Symbole Concentration
Donneur neutre D0 N0

D

Donneur ionisé D+ N+
D (x, t)

Accepteur ionisé A− N−
A = NA

Électron e− Ne(x, t)

Le courant électrique, dans le cristal, est uniquement dû aux électrons libérés par l’io-
nisation des donneurs. La densité particulaire d’électrons libres à l’abscisse x et à l’ins-
tant t est notée Ne(x, t).
L’ionisation des donneurs peut s’effectuer selon deux mécanismes : l’ionisation résulte
du transfert spontané d’électrons en sites (D) vers les sites (A) ; l’inégalité ND ≫ NA
permet donc l’ionisation totale des accepteurs. L’ionisation de sites (D) se produit aussi
lorsque le cristal est éclairé par une onde lumineuse d’intensité I(x). À l’instant t et à
l’abscisse x, le nombre de sites (D) ionisés par unité de temps et de volume est donc,
pour ce mécanisme :

α I(x)
[
ND −N+

D (x, t)
]
≃ α I(x)ND
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où α est une constante positive.
Des électrons libres peuvent se recombiner avec des sites (D+) et les neutraliser. Le
nombre de recombinaisons par unité de temps et de volume est β N+

D (x, t)Ne(x, t) où
β est une autre constante caractéristique du cristal. On a donc, pour t > 0 :

∂N+
D

∂t
= α I(x)

[
ND −N+

D (x, t)
]
− β N+

D (x, t)Ne(x, t)

Avant irradiation : N+
D (x, 0) = NA et Ne(x, 0).

1. Justifier que, immédiatement après l’irradiation, l’ionisation des sites (D) est plus
importante dans les zones d’éclairement maximal. Rappeler la loi de Fick pour la
diffusion particulaire (on notera D la constante qui intervient dans cette loi). Préci-
ser la direction des courants électriques de diffusion qui résultent de l’éclairement.

2. Quel est, dans les régions d’éclairement maximal, le signe de la densité volumique
de charge associée à la diffusion des électrons libres. Même question pour les zones
d’éclairement minimal. En déduire la direction du champ électrique ~Ec dans une
région située dans une zone d’éclairement maximal et une zone d’éclairement mi-
nimal.

3. Quelle est l’influence de ce champ électrique sur le mouvement des électrons libres
dans le cristal ?

4. On pose : ~Ec = Ec(x, t) ~ux et on note ~e la densité de courant électrique dû au

mouvement des électrons libres. Quelle est l’expression de
∂Ec
∂x

en fonction de ε,

e, Ne, NA(= N−
A ) et N+

D ? Exprimer la conservation de la charge (équation de
continuité) reliant ~e aux densités particulaires Ne, NA et N+

D . On admet, pour un
cristal isolé, que ~e est nul en régime permanent.

5. Le flux d’électrons est la somme du flux diffusif ~diff, qui suit la loi de Fick, et
du flux ~der, dû au champ électrique ~Ec dérivant du potentiel V (x). À l’équilibre
thermodynamique, la densité des électrons est donnée par la loi de Boltzmann :

Ne(x) = N0 exp

[
e V (x)

kBT

]

où kB représente la constante de Boltzmann, e la charge élémentaire (e > 0) et

T la température. Quelle relation en résulte-t-il entre Ne(x),
dNe
dx

et Ec(x) ? En

déduire l’expression de ~der(x) à l’équilibre, en fonction de Ne(x) et Ec(x). La
vitesse de dérive des électrons, à l’équilibre, s’écrivant : ~vder = −µ ~Ec, déterminer
µ en fonction de e, D et σ ; c’est la relation d’Einstein.

6. Admettant que la relation d’Einstein reste applicable en régime lentement variable
(même siNe(x) n’est plus celui donné par la loi de Boltzmann), exprimer la densité
de courant électrique total en présence du champ électrique ~Ec.

7. On suppose qu’un état stationnaire est atteint. Déduire des questions précédentes
les équations suivantes, modélisant le comportement du milieu en régime perma-
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nent :

α I(x)ND − β N+
D (x)Ne(x) = 0 (46)

dEc

dx
=
e

ε

[
N+
D (x)−NA −Ne(x)

]
(47)

dNe

dx
= − e

kBT
Ne(x)Ec(x) (48)

8. L’intensité lumineuse, dans le cristal, est uniforme (m = 0). Que vaut alors le
champ électrique ~Ec ? On cherche, en régime permanent, la solution uniforme des
équations précédentes. Établir l’équation vérifiée par Ne en fonction de α, β, I0
et NA. Exprimer ensuite Ne dans l’hypothèse où Ne ≪ NA. Quelle est l’inégalité
relative à I0 équivalente à cette hypothèse ?

• 179 Concours de l’École de l’air
45 min.

Diffusion de particules PC-PSI

On considère un gaz dilué à l’équilibre thermodynamique, à la température T .

1. Libre parcours moyen L
On assimile chaque molécule à une sphère de diamètre d. On se propose d’effectuer
un calcul sommaire de la distance moyenne L, distance parcourue par une molécule
entre deux chocs successifs avec d’autres molécules de gaz.

(a) On suppose immobiles toutes les molécules sauf une ; celle-ci est animée de la
vitesse constante ~v0. Déterminer le volume ∆V dans lequel doit se trouver le
centre d’une autre molécule pour qu’une collision ait lieu dans l’intervalle de
temps ∆t.

(b) En déduire L en fonction de d et du nombre de molécules n0 par unité de
volume (concentration particulaire) dans le gaz.

(c) Un calcul plus correct donne L =
1√
2
× 1

n0πd2
. Pourquoi trouve-t-on précé-

demment un résultat plus grand ?

2. Diffusion
Pour accéder à L, on peut étudier dans le gaz le phénomène de diffusion. On sup-
pose que certains constituants du gaz, en proportion très faible, peuvent être iden-
tifiés (par exemple à la suite d’un marquage radioactif) mais que leur interaction
avec les autres molécules n’est pas modifié.
À l’instant pris comme origine de l’étude, la distribution de ces molécules marquées
est non uniforme : elle est repérée par la concentration particulaire n(x, t) (nombre
de particules par unité de volume).

(a) On se place dans le cadre du modèle sommaire suivant : la distribution des
vitesses est isotrope et le module de la vitesse moyenne, suivant x (vitesse qua-
dratique moyenne dans le gaz) est notée vc.
Montrer que la densité du flux, ~ = j(x, t)~ex, des constituants marqués à tra-
vers un plan perpendiculaire à Ox se ramène à :

~ =
1

6
vc [n(x− L, t)− n(x+ L, t)] ~ex
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(b) Rappeler la loi de Fick. En déduire l’expression du coefficient de diffusion D
pour le modèle adopté.

3. Influence du champ de pesanteur sur la diffusion : la sédimentation
Dans cette partie, on s’intéresse à des suspensions de petites particules au sein d’un
fluide en équilibre et à la façon dont elles s’y répartissent.
On considérera, dans la suite, que les suspensions considé-
rées sont diluées, de sorte que les particules en suspension
n’interagissent pas entre elles. On considère un tube cylin-
drique d’axe vertical, de section S, de hauteur h et conte-
nant un liquide, de l’eau par exemple. Ce liquide contient
N particules en suspension, de masse m chacune. On note
ρp la masse volumique de particules, ρ celle du liquide et
l’on suppose que ρp > ρ. Dans l’état initial du système, le
mélange a été rendu homogène par agitation.

0

x

h

(a) Chaque particule est soumise à son poids, à la poussée d’Archimède due au
liquide et à une force de frottement visqueux : −6ηR~v, lorsque la particule est
animée d’une vitesse ~v, où η est la viscosité dynamique du liquide etR le rayon
d’une particule (formule de Stockes).
Établir l’équation différentielle à laquelle satisfait la vitesse ~v des particules.

(b) On choisira un axe Ox vertical ascendant, tel que x = 0 au niveau du fond du
tube.
Montrer que la composante vx de ~v tend vers une limite vL que l’on calculera

en fonction de la masse apparente m∗ = m

(
ρ

ρp
− 1

)

des particules dans ce

liquide, afin d’en alléger l’écriture.

(c) On suppose que la vitesse limite vL est atteinte très rapidement. On note tou-
jours n(x, t) la concentration particulaire en un point de cote x. Calculer la
densité de flux j1(x, t) résultant du mouvement ci-dessus des particules.

(d) Du fait de ce mouvement, il se crée dans le liquide un gradient de concentration
particulaire, donnant lieu à un phénomène de diffusion. Calculer la densité de
flux de particules j2(x, t) due à la diffusion (on appellera D le coefficient de
diffusion des particules considérées dans le liquide).

(e) Au bout d’un temps plus ou moins long, un équilbre (dit équilibre de sédimen-
tation) finit par s’établir. À quelle équation différentielle obéit alors la concen-
tration particulaire n(x, t) ?

(f) Montrer que l’équilibre de sédimentation est caractérisé par une concentration
particulaire de la forme :

n(x) = A e−x/H

Calculer A et H en fonction de N , S, h, D, η, R, m∗ et de l’intensité g du
champ de pesanteur.

• 180 Lycée La Martinière Mon Plaisir, Lyon
60 min.

Diffusion de particules PC-PSI

I- On ne tient pas compte de la gravité pour les phénomènes de transfert de matière.
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Un tube cylindrique, de longueur L, de section d’aire S, contient une espèce chimique
en solution, dont le coefficient de diffusionD est donné et dont la concentration molaire
volumique en régime permanent, C(x), ne dépend que de l’abscisse x le long de l’axe
du cylindre. Les concentrations aux extrémités sont imposées : c(0) = c1 et c(L) = c2.

ex

x
0 L

c1 c2

S S

On appelle flux de matière Jm le nombre de moles de cette espèce qui traversent une
section du tube pendant l’unité de temps, dans le sens de ~ex.

1. Rappeler la loi de Fick donnant l’expression de Jm.
Donner l’unité de chaque terme la composant.

2. En déduire l’expression du nombre de moles d2n reçues par une tranche comprise
entre x et x+ dx pendant l’intervalle de temps [t, t+ dt], l’expression de c(x, t)
étant donnée. En déduire l’équation différentielle vérifiée par c(x, t).

3. Combien vaut cette quantité de matière, d2n, en régime permanent ?
En déduire les expressions littérales de c(x) et de Jm.

II- Un bécher, de section S, contient de l’eau sur une hauteur h2 et du benzène sur une
hauteur h1 et on propose un modèle simplifié pour l’étude cinétique du transfert, vers
le benzène, de l’iode contenu dans l’eau.
À un instant quelconque, on assimile la concentration de l’iode c(x), en fonction de
x, au profil indiqué ci-après : les concentrations dans l’eau et dans le benzène sont no-
tées respectivements c2 et c1 et elles sont supposées uniformes, hormi dans une mince
couche de diffusion, appelée couche limite ; les épaisseurs de ces couches limites sont
notées L2 dans l’eau et L1 dans le benzène. Dans ces couches limites, la concentra-
tion varie linéairement en fonction de x et l’on note c∗1 et c∗2 les concentrations dans le
benzène et dans l’eau au niveau de l’interface, à un instant quelconque t.
On suppose que la quantité d’iode, dans les couches limites, est négligeable devant
celle contenue dans le reste du sovant et on négligera le volume de ces couches devant
les volumes V2 et V1 de l’eau et du benzène.

S

0

h1

h2 c2

c1

x

Benzène

Eau

0
x

L1L2

c(x)

Eau

c2 c1

Interface

Benzène

*c1

*c2

Les coefficients de diffusion de l’iode dans l’eau et dans le benzène sont notés respec-
tivement D2 et D1.
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1. On donne c1(t = 0) = 0 et c2(t = 0) = c0. Donner la relation liant c1 et c2 à
chaque instant t.

2. On suppose que l’expression du flux de matière établie en I- 3. est valable à chaque

instant t ; donner deux expressions de la quantité d’iode
dn

dt
qui passe, par unité de

temps, de l’eau et vers le benzène.
Justifier le profil des concentrations.

3. Dans la suite, afin d’alléger l’écriture, on prendra h2 = 10h1, D1 = D2,
L2 = 10L1 et on ne conservera que D = D1 = D2, h = h2 et L = L2 comme
paramètres.
On suppose que seul le phénomène de diffusion limite la vitesse de transfert et
que l’équillibre chimique est réalisé à chaque instant au niveau de l’interface :
c∗1 = K c∗2, K est la constante de partage.
(a) Donner le système d’équations simplifiées liant c1, c2, c∗1 et c∗2.

(b) Déterminer c∗1 et c∗2 en fonction de c2.
4. Donner l’équation différentielle vérifiée par c2(t). Montrer qu’il apparaît une

constante de temps τ que l’on donnera en fonction des paramètres.

5. Donner les expressions de
c2
c0

et de
c1
c0

en fonction du temps.

6. Application numérique :

D = 2.10−9 m2 · s−1 L = 2 mm K = 500 h = 5 cm

Calculer lim
t→∞

(
c2
c0

)

et lim
t→∞

(
c1
c0

)

.

Calculer t1 tel que
c2
c1

= 0,5.

• 181 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-jolie
15 min.

Potentiels thermodynamiques PC

Un cylindre vertical contient, dans sa partie inférieure, n
moles d’un gaz parfait. Le haut du cylindre est fermé par
un piston parfaitement mobile, de masse m, et soumis à
la pression atmosphérique pa. L’ensemble est parfaitement
diatherme, de sorte que la température du gaz demeure
égale à T0, tandis que son volume vaut V = zs.

1. En appliquant la loi fondamentale de la dynamique, ex-
primer la valeur ze de z (en fonction de n, R, T0, pa, s,
m et g) lorsque l’état d’équilibre est atteint.

pa

T0

s

g

z

m

VpT0

2. Rappeler les expressions de l’énergie interne U et de l’entropie S(T, V ) d’un gaz
parfait, de capacités thermiques CV et Cp.

3. On note p0 la pression exercée par le piston sur le gaz. Trouver l’expression de la
fonction :

G∗(T, z) = U − T0S + p0V

4. Montrer que G∗(T, z) est un potentiel thermodynamique pour le gaz étudié. Qu’en
serait-il de la fonction F ∗ = U − T0S ?
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5. Déterminer la valeur ze de z qui assure l’équilibre du système et comparer avec le
résultat du 1.
Montrer que cet équilibre est stable.

• 182 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Potentiels thermodynamiques PC

On considère un réservoir (R) de volume V0 associé à un cylindre (C) fermé par un
piston.

V0 T0 p0
p1

T0

(R)

(C)

À l’instant initial, le piston est en butée à gauche, un gaz parfait occupant le réservoir
(R) dans les conditions (p1 = 2p0, V0, T0).
On débloque le piston, lequel peut coulisser sans frottements dans le cylindre (C). Le
système est thermostaté à la température T0 et est relié à l’atmosphère de pression p0.

On prendra γ =
Cp
CV

= cte et l’on supposera connues les capacités thermiques

CV =
nR

γ − 1
et Cp =

γnR

γ − 1
du gaz contenu dans le système.

1. Prouver que G∗ = U − T0S + p0V est un potentiel thermodynamique adapté au
système.

2. Déterminer G∗(T, p) lorsque le gaz est dans un état thermodynamique caractérisé
par une température T et une pression p.
Retrouver les valeurs Tf et pf de T et p à l’équilibre.

3. On pose F ∗ = U − T0S. Calculer ∆F ∗ pour la transformation globale.

• 183 Concours Centale-Sup’élec
40 min.

Potentiels thermodynamiques PC

On considère le dispositif expérimental de la figure ci-contre :
deux bulles sphériques d’eau savonneuse, de rayons différents,
sont formées aux extrémités des deux tubes en souflant, les ro-
binets (1) et (2) étant ouverts et le robinet (3) fermé. Puis on
ferme les robinets (1) et (2) et on ouvre le robinet (3) qui met
en contact les deux bulles. On se propose d’étudier l’évolution
des bulles.
Dans tout le problème, on néglige le volume du tube de liaison
entre les deux bulles.

(1)

r1

(2)

r2

(3)

atmosphère à p0

On étudie les évolutions quasi statiques : dans chaque bulle, on peut définir à chaque
instant une température T1 ou T2 et une pression p1 et p2 uniformes. Par ailleurs,
l’atmosphère impose une pression p0 uniforme à l’extérieur des bulles. L’atmosphère se
comporte comme un thermostat à la température T et on suppose l’équilibre thermique
atteint à chaque instant : T1 = T2 = T .
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I- Loi de Laplace

Le robinet (3) étant fermé, un manomètre permet de mesurer la différence de pression
p1 − p0. L’expérience montre que les pressions sont données, à l’équillibre, par la loi
de Laplace :

p1 − p0 =
4σ

r1
et p2 − p0 =

4σ

r2
(49)

où la constante positive σ est appelée coefficient de tension superficielle. Dans toute
la suite, on suppose que l’équilibre mécanique entre chaque bulle et l’atmosphère est
atteint, de telle sorte que les relations (49) soient vérifiées. Préciser, en donnant un
argument qualitatif s’appuyant sur les relations (49), l’évolution du système : le rayon
des bulles évolue-t-il ? Est-ce la grosse bulle qui se « vide » dans la petite ou est-ce le
contraire ?

II- Approche quantitative

1. Rappeler la définition d’un potentiel thermodynamique.

2. Pour un système fermé, d’énergie interneU , d’entropie S et de volume V , en évolu-
tion monotherme (température extérieure T ) et monobare (pression extérieure p0),
n’échangeant pas d’autre travail avec l’extérieur que celui des forces de pression,
justifier que G∗ = U − TS + p0V est un potentiel thermodynamique.

3. On néglige le volume d’air contenu dans le tube de liaison entre (1) et (2) et l’on
étudie le système constitué :

• d’une part de l’air dans les deux bulles et assimilé à un gaz parfait ; on note, avec
i = 1 ou 2 selon le compartiment, Vi le volume, ri le rayon, pi la pression, Ni
le nombre de moles d’air, Si l’entropie de l’air ; la température T est commune
aux deux compartiments.

• d’autre part des membranes d’eau savonneuse qui limitent les deux bulles,
d’épaisseur négligeable, d’énergies internes respectives Umi, de températures
Tmi = T , d’entropies Smi et de surfaces Σmi = 8πr2i (double de la surface de
la sphère, car il y a deux interfaces air-eau savonneuse), pour lesquelles l’iden-
tité thermodynamique s’écrit : dUmi = T dSmi + σ dΣmi.

(a) Montrer que :

dG∗ = dU1+ dU2−T dS1−T dS2+p0 ( dV1 + dV2)+σ dΣm1+σ dΣm2

(b) En déduire, à l’aide de la relation (49) que :

dG∗ = dU1 + dU2 − T dS1 − T dS2 + p1 dV1 + p2 dV2

(c) Soit Gi = Ui − TSi + piVi l’enthalpie libre dans la bulle (i). Du fait que le
nombre de moles Ni varie, l’identité thermodynamique fondamentale s’écrit :

dGi = −Si dT + Vi dpi + µi dNi

où µi(pi, T ) =

(
∂Gi
∂N

)

T, pi

est le potentiel chimique de l’air dans la bulle (i).

Montrer que :
dG∗ = µ1 dN1 + µ2 dN2
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(d) On montre, dans le cours de chimie, que pour un gaz parfait :

µi(pi, T ) = f(T ) +RT ln pi

où f(T ) est une fonction de la température, identique dans les deux bulles car
le gaz est le même. En déduire que :

dG∗ = RT ln

(
p1
p2

)

dN1

4. Justifier que les variables p1, p2, r1, r2, N1 et N2 sont liées par cinq relations de
telle sorte qu’une seule de ces variables suffit à déterminer toutes les autres. Dans

la suite, on prend r1 comme variable. Montrer que
dpi
dri

< 0 et
dNi
dri

> 0. Quand

r1 croît, en déduire le sens de l’évolution de p1, N1, N2, r2 et p2.

5. Prévoir l’évolution de deux bulles de rayons initiaux tels que r1 > r2. Que peut-on
dire d’un état initial r1 = r2 ?

• 184 Concours INA - ENSA
45 min.

Potentiels thermodynamiques PC

On rappelle qu’un état d’équilibre, pour un système, peut être stable ou instable. La
discussion sur la stabilité peut s’effectuer :

• soit en définissant un potentiel associé au type d’équilibre étudié : le système est en
équilibre stable lorsque ce potentiel prend une valeur minimum ; il est en équilibre
instable lorsqu’il prend une valeur maximum.

• soit en étudiant l’évolution du système autour de sa position d’équilibre : si, écarté
de cette position sous l’effet d’une légère perturbation, il tend à y revenir, l’équilibre
est stable ; s’il tend à s’en éloigner davantage, l’équilibre est instable.

Par ailleurs, on dit qu’un système est en équilibre métastable lorsque, étant dans un état
d’équilbre stable, il est susceptible d’évoluer vers un autre état d’équilibre plus stable
sous l’effet d’une petite perturbation. Le but de cet exercice est d’illustrer ce concept
en thermodynamique.

1. On considère un système thermodynamique fermé, en contact avec une atmosphère
dont la pression est une constante p0 et avec un thermostat dont la température est
T0. On envisage une évolution infinitésimale, non nécessairement réversible, au
cours de laquelle le système échange la quantité de chaleur δQ et le travail δW ,
son énergie interne variant de dU et son entropie de dS. On pose :

G∗ = U + p0V − T0S

En écrivant les deux principes de la thermodynamique, montrer que :

dG∗
6 0 (50)

si le système ne reçoit de l’extérieur aucun travail autre que celui des forces de
pression.
Il découle de l’inégalité (50) qu’un équilibre stable du système est caractérisé par
un minimum de G∗ ; on admettra qu’un maximum de G∗ correspond à un équilibre
instable. G∗ représente alors le potentiel pour les évolutions observées. Dans la
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suite, le système est en équilibre mécanique et thermique avec le milieu extérieur
de sorte qu’on peut confondre sa pression p et la pression constante p0 de l’atmo-
sphère, sa température T et la température T0 du thermostat, et par conséquent G∗

à l’enthalpie libre G.
On suppose désormais que la glace et l’eau liquide ont la même masse volumique.
On s’intéresse à l’équilibre d’un système constitué d’un cristal de glace sphérique

de rayon r plongé dans l’eau liquide occupant un volume
4

3
πR3 − 4

3
πr3 ; le tout

forme un système fermé de volume constant et égal à
4

3
πR3 et évoluant à pression

p et à température T constantes. Le rayon r du cristal peut varier de r = 0 (toute
l’eau est alors liquide) à r = R (toute l’eau est alors solide).

2. On suppose d’abord que l’enthalpie libre du mélange est de la forme :

G = gL

(
4

3
πR3 − 4

3
πr3
)

+ gS × 4

3
πr3

où gS et gL sont des fonctions de T et p, qui sont donc constantes à T et p fixés.
On suppose que T et p sont tels que gL > gS .
Déduire de l’inégalité (50) le sens de l’évolution de r. Quel est l’état final du sys-
tème ?

3. En réalité, on doit plutôt écrire :

G = gL

(
4

3
πR3 − 4

3
πr3
)

+ gS × 4

3
πr3 + 4πr2A

où A est une constante positive à T fixé. On suppose toujours que gL > gS .
(a) Étudier la fonction G(r) et tracer l’allure de son graphe pour 0 < r < R (et en

supposant que G(0) > G(R)). Montrer que, si R est convenablement choisi, il
existe un état d’équilibre instable B et exprimer rB en fonction de A, gL et gS ;
que peut-on alors dire des états E(r = 0) et F (r = R) ?

(b) Calculer ∆Ga = GB − GE et ∆G′
a = GB − GF en fonction de A, gL, gS

et R. Comment faut-il choisir R, en fonction de A, gL, gS , pour que l’état E
puisse être métastable ?

4. À l’aide des résultats précédents, on se propose d’interpréter l’expérience suivante :
on dispose d’eau liquide dans un bécher, sous une pression p = 1 bar et à une tem-
pérature t = −5˚C où elle devrait être solide ; on dit que l’eau est surfondue. Lors-
qu’on agite, toute l’eau se solidifie instantanément ; la surfusion cesse.
(a) Comment expliquer l’existence d’eau surfondue (état initial de l’expérience)

dans des conditions de pression et de température telles que l’eau devrait être
solide ?

(b) Quel est le rôle de l’agitation dans l’expérience ?
(c) Citer un exemple de manifestation concrète ou d’utilisation du phénomène de

surfusion.

• 185 Concours des Mines
15 min.

Équilibre liquide-vapeur PC-PSI-PT

1. Rappeler la formule de Clapeyron donnant l’expression de la chaleur latente mas-
sique de vaporisation ℓv .
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En déduire une formule définissant la pression d’équilibre, psat(T ), à la température
T , en adoptant les hypothèses suivantes (le fluide est de l’eau) :

(a) pour T ≪ Tc (température critique) et ℓv = ℓ0 = cte sur l’intervalle de tem-
pérature considéré, centré sur T0 = 373 K. On prendra psat(T0) = p0 = 1 bar,
ℓ0 = ℓ(T0) = 2 250 kJ · kg−1, M = 18 g · mol−1 (masse molaire de l’eau),
R = 8,314 J · K−1 · mol−1 (constante molaire des gaz parfaits). Calculer
psat(423 K).

(b) pour T ≪ Tc et ℓv = 3340− 2,93× T (en kJ · kg−1). Calculer psat(423 K).

2. On introduit, dans une enceinte thermostatée à la température T1 = 423 K,
initialement vide, une masse m0 = 100 g d’eau liquide prise dans les conditions
(T1, psat(T1)).
Déterminer l’état final lorsque le volume de l’enceinte vaut V0 = 1 L.
On prendra psat(T1) = 4,60 bar, 1 bar = 105 Pa et on supposera que le volume
massique de l’eau liquide vaut vℓ = 10−3 m3 · kg−1.

• 186 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Équilibre liquide-vapeur MP-PC-PSI-PT

De l’eau, dans l’état de vapeur saturante à T1 = 373 K et à pression atmosphérique
p = p0, est enfermée dans un cylindre à parois diathermes, fermé par un piston pouvant
coulisser sans frottements. La pression extérieure est maintenue constante. On place ce
cylindre dans un thermostat à T0 = 290 K.
On donne :

• la masse de vapeur d’eau introduite : m ;

• la chaleur latente massique de fusion à T1 : ℓv ;

• la capacité thermique massique de l’eau liquide à 290 K : cℓ ;

• le volume massique de l’eau liquide à 290 K : vℓ ;

• le volume massique de la vapeur d’eau à 373 K : vg.

1. Déterminer les échanges thermiques et mécaniques subis.

2. Trouver l’expression de l’entropie créée dans le milieu.

• 187 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Changement d’état MP-PC-PSI-PT

Le changement d’état réversible solide-liquide du corps pur eau (H2O) intervient à la
température T0 et sous la pression atmosphérique p0.
On rappelle la relation entre la chaleur latente massique de fusion du corps pur ℓf (T, p)
et les volumes massiques uL de sa phase liquide et uS de sa phase solide (relation de
Clapeyron) :

ℓf (T, p) = T (uL − uS)
dp

dT

Sauf indications contraires, toutes les expériences décrites dans cet exerccie se dé-
roulent sous la pression p0.
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Données numériques :

• T0 = 273 K et p0 = 1,01.105 Pa ;

• ℓf (T0, p0) = 334.103 J · kg−1 : chaleur latente massique de fusion de l’eau ;

• cpL = 4,18 kJ · kg−1 · K−1 : coefficient thermique massique (constant) de l’eau
liquide ;

• cpS = 2,09.103 J · kg−1 · K−1 : coefficient thermique massique (constant) de la
glace ;

• uL = 1,00.10−3 m3 · kg−1 : volume massique (constant) de l’eau liquide ;

• uS = 1,09.10−3 m3 · kg−1 : volume massique (constant) de la glace.

I- Transferts de chaleur

1. Une masse MS de glace, initialement à la température T1 (T1 < T0), est placée au
contact d’une source de chaleur (thermostat) maintenue à la température T0. En fin
de transformation, la masse MS est entièrement liquide à T0.

(a) Déterminer l’expression littérale de la variation d’enthalpie ∆H de la masse
MS au cours de cette évolution.

(b) Application numérique : MS = 1,00 kg et T1 = 253 K. Calculer ∆H .

2. Un calorimètre, thermiquement isolé et de capacité thermique négligeable, contient
une masse ML d’eau liquide, initialement à la température T2 (T2 > T0). Une
masse MS de glace, initialement à la température T1 (T1 < T0) est ajoutée dans
le calorimètre.

(a) Déterminer l’expression littérale de la température initiale minimale T2 min de
la masse ML au dessus de laquelle, à l’équilibre, la masse totale (MS +ML)
d’eau est liquide.

(b) Application numérique : MS =ML = 1,00 kg et T1 = 253 K. Calculer T2 min.

II- Cessation d’un état métastable

Dans un calorimètre thermiquement isolé et de capacité thermique négligeable, on
place une masse ML d’eau en état surfondu, c’est-à-dire liquide à une température
T3 inférieure à la température de changement d’état réversible (T3 < T0). L’introduc-
tion d’un germe cristallisé de glace, de masse négligeable, provoque la solidification
partielle de l’eau.

1. Quelle est la température finale Tf à l’équillibre ?

2. Déterminer l’expression littérale de la masse mS d’eau solidifiée.

3. Même question pour la variation d’entropie ∆S de l’eau.

4. Application numérique : ML = 1,00 kg et T3 = 263 K.

(a) Calculer la masse d’eau solide mS .

(b) Calculer la variation d’entropie ∆S.

(c) Y a-t-il création d’entropie dans l’univers ? La transformation est-elle réver-
sible ?
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III- Diagramme p = f(T ) du corps pur

1. Dessiner l’allure générale du diagramme p = f(T ) d’un corps pur. Annoter le
schéma en identifiant les courbes représentatives des équilibres de changement
d’état et les différents domaines d’existence des phases.

2. Dans ce diagramme, la courbe de fusion est la courbe représentative de l’équilibre
solide-liquide.

(a) Calculer, au point M0(T0, p0), la pente de la tangente à la courbe de fusion de
l’eau.

(b) On réalise la compression isotherme (température T0) d’une masse d’eau. Pré-
ciser l’état final du corps pur, en justifiant qualitativement la réponse, dans les
deux cas suivants :

• l’eau est initialement solide à T0 et p0 ;

• l’eau est initialement liquide à T0 et p0.

3. Lors d’une randonnée pédestre sur glacier, l’utilisation de chaussures à crampons
métalliques est-elle raisonnable ? expliquer brièvement.

• 188 QCM
30 min.

Changement d’état MP-PC-PSI-PT

1. Calculer la chaleur latente de fusion de l’eau à 273 K [ℓf (273 K)] ainsi que la
chaleur latente de vaporisation de l’eau à 373 K [ℓv(373 K)]. On supposera pour
cela que la vapeur d’eau saturante peut être assimilée à un gaz parfait.

(a) ℓf (273 K) = 58 kJ · kg−1 et ℓv(373 K) = 1,52.103 kJ · kg−1.

(b) ℓf (273 K) = 335 kJ · kg−1 et ℓv(373 K) = 2,28.103 kJ · kg−1.

(c) ℓf (273 K) = 335 kJ · kg−1 et ℓv(373 K) = 1,52.103 kJ · kg−1.

(d) ℓf (273 K) = 58 kJ · kg−1 et ℓv(373 K) = 2,28.103 kJ · kg−1.

2. On rappelle que le titre massique en vapeur d’un système liquide-vapeur est égal
au rapport de la masse de vapeur sur la masse totale du fluide.
On considère un système constitué d’un bloc de glace de masse m = 0,5 kg pris
à la température 255 K sous la pression préf = 1,0132.105 Pa. Par une transfor-
mation monobare, sous la pression préf, on effectue un échauffement du système
jusqu’à obtenir un état d’équilibre liquide-vapeur (noté B) de titre massique en va-
peur xB = 0,1 et de température TB . À cette pression, la température de fusion de
l’eau pure est proche de 273 K et la température de vaporisation de l’eau pure est
proche de 373 K.
Calculer la quantité d’énergie reçue sous forme de chaleur par l’eau au cours de
cette transformation.

(a) 186,4 kJ (b) 1 307 kJ
(c) 509,4 kJ (d) 327 kJ

3. Le système liquide-vapeur étant dans l’état B défini ci-dessus, on effectue une
transformation adiabatique réversible jusqu’à obtention d’un système constitué uni-
quement de liquide dans les conditions de saturation à la température TC (état C).
On note ℓv(TB) la chaleur latente massique de vaporisation à la température TB .
Quelle est l’expression de la température TC ?
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(a) TC = TB exp

[

1 +
xB ℓv(TB)

cℓTB

]

(b) TC = TB exp

[

1− xB ℓv(TB)

cℓTB

]

(c) TC = TB exp

[
xB ℓv(TB)

cℓTB
− 1

]

(d) TC = TB exp

[
xB ℓv(TB)

cℓTB

]

4. On cherche à déterminer la pression pC de l’état C défini ci-dessus. Pour cela, on
suppose que la chaleur latente de vaporisation de l’eau pure obéit à une loi linéaire
du type : ℓv = a+ bT . La vapeur d’eau saturante sera assimilée à un gaz parfait et
on négligera le volume massique de la phase liquide devant celui de la vapeur.

(a) pC > préf

(b) pC < préf

(c) pC = préf

(
TC
TB

)R/bMe

× exp

[
aMe

R

(
1

TC
− 1

TB

)]

(d) pC = préf

(
TC
TB

)bMe/R

× exp

[
aMe

R

(
1

TB
− 1

TC

)]

5. On néglige toujours le volume massique de la phase liquide devant celui de la
vapeur. On cherche à estimer l’énergie WBC reçue sous forme de travail par le
système au cours de la transformation définie dans la question 3, pour aller de l’état
B à l’état C. On note U et H , respectivement, les fonctions thermodynamiques
énergie interne et enthalpie.

(a) WBC = HC −HB

(b) WBC = UC − UB

(c) WBC = m
xBRTB
Me

(d) WBC = m

[
xBRTB
Me

− ℓv(TB)xB + cℓ (TC − TB)

]

Données numériques :

• masse volumique de l’eau solide (supposée constante) : ρs = 910 kg · m−3 ;

• masse volumique de l’eau liquide (supposée constante) : ρℓ = 1000 kg · m−3 ;

• capacité thermique massique de l’eau solide (supposée constante) :

cs = 2,10 kJ · kg−1 · K−1

• capacité thermique de l’eau liquide (supposée constante) : cℓ = 4,18 kJ · kg−1 · K−1 ;

• pente de la courbe de fusion (supposée constante) :

(
dp

dT

)

f

= −124.105 Pa · K−1 ;

• pente de la courbe de saturation de l’eau à 373 K :

(
dp

dT

)

v

= 0,036.105 Pa · K−1

• pression de vapeur saturante de l’eau pure à 373 K : ps(373 K) = 1,0132.105 Pa ;

• masse molaire de l’eau : Me = 18.10−3 kg · mol−1 ;

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.
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• 189 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Machines thermiques MP-PC-PSI-PT

Le cycle représenté dans un diagramme de Clapeyron, par la figure ci-dessous, consti-
tue un modèle de fonctionnement d’une machine de réfrigération dans laquelle une
masse m de fluide frigorigène subit les transformations suivantes :

• A→ B : compression adiabatique dans le compresseur ;

• B → D : refroidissement et liquéfaction iobares de la vapeur dans le condenseur ;

• D → E : détente adiabatique et isenthalpique dans le détendeur ;

• E → A : vaporisation isobare dans l’évaporateur.

Les sources froide ΣF (intérieur de l’enceinte à réfrigérer) et chaude ΣC (milieu
ambiant) sont assimilées à des thermostats de températures respectives TF et TC
constantes.
Les variations d’énergie cinétique et d’énergie potentielle du fluide sont négligeables.

v

p

p1

D

E

B

A

0

p2

Courbe de saturation

Donnée numériques :

• m = 1 kg ;

• TF = 278 K ; TC = 293 K ;

• enthalpies massiques du fluide frigorigène dans les états représentés par les points
A, B et D :

hA = 390,2 kJ · kg−1 hB = 448,6 kJ · kg−1 hD = 286,4 kJ · kg−1

A- Performances de l’installation

1. Un système fermé subit une transformation isobare qui le fait évoluer de l’état
initial (i) à l’état final (f). Au cours de cette transformation, le système reçoit les
quantités d’énergie Qi→f par transfert thermique et Wi→f par transfert mécanique
(travail).

(a) Appliquer le premier principe de la thermodynamique à cette transformation.

(b) Établir la relation entre la variation d’enthalpie ∆Hif du système et Qi→f .

2. On désigne par QF et QC les quantités d’énergie reçues par le fluide, par transfert
thermique, respectivement au contact de la source froide et au contact de la source
chaude, au cours du cycle défini ci-dessus.

(a) Exprimer QF et QC en fonction des données.

(b) Calculer QF et QC .
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3. On désigne par W l’énergie reçue par le fluide, par transfert mécanique (travail),
au cours du cycle.

(a) Exprimer W en fonction des données.

(b) Calculer W .

4. On désigne par SF et SC les valeurs algébriques des entropies échangées par le
fluide, respectivement avec la source froide et la source chaude, au cours du cycle.

(a) Exprimer SF et SC en fonction des données.

(b) Calculer SF et SC .

(c) Calculer l’entropie Sp créée au cours du cycle. Conclusion.

5. Calculer l’efficacité µ de cette installation.

6. Sachant que la puissance PF à extraire de la source froide, pour maintenir sa tempé-
rature constante, est de 500 W, calculer le débit massique qm que l’on doit imposer
au fluide calorigène.

B- Étude de la compression de la vapeur

La vapeur issue de l’évaporateur est comprimée de la pression p1 = 2,008 bar (état A)
à la pression p2 = 16,810 bar (état B).
Dans cette partie du problème, on admettra que l’on peut assimiler la vapeur à un gaz
parfait dont le rapport γ des capacités thermiques conserve une valeur constante égale
à 1,14 dans le domaine étudié.

1. On envisage le cas où cette compression pourrait être supposée adiabatique et ré-
versible.

(a) Établir la relation que vérifieraient les variables température T et pression p.

(b) Sachant que TA = 263 K, calculer la température T ′ que l’on atteindrait en fin
de compression.

2. En réalité, la compression A → B subie par la vapeur peut être supposée adiaba-
tique mais n’est pas réversible car on ne peut pas négliger les frottements fluides
qui se produisent à l’intérieur du compresseur ; de ce fait, la température en fin de
compression est supérieure à celle calculée précédemment.

La transformation isentropiqueA→ B est la transformation réversible qui permet-
trait au fluide d’évoluer de l’état A à l’état B en recevant, par transfert thermique,
une quantité d’énergie Qf équivalente à celle générée par les frottement internes
au cours de la transformation irréversible A→ B.

Pour établir la loi d’évolution polytropique, on considère une transformation élé-
mentaire réversible, caractérisée par les variations d’énergie interne dU , d’entropie
dS et de volume dV . La quantité d’énergie δQf reçue par le fluide, par transfert
thermique, s’écrit δQf = adU . Dans cette expression, a désigne un facteur qui
sera supposé constant dans tout le domaine étudié.

(a) Exprimer dU en fonction de dS et dV .

(b) Montrer qu’au cours de l’évolution polytropique A→ B les variables pression
p et volume V vérifient la relation : pV k = cte, dans laquelle k désigne une
constante appelée facteur polytropique. Exprimer k en fonction de a et γ.
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• 190 Concours ESIM
40 min.

Machines thermiques MP-PC-PSI-PT

Le problème étudie un moteur à air comprimé (celui d’un marteau-piqueur par
exemple), entraîné par de l’air issu d’un compresseur. L’air est assimilé à un gaz parfait
de masse molaire M = 29 g · mol−1, de capacité thermique massique à pression
constante cp = 1,00 kJ · K−1 · kg−1, de rapport des capacités thermiques à pression et

à volume constants : γ =
cp
cV

= 1,4 et de constante : R = 8,31 J · K−1 · mol−1.

I- Le compreseur

L’air est aspiré dans les conditions atmosphériques (pression p0 = 1 bar, tempéra-
ture T0 = 290 K) et est refoulé à la température T1 dans un milieu où la pression est
p1 = 6 bar. Bien que le mécanisme réel d’un compresseur soit différent nous suppo-
sons ici que celui-ci fonctionne comme une pompe à piston qui se compose d’un cy-
lindre, d’un piston coulissant entraîné par un moteur et de deux soupapes.

MOTEUR

(p0, T0)

(p, V)

(p1, T1)

Σ1 p0

Σ2

• La soupape d’entrée Σ1 est ouverte si la pression p dans le corps de pompe est
inférieure à la pression atmosphérique p0.

• La soupape de sortie Σ2 est ouverte si p est supérieur à p1.

• Le volume V du corps de pompe est compris entre 0 et Vm.

• À chaque cycle (aller-retour du piston), la pompe aspire et refoule une mole d’air.

1. Tracer le diagramme de Clapeyron (p en ordonnée et V en abscisse) l’allure de la
courbe représentant un aller et un retour du piston. Indiquer le sens du parcours par
une flèche.
Représenter, sur ce diagramme, le travail fourni par le moteur qui actionne le piston.
On supposera que le mouvement est assez lent pour que l’évolution soit réversible.

2. Pendant la phase de compression, l’air suit une loi polytropique :

pV k = constante

Il sort du compresseur à la température T1 = 391 K.

(a) Montrer que k = 1,20.

(b) Exprimer le travail mécanique Wm fourni par le moteur pendant un cycle, par
une intégrale de la forme :

Wm =

∫ p1

p0

f(p) dp

On pourra s’aider du diagramme de Clapeyron, établi à la question précédente.
Calculer numériquement Wm.
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(c) Au cours d’un cycle, le système constitué par une mole d’air est transvasé et
reçoit, par transfert thermique, une chaleur Q.
Vérifier que la somme Wm + Q est égale à la variation d’une fonction d’état
que l’on nommera.
Calculer numériquement Q et interpréter le signe de Q.

3. Le débit est de 0,013 kg · s−1. Calculer la puissance Pm fournie par le moteur.

II- Moteur à air comprimé

MACHINE

(p0, T4)

(p', V')
(p1, T2)

Σ4
p0

Σ3

Le moteur à air se compose d’un cylindre, d’un piston et de deux soupapes Σ3 et Σ4.
Il est alimenté en air à la pression p1 = 6 bar et à la température T2 = 320 K.
Sa cylindrée, ou volume maximum, est V ′

m = 1 litre.
Le piston étant complètement poussé (V ′ = 0), la soupape d’admission Σ3 s’ouvre.
Le cylindre se remplit d’air dans les conditions (p1, T2) jusqu’à ce que V ′ soit égal à
0,4× V ′

m.
Les deux soupapes étant fermées, le piston continue sa course jusqu’à ce que V ′ = V ′

m.
La soupape Σ4 s’ouvre alors ; l’air se détend très rapidement jusqu’à la pression exté-
rieure p0.
La soupape Σ4 se ferme, la soupape Σ3 s’ouvre et le cycle se répète.
On suppose toujours que les déplacements du piston sont suffisamment lents pour être
considérés comme réversibles.

1. Tracer, sur un diagramme de Clapeyron (p′ en ordonnée, V ′ en abscisse), l’allure de
la courbe représentant un aller et un retour du piston. Indiquer le sens du parcours
par une flèche.
Présenter, sur ce diagramme, le travail fourni à la machine.

2. Pendant la phase de détente, l’évolution de l’air est adiabatique et réversible. Le
moteur effectue cinq cycles par seconde. Calculer numériquement :

(a) la température T3 et la pression p3 de l’air lorsque le volume V ′ atteint sa valeur
maximale V ′

m ;

(b) le débit massique moyen Dm ;

(c) la puissance mécanique moyenne P ′ reçue par la machine.
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• 152 Lycée Saint-Louis, Paris

Considérons la sphère dont le rayon a s’accroît de da.
Le gaz à l’intérieur de cette sphère exerce, sur une sur-
face élémentaire dS, une force ~fi de norme pdS, dont
le travail est défini par :

δ2W = ~fi · d~a = p× dS da = p× d2V

où d2V désigne le volume élémentaire du cylindre de
hauteur da et de section droite dS.

da

dS

fe

da

fi

a

p

p0

Aussi, sur l’ensemble de la surface de la bulle, ce travail vaut :

δWi = pS da

où S = 4πa2 désigne la surface de la sphère de rayon a. De même, la pression exté-
rieure exerce une force ~fe, de norme fe = p0 dS, qui réalise un travail élémentaire :

δ2We = ~fe · d~a = −p0 × dS da⇒ δWe = −p0S da

Par suite, le travail nécessaire pour augmenter la surface de la couche savonneuse :

δW = δWi + δWe = (p− p0) S da = (p− p0)× 4πa2 da

s’identifie à celui fourni par l’énoncé :

δW = 2A0 dS, avec dS = d
(
4πa2

)
= 8πada

⇒ (p− p0)× 4πa2 da = 16πA0 ada

⇒ p− p0 =
4A0

a

• 153 Concours ENAC Pilotes

1. Une pompe à chaleur (P.A.C.) consomme un travail méca-
nique W afin de prélever une chaleur Q1 à la source froide
(de température T1 = 278 K) et de restituer une chaleur Q à
la source chaude (de température T2 = 293 K), dont elle re-
çoit alors une chaleur Q2 = −Q.
Par la suite, on raisonnera sur des échanges énergétiques se
produisant pendant une heure, afin de confondre ces énergies
avec leur puissance associée.

P.A.C W

T1

T2

Q1

Q2

Q

2. L’inégalité de Clausius stipule que :
∮
δQ

T
6 0 ⇒ Q1

T1
+
Q2

T2
6 0 ⇒ Q1 6 −T1

T2
Q2 =

T1
T2

Q

où l’égalité n’est vérifiée que si le cycle est décrit de manière réversible.
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En outre, au cours d’un cycle de fonctionnement, l’énergie interne de la pompe à
chaleur ne varie pas :

∆U =

∮

dU = 0 ⇒ W +Q1 +Q2 = 0 ⇒W = −Q1 −Q2 = Q−Q1

⇒ W > Q

(

1− T1
T2

)

=Wmin

Aussi, la puissance minimale Wmin est celle que consomme la machine lorsqu’elle
fonctionne de manière réversible ; elle vaut alors :

Wmin = Q×
(

1− T1
T2

)

3. Application numérique :

Wmin = 2.108 ×
(

1− 278

293

)

⇒ Wmin = 1,02.107 J · h−1

4. Par définition, l’efficacité de la pompe à chaleur vaut :

e =
|Q2|
W

=
Q

W

Or, dans la question précédente, il a été établi que :

W >Wmin ⇒ e 6
Q

Wmin
=

1

1− T1/T2

ce qui montre qu’il existe une valeur maximale emax de e telle que :

e 6 emax avec emax =
1

1− T1/T2
(51)

Application numérique :

emax =
1

1− 278

293

⇒ emax = 19,5%

De sa définition : Q = e × W , l’efficacité d’une pompe à chaleur représente la
fraction de l’énergie qu’elle consomme qui est efficacement transformée en chaleur
utilisable pour maintenir la température de l’immeuble à 20˚C.

5. Le résultat (51) révèle que emax prend une valeur d’autant plus grande que le rap-

port
T1
T2

s’approche de 1, c’est-à-dire que T2 est voisin de T1. Physiquement, cela

signifie que emax est d’autant plus grand que la température T2 de l’immeuble se
rapproche de la température T1 = 5˚C de l’extérieur. L’utilité d’une telle pompe est
pour le moins discutable. Aussi, une pompe à chaleur d’efficacité emax infinie est
inutile !
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• 154 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Soit V0 le volume initial du gaz et Vf son volume final. Les états extrêmes de la
transformation :

(2p0, V0, T0) → (p0, Vf , Tf )

sont des états d’équilibre, qui suivent l’équation d’état :

2p0V0 = 2RT0 et p0Vf = 2RTf (52)

Ce faisant, la pression extérieure (p0) exerce un travail :

−pe∆V = −p0 (Vf − V0) = p0V0 − p0Vf = R (T0 − 2Tf )

Or, la première loi de Joule indique que l’énergie interne du gaz ne dépend que de
sa température, de sorte que :

∆U =
nR

γ − 1
(Tf − T0) =

2R

γ − 1
(Tf − T0)

tandis que le premier principe de la thermodynamique impose :

∆U =W +Q =W ⇒ 2R

γ − 1
(Tf − T0) = R (T0 − 2Tf )

⇒ 2Tf − 2T0 = (γ − 1)T0 − (2γ − 2)Tf

⇒ 2γTf = (γ + 1)T0

⇒ Tf =
γ + 1

2γ
T0

Aussi, l’équation d’état (52) devient :
{
p0Vf = 2RTf
2p0V0 = 2RT0

⇒ Vf
2V0

=
Tf
T0

⇒ Vf =
γ + 1

γ
V0

Application numérique :

Tf =
8/3

10/3
× 300 ⇒ Tf = 240 K

2. L’entropie d’un gaz parfait peut être présentée comme une fonction de T et p :

S =
nR

γ − 1
ln
(
T γp1−γ

)
+ cte =

2R

γ − 1
ln
(
T γp1−γ

)
+ cte

de sorte que la variation d’entropie du gaz vaut :

∆S = Sf − S0 =
2R

γ − 1
ln

[(
Tf
T0

)γ

×
(
p0
2p0

)1−γ
]

=
2R

γ − 1
ln

[(
γ + 1

2γ

)γ

× 2γ−1

]

⇒ ∆S =
2R

γ − 1
×
[

γ ln

(
γ + 1

2γ

)

+ (γ − 1) ln 2

]
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Application numérique :

∆S =
2× 8,314

2/3
×
[
5

3
× ln

(
8/3

10/3

)

+
2

3
ln 2

]

⇒ ∆S = 2,25 J · K−1

3. Le récipient étant adiabatique, la chaleur δQ que le gaz reçoit est nulle, ce qui
signifie que l’entropie échangée vaut :

Se =

∫
δQ

T
= 0

Aussi, le bilan d’entropie conduit à :

∆S = Se + Scr ⇒ Scr = ∆S = 2,25 J · K−1

• 155 Lycée du Parc, Lyon

1. Soit Vem le volume de la mole de gaz qui pénètre dans la tuyère, sous la pression
pe et soit Vsm le volume de la mole de gaz qui sort de la tuyère pendant ∆t. Le
travail exercé par les forces de pression vaut :

W = peVem − psWsm

tandis que le gaz peut recevoir, dans la tuyère, une quantité de chaleur Q et un
travail W ′ autre que celui des forces de pression. Le premier principe de la ther-
modynamique prévoit une variation ∆U = Usm − Uem de l’énergie interne d’une

mole de gaz et une variation ∆Ec =
1

2
Mu2s −

1

2
Mu2e de l’énergie cinétique du

gaz, de masse molaire M et de vitesse ue à l’entrée de la tuyère :

∆U +∆Ec = W +W ′ +Q

⇒ Usm − Uem +∆Ec = peVem − psVsm +W ′ +Q

⇒ (Usm + psVsm)− (Uem + peVem) + ∆Ec =W ′ +Q

où l’on reconnaît les expressions de l’enthalpie Hsm = Usm + psVsm et
Hem = Uem + peVem de la mole de gaz qui entre et qui sort de la tuyère. En
outre, puisque W ′ et Q sont nuls, le premier principe de la thermoynamique a pour
conséquence :

Hsm −Hem +∆Ec = 0 ⇒ Hsm −Hem +
1

2
M
(
u2s − u2e

)
= 0

où u2e peut être négligé devant u2s, d’après l’énoncé. Par conséquent :

u2s =
2

M
(Hem −Hsm) (53)

2. La variation d’enthalpie de n moles de gaz parfait ne dépend que de sa variation de
température ∆T = Ts − Te :

∆H = Hs −He = nCpm (Ts − Te) =
nγR

γ − 1
(Ts − Te)
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d’où se déduit la variation d’enthalpie molaire :

Hem −Hsm =
1

n
(He −Hs) =

γR

γ − 1
(Te − Ts)

En outre, l’énoncé précise que, dans la tuyère, le gaz parfait subit une détente adia-
batique réversible, auquel cas la loi de Laplace peut s’appliquer :

T γp1−γ = cte ⇒ T γs p
1−γ
s = T γe p

1−γ
e ⇒ Ts = Te ×

(
pe
ps

) 1−γ
γ

⇒ Hem −Hsm =
γR

γ − 1
Te

[

1−
(
pe
ps

) 1−γ
γ

]

Ce faisant, la relation (53) devient :

u2s =
2γRTe

M (γ − 1)
×
[

1−
(
pe
ps

) 1−γ
γ

]

3. Une mole de propergol est constituée de 0,5 mole de F2 et de 0,5 mole de H2, dont
les masse molaires MF2 = 38 g · mol−1 et MH2 = 2 g · mol−1 permettent le calcul
de la masse M de chaque mole de propergol :

M =
1

2
(MF2 +MH2) = 20 g · mol−1 = 20.10−3 kg · mol−1

Aussi :

u2s =
2× 1,4× 8,31× 4 990

20.10−3 × 0,4
×
[

1− 5−
0,4
1,4

]

⇒ us = 2313 m · s−1

• 156 Concours ENGEES

1. Soient, pendant un cycle de fonctionnement du moteur :

• Qc > 0 la chaleur que le moteur reçoit de la source chaude à la température Tc
(Qc = 1500 J pour le moteur réel) ;

• Qf < 0 la chaleur que le moteur reçoit de la source froide à la température Tf ;

• W < 0 le travail reçu par le moteur (W = −500 J pour le moteur réel).

Par définition, le rendement du moteur vaut :

ηmot =
|W |
|Qc|

=
500

1 500
⇒ ηmot = 33,3%

Un moteur de Carnot fonctionnant entre les mêmes sources de chaleur présente, en
revanche, un rendement :

ηC = 1− Tf
Tc

= 1− 400

650
= 38,4%

2. Au cours d’un cycle de fonctionnement, la variation d’entropie ∆S =

∮

dS du

moteur réel est nulle (S est une fonction d’état), tandis que le moteur réel échange
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les quantités de chaleur Qc et Qf avec les sources. Par définition, l’entropie échan-
gée par transfert thermique vaut :

Séch =

∮
δQ

T
=
Qc
Tc

+
Qf
Tf

et le bilan d’entropie permet d’introduire l’entropie créée Scr dans le moteur :

∆S = Séch + Scr = 0 ⇒ Scr = −Séch = −
(
Qc
Tc

+
Qf
Tf

)

En outre, l’énergie interne U du moteur ne varie pas au cours d’un cycle, auquel
cas le premier principe de la thermodynamique impose :

∆U =

∮

dU = 0 ⇒W +Qc +Qf = 0 ⇒ Qf = −W −Qc

C’est pourquoi :

Scr = −Qc
Tc

+
W +Qc
Tf

(54)

Application numérique :

Scr =
−500 + 1 500

400
− 1 500

650
⇒ Scr = 0,19 J · K−1

3. Par définition, le rendement du moteur de Carnot dépend du travail WC reçu par ce
moteur :

ηC = −WC

Qc
=

|WC |
Qc

⇒ |WC | = ηCQc = 0,384× 1 500 = 576 J

Aussi, la différence entre le travail |WC | fourni par le moteur de Carnot et celui,
|W |, fourni par le moteur réel vaut :

|WC | − |W | = 576− 500 = 76 J

On peut s’assurer d’ores et déjà que :

Tf × Scr = 400× 0,19 = 76 J = |WC | − |W |

mais il convient de démontrer ce résultat plutôt que de le vérifier.
En vertu du résultat (54) :

Scr +
Qc
Tc

=
W +Qc
Tf

⇒ W = Tf Scr +Qc

(
Tf
Tc

− 1

)

⇒ |W | = −Tf Scr +Qc

(

1− Tf
Tc

)

tandis que la définition du rendement du moteur de Carnot fournit :

ηC =
|WC |
Qc

= 1− Tf
Tc

⇒ |WC | = Qc ×
(

1− Tf
Tc

)
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d’où il s’ensuit que :

|WC |−|W | = Qc

(

1− Tf
Tc

)

+Tf Scr−Qc
(

1− Tf
Tc

)

⇒ |WC | − |W | = Tf × Scr

• 157 Lycée Hoche, Versailles

1. (a) Le cylindre étant calorifugé, le gaz reçoit une chaleur Q = 0. De même, le vo-
lume total Vtot du cylindre étant constant, le gaz reçoit le travail global W = 0.
Aussi, conformément au premier principe de la thermodynamique :

∆U = Q+W = 0

(b) Soient TA et TB les températures des gaz contenus, à chaque instant, dans les
compartimentsA etB, où règne une pression p commune. Les énergies internes
des deux gaz varient des quantités :

∆UA = nCVm (TA − TA1
) et ∆UB = nCVm (TB − TB1

)

Or, compte tenu de la question précédente :

∆UA +∆UB = 0 ⇒ TA + TB = TA1
+ TB1

(55)

et notamment, en fin de transformation : TA = T2 et TB = T2 conduisent à :

2T2 = TA1
+ TA2

⇒ T2 =
TA1

+ TB1

2
= 325 K (56)

2. (a) L’état initial des deux gaz obéit à l’équation d’état des gaz parfaits :
{
p1VA1

= nRTA1

p1VB1
= nRTB1

⇒ p1Vtot = nR (TA1
+ TB1

) car Vtot = VA1
+ VA2

(57)
De même, l’état final des deux gaz vérifie la même équation d’état :

{
p2VA2

= nRT2
p2VB2

= nRT2
⇒ p2Vtot = 2nRT2 car Vtot = VA2

+ VB2
(58)

Le rapport des équations (58) et (57) fournit alors :

p2
p1

=
2T2

TA1
+ TB1

c’est-à-dire, en tenant compte du résultat (56) :

2T2 = TA1
+ TB1

⇒ p2 = p1

(b) À tout autre instant, l’équation d’état des gaz parfaits fournit :
{
pVA = nRTA
pVB = nRTB

⇒ pVtot = nR (TA + TB)

car la pression p est identique de part et d’autre du piston et Vtot = VA + VB .
Le rapport de cette équation par la relation (57) fournit alors :

pVtot

p1Vtot
=

nR (TA + TB)

nR (TA1
+ TB1

)
⇒ p = p1 ×

TA + TB
TA1

+ TB1
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Ce faisant, le résultat (55) conduit à :

TA + TB
TA1

+ TB1

= 1 ⇒ p = p1 = cte

Le résultat : p2 = p1 n’était pas suffisant pour conclure que la transforma-
tion est isobare, car la pression pourrait prendre des valeurs différentes de p1 au
cours de la transformation. En revanche, le résultat p = cte, associé à l’informa-
tion fournie par l’énoncé (la transformation est quasi statique) suffit à montrer
que les gaz subissent une transformation isobare.

3. (a) L’inégalité de Clausius permet d’affirmer que :

∆S >

∫ B

A

δQirr

T

où δQirr désigne la chaleur élémentaire reçue par le système au cours d’une
transformation irréversible, comme l’est celle étudiée ici (les gaz ne sont pas en
équilibre thermique ou mécanique avec l’extérieur). C’est pourquoi :

δQirr = 0 ⇒ ∆S > 0

(b) L’entropie d’un gaz parfait est une fonction de T et p :

S(T, p) =
nR

γ − 1
ln
(
T γp1−γ

)
+ cte

Aussi, l’entropie de chaque compartiment varie de :

∆SA =
nR

γ − 1
ln

[(
T2
TA1

)γ

×
(
p2
p1

)1−γ
]

=
γnR

γ − 1
ln

(
T2
TA1

)

et :

∆SB =
nR

γ − 1
ln

[(
T2
TB1

)γ

×
(
p2
p1

)1−γ
]

=
γnR

γ − 1
ln

(
T2
TB1

)

en conséquence de quoi l’entropie du système varie de :

∆S = ∆SA +∆SB =
γnR

γ − 1
ln

(
T 2
2

TA1
TB1

)

Application numérique :

∆S =
1,4× 0,4× 8,31

0,4
ln

[
(325)2

400× 250

]

⇒ ∆S = 0,64 J · K−1

Le signe positif de ∆S est ainsi confirmé.

• 158 Lycée La Martinière Mon Plaisir, Lyon

1. Soient U(T ) et U(0) = 0 J les énergies internes du gaz aux températures T et
0 K, soit Q la chaleur reçue par le gaz au cours de sa transformation adiabatique
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(Q = 0) etW le travail reçu par le gaz. Le premier principe de la thermodynamique
impose :

∆U = Q+W ⇒ U(0)− U(T ) = 0 +W ⇒W = −U(T )

Aussi, le gaz fournit un travail mécanique :

Wf = −W = U(T )

2. Au cours d’une transformation adiabatique réversible (p0, T0) → (p1, T1), les pa-
ramètres d’état du gaz parfait suivent la loi de Laplace :

T γp1−γ = cte ⇒ T γ1 p
1−γ
1 = T γ0 p

1−γ
0 ⇒ T1

T0
=

(
p1
p0

) γ−1
γ

(59)

Application numérique :

T1 = 1000×
(
105

106

)2/5

⇒ T1 = 398 K

L’énergie interne d’une mole de gaz parfait varie concomitamment de :

∆U = CVm (T1 − T0) =
R

γ − 1
(T1 − T0)

=
8,32

2/3
× (398− 1 000) = −12 082 J · mol−1

Aussi, conformément au premier principe de la thermodynamique, le gaz fournit
un travail Wf qui vérifie :

∆U = Q−Wf ⇒ Wf = −∆U = 12 082 J · mol−1

3. Étant donné que la pression finale du gaz vaut p2 à l’équilibre, la transformation
adiabatique (p0, V0, T0) → (p2, V2, T2) est caractérisée par :

• sa variation d’énergie interne qui vaut, conformément à la première loi de
Joule :

∆U = nCVm (T2 − T0) =
nR

γ − 1
(T2 − T0) (60)

• le travail W reçu par le gaz, sous l’influence d’une pression extérieure pe = p2
constante :

δW = −pe dV = −p2 dV ⇒W = −p2
∫ V2

V0

dV = p2V0 − p2V2

où l’équation d’état du gaz parfait impose :

p2V2 = nRT2 et p0V0 = nRT0 ⇒ V0 =
nRT0
p0

(61)

• une chaleur Q, nulle au cours de la transformation adiabatique.
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Des équations (60) et (61) il découle que (∆U =W +Q) :

nR

γ − 1
(T2 − T0) = nRT0

p2
p0

− nRT2 (62)

⇒ T2 − T0 = (γ − 1)
p2
p0
T0 − (γ − 1)T2 (63)

⇒ γT2 =

[

1 + (γ − 1)
p2
p0

]

T0 (64)

⇒ T2
T0

=
1

γ

[

1 + (γ − 1)
p2
p0

]

(65)

Application numérique :

T2 =
1000

5/3

[

1 +

(
5

3
− 1

)

× 105

106

]

⇒ T2 = 640 K

De nouveau, l’énergie interne d’une mole de gaz parfait varie de :

∆U =
R

γ − 1
(T2 − T0) =

8,32

2/3
× (640− 1 000) = −4 493 J · mol−1

⇒ Wf = −∆U = 4493 J

4. • Au cours de la transformation adiabatique réversible, la courbe représentative

C1 de y =
T

T0
en fonction de x =

p

p0
est décrite par l’équation (59) :

y = x
γ−1
γ

qui montre que C1 passe par le point A(x = 1, y = 1), où C1 admet comme
tangente une droite de pente :

dy

dx
=
γ − 1

γ
x−1/γ

6
γ − 1

γ
pour x > 1

Aussi, bien que croissante, la courbe C1 demeure sous sa tangente en x = 1.

• La courbe représentative C2 associée à la transformation irréversible est décrite
par l’équation :

y =
1

γ
+
γ − 1

γ
x

qui représente l’équation de la droite de pente
γ − 1

γ
, passant également par le

point A(1, 1).
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1 42 53

1

0,5

2

1,5

0

y=T/T0

x=p/p0

C1

C2

Ces courbes montrent que pour une transformation réversible le rapport
T

T0
est

inférieur à celui d’une transformation irréversible. Or, le travail fourni au cours de
ces transformations vaut :

Wf = −∆U =
R

γ − 1
(T0 − T ) =

RT0
γ − 1

(

1− T

T0

)

et est une fonction décroissante de y =
T

T0
. C’est pourquoi :

W (rév)
f > W (irr

f

signifie que c’est au cours d’une transformation réversible que le gaz fournit la plus
grande quantité d’énergie mécanique.

• 159 Lycée Saint-Louis, Paris

1. On considère un élément de la barre, de section Σ, compris entre les abscisses x et
x+ dx.
Un tel élément présente un volume δV = Σdx, donc
une masse δm = ρdV = ρΣdx et par conséquent une
capacité thermique :

C = δm× c = ρcΣdx

Pendant le retour de la barre vers son régime perma-
nent, la température de cet élément varie de la quan-
tité ∆Tx = Tf − T (x), ce qui provoque une variation
de son énergie interne :

x x+dx

Σ

(T)

∆Ux = C∆Tx = ρcΣ× [Tf − T (x)] dx

Par conséquent, au cours de la manipulation, l’énergie interne de la barre varie de :

∆U = ρcΣ

∫ L

0

[Tf − T (x)] dx
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où : T (x) =
T2 − T1

L
x+ T1 conduit à :

∆U = ρcΣ×
{

Tf

∫ L

0

dx− T2 − T1
L

∫ L

0

xdx− T1

∫ L

0

dx

}

= ρcΣ×
{

TfL− T2 − T1
L

× L2

2
− T1L

}

= ρcΣL×
(

Tf −
T1 + T2

2

)

Or, puisque la barre ne reçoit aucun travail de l’extérieur et aucune chaleur, le
premier principe de la thermodynamique prévoit que :

∆U = 0 ⇒ Tf =
T1 + T2

2

2. (a) Au cours d’une transformation pendant laquelle un système, de température T ,
reçoit la chaleur δQ, la variation d’entropie du système est liée à l’entropie
créée Scr dans ce système :

∆S =

∫
δQ

T
+ Scr

c’est-à-dire, pour un système isolé thermiquement :

δQ = 0 ⇒ ∆S = Scr

En outre, un tel système ne peut évoluer de manière réversible, puisqu’il n’est
pas en équilibre thermique avec l’extérieur. Par conséquent :

Scr > 0 ⇒ ∆S > 0

(b) Si un élément de barre, de capacité thermique C = ρcΣdx reçoit une chaleur
δQ d’un thermostat à la température T (x), avec lequel s’établit un équilibre
thermique, alors l’entropie d’un tel élément varie de :

d2Sx =
δQ

T (x)

où δQ est responsable de la variation de la température T = T (x) de l’élément
de barre :

δQ = C dT = ρcΣdxdT ⇒ d2Sx = ρcΣdx
dT

T (x)
= ρcΣdx

dT

T

Ainsi, pendant que la température T passe de T (x) à Tf , l’entropie de l’élément
de barre varie de la quantité :

dSx = ρcΣdx

∫ Tf

T (x)

dT

T
= ρcΣdx ln

[
Tf
T (x)

]

avec :

T (x) = ax+ b⇒ dSx = ρcΣdx× [lnTf − ln(ax+ b)]
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(c) Du calcul précédent découle la variation d’entropie de la totalité de la barre :

∆S = ρcΣ

∫ L

0

[lnTf − ln(ax+ b)] dx

= ρcΣ

[

lnTf

∫ L

0

dx−
∫ L

0

ln(ax+ b) dx

]

où l’énoncé renseigne sur le calcul de la dernière intégrale :

∆S = ρcΣ

{

L lnTf −
[
ax+ b

a
ln(ax+ b)− x

]L

0

}

= ρcΣ

{

L lnTf −
aL+ b

a
ln(aL+ b) + L+

b

a
ln b

}

Du reste, lorsque x = 0 et x = L, T prend les valeurs :

T (0) = b = T1 et T (L) = aL+ b = T2 et a =
T2 − T1

L

d’où il ressort que :

∆S = ρcΣ

[

L lnTf −
T2L

T2 − T1
lnT2 + L+

T1L

T2 − T1
lnT1

]

= ρcΣL

[

1 + lnTf −
T2

T2 − T1
lnT2 +

T1
T2 − T1

lnT1

]

= ρcΣL

[

1 + ln

(
Tf
T2

)

+ lnT2 −
T2

T2 − T1
lnT2 +

T1
T2 − T1

lnT1

]

= ρcΣL

{

1 + ln

(
Tf
T2

)

− T1
T2 − T1

(lnT2 − lnT1)

}

c’est-à-dire, finalement :

∆S = ρcΣL×
[

1 + ln

(
Tf
T2

)

− T1
T2 − T1

ln

(
T2
T1

)]

• 160 Lycée Hoche, Versailles

1. Modèle de l’atmosphère isotherme
Soit un volume V contenant un nombre n de moles d’air, c’est-à-dire une masse m
de gaz, sous la pression p, à la température T . L’air étant assimilé à un gaz parfait,
il vérifie l’équation d’état :

pV = nRT = m
RT

M

si M désigne sa masse molaire. Aussi, la masse volumique de l’air est définie par :

ρ =
m

V
= p× M

RT
⇒ ρ0 = p0 ×

M

RT0
⇒ ρ = ρ0 ×

p

p0
× T0
T

(66)
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Or, dans le modèle isotherme, T démeure égal à T0 = T (z = 0), ce qui simplifie
l’expression de ρ :

ρ = p× ρ0
p0

(67)

Ce faisant, la loi fondamentale de la statique des fluides devient :

dp

dz
= −ρg = −p× ρ0g

p0
⇒ dp

p
= −ρ0g

p0
dz (68)

⇒
∫ p

p0

dp

p
= −ρ0g

p0

∫ z

0

dz (69)

⇒ ln

(
p

p0

)

= −ρ0gz
p0

(70)

⇒ p = p0 × exp

(

−ρ0gz
p0

)

(71)

Conformément à la relation (67), ce résultat fournit également :

ρ = ρ0 ×
p

p0
⇒ ρ = ρ0 × exp

(

−ρ0gz
p0

)

Aussi, ρ vaut
ρ0
2

à une altitude z = h0 telle que :

ρ0
2

= ρ0 exp

(

−ρ0gh0
p0

)

⇒ ρ0gh0
p0

= ln 2 ⇒ h0 =
p0 ln 2

ρ0g

Application numérique :

h0 =
105 × ln 2

1,25× 9,8
= 5 658 m

2. Modèle de l’atmosphère adiabatique

(a) Compte tenu de la loi fournie par l’énoncé et du résultat (66) :

p

p0
=

(
ρ

ρ0

)γ

et
ρ

ρ0
=

T0
T

× p

p0
(72)

⇒ p

p0
=

(
p

p0

)γ

×
(
T0
T

)γ

(73)

⇒
(
p

p0

)1−γ

=

(
T0
T

)γ

(74)

⇒ (1− γ) ln

(
p

p0

)

= −γ ln

(
T

T0

)

(75)

⇒ dp

p
=

γ

γ − 1

dT

T
(76)
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Ce faisant la loi fondamentale de la statique des fluides devient :

dp = −ρg dz = −ρ0g ×
p

p0
× T0
T

dz

⇒ dp

p
= −ρ0 g

p0
× T0
T

dz ⇒ γ

γ − 1

dT

T
= −ρ0g

p0
× T0
T

dz

c’est-à-dire :

dT

T0
= −αdz avec α =

(γ − 1) ρ0g

γp0

(b) Compte tenu de la condition T (z = 0) = T0, l’équation précédente conduit à :
∫ T (z)

T0

dT = −αT0
∫ z

0

dz ⇒ T (z) = T0 (1− αz) (77)

En outre, l’équation (75) fournit :

ln

(
p

p0

)

=
γ

γ − 1
ln

(
T

T0

)

= ln

[(
T

T0

) γ
γ−1

]

⇒ p = p0 ×
(
T

T0

) γ
γ−1

soit encore :

p(z) = p0 × (1− αz)
γ

γ−1 (78)

Enfin, la loi fournie par l’énoncé mène directement à :

ρ

ρ0
=

(
p

p0

)1/γ

⇒ ρ(z) = ρ0 × (1− αz)
1

γ−1

(c) La température ne pouvant être négative, le résultat (77) impose :

T (z) > 0 ⇒ 1− αz > 0 ⇒ z <
1

α
= h1 avec h1 =

γp0
(γ − 1)ρ0g

Application numérique :

h1 =
1,4× 105

0,4× 1,25× 9,8
⇒ h1 = 28 571 m

(d) Les modèles de l’atmosphère isotherme et adiabatique coïncident à condition
que les expressions (71) et (78) de p(z) soient équivalentes, ce qui se traduit
par :

p(z) = p0 exp

(

−ρ0g
p0

z

)

= p0 × (1− αz)
γ

γ−1

avec :

α =
γ − 1

γ
× ρ0g

p0
⇒ ρ0g

p0
=

γ

γ − 1
α (79)

⇒ exp

(

− γ

γ − 1
αz

)

= (1− αz)
γ

γ−1 (80)



960 Chapitre 6

Posons désormais :

x =
−γαz
γ − 1

et n =
γ

γ − 1
⇒ −αz = γ − 1

γ
x =

x

n

afin de présenter l’équation (80) sous la forme :

ex =
(

1 +
x

n

)n

Pour cette équation, l’énoncé rappelle que :

lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n

= ex

ce qui signifie que n =
γ

γ − 1
tend vers l’infini, c’est-à-dire que γ = 1 .

Remarque – Ce résultat peut être confirmé par les équations qui décrivent les
modèles isotherme et adiabatique :

ρ

p
=
ρ0

p0
pour le modèle isotherme ;

p = p0 ×
(
ρ

ρ0

)γ

pour le modèle adiabatique.

c’est-à-dire :
p

p0
=

ρ

ρ0
et

p

p0
=

(
ρ

ρ0

)γ

Ces deux modèles sont évidemment équivalents pour γ = 1.

3. Modèle de l’atmosphère standard
L’évolution de la température dans les modèles adiabatique et standard de l’atmo-
sphère :

T (z) = T0 − αT0z et T (z) = T0 − λz

est identique, à condition que :

λ = αT0 =
(γ − 1) ρ0g

γp0
T0 ⇒ 1− 1

γ
=

λp0
ρ0gT0

⇒ 1

γ
= 1− λp0

ρ0gT0

c’est-à-dire que γ adopte la valeur :

γs =
1

1− λp0

ρ0gT0

Application numérique :

γs =
1

1− 6,5.10−3 × 105

1,25× 9,8× 290

⇒ γs = 1,22
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• 161 Concours de la Banque Agro

1. Considérons une portion du vitrage comprise entre les abscisses x et x+ dx :

xx x+dx

S
δQe δQs

Pendant une durée dt, cette portion :
• reçoit, en x, une chaleur δQe telle que :

δQe
dt

= j(x, t)× S ⇒ δQe = j(x, t)× S dt

• perd en x+ dx, une chaleur δQs qui vérifie :

δQs
dt

= j(x+ dx, t)× S =

[

j(x, t) +
∂j

∂x
dx

]

× S

⇒ δQs =

[

j(x, t) +
∂j

∂x
dx

]

× S dt

Ainsi, cette portion reçoit globalement la chaleur :

δQ = δQe − δQs = − ∂j

∂x
× S dx× dt

c’est-à-dire, en désignant par δV le volume de cette portion de vitrage :

δQ = − ∂j

∂x
× δV dt

Si δm représente la masse de la portion de vitrage, la chaleur δQ reçue est respon-
sable de son augmentation de température pendant dt :

δQ = δm cdT = δm c
∂T

∂t
dt

Ce faisant :

δm c
∂T

∂t
dt = − ∂j

∂x
× δV × dt⇒ δm

δV
c
∂T

∂t
= − ∂j

∂x

En remarquant que
δm

δV
représente la masse volumique µ de la vitre et en appliquant

la loi de Fourier, on obtient finalement :

µc
∂T

∂t
= − ∂

∂x

(

−λ ∂T
∂x

)

⇒ µc
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2

soit encore :

∂T

∂t
=

λ

µc

∂2T

∂x2
⇒ ∂T

∂t
= D

∂2T

∂x2
avec D =

λ

µc
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2. En régime stationnaire,
∂T

∂t
= 0 montre qu’il existe deux constantes a et b telles

que :
∂2T

∂x2
= 0 ⇒ ∂T

∂x
= a⇒ T (x) = ax+ b

qui rendent compte des conditions aux limites :

{
T (0) = T2
T (e) = T1

⇒
{
b = T2
T1 = ae+ b

⇒







b = T2

a =
T1 − T2

e

d’où il découle que :

T (x) =
T1 − T2

e
x+ T2

Par définition, le flux thermique φ vaut j × S, c’est-à-dire compte tenu de la loi de
Fourier :

φ = −λS ∂T
∂x

⇒ φ = λS × T2 − T1
e

Application numérique :

φ = 1× 6,5× 315− 300

5.10−3
⇒ φ = 19,5 kW

• 162 Concours Commun Polytechnique

1. Considérons une coquille hémisphérique de glace, comprise entre les rayons r et
r + dr.

Un flux φ de chaleur traverse une longueur
dr de glace (vers l’extérieur), sur une surface

S(r) =
4πr2

2
= 2πr2 (surface d’un hémisphère de

rayon r). Par conséquent, la résistance thermique
δRth de cette coquille élémentaire vaut :

φ

dr

r

δRth =
dr

2πλr2

Pour reconstituer la totalité de l’igloo, il suffit de superposer (en série) les coquilles
élémentaires, dont les rayons varient de R à R+ e (e étant l’épaisseur de la glace).
La résistance thermique résultante vaut :

Rth =

∫ R+e

R

dr

2πλr2
= − 1

2πλ

[
1

R+ e
− 1

R

]

⇒ Rth =
e

2πλR (R+ e)

Pour isoler efficacement les explorateurs de l’extérieur, la résistance thermique aura
intérêt à être la plus grande possible :

plus R est petit, meilleure est l’isolation thermique assurée par l’igloo.
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2. Soit δQs la chaleur qui traverse l’igloo pendant dt, le flux associé est défini par :

φ =
δQs
dt

et permet de définir la résistance thermique à partir de la différence de température
Ti − Te entre l’intérieur et l’extérieur de l’igloo :

Ti − Te = φ×Rth

En outre, si P = 4 × 50 = 200 W représente la puissance thermique dégagée par
les quatre personnes, une chaleur δQp est produite dans l’igloo pendant dt, telle
que :

P =
δQp
dt

⇒ δQp = P dt

Enfin, en régime stationnaire, δQp = δQs, sans quoi la température Ti varierait.
C’est pourquoi :

φ =
δQs
dt

=
δQp
dt

= P ⇒ Ti − Te = P ×Rth

⇒ Ti = Te +
P × e

2πλR× (R+ e)

Application numérique :

Ti = −10 +
200× 0,5

2π × 1× 1× 1,5
⇒ Ti = −0,6˚C

• 163 Banque de la Filière PT

1. Soit une tranche de matériau de section droite s et comprise entre les abscisses x et
x+ dx :

xx x+dx

s
δQe δQs

On note J la densité de courant thermique à partir de laquelle s’expriment :

• la chaleur δQe qui entre dans la tranche en x :

δQe
dt

= J(x, t) s⇒ δQe = J(x, t) sdt

• la chaleur δQs qui sort de la tranche en x+ dx :

δQs
dt

= J(x+dx, t) s =

[

J(x, t) +
∂J

∂x
dx

]

s⇒ δQs =

[

J(x, t) +
∂J

∂x
dx

]

sdt
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Le bilan thermique établit qu’une chaleur δQ entre dans la tranche de volume
δV = sdx :

δQ = δQe − δQs = −∂J
∂x

sdxdt = −∂J
∂x

δV dt

qui est responsable de son augmentation dT de température :

δQ = C dT = ρδV cdT = ρc δV
∂T

∂t
dt

C’est pourquoi :

ρc δV
∂T

∂t
dt = −∂J

∂x
δV dt⇒ ρc

∂T

∂t
= −∂J

∂x

Enfin, la loi de Fourier introduit la proportionnalité de J et de
∂T

∂x
:

J = −λ ∂T
∂x

⇒ ρc
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2
(81)

2. (a) L’énoncé propose :

T (x, t) = T0 +Re
{

A ejωt × e−(1+j) x
d

}

(82)

d’où peut se définir l’image complexe :

T = T0 +A ejωt e−(1+j) x
d ⇒ T (x, t) = Re {T}

qui s’écrit aussi :

T = T0 +A e−x/d ej(ωt−
x
d )

de sorte que :

T (x, t) = Re {T} = T0 +A e−x/d cos
(

ωt− x

d

)

Or, il est physiquement inconcevable que lim
x→∞

[T (x, t)] = ∞, ce qui impose :

d > 0

(b) En notation complexe, l’équation de propagation de la chaleur (81) devient :

ρc
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2

où :

∂T

∂t
= jωA ejωt e−(1+j) x

d et
∂2T

∂x2
=

(1 + j)2

d2
×A ejωt e−(1+j) x

d

conduisent à :

ρc× jω =
λ

d2
× (1 + j)2 =

2λ

d2
j ⇒ ρcω =

2λ

d2
⇒ d =

√

2λ

ρcω
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Application numérique :

d =

√

2× 440

8 960× 320× 25
⇒ d = 3,5.10−3 m = 3,5 mm

(c) Si e ≪ d et étant donné que x < e⇒ x≪ d, le rapport
x

d
qui apparaît dans

l’expression (82) peut être simplifié, auquel cas :

T (x, t) ≃ T0 +Re
[
A ejωt

]
⇒ T (x, t) ≃ T0 +A cos(ωt) = T (0, t)

Dans ces conditions, le matériau peut être considéré comme parfaitement
conducteur thermique.
Typiquement, dans le cas du cuivre, il suffirait de choisir :

e = 0,35 mm ⇒ d≪ e

• 164 Concours Commun Polytechnique

1. (a) Soit δQ la chaleur qui traverse, pendant dt, une surface dS, la densité de cou-
rant thermique J(x, t) représente le flux thermique par unité de surface :

1

dS

δQ

dt
= J(x, t) ⇒ δQ

dt
= J(x, t) dS (83)

La loi de Fourier précise, quant à elle, que ~J(x, t) est proportionnel à la varia-
tion de température :

~J(x, t) = −λ ∂T
∂x

~ex ⇒ J(x, t) = −λ ∂J
∂x

(84)

(b) Considérons un élément de volume (V), de section S et compris entre les abs-
cisses x et x+ dx :

xx x+dx

S
δQe δQs

(V)

Pendant la durée dt, la chaleur δQe entre dans (V) par la face située en x et la
chaleur δQs sort de (V) par la face située en x+ dx. C’est pourquoi la loi (83)
permet de poser :

δQe = J(x, t)S dt

et :

δQs = J(x+ dx,t)S dt =

[

J(x, t) +
∂J

∂x
dx

]

S dt

Le bilan thermique :

δQ = δQe − δQs = −∂J
∂x

dxS dt
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est responsable de la variation de température de (V) pendant dt :

dT =
∂T

∂t
dt

Or, en notant dτ = S dx le volume de (V), sa capacité thermique vaut :

C = ρScdx

liée à δQ et à dT :

δQ = C dT ⇒ ρScdx
∂T

∂t
dt = −∂J

∂x
S dxdt (85)

⇒ ρc
∂T

∂t
= −∂J

∂x
(86)

c’est-à-dire, en tenant compte de la loi de Fourier (84) :

ρc
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2

(c) En régime stationnaire, T demeure constant, de sorte que :

∂T

∂t
= 0 ⇒ ∂2T

∂x2
= 0

Il existe donc deux constantes a et b telles que :

∂J

∂x
= a⇒ J(x) = ax+ b

dont les expressions découlent des conditions aux limites :

{
T (0) = T0
T (L) = TL

⇒
{
T0 = b
TL = aL+ b

⇒







b = T0

a =
TL − T0

L

Il s’ensuit que :

T (x) =
TL − T0

L
x+ T0

2. Résistance thermique due à la conduction
(a) Par définition, la puissance thermique s’exprime par :

Pth =
δQ

dt
= J(x)S (87)

où J(x) vérifie la loi de Fourier (84) :

J(x) = −λ ∂T
∂x

= −λ ∂

∂x

[
TL − T0

L
x+ T0

]

⇒ J(x) =
λ

L
(T0 − TL)

⇒ Pth =
λS

L
(T0 − TL)

Par conséquent, la résistance thermique s’exprime par :

Rth =
T0 − TL
Pth

⇒ Rth =
L

λS
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Par analogie, en électrocinétique, Pth =
δQ

dt
apparaît comme un courant :

i =
δq

dt
, tandis que la différence de température TL − T0 a pour analogue une

différence de potentiels : V1 − V2 = U12. La résistance électrique :

Rélec =
U12

i
=
V1 − V2

i

est par conséquent l’analogue électrocinétique de la résistance thermique :

Rth =
TL − T0
Pth

L’unité de Rth s’obtient à l’aide de l’équation aux dimensions :

[Rth] =
[TL − T0]

[Pth]
⇒ [Rth] = K · W−1

(b) Conformément à la loi (87) : Pth = J(x)S et à la loi (86) :

∂J

∂x
= −ρc ∂T

∂t
= 0 ⇒ ∂Pth

∂x
= S

∂J

∂x
= 0

ce qui montre que Pth est indépendant de x. Aussi, les résistances thermiques
des corps A1 et A2 sont définies par :

{
T0 − T1 = Rth1 Pth

T1 − T2 = Rth2 Pth
⇒ T0 − T2 = (Rth1 +Rth2) Pth

Or, la résistance thermique de l’ensemble des deux corps vérifie :

T0 − T2 = Rth Pth ⇒ Rth = Rth1 +Rth2

(c) Les corps A1 et A2 sont respectivement traversés par les puissances ther-
miques :

Pth1 =
T0 − T1
Rth1

et Pth2 =
T0 − T1
Rth2

de sorte que l’ensemble {A1 +A2} est traversé par la puissance thermique
résultante :

Pth = Pth1 + Pth2 = (T0 − T1)×
(

1

Rth1
+

1

Rth2

)

⇒ Pth =
Rth1 +Rth2

Rth1 Rth2
× (T0 − T1)

auquel cas la résistance thermique de cet ensemble vaut :

Rth =
T0 − T1
Pth

⇒ Rth =
Rth1 ×Rth2

Rth1 +Rth2
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• 165 Concours de l’École de l’air

1. Étude thermique d’un simple vitrage

(a) Considérons une tranche (T ) de vitrage, de section droite S, comprise entre les
abscisses x et x+ dx, à la température T (x, t).

x x+dx

S δQe δQs

(T)

En notant φ(x, t) le flux thermique par unité de surface, la chaleur δQ qui tra-
verse une surface S, pendant dt est définie par :

δQ

dt
= φ(x, t)× S ⇒ δQ = φ(x, t)× S dt

Aussi, à l’abscisse x, une chaleur δQe pénètre dans (T ) :

δQe = φ(x, t)× S dt

tandis qu’une chaleur δQs sort par la face située à l’abscisse x+ dx :

δQs = φ(x+ dx, t)× S dt =

[

φ(x, t) +
∂φ

∂x
dx

]

× S dt

Ce faisant, pendant dt, (T ) reçoit globalement une chaleur :

δQ = δQe − δQs = −∂φ
∂x

× S dxdt = −∂φ
∂x

δτ dt

où δτ = S dx désigne le volume de (T ). Or, cette chaleur est responsable de
l’augmentation dT de la température de (T ) :

δQ = C dT = C
∂T

∂t
dt = µc δτ

∂T

∂t
dt

Par conséquent :

µc
∂T

∂t
δτ dt = −∂φ

∂x
δτ dt⇒ µc

∂T

∂t
= −∂φ

∂x

En outre, la loi de Fourier indique que :

φ = −λv
∂T

∂x
(88)

ce qui conduit finalement à l’équation de conduction thermique :

µc
∂T

∂t
= λv

∂2T

∂x2
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(b) Le régime permanent est atteint lorsque la température T ne varie plus dans le
temps, ce qui a pour conséquence l’existence de deux constantes a et b telles
que :

∂T

∂t
= 0 ⇒ ∂2T

∂x2
= 0 ⇒ ∂T

∂x
= a⇒ T (x) = ax+ b

Or, les conditions aux limites : T (0) = Ti et T (e) = Te imposent :

{
Ti = b
Te = ae+ b

⇒







b = Ti

a =
Te − Ti

e

⇒ T (x) =
Te − Ti

e
x+ Ti

(c) La loi de Fourier (88) fournit directement :

φ = −λv
∂

∂x

(
Te − Ti

e
x+ Ti

)

⇒ φ = λv
Ti − Te

e
(89)

(d) En régime permanent, φ ne dépend ni de x ni de t (comme le montre le résultat
précédent). Par suite, les quantités de chaleur qui traversent les surfaces situées
aux abscisses x et x+ dx :

δQe = φ(x, t)× S dt = φS dt et δQs = φ(x+ dx)× S dt = φS dt

sont identiques et désignent alors la chaleur δQp perdue par le local pendant
dt :

δQp = φS dt =
λvS

e
(Ti − Te) dt

En outre, chaque radiateur, de puissance Pr = 2 kW fournit au local une
chaleur δQ1 = Pr dt pendant dt. Aussi, n radiateurs fournissent la chaleur
δQn = nPr dt. Or, la température du local étant constante, il s’ensuit que :

δQn = δQp ⇒ nPr dt =
λvS

e
(Ti − Te) dt⇒ n =

λvS

ePr
(Ti − Te) (90)

Application numérique :

n =
0,8× 12

4.10−3 × 2.103
× (20− 0) ⇒ n = 24 radiateurs.

Une telle quantité de radiateurs dans un local de 60 m2 présenterait d’inévi-
tables problèmes esthétiques. Il conviendrait alors d’installer des radiateurs plus
puissants.

(e) Avec une différence de température ∆T = 20˚C, le local subit une perte ther-
mique :

δQp =
λvS

e
∆T dt

tandis qu’avec une différence de température ∆T ′ = 19˚C, les pertes ther-
miques s’élèveraient à :

δQ′
p =

λvS

e
∆T ′ dt
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ce qui représente une différence absolue :

δQp − δQ′
p =

λvS

e
(∆T −∆T ′) dt

c’est-à-dire une économie relative de :

δQp − δQ′
p

δQp
=

∆T −∆T ′

∆T

Application numérique :

δQp − δQ′
p

δQp
=

20− 19

20
= 5%

(f) Par analogie avec l’électrocinétique, la résistance thermique est définie en rem-
plaçant :

• la différence de potentiel ∆V par la différence de température
∆T = Ti − Te ;

• le courant électrique I par le courant de chaleur : φS =
δQp
dt

.

Ce faisant, la résistance thermique sera définie par :

Rth =
∆T

φS
=
Ti − Te
φS

(91)

Compte tenu de l’identité (89), la résistance thermique de la surface vitrée est
donnée par :

φ =
λv (Ti − Te)

e
⇒ Rv =

e

λvS

2. Double vitrage et isolation
(a) Le double vitrage est composé d’une succession « en série » de trois couches

de matériaux.

e

S

ee'

verre air verre

En notant Ra =
e′

λaS
la résistance thermique de l’air, celle du double vitrage

vaut :

R = Rv +Ra +Rv ⇒ R =

(
2e

λv
+
e′

λa

)

× 1

S

Application numérique :

R =

(
2× 4.10−3

0,8
+

10.10−3

0,025

)

× 1

12
⇒ R = 0,034 K · W−1
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Compte tenu du résultat (91), la résistance thermique dépend du flux de chaleur

φ =
δQp
dt

qui traverse le double vitrage :

R =
Ti − Te
φS

⇒ φ =
δQp
dt

=
Ti − Te
SR

(92)

Par suite, n′ radiateurs de puissance totale n′ Pr =
δQr
dt

sont nécessaires pour

maintenir la température du local à 20˚C :

δQr
dt

=
δQp
dt

⇒ n′ Pr =
Ti − Te
SR

⇒ n′ =
Ti − Te
SRPr

Application numérique :

n′ =
20− 0

12× 0,034× 2.103
⇒ n′ = 0,024

Par conséquent, un seul radiateur de puissance 2 000 W est nécessaire pour
maintenir le local à la température Ti = 20˚C (ce radiateur ne fonctionnant
d’ailleurs pas à pleine puissance).
Un abaissement de la température de 1˚C se traduit, pour un simple vitrage, par
l’emploi de n′′ radiateurs tels que :

n′′ =
λvS

ePr
∆T ′

tandis que n = 24 provient de la relation (90) :

n =
λvS

ePr
∆T ⇒ n′′

n
=

∆T ′

∆T
=

19

20
⇒ n′′ =

19

20
× 24 = 22,8

Aussi, la solution par abaissement de la température, évoquée en 1, se traduit
par une économie d’un radiateur, tandis que le double vitrage permet de se
dispenser de 23 radiateurs !

(b) Le flux thermique par unité de surface est donné par les lois (89) et (92) :

φ =
λv

e
(Ti − Te) pour le simple vitrage

φ =
1

SR
(Ti − Te) pour le double vitrage.

C’est pourquoi on pourra écrire : φ = k (Ti − Te), avec :

• pour le simple vitrage :

k1 =
λv
e

=
0,8

4.10−3
⇒ k1 = 200 W · K−1 · m−2

• pour le double vitrage :

k2 =
1

SR
=

1

12× 0,034
⇒ k2 = 2,45 W · K−1 · m−2
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Pour que la perte thermique φ = k (Ti − Te) soit la plus faible possible, il
faut donc que k soit le plus petit possible (pour une différence de température
∆T = Ti − Te donnée). La valeur de k2, bien que très inférieure à celle de k1,
est toutefois du même ordre de grandeur que celle des matériaux de construc-
tion. Notamment, pour les trois derniers matériaux, les valeurs de k sont infé-
rieures à celle de k2, ce qui signifie aussi que les pertes thermiques sont plus
importantes à travers les vitres qu’à travers les murs ; une isolation supplémen-
taire de ces murs est superflue.

• 166 Concours ESIM

1. Bilan énergétique
(a) Considérons une tranche de conducteur située entre les abscisses x et x+ dx,

de section droite Σ et donc de volume δV = Σdx et de masse δm = ρ δV .

xx x+dx

Σ

δQe δQs

Pendant dt, cette tranche :

• reçoit une chaleur δQe en x, telle que :

δQe
dt

= jQ(x, t) Σ ⇒ δQe = jQ(x, t) Σdt

• perd une chaleur δQs en x+ dx, telle que :

δQs
dt

= jQ(x+ dx, t) Σ =

[

jQ(x, t) +
∂jQ
∂x

dx

]

Σ

⇒ δQs =

[

jQ(x, t) +
∂jQ
∂x

dx

]

Σdt

Par conséquent, pendant dt, la tranche de conducteur reçoit une chaleur glo-
bale :

δQ = δQe − δQs = −∂jQ
∂x

Σdxdt = −∂jQ
∂x

δV dt

qui provoque une augmentation de sa température T (x, t) :

δQ = δm cdT = δm c
∂T

∂t
dt = −∂jQ

∂x
δV dt avec δm = ρ δV

c’est-à-dire :

ρc
∂T

∂t
= −∂jQ

∂x
(93)

(b) Selon a loi de Fourier, T (x, t) vérifie :

~Q = −λ−−→gradT ⇒ jQ ~ux = −λ ∂T
∂x

~ux ⇒ jQ = −λ ∂T
∂x

(94)
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Ce faisant, l’équation (93) conduit à :

ρc
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2
⇒ D

∂2T

∂x2
=
∂T

∂t
avec D =

λ

ρc
(95)

L’unité de D peut se déduire de cette équation :

[D]×
[
∂2T

∂x2

]

=

[
∂T

∂t

]

⇒ [D]× K · m−2 = K · s−1 ⇒ [D] = m2 · s−1

(c) Soient δQ1 = C dT1 et δQ2 = C dT2 les chaleurs reçues par les sources S1 et
S2 pendant dt. Ces définitions conduisent à :

dT1
dt

=
1

C

δQ1

dt
et

dT2
dt

=
1

C

δQ2

dt

Notamment, losque C tend vers l’infini :

dT1
dt

= 0 et
dT2
dt

= 0 car lim
C→∞

(
δQ1

dt

)

6= ∞ et lim
C→∞

(
δQ2

dt

)

6= ∞

ce qui suffit à prouver que les températures T1 et T2 sont constantes.
En régime permanent, la température de la barre ne varie pas dans le temps
(
∂T

∂t
= 0

)

, ce qui simplifie l’équation (95) :
∂2T

∂x2
= 0. Il existe par consé-

quent deux constantes a et b telles que :

∂T

∂x
= a⇒ T (x) = ax+ b

qui sont ajustées aux conditions aux limites : T (0) = T1 et T (L) = T2 :

{
T1 = b
T2 = aL+ T1

⇒







b = T1

a =
T2 − T1

L

⇒ T (x) = T1 +
T2 − T1

L
x (96)

Soit φ = jQ Σ le flux thermique qui traverse la barre, où jQ vérifie la loi (93) :

∂jQ
∂x

= −ρc ∂T
∂t

= 0 ⇒ jQ = cte

ce qui prouve que φ adopte une valeur indépendante de x. Ce faisant, la résis-
tance thermique Rth est définie par :

Rth =
T1 − T2

φ
(97)

Compte tenu de l’identité (94), on trouve ainsi :

jQ = −λ ∂T
∂x

= −λ ∂

∂x

(

T1 +
T2 − T1

L
x

)

= λ
T1 − T2

L

⇒ φ = jQΣ = (T1 − T2)×
λΣ

L

⇒ Rth =
L

λΣ
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(d) Étant donnée de la loi de Fourier (94) :

∂T

∂x
= − 1

λ
jQ

lorsque la conductivité thermique λ est infinie,
∂T

∂x
= 0 montre que la tempé-

rature est uniforme à l’intérieur des sources S1 et S2.
On notera dorénavant δQ10 = −δQ1 et δQ20 = −δQ2 les chaleurs transmises
par S1 et S2 à la barre pendant dt.

ux

x
0 L

S1 S2

(T1)

δQ2δQ20δQ1 δQ10

(T2)

La barre reçoit par conséquent la chaleur :

δQ = δQ10 + δQ20

Les hypothèses concernant les capacités thermiques de la barre et des
sources permettent, en outre, de prédire que la barre adopte un régime
pseudo-stationnaire tandis que les températures des sources varient lentement.

(e) Pour que la barre demeure en régime pseudo-stationnaire, il faut que δQ = 0,
avec :
{
δQ10 = −δQ1 = −C dT1
δQ20 = −δQ2 = −C dT2

⇒ dT1 + dT2 = 0 ⇒ dT1
dt

= − dT2
dt

Cette équation montre que :

d

dt
(T1 + T2) = 0 ⇒ T1 + T2 = K

où la constante K s’obtient à partir des valeurs initiales de T1 et T2 :

T10 + T20 = K ⇒ T1 + T2 = T10 + T20 ⇒ T1 = T10 + T20 − T2

Or, conformément à la définition (97) de la résistance thermique :

φ×Rth = T1 − T2 = T10 + T20 − 2T2

où le flux thermique s’exprime, notamment en L, par :

φ =
δQ2

dt
= C

dT2
dt

⇒ RthC
dT2
dt

+ 2T2 = T10 + T20

En notant τ = RthC =
LC

λΣ
, cette équation différentielle :

τ
dT2
dt

+ 2T2 = T10 + T20

admet :
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• une solution T2s de l’équation dépourvue de second membre :

τ
dT2s
dt

+ 2T2s = 0

dont l’équation caractéristique : τ X + 2 = 0 ⇒ X = −2

τ
révèle que :

T2s = A e−2t/τ (A = constante)

• une solution T2h homogène au second membre (constant), c’est-à-dire
constante :

τ
dT2h
dt

︸ ︷︷ ︸

=0

+2T2h = T10 + T20 ⇒ T2h =
T10 + T20

2

Par suite, la solution générale de l’équation différentielle :

T2 = T2h + T2s =
T10 + T20

2
+A e−2t/τ

présente une constanteA dont l’expression se déduit de la valeur initiale de T2 :

T20 =
T10 + T20

2
+A⇒ A =

T20 − T10
2

Il s’ensuit que :

T2 =
T10 + T20

2
+
T20 − T10

2
e−2t/τ

tandis que :

T1 = T10 + T20 − T2 ⇒ T1 =
T10 + T20

2
+
T10 − T20

2
e−2t/τ

2. Bilan entropique
(a) Pendant une durée dt, la tranche reçoit globalement la chaleur :

δQ = Σdx ρcdT

avec :

dT =
∂T

∂t
dt⇒ δQ = Σdxdt× ρc

∂T

∂t

d’où provient sa variation d’entropie :

dS =
δQ

T
= Σdxdt× ρc

T

∂T

∂t

De même, pendant dt, la tranche élémentaire reçoit une entropie :

δS1 =
δQe
T (x, t)

= Σdt× jQ(x, t)

T (x,t)

alors qu’elle restitue une entropie :

δS2 =
δQs

T (x+ dx, t)
= Σdt× jQ(x+ dx, t)

T (x+ dx, t)
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Aussi, en définissant la fonction : ψ(x, t) =
jQ(x, t)

T (x, t)
, l’entropie reçue par cette

tranche, par échange thermique, vaut :

δSéch = δS1 − δS2 = Σdt× [ψ(x, t)− ψ(x+ dx, t)]

= −Σdt× ∂ψ

∂x
dx

c’est-à-dire :

δSéch = −Σdxdt× ∂

∂x

(
jQ
T

)

Si σ(x, t) désigne l’entropie créée par unité de volume et de temps, l’entropie
δScr créée dans le volume Σdx de la tranche, pendant dt vérifie :

σ(x, t) =
δScr

Σdxdt
⇒ δScr = σ(x, t)× Σdxdt

(b) Localement, le bilan d’entropie dans la tranche de matériau se traduit par :

dS = δSéch + δScr ⇒
ρc

T

∂T

∂t
= − ∂

∂x

(
jQ
T

)

+ σ(x, t) (98)

(c) En régime permanent,
∂T

∂t
= 0 tandis que jQ(x) et T (x) sont fournis par les

expressions (94) et (96) :






T (x) = T1 +
T2 − T1

L
x

jQ(x) = −λ ∂T
∂x

= λ
T1 − T2

L

⇒ jQ
T

=
λ (T1 − T2)

LT1 + (T2 − T1) x

⇒ ∂

∂x

(
jQ
T

)

=
λ (T1 − T2)

2

[LT1 + (T2 − T1) x]
2

Ce faisant, l’équation (98) conduit à :

σ(x) =
∂

∂x

(
jQ
T

)

=
λ (T1 − T2)

2

[LT1 + (T2 − T1) x]
2

Aussi, la quantité totale d’entropie créée dans la barre, par unité de temps, vaut-
elle :

Scr =

∫ L

x=0

σ(x) Σdx = Σ

∫ L

0

∂

∂x

(
jQ
T

)

dx = Σ

[
jQ(x)

T (x)

]L

0

= Σ×
[

λ (T1 − T2)

LT1 + (T2 − T1) L
− λ (T1 − T2)

LT1

]

= Σ× λ (T1 − T2)

L

(
1

T2
− 1

T1

)

⇒ Scr =
λΣ (T1 − T2)

2

LT1 T2
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(d) Le flux thermique, déduit de la relation (97) :

φ =
T1 − T2
Rth

⇒ Rth =
L

λΣ

permet d’établir qu’en :

• x = 0, la barre reçoit, pendant dt, une chaleur :

δQ1 = φdt =
T1 − T2
Rth

dt

de la part d’une source à la température T1 ; elle reçoit ainsi une entropie :

δS1 =
δQ1

T1
=
T1 − T2
Rth

dt

T1

• x = L, la barre cède, pendant dt à la source de température T2, une chaleur
δQ2 telle que :

δQ2

dt
= φ⇒ δQ2 =

T1 − T2
Rth

dt

associée à une entropie cédée à la source (S2) :

δS2 =
δQ2

T2
=
T1 − T2
Rth

dt

T2

Par suite, l’entropie échangée par transfert thermique par la barre, par unité de
temps vaut :

Séch =
δS1

dt
− δS2

dt
=
T1 − T2
Rth

(
1

T1
− 1

T2

)

⇒ Séch = −λΣ (T1 − T2)
2

LT1 T2

(e) Aussi, l’entropie de la barre varie, par unité de temps, de la quantité :

∆S = Séch + Scr ⇒ ∆S = 0

Ce résultat était prévisible étant donné qu’en régime stationnaire la barre ne
subit aucune transformation ; son entropie ne varie pas au cours du temps.

• 167 Concours TPE

1. Soit (P) une portion de l’ailette, située entre z et z + dz :
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dz

z z+dz

a

δQe δQs

δQℓ

δQℓ

δQℓ

δQℓ

b

Pendant une durée dt, l’ailette :

• reçoit, par sa face située en z, une chaleur δQe telle que :

δQe
dt

= j(z, t)× ab⇒ δQe = j(z, t)× abdt

où j(z, t) désigne la densité de flux thermique à travers la face située en z.

• cède, par sa face située en z + dz, la chaleur δQs telle que :

δQs
dt

= j(z + dz, t)× ab =

[

j(z, t) +
∂j

∂z
dz

]

× ab

⇒ δQs =

[

j(z, t) +
∂j

∂z
dz

]

× abdt

• cède, par les deux surfaces latérales les plus grandes (les deux autres ont des di-
mensions suffisamment faibles pour que soient négligées les pertes thermiques
qui s’y produisent), d’aire adz, une chaleur δQℓ :

δQℓ = 2Q× adz dt = 2αa (T − Ta) dz dt (99)

Par suite la portion (P), de capacité thermique C, reçoit globalement la quantité de
chaleur :

δQ = δQe − δQs − δQℓ = −∂j
∂z

abdz dt− 2αa (T − Ta) dz dt

responsable de son augmentation de température :

δQ = C dT = C
∂T

∂t
dt = ab

[

−∂j
∂z

− 2α

b
(T − Ta)

]

dz dt

⇒ ∂j

∂z
+

2α

b
(T − Ta) =

−C
abdz

× ∂T

∂t

Or, en régime permanent,
∂T

∂t
= 0, tandis que j suit la loi de Fourier :

j = −λ ∂T
∂z

⇒ −∂
2T

∂z2
+

2α

bλ
(T − Ta) = 0

c’est-à-dire :
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∂2T

∂z2
−m2 (T − Ta) = 0 avec m2 =

2α

λb

2. L’équation caractéristique de cette équation (où ∆T = T − Ta) :

∂2(∆T )

∂z2
−m2 ∆T = 0 ⇒ X2 −m2 = 0

admet deux solutions :X = m ouX = −m, en conséquence de quoi il existe deux
constantes A et B telles que :

∆T = A emz +B e−mz ⇒ T (z) = Ta +A emz +B e−mz

Or, en z = 0, la température vaut T0 :

T0 = Ta +A+B ⇒ A+B = T0 − Ta (100)

tandis qu’en z = L, elle prend la valeur Ta :

Ta = Ta +A emL +B e−mL ⇒ B e−mL = −A emL ⇒ B = −A e2mL

Ce faisant, l’équation (100) devient :

A
(
1− e2mL

)
= T0 − Ta ⇒ A =

T0 − Ta
1− e2mL

⇒ B =
Ta − T0
1− e2mL

× e2mL

C’est pourquoi :

T (z) = Ta +
T0 − Ta
1− e2mL

(
emz − e2mL × e−mz

)

= Ta + (T0 − Ta)×
emL

1− e2mL
×
[

em (z−L) − e−m (z−L)
]

= Ta + (T0 − Ta)×
em (z−L) − e−m (z−L)

e−mL − emL

soit encore :

T (z) = Ta + (Ta − T0)×
sinh [m (z − L)]

sinh(mL)

3. Par unité de temps, la chaleur évacuée par les surfaces latérales d’aire adz est
donnée par la loi (99) :

δQℓ
dt

= 2αa (T − Ta) dz ⇒
δQℓ
dt

=
2αa (Ta − T0)

sinh(mL)
× sinh [m (z − L)] dz

Aussi, la chaleur totale évacuée par l’ailette, par unité de temps vaut :

Qℓ
dt

=
2αa (Ta − T0)

sinh(mL)
×
∫ L

0

sinh [m (z − L)] dz

=
2αa (Ta − T0)

m sinh(mL)
× [cosh [m (z − L)]]

L
0

=
2αa (Ta − T0)

m sinh(mL)
× [1− cosh(mL)]

⇒ Qℓ
dt

=
2αa (T0 − Ta)

m sinh(mL)
[cosh(mL)− 1]
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• 168 Concours Centrale-Supélec

1. En coordonnées sphériques, un élément de sphère compris entre (r, r + dr),
(θ, θ + dθ) et (ϕ,ϕ+ dϕ) a pour volume :

dτ = dr × r dθ × r sin θ dϕ = r2 dr sin θ dθ dϕ

rdθdr

r

O

rsinθ
rsinθdϕ

dθ

θ

ϕ

dϕ

tandis que pendant dt :

• de la chaleur δQe = j(r, θ, ϕ) δS(r, θ, ϕ) dt entre par la face située à une dis-
tance r de O :

δS(r, θ, ϕ) = r sin θ dϕ× r dθ = r2 sin θ dθ dϕ

• de la chaleur δQs = j(r+ dr, θ, ϕ)δS(r+ dr, θ, ϕ) dt sort par la face située à
une distance r + dr de O, d’aire :

δS(r+ dr, θ, ϕ) = (r+ dr) sin θ dϕ× (r+ dr) dθ = (r+ dr)2 sin θ dθ dϕ

• de la chaleur δQp = s δτ dt = sr2 dr sin θ dθ dϕdt est éventuellement pro-
duite à l’intérieur de l’élément.

Par conséquent, pendant dt, l’élément de sphère reçoit globalement la chaleur :

δQ = δQe − δQs + δQp

=
[
j(r, θ, ϕ)× r2 − j(r + dr, θ, ϕ)× (r + dr)2

]
sin θ dθ dϕdt

+sr2 dr sin θ dθ dϕdt

c’est-à-dire, en définissant une fonction :

ψ(r, θ, ϕ) = j(r, θ, ϕ)× r2

de sorte que :

j(r + dr, θ, ϕ)× (r + dr)2 = ψ(r + dr, θ, ϕ) = ψ(r, θ, ϕ) +
∂ψ

∂r
dr

= j(r, θ, ϕ)× r2 +
∂(r2j)

∂r
dr
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la chaleur δQ s’écrit aussi :

δQ = r2 dr sin θ dθ dϕdt×
[

s− 1

r2
∂(r2j)

∂r

]

= δτ dt

[

s− 1

r2
∂(r2j)

∂r

]

Or, cette chaleur contribue à l’augmentation dT de la température de l’élement de
sphère, de masse volumique µ et de capacité thermique massique c :

δQ = µc δτ dT = µc δτ
∂T

∂t
dt

C’est pourquoi l’équation de la chaleur s’écrit, dans le cas d’une géométrie sphé-
rique :

µc
∂T

∂t
= s− 1

r2
∂(r2j)

∂r

où le régime permanent se traduit par :

∂T

∂t
= 0 ⇒ 1

r2
∂(r2j)

∂r
= s (101)

• Dans l’uranium, l’équation (101) montre qu’il existe une constante α telle que :

∂(r2ju)

∂r
= sr2 ⇒ r2 ju(r) =

sr3

3
+ α⇒ ju(r) =

sr

3
+
α

r2

Or, en r = 0, ju ne peut tendre, physiquement, vers l’infini, ce qui impose :

ju(r) =
sr

3
⇒ ~u(r) =

sr

3
~er (102)

où ~er est le vecteur unitaire radial.
• Dans l’eau, aucune réaction nucléaire ne produit de chaleur (s = 0), ce qui

montre qu’il existe une constante β telle que :

1

r2
∂(r2 je)

∂r
= 0 ⇒ r2 je(r) = β ⇒ je(r) =

β

r2

Or, le régime stationnaire impose :

je(R) = ju(R) ⇒
β

R2
=
sR

3
⇒ β = s

R3

3

de sorte que :

je(r) =
sR3

3r2
⇒ ~e =

sR3

3r2
~er

2. La loi de Fourier :

~ = −λ−−→gradT ⇒ j = −λ ∂T
∂r

s’impose :
• à l’uranium, auquel cas :

−λ ∂Tu
∂r

=
sr

3
⇒ ∂Tu

∂r
= − sr

3λ
⇒ Tu(r) = K − sr2

6λ
(103)

où K est une constante.
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• à l’eau, en raison de quoi :

−λe
∂Te
∂r

=
sR3

3r2
⇒ ∂Te

∂r
= − sR3

3r2λe
⇒ Te(r) = K ′ +

sR3

3λer

Or, l’énoncé précise que lim
r→∞

[Te(r)] = T0, d’où il s’ensuit que :

lim
r→∞

[

K ′ +
sR3

3λer

]

= T0 ⇒ K ′ = T0 ⇒ Te(r) = T0 +
sR3

3λer
(104)

Enfin, le flux surfacique de Newton défini par ju(R) ou je(R) vérifie la loi :

ju(R) = h [Te(R)− T (R)]

Les résultats (102), (103) et (104) conduisent alors à :

sR

3
= h×

[

T0 +
sR2

3λe
−K +

sR2

6λ

]

⇒ T0 −K =
sR

3h
− sR2

3

(
1

λe
− 1

2λ

)

⇒ T (r) = T0 −
sR

3h
+
sR2

3

(
1

λe
− 1

2λ

)

− sr2

6λ

• 169 Concours ESIM

1. Soit (E) un élément du tuyau situé entre deux surfaces cylindriques coaxiales, de
rayons r et r + dr et de longueur ℓ.

r r+dr

ℓ

δQe

δQs(E)

Pendant une durée dt :

• (E) reçoit une chaleur δQe telle que :

δQe
dt

= jQ(r)× S(r) avec S(r) = 2πrℓ

⇒ δQe = jQ(r) r × 2πℓdt
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• (E) perd une chaleur δQs telle que :

δQs
dt

= jQ(r + dr)× S(r + dr) avec S(r + dr) = 2π (r + dr)× 2πℓ

= [jQ(r + dr)× (r + dr)]× 2πℓ

=

[

jQ(r)× r +
∂(jQ × r)

∂r
dr

]

× 2πℓ

⇒ δQs =

[

jQ(r)× r +
∂(jQ × r)

∂r
dr

]

× 2πℓdt

Or, en régime permanent, δQe = δQs, sans quoi la température de (E) varierait.
C’est pourquoi :

jQ(r)× r × 2πℓdt =

[

jQ(r)× r +
∂(jQ × r)

∂r
dr

]

× 2πℓdt

⇒ ∂(jQ × r)

∂r
= 0

En outre, la loi de Fourier indique que :

jQ = −k1
∂T

∂r
⇒ ∂

∂r

[

−k1
∂T

∂r
× r

]

= 0 ⇒ ∂

∂r

(

r
∂T

∂r

)

= 0

Cette équation révèle l’existence de deux constantes a et b telles que :

r
∂T

∂r
= a⇒ ∂T

∂r
=
a

r
⇒ T (r) = a ln r + b

et qui doivent être adaptées aux conditions aux limites :
{
T (R1) = T1
T (R2) = T2

⇒
{
T1 = a lnR1 + b
T2 = a lnR2 + b

⇒
{
b = T1 − a lnR1

T2 − T1 = a ln (R2/R1)

⇒ T (r) = T1 + a (ln r − lnR1) = T1 + a ln

(
r

R1

)

c’est-à-dire :

T (r) = T1 +
T2 − T1

ln(R2/R1)
× ln

(
r

R1

)

Du reste, le flux φ qui traverse une surface S = 2πℓr est défini par :

φ = jQ × S = −k1 ×
∂T

∂r
× S = −k1 ×

T2 − T1
ln(R2/R1)r

× 2πℓr

d’où il s’ensuit que

φ =
2πk1ℓ (T1 − T2)

ln (R2/R1)
(105)

2. D’après la loi de Newton les transferts thermiques aux contacts fluide-paroi inté-
rieure et paroi extérieure-air valent respectivement :

φi = hs1 (Tf − T1) et φe = hs2 (T2 − Te) avec

{
s1 = 2πℓR1

s2 = 2πℓR2
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3. Des deux relations précédentes, il ressort que :

Tf − T1 =
φi
hs1

⇒ T1 = Tf −
φi

2πhℓR1

et :

T2 − Te =
φe
hs2

⇒ T2 = Te +
φe

2πhℓR2

D’autre part, pour assurer le régime permanent, il est nécessaire que φi = φe = φ,
sans quoi une accumulation d’énergie s’observerait. C’est pourquoi :







T1 = Tf −
φ

2πhℓR1

T2 = Te +
φ

2πhℓR2

⇒ T1 − T2 = Tf − Te −
φ

2πℓ

(
1

hR1
+

1

hR2

)

Ce faisant, le résultat (105) devient :

φ =
2πℓk1

ln (R2/R1)
× (T1 − T2) =

2πℓk1
ln (R2/R1)

×
[

Tf − Te −
φ

2πℓ

(
1

hR1
+

1

hR2

)]

⇒ φ×
[
ln (R2/R1)

k1
+

1

hR1
+

1

hR2

]

= 2πℓ (Tf − Te)

soit, finalement :

φ =
2πℓ× (Tf − Te)

ln (R2/R1)

k1
+

1

hR1
+

1

hR2

• 170 Lycée Vernet, Grenoble

1. Le corps noir, à la température T , rayonne pendant dt une chaleur δQe = σST 4 dt
tandis qu’il reçoit, par rayonnement de l’enceinte, la chaleur : δQr = σST 4

0 dt.
Globalement, la chaleur δQ = δQr − δQe reçue par (CN) est responsable de l’ac-
croissement dU = C dT de son énergie, car (CN) n’échange aucun travail avec
l’extérieur :

dU = δQ ⇒ C dT = σS
(
T 4
0 − T 4

)
dt

⇒ C
dT

dt
= σS

(
T 4
0 − T 4

)

2. Le développement limité d’ordre 1 de la fonction f(x) = x4 s’écrivant :

f(x0 + ε) ≃ f(x0) + ε f ′(x0) ⇒ (x0 + ε)
4 ≃ x40 + ε× 4x30

il s’ensuit que :

T 4 = (T0 + ε)
4 ≃ T 4

0 + 4T 3
0 × ε

⇒ T 4
0 − T 4 ≃ −4T 3

0 × ε = −4T 3
0 × (T − T0)

⇒ C
dT

dt
= −4T 3

0 σS (T − T0)



Thermodynamique 985

c’est-à-dire :

dT

dt
= −1

τ
(T − T0)

3. En posant θ = T − T0, cette équation différentielle s’écrit aussi :

dθ

dt
= −1

τ
θ ⇒ dθ

θ
= −1

τ
dt

où, à la date t = 0, θ vaut Ti − T0. Par suite :
∫ T−T0

Ti−T0

dθ

θ
= −1

τ

∫ t

0

dt ⇒ ln

(
T − T0
Ti − T0

)

= − t

τ
⇒ T − T0 = (Ti − T0) e

−t/τ

⇒ T = T0 + (Ti − T0) e
−t/τ

De la limite : lim
t→∞

T = T0 découle alors la représentation graphique de T (t) :

t0

Ti

T

T0

• 171 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-jolie

Chaque paroi, à la température T , émet un rayonnement thermique de flux φ = σT 4S,
c’est-à-dire que pendant une durée ∆t = 1 h = 3600 s, les parois émettent les cha-
leurs :

Qs = σT 4
i S∆t et Qe = σT 4

aS∆t

Par suite, l’azote reçoit globalement la chaleur :

Q = Qe −Qs = σ
(
T 4
a − T 4

i

)
S∆t

air (Ta) azote (Ti)

Qs

Qe

Cette quantité de chaleur sert à la vaporisation de V = 1 L d’azote liquide :

Q = V × L ⇒ V × L = σ
(
T 4
a − T 4

i

)
S∆t

⇒ L =
σ
(
T 4
a − T 4

i

)
S∆t

V

Application numérique :

L =
57.10−9 ×

[
(290)4 − (77)4

]
× 10.10−2 × 3 600

1
⇒ L = 144,4 kJ · L−1



986 Chapitre 6

• 172 Concours Commun Polytechnique

1. Compte tenu des données de l’énoncé :

PR =
2πh

c2

∫ ∞

0

ν3 dν

exp

(
hν

kT

)

− 1

c’est-à-dire, en posant :

hν

kT
= x⇒ ν =

kT

h
x⇒ dν =

kT

h
dx

cette expression devient :

PR =
2πh

c2
×
(
kT

h

)4

×
∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1

=
2πk4T 4

c2h3
× π4

15
=

2π5k4

15h3c2
× T 4

d’où se déduit la loi de Stefan :

PR = σT 4 avec σ =
2π5k4

15h3c2

2. Selon la loi de Wien, la température T peut être associée à une longueur d’onde
λm :

λm =
2898

T
(en µm)

ce qui fournit les résultats suivants :

T λm Rayonnement
Terre Te = 263 K 11 µm Infrarouge
Soleil Ts = 5700 K 508 nm Visible

3. La grandeur PR = σT 4 désigne la puissance rayonnée par l’unité de sur-
face d’un corps noir. Si ce dernier présente une surface S, il rayonne une
puissance ϕ = PR × S = σST 4. En outre, ce corps reçoit une puissance
ϕ′ = P ′

RS = σST 4
e , de sorte que la puissance résultante rayonnée par ce corps

vaut :

P = ϕ− ϕ′ = σS
(
T 4 − T 4

e

)

4. Le résultat précédent s’écrit aussi :

P = σS
(
T 2 − T 2

e

) (
T 2 + T 2

e

)
= σS (T + Te)

(
T 2 + T 2

e

)
× (T − Te)

et, notamment :

T − Te = ∆T ≪ Te ⇒ T + Te ≃ 2Te et T 2 + T 2
e = 2T 2

e

ce qui amène une linéarisation de P :

P ≃ σS × 2Te × 2T 2
e (T − Te) ⇒ P = G× (T − Te) avec G = 4σST 3

e
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La résistance thermique correspondante, Rth, est alors définie par :

T − Te = Rth × P ⇒ Rth =
T − Te
P

⇒ Rth =
1

G
=

1

4σST 3
e

• 173 Concours de l’ENS de Paris-Lyon

1. L’expression de FT (λ) =
2πhc2

λ5
× 1

e
hc

λkT − 1
permet d’en déduire la dimension :

[FT (λ)] =
[h]× [c]

2

[λ]
5 =

J · s × m2 · s−2

m5
= J · s−1 · m−3

ce qui conduit à celle de δP = FT (λ) dS dλ :

[δP] = [FT (λ)]× [ dS]× [ dλ] = J · s−1 · m−3 × m2 × m = J · s−1

qui correspond à une puissance, conformément à ce qu’annonce l’énoncé.

Le rapport y =
hc

λkT
est également celui de l’énergie εph du photon et celle εGP

d’agitation thermique d’une mole de gaz parfait monoatomique :






εph =
hc

λ

εGP =
3

2
kT

⇒ y =
3

2

εph

εGP

2. Les courbes fournies par l’énoncé donnent une estimation du rapport yM corres-

pondant à y =
hc

λkT
, lorsque λ adopte la valeur λM telle que FT (λ) soit maximum :

• pour T = 5800 K, λM ≃ 5.10−7 m :

yM =
6,626.10−34 × 3.108

5.10−7 × 1,381.10−23 × 5 800
⇒ yM = 4,963

• pour T = 290 K, λM ≃ 10−5 m :

yM =
6,626.10−34 × 3.108

10−5 × 1,381.10−23 × 290
⇒ yM = 4,963

3. La fonction de Planck :

FT (λ) =
2πhc2

λ5
× 1

e
hc

λkT − 1
⇒ ln [FT (λ)] = ln

(
2πhc2

)
−5 lnλ−ln

(

e
hc

λkT − 1
)

admet pour dérivée logarithmique :

d ln [FT (λ)]

dλ
= − 5

λ
+

hc

λ2kT
× e

hc
λkT

e
hc

λkT − 1
= − 5

λ
+
y

λ
× 1

1− e−y

⇒ d ln [FT (λ]

dλ
=

1

λ

(
y

1− e−y
− 5

)

Notamment, pour y = yM = 4,963 :
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d ln [FT (λ)]

dλ

∣
∣
∣
∣
λM

≃ 1

λ
×
(
−2.10−3

)
≃ 0

ce qui montre que FT (λ) est extremum pour λ = λM . Or, puisque FT (λ) est positif,
avec :

[FT (λ)]
λ→0

= 0 et lim
λ→∞

[FT (λ)] = 0

il s’ensuit que cet extremum est un maximum. Finalement :

FT (λM ) est maximum, avec :
hc

λMkT
= yM

De ce résultat se déduit la loi de Wien :

λMT = w avec w =
hc

kyM
= cte

La valeur numérique de w peut se déduire des couples :
{
λM = 5.10−7 m, T = 5800 K

}
⇒ w = 2,9.10−3 m · K

{
λM = 10−5 m, T = 290 K

}
⇒ w = 2,9.10−3 m · K

4. La puissance émise par une surface dS, pour un rayonnement de longueur d’onde
comprise entre λ et λ+ dλ, est donnée par :

δP = FT (λ) dS dλ

d’où découle la puissance rayonnée par unité de surface de la source, dans la même
gamme de longueurs d’onde :

dM =
δP
dS

= FT (λ) dλ

Par suite, la puissance totale émise par unité de surface de corps noir vaut :

M(T ) =

∫ ∞

0

FT (λ) dλ = 2πhc2 ×
∫ ∞

0

dλ

λ5
× 1

e
hc

λkT − 1

c’est-à-dire, en utilisant la variable :

y =
hc

λkT
⇒ λ =

hc

kTy
⇒ dλ = − hc

kT
× dy

y2

⇒ M(T ) = 2πhc2 ×
∫ 0

∞

−hc
kT

dy

y2
×
(
kTy

hc

)5

× 1

ey − 1

⇒ M(T ) =
2πk4

h3c2
× T 4 ×

∫ ∞

0

y3

ex − 1
dy

soit encore :

M(T ) = σT 4 avec σ =
2πk4

h3c2
× I où I =

∫ ∞

0

y3

ey − 1
dy
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5. La loi de Wien :

λM T = w ⇒ hc

λMkT
=

hc

kw
= cte

permet de présenter FT (λ) sous la forme :

FT (λM ) =
2πhc2

λ5M
× 1

ehc/kw − 1

et la loi de Stefan sous la forme :

σT 4 = σ ×
(
w

λM

)4

=
σw4

λ4M

C’est pourquoi la définition de ∆λ conduit à :

∆λ =
σT 4

FT (λM )
=
σw4

λ4M
× λ5M

2πhc2
×
(

ehc/kw − 1
)

⇒ ∆λ = K × λM où K =
σw4

(
ehc/kw − 1

)

2πhc2
= cte

Soit la fonction ψ(T ) définie par :






ψT (λ) = FT (λ) pour λ ∈
[

λM − ∆λ

2
, λM +

∆λ

2

]

ψT (λ) = 0 sinon

Ce faisant :

FT (λM )∆λ =

∫ ∞

0

ψT (λ) dλ = σT 4 =

∫ ∞

0

FT (λ) dλ

montre que FT (λ)∆λ présente la même surface S que celle comprise entre la
courbe FT (λ) et l’axe des abscisses :

ψT(λ) 

FT(λ) 

FT(λM) 

λMλ1 λ2

∆λ

S

Cette représentation montre que ∆λ représente la largeur spectrale que devrait
présenter une source de puissance surfacique ψT (λ) = FT (λM ) constante pour
émettre la même puissance surfacique que le corps noir.
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6. Étant donné que ∆λ = 1,5λM , il est possible de calculer λ1 = λM − ∆λ

2
et

λ2 = λM +
∆λ

2
pour le corps noir à la température T = 290 K :







λ1 = 10.10−6 − 1,5× 10.10−6

2
= 2,5.10−6 m

λ2 = 10.10−6 +
1,5× 10.10−6

2
= 17,5.10−6 m

λ (10-6 m)

2,5

15 3025105 20

0,5

1,0

1,5

2,0

0

FT(λ) (107 W.m-3)

λ1 λ2

Cette représentation graphique semble indiquer que pour λ < λ1 ou λ > λ2, FT (λ)
devient vite négligeable, de sorte que l’essentiel de la puissance émise par le corps
noir est rayonné dans l’intervalle spectral [λ1, λ2].

• 174 Concours des Mines-Ponts

1. La densité surfacique de puissance émise par un corps noir en équilibre thermique
à la température T est donnée par la loi de Stefan : M = σT 4. Aussi, un corps noir
de surface S émet une puissance :

P =M × S = σST 4

notamment, pour le Soleil, de température TS et de surface S = 4πR2
S , cette puis-

sance vaut :

PS = 4πσR2
ST

4
S (106)

Le Soleil émet la puissance PS dans toutes les directions de l’espace, c’est-à-dire
dans un angle solide Ωespace = 4π. En revanche, la Terre présente un angle solide

ΩT = π
R2
T

D2
ST

vu depuis le Soleil, auquel cas la puissance P0 reçue par la Terre ne

représente qu’une fraction de PS :

P0 =
ΩT

Ωespace
× PS ⇒ P0 =

(
RT

2DST

)2

× PS (107)
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La Terre étant assimilée à un corps noir en équilibre thermique à la température TT ,
la puissance P0 qu’elle absorbe suit la loi de Stefan :

P0 = ST × σT 4
T

où ST = 4πR2
T représente la surface terrestre. Ainsi les résultats (106) et (107)

conduisent à :
(

RT
2DST

)2

× 4πσR2
ST

4
S = 4πσR2

TT
4
T

⇒ T 4
T =

(
RS

2DST

)2

T 4
S

⇒ TT =

√

RS
2DST

× TS

2. La Terre reçoit réellement la puissance : PT = (1−AT ) P0, c’est-à-dire, en tenant
compte du résultat (107) :

PT = (1−AT )×
(

RT
2DST

)2

PS

où PS = 4πσR2
ST

4
S tandis que PT = 4πR2

T × σT 4
T . Il s’ensuit que :

4πR2
T × σT 4

T = (1−AT )×
(

RT
2DST

)2

× 4πR2
S × σT 4

S

⇒ T 4
T = (1−AT )×

(
RS

2DST

)2

× T 4
S

3. Cette expression conduit à :

T 4
T = (1− 0,35)×

(
7.105

2× 1,5.108

)2

× (5 800)4 ⇒ TT = 252 K ( − 21˚C)

4. L’atmosphère est compposée de gaz qui absorbent les rayonnements infrarouges ;
une partie du rayonnement solaire qui atteint le sol est renvoyée dans l’atmosphère
sous forme de rayons infrarouges, alors absorbés par l’atmosphère.

5. En négligeant l’albédo de la Terre, le Soleil fait parvenir à l’atmophère la puissance
PT = SσT 4

T où S désigne la surface illuminée de la Terre ou de son atmosphère.
Une fraction α de ce rayonnement est absorbée par l’atmosphère, tandis qu’une
autre fraction (1− α) parvient au sol, qui reçoit par conséquent une puissance :

P1 = (1− α)PT = (1− α)SσT 4
T

En outre, l’atmosphère, de température Ta, émet un rayonnement vers le sol et vers
l’espace. C’est pourquoi l’atmosphère émet vers la Terre une puissance thermique :

P2 = SσT 4
a

Ce faisant, l’atmosphère :

• reçoit de la Terre le rayonnement de puissance P ′
T = σST ′

T
4 ;
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• absorbe une fraction α de la puissance PT émise par le Soleil :

Pa = αPT = ασST 4
T

• émet, vers l’espace et vers la Terre, la puissance totale 2P2.

L’équilibre radiatif de l’atmosphère impose alors :

P ′
T + Pa = 2P2 ⇒ T ′

T
4
+ αT 4

T = 2T 4
a (108)

De même, la Terre :

• reçoit, du Soleil, la puissance P1 = (1− α)σST 4
T ;

• reçoit, de l’atmosphère, la puissance P2 = σST 4
a ;

• rayonne, vers l’atmosphère, une puissance P ′
T = σS T ′

T
4.

Ce faisant, l’équilibre radiatif de la Terre est conditionné par :

P1 + P2 = P ′
T ⇒ (1− α)T 4

T + T 4
a = T ′

T
4

Les deux bilans radiatifs conduisent ainsi au système d’équations :
{
T ′
T
4
+ αT 4

T = 2T 4
a

(1− α)T 4
T + T 4

a = T ′
T
4 ⇒

{
T ′
T
4
+ αT 4

T = 2T 4
a

(2− 2α)T 4
T + 2T 4

a = 2T ′
T
4

dont l’addition fournit :

T ′
T
4
= (2− α)T 4

T (109)

6. Application numérique :

T ′
T
4
= (2− 0,35)× (252)4 ⇒ T ′

T = 286 K (13˚C)

7. Les équations (108) et (109) imposent :

2T 4
a = T ′

T
4
+ αT 4

T = 2T 4
T ⇒ Ta = TT

• 175 Concours de l’École de l’air

Soit T la température d’un corps (C), de surface extérieure S, qui émet par conséquent
une chaleur δQe, pendant dt, vérifiant la loi de Stefan :

δQe
dt

= SσT 4

Pendant la même période dt, si (C) se comporte comme un corps noir plongé dans un
milieu de température Te, il reçoit la chaleur δQr telle que :

δQr
dt

= SσT 4
e

Aussi, la chaleur δQ = δQr − δQe globalement reçue par (C) se traduit par une
variation dU = δQ de son énergie interne, avec :

dU = C dT = δQr − δQe
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où C désigne la capacité thermique de (C). Par suite :

C
dT

dt
=
δQr
dt

− δQe
dt

= Sσ
(
T 4
e − T 4

)

En outre, si les températures T et Te sont assez voisines :

T 4
e − T 4 = (Te − T )×

(
T 3
e + T 2

e T + Te T
2 + T 3

)

≃ 4T 3
e × (Te − T )

⇒ dT

dt
=

4SσT 3
e

C
× (Te − T )

En notant τ =
C

4SσT 3
e

et en appelant Ti la température initiale de (C), cette équation

différentielle mène à :
∫ T

Ti

dT

Te − T
=

1

τ

∫ t

0

dt⇒ ln

(
Te − Ti
Te − T

)

=
1

τ
× t

Ainsi, pour que la température de (C) passe de Ti à T , il convient d’attendre :

∆t = τ ln

(
Te − Ti
Te − T

)

(110)

Envisageons désormais deux solutions :
Première solution
Au café, de capacité thermique Cc et de température T0, on ajoute du lait de capacité
thermique Cℓ et de température Tℓ ; la température du café au lait passe instantanément
à la valeur T1. On attend ensuite ∆t1 pour que le café au lait atteigne une température
T2 par échange radiatif avec l’extérieur, à la température Te.

Café à T0

Lait à Tℓ

Café au 
lait à T1

Café au 
lait à T2

∆t1

Te

Au cours de la premièr étape, on observe que :

Cc (T1 − T0) + Cℓ (T1 − Tℓ) = 0 ⇒ T1 − T0 =
Cℓ
Cc

(Tℓ − T1) (111)
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tandis que la loi (110) montre qu’au cours du refoidissement du café au lait par échange
radiatif :

∆t1 = τ × ln

(
Te − T1
Te − T2

)

(112)

Deuxième solution
La température du café passe de T0 à T ′

1 sous l’effet des échanges radiatifs, tandis que
l’ajout de la même quantité de lait que précédemment fait passer la température du café
au lait de T ′

1 à T2.

Café à T0

Lait à Tℓ

Café au 
lait à T'1

Café au 
lait à T2

∆t2

Te

À nouveau, la relation (110) permet d’établir que :

∆t2 = τ ln

(
Te − T0
Te − T ′

1

)

(113)

tandis que l’ajout de lait se traduit par :

Cℓ (T2 − Tℓ) + Cc (T2 − T ′
1) = 0 ⇒ T2 − T ′

1 =
Cℓ
Cc

(Tℓ − T2) (114)

Étant donné que T2 < T1 (le café au lait se refroidit à l’issue de la première solution),
il s’ensuit que :

T1 − Tℓ > T2 − Tℓ ⇒
Cℓ
Cc

(T1 − Tℓ) >
Cℓ
Cc

(T2 − Tℓ)

c’est-à-dire, compte tenu des équations (111) et (114) :

T0 − T1 > T ′
1 − T2 > 0

Ce faisant :

T0 − Te + Te − T1 > T ′
1 − Te + Te − T2

⇒ (Te − T1)

(

1 +
T0 − Te
Te − T1

)

> (Te − T2)

(

1 +
T ′
1 − Te
Te − T2

)
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où Te < T1 et Te < T2 imposent :

(T1 − Te)

(

1− T0 − Te
T1 − Te

)

< (T2 − Te)

(

1− T ′
1 − Te
T2 − Te

)

⇒ 1− T0 − Te
T1 − Te

<
T2 − Te
T1 − Te

×
(

1− T ′
1 − Te
T2 − Te

)

et : T2 < T1 ⇒ T2 − Te < T1 − Te permet de poser :

1− T0 − Te
T1 − Te

< 1− T ′
1 − Te
T2 − Te

⇒ T0 − Te
T1 − Te

>
T ′
1 − Te
T2 − Te

⇒ T2 − Te
T1 − Te

× T0 − Te
T ′
1 − Te

> 1

Ce faisant, les expressions (112) et (113) conduisent à :

∆t2 −∆t1 = τ ln

(
Te − T0
Te − T ′

1

× Te − T2
Te − T1

)

= τ ln

(
T0 − Te
T ′
1 − Te

× T2 − Te
T1 − Te

)

> 0

⇒ ∆t2 > ∆t1

Ce résultat signifie que :

l’ajout initial du lait assure le refoidissement le plus ra-
pide du café au lait.

• 176 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. L’équation de diffusion :
∂n

∂t
= D

∂2n

∂t2
(115)

impose le calcul de :

∂n

∂t
= A e−

αx2

t ×
(

− 1

2t3/2
+
αx2

t2
√
t

)

et de :
∂n

∂x
= − A√

t
e−

αx2

t × 2αx

t

⇒ ∂2n

∂x2
= − A√

t
e−

αx2

t ×
(
2α

t
− 4α2

t2
x2
)

⇒ ∂2n

∂x2
= A e−

αx2

t ×
(

− 2α

t3/2
+

4α2

t2
√
t
x2
)

Aussi, l’équation de diffusion (115) est vérifiée à condition que :

− 1

2t3/2
+
αx2

t2
√
t
= −2αD

t3/2
+

4α2D

t2
√
t
x2

c’est-à-dire :
1

2
= 2αD et α = 4α2D



996 Chapitre 6

C’est pourquoi :

α =
1

4D
⇒ n(x, t) =

A√
t
× exp

(

− x2

4Dt

)

2. Initialement, si S désigne la section droite du système, ce dernier contient N0 × S
molécules. Or, dans une tranche comprise entre les abscisses x et x+ dx (c’est-à-
dire de volume δV = S dx) se trouvent δN particules :

δN = n(x, t)× δV = n(x, t)× S dx =
A√
t
e−

x2

4Dt × S dx

En admettant qu’aucune particule n’ait disparu ou n’ait été formée, on impose :

N0 S =
AS√
t

∫ +∞

−∞

e−
x2

4Dt dx

avec :
∫ +∞

−∞

e−kx
2

dx =

√
π

k
⇒
∫ +∞

−∞

e−
x2

4Dt dx =
√
4πDt en posant k =

1

4Dt

Par suite :

N0 =
A√
t
×
√
4πDt = A

√
4πD ⇒ A =

N0√
4πD

Il s’ensuit que :

n(x, t) =
N0√
4πDt

e−
x2

4Dt

3. Pour t fixé (et non nul) :

∂n

∂x
= − 2N0x

4D
√
4πDt× t

e−
x2

4Dt

avec :

lim
x→∞

[n(x, t)] = 0

ce qui permet de dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ 0 +∞
∂n

∂x
+ 0 −

n(x, t) ր ց

tandis que n(0, t 6= 0) =
N0√
4πDt

montre que n(0, t 6= 0) décroît dans le temps.

C’est ainsi que l’on obtient un réseau de courbes pour diverses valeurs non nulles
de t :
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x0

t2>t1

n(x,t)

t1

t5>t4

t4>t3

t3>t2

• 177 Lycée Chateaubriand, Rennes

1. Considérons un élément (E) du matériau fissile, de section S, situé entre les abs-
cisses x et x+ dx (donc de volume δV = S dx) et dans lequel la diffusion des
neutrons s’effectue avec une densité de courant j.

xx x+dx

S
δNe δNs

δNa

δNp

N(x,t)

Pendant dt, (E) est le siège :

• d’une entrée de δNe neutrons, à l’abscisse x :

δNe
dt

= j(x, t)S ⇒ δNe = j(x, t)× S dt

• d’un départ de δNs neutrons, à l’abscisse x+ dx :

δNs
dt

= j(x+ dx, t)S =

[

j(x, t) +
∂j

∂x
dx

]

× S

⇒ δNs = j(x, t)× S dt+
∂j

∂x
× S dxdt

• d’une absorption de δNa neutrons, dans le volume δV = S dx, telle que :

δNa
dtδV

=
n(x, t)

τ
⇒ δNa =

n(x, t)

τ
× S dxdt

• d’une production de δNp = K δNa neutrons :

δNp = K
n(x, t)

τ
× S dxdt
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Ce faisant, le nombre N(x, t) de neutrons dans (E) varie, pendant dt, de la quan-
tité :

dN = δNe − δNs + δNp − δNa

= − ∂j

∂x
× S dxdt+

K − 1

τ
n(x, t)× S dxdt

où N(x, t) est lié à la concentration volumique n(x, t) :

N(x, t) = n(x, t)× δV ⇒ dN =
∂n

∂t
× dt δV

⇒ ∂n

∂t
× dt S dx =

(

− ∂j

∂x
+
K − 1

τ
n

)

× S dxdt

La loi de Fick : j = −D ∂n

∂x
conduit alors à :

∂n

∂t
= D

∂2n

∂x2
+
K − 1

τ
n

soit encore :

∂n

∂t
= D

∂2n

∂x2
+ β n avec β =

K − 1

τ

2. (a) En régime permanent, cette équation différentielle devient :

∂2n

∂x2
+
β

D
n = 0 ⇒ ∂2n

∂x2
+ k2 n = 0 avec k =

√

β

D
=

√

K − 1

Dτ

et admet pour solution générale :

n(x) = A cos(kx) +B sin(kx)

où les constantes A et B sont adaptées aux conditions initiales :

• en x = 0, n(x) = n0 impose :

n0 = A⇒ n(x) = n0 cos(kx) +B sin(kx)

• en x = −a et x = +a, n(x) = 0 :
{

0 = n0 cos(ka)−B sin(ka)
0 = n0 cos(ka) +B sin(ka)

L’addition et la soustraction de ces équations conduisent à :

n0 cos(ka) = 0 (116)

et :
B sin(ka) = 0 (117)

Cette dernière équation impose, soit sin(ka) = 0 auquel cas cos(ka) 6= 0
rend impossible l’équation (116), soit :

B = 0 ⇒ n(x) = n0 cos(kx)
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(b) Pour n0 6= 0, l’équation (116) admet comme solutions :

cos(ka) = 0 ⇒ ka =
π

2
+ p π (p ∈ Z)

Or, si sin(ka) ne s’annule pas ailleurs qu’en x = ±a, p est nul de sorte que :

ka =
π

2
⇒
√

K − 1

Dτ
× a =

π

2
⇒
√

K − 1

Dτ
=

π

2a

ce qui montre que l’existence d’un régime permanent est conditionnée par une
valeur particulière Kc de Ka :

Kc = 1 +
π2Dτ

4a2

• 178 Concours des Mines - Ponts

1. Dans les zones fortement irradiées, les photons dissocient les électrons des don-
neurs d’électrons :

D0 hν−→ D+ + e−

d’où une ionisation très marquée des sites (D).
La loi de Fick précise que la densité de courant ~diff est proportionnelle au gradient
de la concentration des particules mobiles (en l’occurence des électrons) :

~diff = −D−−→
gradNe

ou encore :

~diff = −D ∂Ne
∂x

~ux (118)

en considérant que la diffusion ne s’effectue que selon une direction (Ox). Cette
équation montre que les particules mobiles diffusent spontanément des zones les
plus concentrées vers les zones les moins concentrées :

x
0

Fort éclairement

Ne grand
Diffusion
des électrons

Faible éclairement

Ne faible

ux

2. En l’absence de diffusion, les zones de fort (ou faible) éclairement demeureraient
globalement neutres. Cependant, la diffusion des électrons entraîne un déficit
d’électrons dans les zones de fort éclairement, au profit des zones de faible
éclairement. Une polarisation du milieu apparaît :

x
0

Fort éclairement Faible éclairement

ux

Ec

+ -
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Ce schéma révèle que la polarité acquise sous l’effet du rayonnement induit un
champ électrique dirigé de la zone de fort éclairement vers la zone de faible éclai-
rement.

3. Les électrons libres, soumis au champ ~Ec précédemment évoqué, subissent une
force ~f = −e ~Ec qui s’oppose à la diffusion.

4. La densité volumique de charge, dans le matériau, vaut :

ρ(x, t) = e
[
N+
D −NA −Ne

]
(car N−

A = NA)

Aussi, la loi locale de Gauss peut s’appliquer au champ ~Ec = Ec(x, t) ~ux :

div ~E =
ρ

ε
⇒ ∂Ec

∂x
=
e

ε

[
N+
D (x, t)−NA −Ne(x, t)

]
(119)

Soit ~e le vecteur densité de courant électrique dans le matériau ; l’équation de
continuité :

div~e +
∂ρ

∂t
= 0

s’écrit, à une dimension :

∂je
∂x

+ e
∂

∂t

[
N+(x, t)−NA −Ne(x, t)

]
= 0

5. De la loi de Boltzmann, il découle que :

Ne(x) = N0 exp

[
e V (x)

kBT

]

⇒ dNe
dx

=
e

kBT
× dV

dx
×N0 exp

[
e V (x)

kBT

]

︸ ︷︷ ︸

Ne(x)

c’est-à-dire, en remarquant que :

~Ec = −−−→
gradV ⇒ Ec ~ux = − dV

dx
~ux ⇒ dV

dx
= −Ec(x)

il ressort que :
dNe
dx

= − e

kBT
Ne(x)Ec(x) (120)

À l’équilibre, les électrons cessent de se déplacer, ce qui signifie que :

~e = ~0 ⇒ ~der + ~diff = ~0 ⇒ ~der = −~diff = −jdiff ~ux

où jdff est donné par la loi de Fick (118) :

jdiff = −D dNe
dx

=
De

kBT
Ne(x)Ec(x)

Finalement :

~der = − De

kBT
Ne(x)Ec(x) ~ux = − De

kBT
Ne(x) ~Ec(x)
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On montre, en électrocinétique, que :

~der = ρm ~vder

où ρm = Ne(x) désigne la densité volumique des porteurs mobiles de charge (ici
les électrons). Il s’ensuit que :

~der = Ne(x)~vder = −Ne(x)µ ~Ec car ~vder = −µ ~Ec

La comparaison avec le résultat précédent fournit alors :

~der = −µNe(x) ~Ec = − De

kBT
Ne(x) ~Ec ⇒ µ =

De

kBT

6. Des questions précédentes, il ressort qu’un courant électrique, de densité ~e, prend
naissance sous l’influence :

• de la diffusion, conformément à la loi de Fick :

~diff = −D ∂Ne
∂x

~ux

• du champ électrique ~Ec :

~der = −Ne(x)µ ~Ec = − De

kBT
Ne(x) ~Ec

Ce faisant :

~e = ~diff + ~der = −D ∂Ne
∂x

~ux −
De

kBT
Ne(x) ~Ec

7. En régime permanent,
∂N+

D

∂t
= 0 donne à la relation fournie par l’énoncé la forme :

∂N+
D

∂t
= α I(x)

[
ND −N+

D (x)
]
− β N+

D (x)Ne(x) = 0

où ND ≫ N+
D (x) conduit à :

α I(x)ND − β N+
D (x)Ne(x) = 0 (121)

En outre, puisqueN+ etNe ne dépendent pas du temps t en régime permanent, des
équations (119) et (120) on déduit que :

dEc

dx
=
e

ε

[
N+
D (x)−NA −Ne(x)

]

dNe

dx
= − e

kBT
Ne(x)Ec(x)

8. Si I(x) est uniforme : m = 0 ⇒ I(x) = I0, le phénomène de polarisation décrit
dans la question 2. ne peut se produire, auquel cas :

~Ec = ~0
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En outre, la solution uniforme des équations ci-dessus s’obtient en posant
dEc
dx

= 0

(car Ec = 0) et
dNe
dx

= 0 (pour les mêmes raisons). La première de ces équations

fournit ainsi :
N+
D = NA +Ne

De plus, l’équation (121) impose :

αI0ND = βN+
DNe ⇒ αI0ND = β (NA +Ne) Ne

L’hypothèse NA ≫ Ne a pour conséquence :

NA +Ne ≃ NA ⇒ αI0ND ≃ βNANe ⇒ Ne ≃
αI0ND
NA

Ce faisant :

Ne ≪ NA ⇒ αI0ND
NA

≪ NA ⇒ I0 ≪ N2
A

αND

• 179 Concours de l’École de l’air

1. Libre parcours moyen

(a) Considérons un cylindre, de rayon R =
d

2
, dont l’axe Ox passe par le centre

d’une molécule Pi immobile, et de hauteur v0 ∆t.

R

v0

d=2R

Pi

v0 ∆t

v0

R

R

R
d=2R

P1
C1

xO

La particule P1, de centre C1, peut atteindre Pi pendant ∆t si C1 appartient au
cylindre de hauteur v0 ∆t et de section πd2, c’est-à-dire de volume :

∆V = v0πd
2 ∆t

(b) Si v0 ∆t vaut L, cela signifie que le volume ∆V contient exactement une molé-
cule (c’est-à-dire deux demi-sphères) ; ∆V vaut alors Lπd2. Or, le nombre de
molécules par unité de volume est défini par :

n0 =
1

∆V
=

1

Lπd2
⇒ L =

1

n0πd2
(122)

(c) Le résultat (122) suppose que :

• toutes les molécules comme P1 possèdent une vitesse ~v0 dirigée vers Pi.
Or, l’isotropie éventuelle du milieu conduirait plutôt à supposer que seul
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1

6
de ces molécules présente une vitesse ~v0 orientée convenablement, bien

qu’appartenant à ∆V .

• les particules Pi, supposées immobiles, ne doivent pas rentrer dans le cal-
cul du nombre δN = v0 ∆t de particules dans le volume ∆V .

C’est pourquoi des calculs probabilistes conduiraient au résultat :

L =
1√
2
× 1

n0πd2

inférieur à celui (122) trouvé précédemment.

2. Diffusion

(a) Considérons une surface S, située à l’abscisse x, traversée par δN+ molécules
dans le sens de ~ex et par δN− molécules dans le sens inverse, pendant dt :

x+Lx

S

L=vc dt
x-L

δN+

δN -

ex

L=vc dt

Si l’on suppose que toutes les molécules se déplacent librement sur un parcours
L, à une vitesse vc, pendant dt, seul le sixième des molécules situées dans
les volumes δV = vc S dt, de part et d’autre de S, ont des vecteurs vitesse
~vc orientés correctement pour traverser S. En effet, des six directions et sens
possibles pour ~vc, un seul permet à une molécule de se diriger vers S. C’est
pourquoi S est traversé, dans le sens et la direction de ~ex, par un nombre global
de molécules :

δN = δN+ − δN− avec







δN+ =
1

6
n(x− L, t) δV

δN− =
1

6
n(x+ L, t) δV

⇒ δN =
1

6
× vc × [n(x− L, t)− n(x+ L, t)]× S dt

⇒ δN

dt
=
vc
6

× [n(x− L, t)− n(x+ L, t)]× S

En orientant le vecteur surface ~S dans le sens de ~ex : ~S = S ~ex, il apparaît que :

δN

dt
= ~ · ~S avec ~ =

vc
6

× [n(x− L, t)− n(x+ L, t)] ~ex (123)

(b) La loi de Fick stipule que :

~ = −D ∂n

∂x
~ex
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où D est le coefficient de diffusion des molécules. Or :

n(x− L, t) ≃ n(x, t)− L
∂n

∂x
et n(x+ L, t) ≃ n(x, t) + L

∂n

∂x

permet d’écrire le résultat (123) sous la forme :

~ = −vcL
3

∂n

∂x
~ex ⇒ D =

vcL

3

3. Influence du champ de pesanteur sur la diffusion : la sédimentation

(a) Chaque particule, de masse m, est soumise à :

• son poids ~P = m~g = −mg~ex, si ~ex désigne un vecteur unitaire directeur
de l’axe Ox ascendant ;

• la poussée d’Archimède ~A. Or, chaque particule, de volume V , présente
une masse m = ρPV , et déplace le même volume de liquide, de masse
mℓ = ρV . C’est pourquoi :

∥
∥
∥ ~A
∥
∥
∥ = ρV g = m

ρ

ρP
g ⇒ ~A = m

ρ

ρP
g ~ex

• la force de frottement :

~Ff = −6πηR~v = −6πηRv ~ex

La loi fondamentale de la dynamique conduit à :

m
d~v

dt
= ~P + ~A+ ~Ff =

(

m
ρ

ρP
g −mg

)

~ex − 6πηR~v

⇒ m
d~v

dt
= m

(
ρ

ρP
− 1

)

g ~ex − 6πηR~v

(b) Cette équation différentielle montre que ~v admet une limite ~vL telle que :

d~vL
dt

= ~0 ⇒ 6πηR~vL = m∗g ~ex avec m∗ = m

(
ρ

ρP
− 1

)

⇒ ~vL =
m∗g

6πηR
~ex

Or, en remarquant que ρP > ρ ⇒ m∗ < 0, on constate qu’il existe un réel
positif vL tel que :

~vL = −vL ~ex avec vL =
mg

6πηR

(

1− ρ

ρP

)

=
m∗g

6πηR
(124)

(c) Le résultat précédent montre que la gravitation est responsable de la chute des
particules, avec une vitesse vL.
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Pendant la durée dt, seule les particules situées dans le vo-
lume δV = S × vL dt peuvent traverser la surface S vers
le bas. En notant n = n(x, t) la concentration particulaire à
l’altitude x, ce nombre de particules :

δN1 = n× δV = nSvL dt x
δV

vL

vL dt

S

est associé à un flux ~1 tel que :

δN1

dt
= ~1 · S ~ex ⇒ ~1 = −nvL ~ex = n~vL

(d) Conformément à la loi de Fick, le gradient de concentration n est à l’origine
d’un flux de particules, de densité :

~2 = −D−−→
gradn⇒ ~2 = −D ∂n

∂x
~ex

(e) Compte tenu de ce qui précède, un flux global ~ = ~1+~2 de particules traverse
la surface S pendant dt. Or, lorsque l’équilibre de sédimentation est atteint :

~ = ~0 ⇒ ~1 + ~2 = ~0 ⇒ −D ∂n

∂x
− n vL = 0 ⇒ ∂n

∂x
+
vL
D
n = 0

(f) L’équation caractéristique associée à cette équation différentielle :

X +
vL
D

= 0 ⇒ X = −vL
D

montre que la solution générale se met sous la forme :

n = A eX ⇒ n = A e−x/H où H =
D

vL
=

6πηRD

m∗g
(125)

Dans le volume δV = S dx, situé à l’altitude x, se trouvent δN = n δV parti-
cules, c’est-à-dire :

δN = AS e−x/H dx particules.

Aussi, l’ensemble de la colonne de liquide, de hauteur h, contient N particules,
avec :

N = AS

∫ h

0

e−x/H dx = −ASH ×
(

e−h/H − 1
)

soit, en tenant compte des expressions (125) et (124) de vL :

N =
ASD

vL
×
(

1− e−
vLh

D

)

⇒ A =
NvL
SD

× 1

1− exp

(

−vLh
D

) avec vL =
m∗g

6πηR
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• 180 Lycée La Martinère Mon Plaisir, Lyon

I-

1. Soit δn le nombre de moles d’une espèce traversant une surface d’aire S pendant
dt. Le flux de matière est défini par :

δn

dt
= Jm S (126)

où Jm vérifie la loi de Fick :

Jm = −D ∂c

∂x
(127)

La définition (126) fournit :

Jm =
1

S

δn

dt
⇒ [Jm] =

1

[S]
× [n]

[t]
=

1

m2
× mol

s

⇒ [Jm] = mol · m−2 · s−1

tandis que la loi de Fick conduit à :

[Jm] = [D]× [c]

[x]
⇒ mol · m−2 · s−1 = [D]× mol · m−3

m

⇒ [D] = m2 · s−1

2. Une tranche comprise entre x et x+ dx :
• reçoit, pendant dt, un nombre δne de moles de molécules,

tel que :

δne
dt

= Jm(x, t)S ⇒ δne = Jm(x, t)S dt

• perd, pendant dt, un nombre δns de moles de molécules,
tel que :

x x+dx

S
δne δns

δns
dt

= Jm(x+ dx, t)S =

[

Jm(x, t) +
∂Jm
∂x

dx

]

S

⇒ δns =

[

Jm(x, t) +
∂Jm
∂x

dx

]

× S dt

Aussi, pendant dt, cette tranche reçoit globalement un nombre d2n de molécules :

d2n = δne − δns = −∂Jm
∂x

× S dxdt = −∂Jm
∂x

× dV dt

où dV = S dx désigne le volume de la tranche. En outre, conformément à la loi
de Fick :

Jm = −D ∂c

∂x
⇒ d2n = D

∂2c

∂x2
× dV dt
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Or, cette accumulation est responsable de l’augmentation du nombre n de molé-
cules dans le volume dV :

d2n = dV dc = dV × ∂c

∂t
dt

d’où il découle que :

dV × ∂c

∂t
dt = D

∂2c

∂x2
× dV dt⇒ ∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
(128)

3. En régime permanent :

∂c

∂t
= 0 ⇒ d2n = 0 ⇒ ∂2c

∂x2
= 0

Cette équation montre l’existence de deux constantes a et b telles que :

∂c

∂x
= a⇒ c(x) = ax+ b (129)

qui peuvent être déduites des conditions aux limites :

{
c(0) = c1
c(L) = c2

⇒
{
c1 = b
c2 = aL+ b

⇒







b = c1

a =
c2 − c1

L

Ce faisant, on obtient :

c(x) =
c2 − c1
L

x+ c1

tandis que la loi de Fick (127) indique que :

Jm = −D ∂c

∂x
⇒ Jm =

D

L
× (c1 − c2) (130)

II-

1. Le volume de la couche limite étant négligeable, l’iode se trouve dans le volume
v1 = Sh1, à la concentration c1 et dans le volume v2 = Sh2 à la concentration c2.
Aussi, la quantité totale de molécules d’iode que contient le bécher vaut :

n(t) = c1V1 + c2V2 = c1Sh1 + c2Sh2

Or, cette quantité ne varie pas dans le temps et prend donc la même valeur qu’à
l’instant initial :

n(t = 0) = c0Sh2

Il s’ensuit que :

c1h1 + c2h2 = c0h2 (131)

2. Les flux de molécules se produisent dans les couches limites, où les concentrations
ne sont pas uniformes. Conformément au résultat (130) :
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• pendant dt, un nombre dn de molécules quitte l’eau, tel que :

dn

dt
= JmS =

D2S

L2
(c2 − c∗2) (132)

• pendant dt, le même nombre de molécules arrive dans la couche limite du
benzène :

dn

dt
= JmS =

D1S

L1
(c∗1 − c1) (133)

Dans la couche limite de l’eau, la concentration c(x) varie de c(−L2) = c2 à
c(0) = c∗2, conformément à la loi (129) :

c(x) = ax+ b

avec :
{
c(−L2) = c2
c(0) = c∗2

⇒
{
c2 = −aL2 + b
b = c∗2

⇒ a =
c∗2 − c2
L2

⇒ c(x) =
c∗2 − c2
L2

x+ c∗2 pour − L2 < x < 0

De même, dans la couche limite du benzène, la concentration c(x) varie de
c(0) = c∗1 à c(L1) = c1, suivant la loi linéaire (129), avec :

{
c(0) = c∗1
c(L1) = c1

⇒
{
b = c∗1
c1 = aL1 + b

⇒







b = c∗1

a =
c1 − c∗1
L1

⇒ c(x) =
c1 − c∗1
L1

x+ c∗1 pour L1 > x > 0

Ces deux expressions de c(x) confirment l’existence de segments de droites dé-
croissantes dans les couches limites.

3. (a) En choisissant h2 = h, h1 =
h

10
, D1 = D2 = D, L2 = L et L1 =

L

10
, les

équations (131), (132) et (133) deviennent :

c1h1 + c2h2 = c0h2 ⇒ c1
h

10
+ c2h = c0h⇒ c1 + 10 c2 = 10 c0 (134)

et :
dn

dt
=
D2S

L2
(c2 − c∗2) =

D1S

L1
(c∗1 − c1)

⇒ DS

L
(c2 − c∗2) =

DS × 10

L
(c∗1 − c1)

⇒ c2 − c∗2 = 10 c∗1 − 10 c1



Thermodynamique 1009

où c∗1 = K c∗2 conduit :

c2 − c∗2 = 10K c∗2 − 10 c1 ⇒ (1 + 10K) c∗2 = c2 + 10 c1 (135)

(b) L’équation (134) fournit :

c1 = 10 c0 − 10 c2

de sorte que l’équation (135) s’écrit aussi :

(1 + 10K) c∗2 = c2 + 100 c0 − 100 c2 (136)

⇒ c∗2 =
100 c0 − 99 c2

1 + 10K
(137)

⇒ c∗1 = K c∗2 =
100Kc0 − 99Kc0

1 + 10K
(138)

4. Si n2 = c2V2 = c2 Sh2 désigne le nombre de moles d’iode présentes dans l’eau,
son accroissement dn dans le benzène s’accompagne d’une diminution de n2 :

dn2 = −dn⇒ dn

dt
= − dn2

dt
= −Sh2

dc2
dt

Aussi, l’identité (132) devient :

dn

dt
=
D2S

L2
(c2 − c∗2) ⇒ −Sh2

dc2
dt

=
D2S

L2
(c2 − c∗2)

où le résultat (137) fournit :

c2 − c∗2 = c2 −
100 c0 − 99 c2

1 + 10K
=

(100 + 10K) c2 − 100 c0
1 + 10K

tandis que : h2 = h et L2 = L. Ce faisant :

−10h
dc2
dt

=
D

L
× (100 + 10K) c2 − 100 c0

1 + 10K

conduit à l’équation différentielle vérifiée par c2(t) :

h
dc2
dt

+
D

L
× 100 + 10K

1 + 10K
c2 =

100Dc0
L (1 + 10K)

Il apparaît ainsi une constante de temps τ telle que :

dc2
dt

+
1

τ
c2 =

100Dc0
hL (1 + 10K)

avec τ =
Lh

D
× 1 + 10K

100 + 10K

5. Soit f =
c2
c0

la fonction solution de l’équation différentielle :

df

dt
+

1

τ
f =

100D

hL (1 + 10K)

composée :
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• d’une solution fs de l’équation différentielle dépourvue de son second
membre :

dfs
dt

+
1

τ
fs = 0

dont l’équation caractéristique (X +
1

τ
= 0 ⇒ X = −1

τ
) révèle qu’il existe

une constante A telle que :

fs = A eXt = A e−t/τ

• D’une solution fh homogène au second membre, et donc constante :

dfh
dt
︸︷︷︸

=0

+
1

τ
fh =

100D

hL (1 + 10K)
⇒ fh =

100D

hL (1 + 10K)
× hL

D
× 1 + 10K

100 + 10K

=
10

10 +K

Aussi, la solution générale de l’équation différentielle :

f =
c2
c0

= fh + fs =
10

10 +K
+A e−t/τ

comporte une constante A qui est ajustée à la valeur initiale de c2 :

c2(t = 0) = c0 ⇒ 1 =
10

10 +K
+A⇒ A =

K

10 +K

Ainsi :

c2
c0

=
10

10 +K
+

K

10 +K
e−t/τ

Quant à la relation (134), elle founit :

c1 + 10 c2 = 10 c0 ⇒ c1
c0

= 10

(

1− c2
c0

)

= 10×
(

1− 10

10 +K
− K

10 +K
e−t/τ

)

⇒ c1
c0

=
10K

10 +K
− 10K

10 +K
e−t/τ

6. Application numérique.
Ces deux derniers résultats permettent le calcul de :

lim
t→∞

(
c2
c0

)

=
10

10 +K
=

10

10 + 500
⇒ lim

t→∞

(
c2
c0

)

= 19,6.10−2 ≃ 0,2

et :

lim
t→∞

(
c1
c0

)

=
10K

10 +K
=

10× 500

10 + 500
⇒ lim

t→∞

(
c1
c0

)

= 9,8
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En outre, le rapport
c2
c1

prend la valeur 0,5 à une date t1 telle que :

10 +K e−t1/τ

10K − 10K e−t1/τ
= 0,5 ⇒ 10 +K e−t1/τ = 5K − 5K e−t1/τ

⇒ 6K e−t1/τ = 5K − 10

⇒ t1 = τ ln

(
6K

5K − 10

)

avec τ =
Lh

D
× 1 + 10K

100 + 10K

Application numérique :

t1 =
2.10−3 × 5.10−2

2.10−9
× 5 001

5100
×ln

(
3 000

2 490

)

⇒ t1 = 9136 s = 2 h 36 min 16 s

• 181 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Le piston est soumis à trois forces :

• son poids : ~P = m~g = −mg~ez ;

• la force de pression atmosphérique :

~fa = −pas~ez

• la force de pression exercée par le gaz :

pa

s

z

f

P p

ez

fa

~f = ps~ez =
nRT0
V

s~ez =
nRT0
z

~ez car pV = nRT0 et V = sz

dont la résultante :

~F = ~f + ~fa + ~P =

(
nRT0
z

− pas−mg

)

~ez

est nulle à l’équilibre. Ce dernier est donc atteint pour une valeur ze de z telle que :

nRT0
ze

= pas+mg ⇒ ze =
nRT0

pas+mg
(139)

2. L’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de sa température (conformément
à la première loi de Joule) :

U = CV T + U0 où U0 est constant

tandis que son entropie vaut :

S(T, V ) =
nR

γ − 1
ln
(
TV γ−1

)
+ S0 =

nR

γ − 1
lnT + nR lnV + S0 avec

nR

γ − 1
= CV

⇒ S(T, V ) = CV lnT + nR lnV + S0 (S0 = cte)
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3. Le gaz est soumis au poids ~P = −mg~ez du piston et à la force de pression
~fa = −pas~ez . La force résultante :

~F0 = −(mg + pas)~ez

est associée à une pression p0, définie par :

~F0 = −p0s~ez ⇒ p0 = pa +
mg

s

Aussi, en notant V = sz, la fonction G∗ peut s’écrire :

G∗ = U − T0S + p0V

= CV T + U0 − T0CV lnT − nRT0 ln(sz)− T0S0 +
(

pa +
mg

s

)

× sz

c’est-à-dire, en posant G∗
0 = U0 − T0S0 :

G∗(T, z) = CV T − T0CV lnT − nRT0 ln(sz) + (spa +mg) z +G∗
0

4. La variation de la fonction G∗ = U − T0S + p0V vaut :

dG∗ = dU − T0 dS + p0 dV

où, lorsque le gaz reçoit une chaleur δQ, un travail δW = −p0 dV des forces
extérieures de pression et un travail δW ′ des forces autres que celles de pression :

dU = δQ− p0 dV + δW ′ ⇒ dG∗ = δQ− T0 dS + δW ′

Or, l’inégalité de Clausius impose :

dS >
δQ

T0
⇒ δQ 6 T0 dS ⇒ dG∗

6 δW ′

Notamment, dans le cas étudié ici :

δW ′ = 0 ⇒ dG∗
6 0

ce qui montre que lors d’une évolution monotherme (T0) et monobare (p0), la fonc-
tion G∗ décroît ; l’équilibre est alors atteint lorsque G∗ est minimum, ce qui est
caractéristique d’un potentiel thermodynamique.
En revanche, la variation de la fonction F ∗ = U − T0S :

dF ∗ = dU − T0 dS = δQ− p0 dV + δW ′ − T0 dS

avec :
δQ 6 T0 dS ⇒ dF ∗

6 −p0 dV + δW ′

est conditionnée par :

dF ∗
6 −p0 dV car δW ′ = 0

Ce résultat ne permet pas de conclure quant à la variation (augmentation ou dimi-
nution) de F ∗, il s’agit là d’une fonction mal adaptée au problème.
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5. Compte tenu de ce qui précède, la position d’équilibre est atteinte pour une valeur
ze de z telle que :

dG∗ =

(
∂G∗

∂T

)

z

dT +

(
∂G∗

∂z

)

T

dz = 0

pour toute valeur de dT et de dz. Cette condition impose :
(
∂G∗

∂z

)

(T0, ze)

= 0 ⇒ −nRT0
ze

+ (spa +mg) = 0 ⇒ ze =
nRT0

spa +mg

Ce résultat est heureusement compatible avec la relation (139) établi par la méca-
nique.

En outre, l’équilibre est stable si G∗(ze, T0) représente un minimum de G∗(z, T0),
vers lequel G∗ tendra au cours de toute évolution. Or :

∂2G

∂z2
=
nRT0
z2e

> 0

suffit à montrer queG∗(ze, T0) est un minimum de la fonctionG∗(T, z) ; la position
d’équilibre est stable.

• 182 Concours Commun Polytechnique

1. La variation ∆G∗ = ∆U − T0∆S + p0∆V est accessible à partir de celle de
l’énergie interne :

∆U = Q+W

où le travail reçu entre l’état initial (A) et l’état final (B) vaut :

W = −
∫ B

A

pext dV = −
∫ B

A

p0 dV = −p0 ∆V

et où la chaleur reçue par le gaz vérifie l’inégalité de Clausius :

∆S >
Q

T0
⇒ Q 6 T0 ∆S

⇒ ∆U 6 T0 ∆S − p0 ∆V

⇒ ∆G∗
6 (T0 ∆S − p0 ∆V )− T0 ∆S + p0 ∆V

⇒ ∆G∗
6 0

Cette inégalité montre que lors d’une évolution monotherme et monobare la fonc-
tion G∗ ne peut que décroître ; l’égalité ∆G∗ = 0 n’est vérifiée que lorsque l’équi-
libre est atteint. C’est pourquoi G∗ = U − T0S + p0V est un potentiel thermody-
namique adapté au système.

2. L’énergie interne du gaz parfait ne dépend que de sa température :

U = CV T + U0 (U0 = cte)



1014 Chapitre 6

tandis que son enttropie peut s’exprimer en fonction de T , p et d’une constante S0 :

S =
nR

γ − 1
ln
(
T γp1−γ

)
+ S0 =

nRγ

γ − 1
lnT − nR ln p+ S0

= Cp lnT − nR ln p+ S0

Enfin, l’équation d’état du gaz parfait :

pV = nRT ⇒ V =
nRT

p

permet de trouver l’expression du potentiel thermodynamique :

G∗ = U − T0S + p0V

= CV T + U0 − CpT0 lnT + nRT0 ln p− T0S0 + nRT
p0
p

soit encore, en posant G∗
0 = U0 − T0S0 :

G∗(T, p) = CV T − CpT0 lnT + nRT0 ln p+ nRT
p0
p

+G∗
0

En outre, l’équilibre du gaz est atteint lorsque G∗(T, p) est minimum, c’est-à-dire
lorsque :

dG∗ =

(
∂G∗

∂T

)

p

dT +

(
∂G∗

∂p

)

T

dp

s’annule quelles que soient les valeurs de dT et dp, ce qui impose :
(
∂G∗

∂p

)

(Tf , pf )

= 0 ⇒ nRT0
pf

− nRTfp0
p2f

= 0 (140)

⇒ nRTf
pf

(
T0
Tf

− p0
pf

)

= 0 (141)

⇒ T0
Tf

=
p0
pf

(142)

et : (
∂G∗

∂T

)

(Tf , pf )

= 0 ⇒ CV − CpT0
Tf

+ nR
p0
pf

= 0

c’est-à-dire, compte tenu de l’équation (142) :

CV − CpT0
Tf

+
nRT0
Tf

=
CV Tf − (Cp − nR)T0

Tf
= 0

où la relation de Mayer conduit à :

Cp − CV = nR⇒ Cp − nR = CV ⇒ CV
Tf

(Tf − T0) = 0 ⇒ Tf = T0

Ce faisant, l’équation (142) devient :
p0
pf

= 1 ⇒ pf = p0
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3. Les définitions de U = CV T + U0 et de S = Cp lnT − nR ln p+ S0 conduisent
à poser :

F ∗ = U − T0S = CV T − T0Cp lnT + nRT0 ln p+ U0 − T0S0

Entre l’état initial (T0, p1 = 2p0) et l’état final (T0, p0), la fonction F ∗ est donc
passée de

F ∗(T0, 2p0) = CV T0 − T0Cp lnT0 + nRT0 ln(2p0) + U0 − T0S0

à :
F ∗(T0, p0) = CV T0 − T0Cp lnT0 + nRT0 ln p0 + U0 − T0S0

ce qui représente une variation :

∆F ∗ = F ∗(T0, p0)− F ∗(T0, 2p0) ⇒ ∆F ∗ = −nRT0 ln 2 < 0

• 183 Concours Centrale - Sup’élec

I- Loi de Laplace

Si r1 > r2, la loi de Laplace prévoit que :

4σ

r1
<

4σ

r2
⇒ p1 − p0 < p2 − p0 ⇒ p1 < p2

Aussi, la surpression qui apparaît dans la bulle la plus petite provoque le déplacement
de l’air vers la bulle la plus grande :

la petite bulle se « vide » dans la plus grande.

II- Approche quantitative

1. Un potentiel thermodynamique est une fonction d’état d’un système qui devient
minimum lorsque ce système atteint une position d’équilibre.

2. Au cours d’une évolution monotherme (T ) et monobare (p0), le système ne reçoit
de l’extérieur que le travail δW = −p0 dV et la chaleur δQ, soumise à l’inégalité
de Clausius :

δQ 6 T dS

Aussi, l’énergie interne de ce système varie de la quantité :

dU = δQ+ δW 6 −p0 dV + T dS

de sorte que la fonction G∗ = U − TS + p0V varie de :

dG∗ = dU − T dS + p0 dV 6 (−p0 dV + T dS)− T dS + p0 dV

⇒ dG∗
6 0

Cette inégalité suffit à montrer queG∗ est un potentiel thermodynamique : au cours
d’une transformation monobare et monotherme G∗ décroît.
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3. (a) Le système étudié comporte quatre parties : les deux gaz et les membranes
savonneuses. Aussi, l’énergie interne de ce système vaut :

U = U1 + U2 + Um1 + Um2

⇒ dU = dU1 + dU2 + dUm1 + dUm2

⇒ dU = dU1 + dU2 + T dSm1 + σ dΣm1 + T dSm2 + σ dΣm2

Quant à son entropie et son volume, ils valent :

S = S1 + S2 + Sm1 + Sm2 ⇒ T dS = T dS1 + T dS2 + T dSm1 + T dSm2

et :
V = V1 + V2 + Vm1 + Vm2 ⇒ p0 dV ≃ p0 dV1 + p0 dV2

en supposant constants les volumes d’eau savonneuse. C’est pourquoi :

dG∗ = dU − T dS + p0 dV

c’est-à-dire :

dG∗ = dU1 + dU2 − T dS1 − T dS2 + p0 ( dV1 + dV2) + σ dΣm1 + σ dΣm2

(143)

(b) Compte tenu des relations fournies par l’énoncé :

p0 = p1 −
4σ

r1
et p0 = p2 −

4σ

r2

il s’ensuit que :

p0 dV1 + p0 dV2 = p1 dV1 + p2 dV2 − 4σ
dV1
r1

− 4σ
dV2
r2

avec :

Vi =
4

3
πr3i ⇒ dVi = 4πr2i dri ⇒ 4σ

dVi
ri

= 16σπri dri

En outre :
Σmi = 8πr2i ⇒ dΣmi = 16πri dri

De ce fait, l’identité (143) devient :

dG∗ = dU1 + dU2 − T dS1 − T dS2 + p1 dV1 + p2 dV2

−16σπr1 dr1 − 16σπr2 dr2 + 16σπr1 dr1 + 16σπr2 dr2

c’est-à-dire, après simplification :

dG∗ = dU1 + dU2 − T dS1 − T dS2 + p1 dV1 + p2 dV2 (144)

(c) La définition de l’enthalpie libre :

Gi = Ui − TSi + piVi ⇒ dGi = dUi − T dSi − Si dT + pi dVi + Vi dpi

associée à la différentielle fournie par l’énoncé :

dGi = −Si dT + Vi dpi + µi dNi
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conduit à :

dUi − T dSi − Si dT + pi dVi + Vi dpi = −Si dT + Vi dpi + µi dNi

⇒ dUi = T dSi − pi dVi + µi dNi

Ce faisant, la relation (144) s’écrit :

dG∗ = (T dS1 − p1 dV1 + µ1 dN1) + (T dS2 − p2 dV2 + µ2 dN2)

−T dS1 − T dS2 + p1 dV1 + p2 dV2

d’où il s’ensuit que :

dG∗ = µ1 dN1 + µ2 dN2

(d) L’expression du potentiel chimique d’un gaz parfait, rappelée dans l’énoncé :

µi(pi, T ) = RT ln pi + f(T )

conduit à poser :

dG∗ = RT [ dN1 ln p1 + dN2 ln p2] + (dN1 + dN2) f(T )

Or, le système étant fermé, le nombre N = N1 + N2 de moles d’air demeure
constant, si bien que :

dN = dN1 + dN2 = 0 ⇒ dN2 = −dN1 (145)

⇒ dG∗ = RT ln

(
p1
p2

)

× dN1 (146)

4. Les variables p1, p2, r1, r2, N1 et N2 sont liées par :

• la loi de conservation de la matière :

N1 +N2 = cte (147)

• l’équation d’état des gaz parfaits :

p1V1 = N1RT ⇒ p1 ×
4

3
πr31 = N1RT

p2V2 = N2RT ⇒ p2 ×
4

3
πr32 = N2RT

• la loi de Laplace :

p1 = p0 +
4σ

r1
et p2 = p0 +

4σ

r2

De la loi de Laplace, il découle que :

pi = p0 +
4σ

ri
⇒ dpi

dri
= −4σ

r2i
< 0 (148)



1018 Chapitre 6

tandis que l’équation d’état des gaz parfaits conduit à :

NiRT = pi ×
4

3
πr3i =

(

p0 +
4σ

ri

)

× 4

3
πr3i

=
4

3
π
(
p0r

3
i + 4σr2i

)

⇒ dNi
dri

=
4π

3RT

(
3p0r

2
i + 8σri

)
> 0

Ce faisant, quand r1 croît :

• p1 diminue, conformément à la relation (148) :
dp1
dr1

< 0 ;

• N1 augmente car
dN1

dr1
> 0 ;

• N2 diminue, en vertu de la loi (147) : N1 +N2 = cte ;

• r2 diminue aussi car
dN2

dr2
> 0 ;

• p2 augmente, selon la relation (148) :
dp2
dr2

< 0.

5. Compte tenu de la loi de Laplace :

r1 > r2 ⇒ p0 +
4σ

r1
< p0 +

4σ

r2
⇒ p1 < p2

Ce faisant, la relation (146) :

dG∗ = RT ln

(
p1
p2

)

× dN1 6 0

doit être vérifiée pour ln

(
p1
p2

)

< 0, ce qui n’est possible que si dN1 > 0 . Ainsi,

lorsque r1 > r2, N1 augmente au détriment de N2 : la petite bulle se « vide » dans
la grande.
En revanche, si r1 = r2, la loi de Laplace montre que p1 = p2, de sorte que :

∂G∗

∂N1
= RT ln

(
p1
p2

)

= 0

ce qui signifie que G∗ est minimum ; l’équilibre est atteint.

• 184 Concours INA - ENSA

1. Étant en contact avec un milieu de pression extérieure pext = p0, le système reçoit
un travail :

δW = −pext dV = −p0 dV

de sorte que son énergie interne varie de la quantité :

dU = δQ+ δW = δQ− p0 dV
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Or, conformément à l’inégalité de Clausius, la variation d’entropie dS de ce sys-
tème vérifie :

dS >
δQ

T0
⇒ δQ 6 T0 dS ⇒ dU 6 T0 dS − p0 dV

C’est pourquoi la variation de la fonction G∗ = U + p0V − T0S vaut :

dG∗ = dU + p0 dV − T0 dS 6 (T0 dS − p0 dV ) + p0 dV − T0 dS

⇒ dG∗
6 0

2. L’enthalpie libre du système :

G = gL

(
4

3
πR3 − 4

3
πr3
)

+ gS × 4

3
πr3

varie de la quantité :
dG = 4π r2 dr × (gS − gL)

où gL > gS . Ce faisant, l’inégalité dG 6 0 ne peut être satisfaite qu’à condition
que dr > 0 , c’est-à-dire que :

le rayon r du cristal de glace augmente jusqu’à atteindre la valeur R ; le
système est alors totalement solide.

3. (a) Soit la fonction :

G(r) =
4

3
πR3gL +

4

3
πr3 × (gS − gL) + 4πr2A

dont la dérivée par rapport à r vaut :

dG

dr
= 4πr2 × (gS − gL) + 8πrA = 4πr × [(gS − gL) r + 2A]

et s’annule pour les valeurs :

r0 = 0 et rB =
2A

gL − gS
> 0

En outre :
d2G

dr2
= 8πr × (gS − gL) + 8πA

montre que :

d2G

dr2

∣
∣
∣
∣
r0

= 8πA > 0 et
d2G

dr2

∣
∣
∣
∣
rB

= −8πA < 0

c’est-à-dire qu’aux valeurs r = r0 = 0 et r = rB , la fonction G est respective-
ment minimum et maximum.
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r
0 rB

G

E

F

G(0)

B

G(R)

R

Cette courbe révèle que E et F sont des états d’équilibre stables. Cependant
l’équillibre instable B ne peut réellement être atteint qu’à condition que
R > rB , c’est-à-dire :

R >
2A

gL − gS

(b) Déterminons, au préalable, les expressions de G en E, B et F :

GE = G(r = 0) =
4

3
πR3gL

GB = G(r = rB) = gL × 4

3
πR3 + (gS − gL)×

4

3
πr3B + 4πAr2B

=
4

3
πR3gL + 4πr2B

[
gS − gL

3
rB +A

]

=
4

3
πR3gL + 4π

(
2A

gL − gS

)2

×
[
gS − gL

3
× 2A

gL − gS
+A

]

=
4

3
πR3gL + 4π × 4A2

(gL − gS)
2 ×

(

−2A

3
+A

)

soit encore :

GB =
4

3
πR3gL +

16πA3

3 (gL − gS)
2

et enfin :

GF = G(r = R) = gS × 4

3
πR3 + 4πR2A

À partir de ces résultats, il est possible de calculer :

∆Ga = GB −GE =
16πA3

3 (gL − gS)
2

et :

∆G′
a = GB −GF =

4

3
πR3 (gL − gS) +

16πA3

3 (gL − gS)
2 − 4πR2A

Si ∆Ga et ∆G′
a sont importants, l’état E est stable. Aussi, pour que l’état E

soit métastable, il faut que ∆Ga soit assez faible, d’où il découle que :

∆G′
a =

4

3
πR3 (gL − gS) + ∆Ga − 4πR2A

≃ 4

3
πR3 (gL − gS)− 4πR2A
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En outre, pour que l’état F soit atteint par le système, il doit être plus stable que
l’état B, ce qui s’exprime par :

∆G′
a > 0 ⇒ 4πR2

[
R

3
(gL − gS)−A

]

> 0

⇒ R >
3A

gL − gS

4. (a) L’eau surfondue existe car l’état E correspondant est stable.

(b) L’agitation apporte au système une énergie nécessaire au franchissement de
∆Ga = GB −GE . Ce faisant, le sysème peut atteindre l’état B, d’où il rejoint
l’état F ; tout le système se solidifie alors.

Remarque – L’apport d’un germe de glace aurait le même effet, car un mor-
ceau de glace dans ce système serait caractérisé par r 6= 0 (si r > rB , le sys-
tème se solidifie).

(c) La surfusion permet d’expliquer comment agissent les pluies verglaçantes : de
l’eau froide (à une température inférieure à 0˚C) atteint le sol sous forme li-
quide. Le choc avec le sol apporte l’énergie nécessaire au passage de l’eau de
son état métastable à son état stable : la glace.

• 185 Concours des Mines

1. Soient vg et vℓ les volumes massiques de la phase gazeuse et de la phase liquide
d’un corps pur. La pression psat d’équilibre entre ces deux phases, à la température
T , vérifie la formule de Clapeyron :

ℓv = T (vg − vℓ)
dpsat

dT

Compte tenu de la densité du gaz et de celle du liquide, il est possible de négliger
vℓ devant vg :

ℓv ≃ Tvg
dpsat

dT
(149)

En outre, une quantité ng de moles de vapeur saturante (de masse mg = ngM ), à
la température T et à la pression psat, occupant le volume Vg , se comporte comme
un gaz parfait, d’équation d’état :

psatVg = ngRT = mg
RT

M
⇒ vg =

Vg
mg

=
RT

Mpsat

auquel cas l’équation (149) devient :

ℓv =
RT 2

Mpsat

dpsat

dT
⇒ dpsat

psat
=
M

R

ℓv dT

T 2

Notamment, puisqu’à T = T0 = 373 K, psat = p0 = 1 bar :
∫ psat

p0

dpsat

psat
=
M

R

∫ T

T0

ℓv
T 2

dT ⇒ ln

(
psat

p0

)

=
M

R

∫ T

T0

ℓv
T 2

dT (150)
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(a) Lorsque ℓv = ℓ0 est constant, cette équation conduit à :

ln

(
psat

p0

)

=
Mℓ0
R

∫ T

T0

dT

T 2
=
Mℓ0
R

×
(

1

T0
− 1

T

)

⇒ psat = p0 × exp

[
Mℓ0
R

×
(

1

T0
− 1

T

)]

Application numérique : pour T = 423 K :

psat = 1×exp

[
18.10−3 × 2 250.103

8,314
×
(

1

373
− 1

423

)]

⇒ psat(423 K) = 4,68 bar

(b) En choisissant ℓv = α−βT avecα = 3340.103 J · kg−1 et β = 2,93.103 J · kg−1 · K−1,
l’équation (150) devient :

ln

(
psat

p0

)

=
M

R

[
∫ T

T0

α

T 2
dT −

∫ T

T0

β
dT

T

]

=
M

R

[

α

(
1

T0
− 1

T

)

+ β ln

(
T0
T

)]

⇒ psat

p0
= exp

[
αM

R

(
1

T0
− 1

T

)]

× exp

[
βM

R
ln

(
T0
T

)]

soit encore :

psat = p0 ×
(
T0
T

)βM/R

× exp

[
αM

R

(
1

T0
− 1

T

)]

Application numérique :

psat = 1×
(
373

423

) 2,93.103×18.10−3

8,314

× exp

[
3 340.103 × 18.10−3

8,314
×
(

1

373
− 1

423

)]

⇒ psat(423 K) = 4,45 bar

2. Soit Vg le volume occupé par ng moles de vapeur saturante, à la température T1 et
à la pression psat = 4,6 bar :

psatVg = ngRT0 = mg
RT1
M

⇒ Vg = mg ×
RT1
Mpsat

Le volume V0 de l’enceinte contient un volume Vg de gaz et un volume Vℓ de
liquide : V0 = Vg + Vℓ. Aussi, en notant mℓ = m0 −mg la masse de la phase li-
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quide :

Vℓ = mℓvℓ = m0vℓ −mgvℓ ⇒ V0 = mg ×
RT1
Mpsat

+m0vℓ −mgvℓ

⇒ mg

(
RT1
Mpsat

− vℓ

)

= V0 −m0vℓ

⇒ mg =
V0 −m0vℓ

RT1

Mpsat
− vℓ

Application numérique :

mg =
10−3 − 0,1× 10−3

8,314× 423

18.10−3 × 4,6.105
− 10−3

⇒ mg = 2,1.10−3 kg = 2,1 g

et :

mℓ = m0 −mg = 100− 2,1 = 97,9 g

Il aurait été hasardeux d’écrire :

psatV0 = ngRT1 ⇒ ng =
psatV0
RT1

⇒ mg =
psatV0
RT1

×M

car ces équations suggèrent que la phase gazeuse occupe tout le volume V0 de
l’enceinte. Or, les résultats précédents montrent que le volume d’eau liquide n’est
pas négligeable par rapport à celui de la vapeur d’eau.

• 186 Concours Commun Polytechnique

1. Les échanges thermiques Q se réalisant à pression p0 constante, il s’identifient à la
variation d’enthalpie ∆H du système.
Or, l’eau subit la transformation
A(T1, p0) → B(T0, p0), où T0 est inférieur à
la température T1 d’équilibre liquide-vapeur
à la pression p0. C’est pourquoi dans l’état
B l’eau est totalement liquide. En outre, la
transformation A→ B peut se décomposer en
deux étapes :

• liquéfaction de la masse m de gaz, à T1
et p0 ; la variation d’enthalpie du système
vaut :

T (K)

p

GAZ
LIQUIDE

T1  =373

p0

T0

B A

∆H1 = −mℓv

• refroidissement du liquide de T1 à T0 ; la température T de l’eau variant de dT ,
le système reçoit la chaleur :

δQ = mcℓ dT
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c’est-à-dire que l’enthalpie du système varie de :

dH2 = δQ = mcℓ dT ⇒ ∆H2 = mcℓ (T0 − T1)

Finalement, au cours de la transformation A→ B, l’enthalpie de l’eau a varié de :

∆H = ∆H1 +∆H2 = mcℓ (T0 − T1)−mℓv

ce qui signifie que ce système a reçu la chaleur :

Q = ∆H = mcℓ (T0 − T1)−mℓv

Soient Vg et Vℓ les volumes du gaz à T1 et du liquide à T0. La pression extérieure
p0 exerce un travail :

δW = −p0 dV ⇒W = −p0 (Vℓ − Vg)

où les volumes massiques du liquide et du gaz sont définis par :

vℓ =
Vℓ
m

⇒ Vℓ = mvℓ et vg =
Vg
m

⇒ Vg = mvg

Il s’ensuit que :

W = −p0m (vℓ − vg)

2. La transformation A→ B peut être décomposée en :

• une étape de liquéfaction (en A) à la température T1 constante. Au cours de
cette transformation (réversible), le gaz reçoit la chaleur :

Q1 = −mℓv

à laquelle est associée une variation d’entropie :

∆S1 = −mℓv
T1

• une étape de refroidissement du liquide, de la température T1 à la température
T0. Pour que cette transformation soit réversible, il convient de maintenir la
température extérieure en permanence égale à la température T du liquide, qui
reçoit alors une chaleur :

δQ2 = mcℓ dT

à laquelle est alors associée la variation d’entropie :

dSℓ = mcℓ
dT

T
⇒ ∆S2 = mcℓ

∫ T0

T1

dT

T
= mcℓ ln

(
T0
T1

)

Aussi, à l’issue de la transformation A→ B, l’entropie du système varie de :

∆S = ∆S1 +∆S2 = −mℓv
T1

+mcℓ ln

(
T0
T1

)

En outre, le système reçoit la chaleur totale :

Q = Q1 +Q2 = −mℓv +mcℓ (T0 − T1)
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alors qu’il est en contact avec un thermostat à la température T0. L’entropie ainsi
reçue par transfert thermique vaut :

Se =
Q

T0
= −mℓv

T0
+mcℓ

(

1− T1
T0

)

Par conséquent il se crée, dans le système, une entropie Sc telle que :

∆S = Se + Sc ⇒ Sc = ∆S − Se

⇒ Sc = m

[

cℓ ln

(
T0
T1

)

− cℓ

(

1− T1
T0

)

+ ℓv

(
1

T0
− 1

T1

)]

• 187 Concours Commun Polytechnique

I- Transferts de chaleur

1. (a) Pour effectuer la transformation (glace à T1 < T0) → (liquide à T0), on peut
envisager un état intermédiaire où la glace se trouve à la température T0 :

glace (MS) à T1
∆H1−−−→ glace (MS) à T0

∆H2−−−→ liquide (MS) à T0

Au cours de la première étape, l’enthalpie de la glace varie de la quantité :

∆H1 =MScpS (T0 − T1)

tandis que le changement d’état à T0 provoque une variation d’enthalpie :

∆H2 =MSℓf (T0, p0)

Ainsi, au cours de la totalité de la transformation, l’enthalpie de l’eau varie de :

∆H = ∆H1 +∆H2 =MS [cpS (T0 − T1) + ℓf (T0, p0)]

(b) Application numérique :

∆H = 1×
[
2,09.103 × (273− 253) + 334.103

]
⇒ ∆H = 375,8 kJ

2. (a) Soit Tf > T0 la température finale de l’eau liquide.

• La masse ML d’eau liquide passe simplement de la température T2 à la
température Tf ; son enthalpie varie de :

∆H3 =MLcpL (Tf − T2)

• La masseMS de glace subit un échauffement de la température T1 à la tem-
pérature T0, puis une fusion totale à la température T0 et enfin un échauf-
fement de la température T0 à la température Tf :

glace à T1
∆H4−−−→ glace à T0

∆H5−−−→ liquide à T0
∆H6−−−→ liquide à Tf

Au cours de chacune de ces étapes, l’enthalpie de la masse MS d’eau
varie de : ∆H4 = MScpS (T0 − T1), ∆H5 = MSℓf (T0, p0) et
∆H6 =MScpL (Tf − T0).
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Ainsi, l’enthalpie de l’eau contenue dans le calorimètre varie de la quantité
totale :

∆Htot = ∆H3 +∆H4 +∆H5 +∆H6

= MLcpL (Tf − T2) +MScpS (T0 − T1)

+MSℓf (T0, p0) +MScpL (Tf − T0)

= (MLcpL +MScpL) Tf +MScpS (T0 − T1) +MSℓf (T0, p0)

− (MLcpLT2 +MScpLT0)

Or, à presion constante, ∆Htot s’identifie à la chaleurQ = 0 transférée à travers
les parois du calorimètre (calorifugé). C’est pourquoi :

MLcpLT2+MScpLT0−MScpS (T0 − T1)−MSℓf (T0, p0) = (MLcpL +MScpL) Tf

où Tf > T0 assure la présence d’eau exclusivement liquide. Il s’ensuit que :

MLcpLT2+MScpLT0−MScpS (T0 − T1)−MSℓf (T0, p0) > (MLcpL +MScpL) T0

⇒MLcpLT2 >MSℓf (T0, p0) +MScpS (T0 − T1) +MLcpLT0

⇒ T2 >
MSℓf (T0, p0) +MScpS (T0 − T1) +MLcpLT0

MLcpL

Il existe donc une température minimum :

T2 min =
MSℓf (T0, p0) +MScpS (T0 − T1) +MLcpLT0

MLcpL

(b) Application numérique :

T2 min =
334.103 + 2,09.103 × (273− 253) + 4,18.103 × 273

4,18.103

⇒ T2 min = 363 K

II- Cessation d’un état métastable

1. Lorsque l’équilibre est atteint, une masse mS de glace coexiste avec une masse
ML −mS d’eau liquide (la solidification de l’eau est partielle). C’est pourquoi :

Tf = T0 = 273 K

2. La rupture de l’équilibre métastable peut être envisagée en deux étapes :

• réchauffement de la masse ML de liquide de la température T3 à la température
Tf = T0 :

∆H7 =MLcpL (T0 − T3)

• solidification, à T0, d’une masse mS d’eau, qui provoque une variation d’en-
thalpie :

∆H8 = −mS ℓf (T0, p0)

Ce faisant, au cours de cette transformation, l’enthalpie du système varie de :

∆H = ∆H7 +∆H8 =ML cpL × (T0 − T3)−mS ℓf (T0, p0)
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Or, à pression constante, ∆H s’identifie au transfert thermique Q, nul dans une
enceinte calorifugée. C’est pourquoi :

mS ℓf (T0, p0) =ML cpL × (T0 − T3) ⇒ mS =
ML cpL × (T0 − T3)

ℓf (T0, p0)
(151)

3. À nouveau, la rupture de la surfusion peut être envisagée en deux étapes :

• réchauffement réversible de la masse ML d’eau liquide, de la température T3
à la température T0 : lorsque le liquide adopte une température T , il est mis
en contact avec un thermostat de température T + dT ≃ T . Sa température
augmente de dT tandis qu’il reçoit, de manière quasi-statique, la chaleur :

δQ(rév)
7 =ML cpL dT

conséquemment, son entropie varie de :

dS7 =
δQ(rév)

7

T
=ML cpL

dT

T

Aussi, à l’issue du réchauffement de T3 à T0, l’entropie de l’eau varie de la
quantité :

∆S7 =ML cpL

∫ T0

T3

dT

T
=ML cpL ln

(
T0
T3

)

• la solidification d’une massemS d’eau peut être effectuée de manière réversible
en maintenant un contact thermique avec un thermostat à T0. La chaleur δQ(rév)

8

reçue par l’eau est à l’origine de sa variation d’entropie :

dS8 =
δQ(rév)

8

T0
⇒ ∆S8 =

∫
δQ(rév)

8

T0
=
Q(rév)

8

T0

où Q(rév)
8 = −mS ℓf (T0, p0) désigne la chaleur totale requise pour la solidifi-

cation d’une masse mS d’eau.

Finalement, l’entropie du système varie de :

∆S = ∆S7 +∆S8 =ML cpL ln

(
T0
T3

)

−mS
ℓf (T0, p0)

T0

c’est-à-dire, compte tenu du résultat (151) :

mS ℓf (T0, p0) = ML cpL × (T0 − T3) (152)

⇒ ∆S =ML cpL

[

ln

(
T0
T3

)

−
(

1− T3
T0

)]

(153)

⇒ ∆S =ML cpL

[
T3
T0

− 1− ln

(
T3
T0

)]

(154)

4. (a) Le résultat (151) conduit à :

mS =
1× 4,18.103 × (273− 263)

334.103
⇒ mS = 0,125 kg = 125 g
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(b) Quant au résultat (154), il fournit :

∆S = 1× 4,18.103 ×
[
263

273
− 1− ln

(
263

273

)]

⇒ ∆S = 2,87 J · K−1

(c) Étant donné que le système est isolé de l’extérieur, l’entropie Sext de l’extérieur
ne varie par. Ainsi l’entropie de l’univers SΩ = S + Sext varie de :

∆SΩ = ∆S +∆Sext
︸ ︷︷ ︸

=0

= 2,87 J · K−1

ce qui prouve la création d’entropie dans l’univers.

III- Diagramme p = f(T ) du corps pur

1. D’une manière générale, le diagramme p = f(T ) présente l’allure ci-dessous, où
l’on distingue les courbes : (1) de sublimation, (2) de fusion et (3) de vaporisation.

T

p

SOLIDE
LIQUIDE

GAZ
(1)

(3)

(2)

2. (a) La pente de la courbe de fusion,

(
dp

dT

)

fus

, est directement accessible à partir

de la relation de Clapeyron :

ℓf (T0, p0) = T0 (uL − uS)

(
dp

dT

)

M0

⇒
(

dp

dT

)

M0

=
ℓf (T0, p0)

T0 (uL − uS)

Ainsi :
(

dp

dT

)

M0

=
334.103

273× (10−3 − 1,09.10−3)
⇒
(

dp

dT

)

M0

= −136.105 Pa · K−1

(b) Ce résultat montre que la courbe de fusion,
au voisinage du point M0(T0, p0), est décrois-
sante (il s’agit là d’une spécificité de l’eau).
Aussi, une compression isotherme (à T0) peut
se traduire par :

• une fusion de la glace si, en M0, l’eau est
solide ;

• une absence de changement d’état si, en
M0, l’eau est liquide. T

p

SOLIDE

LIQUIDE

T0

p0 M0

M

(c) De ce qui précède, il découle que des crampons, sur de la glace, exercent une
compression qui entraîne sa fusion. Ce faisant, les crampons s’enfoncent dans
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la glace, ce qui assure la marche du randonneur. En outre, tant que la com-
pression s’exerce sur l’eau, celle-ci reste liquide ; les crampons ne restent pas
« emprisonnés » dans une gangue de glace. Ainsi, non seulement l’usage des
crampons est raisonnable, mais elle est surtout judicieuse.

• 188 QCM

1. Soient vℓ =
1

µℓ
et vs =

1

µs
les volumes massiques de l’eau liquide et solide.

À la température Tf = 273 K, la chaleur latente de fusion vérifie la relation de
Clapeyron :

ℓf = Tf (vℓ − vs)

(
dp

dT

)

f

= 273×
(

1

1 000
− 1

910

)

×
(
−124.105

)

= ℓf = 335 kJ · kg−1

En outre, un nombre ng de moles de vapeur (de masse mg) occupe un volume vg
à la température Tv = 373 K et à la pression ps = 1,0132.105 Pa, conformément à
l’équation d’état des gaz parfaits :

psVg = ngRTv = mg
RTv
Me

⇒ Vg
mg

=
RTv
psMe

(155)

Aussi, connaissant le volume massique vg =
Vg
mg

de la vapeur d’eau, l’emploi de

la relation de Clapeyron fournit :

ℓv = Tv (vg − vℓ)

(
dp

dT

)

v

= Tv

(
RTv
psMe

− 1

µℓ

) (
dp

dT

)

v

= 373×
(

8,314× 373

1,0132.105 × 18.10−3
− 1

1 000

)

× 0,036.105

= 2,28.103 kJ · kg−1

Aussi :

la réponse (b) : ℓf = 335 kJ · kg−1 et ℓv = 2,28.103 kJ · kg−1 convient.

2. Compte tenu de l’allure des courbes de fusion et de vaporisation de l’eau, le passage
de l’état A (m = 0,5 kg de glace à TA = 255 K et pref = 1,0132.105 Pa) à l’état B
(xBm kilogrammes de gaz et (1− xB)m kilogrammes de liquide à TB = Tf et à
pref = 1,0132.105 Pa) s’accompagne d’un changement d’état solide → liquide au
point D (à TD = Tf et à p = pref). C’est pourquoi l’ensemble des transformations
subies par le système peut s’écrire :

A(TA)
échauffement−−−−−−−→

du solide
D(Tf )

fusion−−−→
de m (kg)

D(Tf )
échauffement−−−−−−−→

du liquide
B(Tv)

vaporisation−−−−−−→
de xBm (kg)

B(Tv)
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T

p

SOLIDE LIQUIDE

GAZ

ps

Tf TvTA

A D B

Au cours de ces transformations monobares, le système reçoit, sous forme de cha-
leur, les énergies :

• QAD = mcs (Tf − TA)

• QD = mℓf
• QDB = mcℓ (Tv − Tf )

• QB = mxB ℓv
Ce faisant, le système reçoit la chaleur :

Q = QAD +QD +QDB +QB

= m [cs (Tf − TA) + ℓf + cℓ (Tv − Tf ) + xB ℓv]

= 0,5×
[
2,1.103 × (273− 255) + 335.103

+4,18.103 × (373− 273) + 0,1× 2,28.106
]

c’est-à-dire :

Q = 509,4 kJ (réponse c)

3. La transformation proposée par l’énoncé peut se décomposer en :
• une liquéfaction d’une masse mxB de vapeur d’eau, à la température TB . À

cette occasion, le système reçoit une chaleur Q = −mxB ℓv(TB), à laquelle

correspond une variation d’entropie : ∆S1 = −m xB ℓv(TB)

TB
.

• un échauffement de la masse m de liquide, de la température TB à la tempéra-
ture TC . Au cours d’une évolution élémentaire, le sytème reçoit une chaleur :
δQ2 = mcℓ dT et son entropie varie de :

dS2 = mcℓ
dT

T
⇒ ∆S2 = mcℓ

∫ TC

TB

dT

T
= mcℓ ln

(
TC
TB

)

La totalité de la transformation B → C s’accompagne donc d’une variation d’en-
tropie :

∆S = ∆S1 +∆S2 = m

[

cℓ ln

(
TC
TB

)

− xB
ℓv(TB)

TB

]

nulle parce que la transformation est adiabatique et réversible :

∆S = 0 ⇒ ln

(
TC
TB

)

=
xB ℓv(TB)

cℓTB
(156)

⇒ TC = TB × exp

[
xB ℓv(TB)

cℓTB

]

(réponse d) (157)
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Remarque – Il aurait été dangereux ici de considérer que le système recevait
une chaleur Q = Q1 +Q2 = 0. En effet, pour passer de l’état B à l’état C, nous
avons dû imaginer un état intermédiaire B′ (eau totalement liquide à la tempé-
rature TB). Or, la chaleur n’étant pas une fonction d’état, il n’est pas légitime
d’écrire : Q = Q1 +Q2 = QBB′ +QB′C . En revanche, la variation d’entropie
peut s’écrire :

∆S = SC − SB = (SC − SB′) + (SB′ − SB) = ∆S2 +∆S1

4. Le point C appartient à la courbe de vaporisation p(T ), dont la pente est fournie
par la relation de Clapeyron :

ℓv(T ) = T (vg − vℓ)

(
dp

dT

)

v

≃ T vg

(
dp

dT

)

v

Or, la relation (155) fournit :

vg =
RT

pMe
⇒ ℓv(T ) =

RT 2

Me
× 1

p

(
dp

dT

)

v

⇒ dp

p
=
Me

R
× ℓv(T )

T 2
dT

avec :

ℓv(T ) = a+ b T ⇒
∫ pC

préf

dp

p
=
Me

R
×
{

a

∫ TC

TB

dT

T 2
+ b

∫ TC

TB

dT

T

}

⇒ ln

(
pC
préf

)

=
aMe

R
×
(

1

TB
− 1

TC

)

+
bMe

R
ln

(
TC
TB

)

⇒ ln

(
pC
préf

)

= ln

(
TC
TB

)bMe/R

+
aMe

R

(
1

TB
− 1

TC

)

soit encore :

pC = préf

(
TC
TB

)bMe/R

× exp

[
aMe

R

(
1

TB
− 1

TC

)]

(réponse d)

En outre, le résultat (157) montre que :

TC = TB exp

[
xB ℓv(TB)

cℓTB

]

> TB car
xB ℓv(TB)

cℓTB
> 0

ce qui a pour conséquence :
(
TC
TB

)bMe/R

> 1 et exp

[
aMe

R

(
1

TB
− 1

TC

)]

> 1 car
1

TB
>

1

TC

Par suite :

pC > préf (réponse a)
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5. La transformation : B(x = 0,1 et TB) → C(x = 0 et TC) peut être effectuée en
passant par un état B′ intermédiaire où l’eau est totalement liquide (x = 0) à la
température TB :

B

(
x = 0,1
T = TB

)
∆U1−−−→ B′

(
x = 0
T = TB

)
∆U2−−−→ C

(
x = 0
T = TC

)

• Au cours de la transformation B → B′, l’enthalpie du système varie d’une
quantité ∆H1 telle que :

∆H1 = ∆U1 +∆(pV ) ⇒ ∆U1 = ∆H1 −∆(pV )

avec :
∆H1 = −mxB ℓv(TB)

et :
∆(pV ) = préf (Vℓ − Vg) ≃ −préfVg

où le volume Vg de la vapeur d’eau, dans l’état B, suit l’équation d’état des gaz
parfaits :

préfVg = nRTB = m
xBRTB
Me

⇒ ∆(pV ) = −m xBRTB
Me

⇒ ∆U1 = m

[

−xB ℓv(TB) +
xBRTB
Me

]

• Au cours de la transformation B′ → C, la masse m d’eau liquide est chauf-
fée de la température TB à la température TC ; son énergie interne varie de la
quantité :

∆U2 = mcℓ (TC − TB)

Finalement, puisque l’énergie interne est une fonction d’état, sa variation ∆U entre
les états B et C vaut :

∆U = ∆U1 +∆U2

tandis que le système reçoit une quantité de chaleur Q = 0 au cours de cette trans-
formation adiabatique. C’est pourquoi le système reçoit une énergie WBC , sous
forme de travail, qui vérifie :

∆U = WBC +Q⇒ WBC = UC − UB (réponse a)

⇒ WBC = ∆U1 +∆U2

⇒ WBC = m

[
xBRTB
Me

− xB ℓv(TB) + cℓ (TC − TB)

]

(réponse d)

• 189 Concours Commun Polytechnique

A- Performances de l’installation

1. (a) Soit ∆Uif la variation d’énergie interne du système, ∆Ec la variation de son
énergie cinétique et W ′

i→f le travail qu’il reçoit des forces autres que celles de
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pression. Le premier principe de la thermodynamique établit que :

∆Uif +∆Ec =Wi→f +Qi→f +W ′
i→f

Notamment, si ∆Ec et W ′
i→f sont nuls :

∆Uif =Wi→f +Qi→f

(b) Lorsque seules les forces de pression fournissent un travail :

δW = −pext dV

où V désigne le volume du système et pext la pression extérieure qui s’exerce
sur celui-ci. Lors d’une transformation réversible : pext = p (pression qui règne
à l’intérieur du système) permet de poser :

δW = −pdV ⇒ dU = −pdV + δQ

Or, l’enthalpie est définie par :

H = U + pV ⇒ dH = dU + d(pV ) = (−pdV + δQ) + (pdV + V dp)

⇒ dH = δQ+ V dp

d’où l’on déduit que :

∆Hif = Qi→f +

∫ f

i

V dp (158)

c’est-à-dire, au cours de la transformation isobare :

∆Hif = Qi→f

2. (a) Évaluons les divers transferts thermiques que le système réalise au cours du
cycle (ABDEA) :

• au cours de la transformation A → B, adiabatique, aucun transfert de
chaleur n’est réalisé ;

• pendant la transformationB → D, à pression p2 constante, l’identité (158)
devient :

QB→D = ∆HBD = HD −HB

Or, pour une masse m = 1 kg de fluide, H = h entraîne que :

QB→D = hD − hB < 0 car hB > hD

• la transformation D → E étant adiabatique, le fluide reçoit la chaleur
QD→E = 0 ;

• la pression p1 étant constante pendant la transformationE → A, la chaleur
reçue par le fluide est donnée par la relation (158) : ∆HEA = QE→A avec,
pour m = 1 kg :

∆HEA = hA − hE ⇒ QE→A = hA − hE

Du reste, la transformation D → E est isenthalpique, ce qui signifie que
hD = hE , en conséquence de quoi :

QE→A = hA − hD > 0 car hA > hD
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La machine frigorifique (MF) est conçue pour prélever la
chaleur QF > 0 à ΣF et restitue la chaleur |QC | (QC < 0)
à ΣC , à l’aide du travail W > 0 qu’elle reçoit. L’analyse des
signes de QB→D et de QE→A permet l’identification avec
QC et QF :

QC = QB→D = hD − hB et QF = QE→A = hA − hD

-QC

W
M.F.

QF

ΣF

ΣC

(b) Application numérique :

QC = 286,4− 448,6 = −162,2 kJ · kg−1

et

QF = 390,2− 286,4 = 103,8 kJ · kg−1

3. (a) Au cours d’un cycle de fonctionnement, le premier principe de la thermodyna-
mique impose :

∆U = QF +QC +W avec ∆U =

∮

dU = 0 ⇒ W = − (QF +QC)

(b) Application numérique :

W = −(103,8− 162,2) ⇒ W = 58,4 kJ · kg−1

4. (a) Les transformations B → D et E → A sont réalisées aux températures respec-
tives TC et TF , en raison de quoi le fluide échange les entropies :

SF =
QF
TF

=
hA − hD
TF

et SC =
QC
TC

=
hD − hB
TC

(b) Application numérique :

SF =
103,8.103

278
= 373,4 J · K−1 · kg−1

et :

SC = −162,2.103

293
= −553,6 J · K−1 · kg−1

(c) Au cours d’un cycle, la variation d’entropie ∆S d’un fluide provient des entro-
pies échangées (SF et SC) et de l’entropie créée Sp :

∆S = SF + SC + Sp avec ∆S =

∮

dS = 0 ⇒ Sp = − (SF + SC)

Application numérique :

Sp = −(373,4− 553,6) ⇒ Sp = 180,2 J · K−1 · kg−1

Le signe positif de Sp révèle que l’ensemble du cycle est effectué de manière
irréversible.
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5. La machine frigorifique est conçue pour extraire une chaleur QF à la source froide,
en consommant un travail W . C’est pourquoi son efficacité est définie par :

µ =
QF
W

=
103,8

58,4
⇒ µ = 1,78

6. Pendant une durée ∆t, la machine extrait, à la source froide, la chaleur :

Q = PF∆t

qui est transférée à une masse ∆m de fluide :

Q = ∆mQF ⇒ PF∆t = ∆mQF

d’où l’on déduit le débit massique :

qm =
∆m

∆t
=

PF
QF

=
500

103,8.103
⇒ qm = 4,8 g · s−1

B- Étude de la compression de la vapeur

1. (a) Si l’on suppose que le gaz parfait subit une transformation réversible, la défini-
tion de l’enthalpie conduit à :

dH = δQ+ V dp = V dp

car la compression est supposée adiabatique. Du reste, le gaz parfait respecte la
deuxième loi de Joule : dH = Cp dT et l’équation d’état :

pV = nRT ⇒ V =
nRT

p
⇒ Cp dT = nRT

dp

p
⇒ Cp

dT

T
− nR

dp

p
= 0

Quant à la relation de Mayer, elle fournit :

Cp − CV = nR ⇒ Cp

(

1− CV
Cp

)

= nR⇒ nR = Cp ×
(

1− 1

γ

)

⇒ Cp
dT

T
− Cp ×

γ − 1

γ

dp

p
= 0

⇒ γ
dT

T
+ (1− γ)

dp

p
= 0

soit encore :

γ d(lnT ) + (1− γ) d(ln p) = 0 ⇒ T γp1−γ = cte

(b) Si la compression A (TA, p1) → B (T ′, p2) est adiabatique réversible, ses pa-
ramètres d’état doivent vérifier la loi précédente :

(T ′)γp1−γ2 = T γAp
1−γ
1 ⇒ T ′ = TA ×

(
p1
p2

) 1−γ
γ

Application numérique :

T ′ = 263×
(
2,008

16,81

)− 0,14
1,14

⇒ T ′ = 341 K
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2. (a) La transformation polytropique étant réversible, δQf = T dS tandis que le
travail reçu par le fluide vaut δW = −pdV . C’est pourquoi le premier principe
s’écrit :

dU = δQf + δW ⇒ dU = T dS − pdV

(b) Étant donné que δQf = adU et pV = nRT , le premier principe de la thermo-
dynamique impose :

dU = adU − nRT
dV

V
⇒ (1− a) dU + nRT

dV

V
= 0

où dU = CV dT pour un gaz parfait :

CV (1− a)
dT

T
+ nR

dV

V
= 0

Or, la relation de Mayer indique que :

Cp − CV = nR ⇒ CV

(
Cp
CV

− 1

)

= nR⇒ nR = CV × (γ − 1)

⇒ (1− a)
dT

T
+ (γ − 1)

dV

V
= 0

Enfin, l’équation d’état du gaz parfait conduit à :

pV = nRT ⇒ ln p+ lnV = ln(nR) + lnT ⇒ dp

p
+

dV

V
=

dT

T

⇒ (1− a)

(
dp

p
+

dV

V

)

+ (γ − 1)
dV

V
= 0

⇒ (1− a)
dp

p
+ (γ − a)

dV

V
= 0

ce qui signifie aussi que :

d(ln p) +
γ − a

1− a
d(lnV ) = 0 ⇒ pV k = cte avec k =

γ − a

1− a

• 190 Concours ESIM

I- Le compresseur

1. Au cours de la phase d’admission ABC, le gaz pénètre dans le cylindre sous la
pression constante p0 tandis que le volume du cylindre passe de 0 à Vm. La phase
de compression CD est caractérisée par une augmentation de la pression qui passe
de p0 à p1 pendant que le volume du cylindre diminue de Vm à V1. Lorsque la
presion du gaz atteint la valeur p1, la soupape Σ2 s’ouvre ; le gaz s’échappe à la
pression constante p1 tandis que le volume diminue jusqu’à s’annuler :
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V

p

p1
E

Vm

BA

D(T1)

p0

V1

C(T0)

0

Pendant le déplacement du cylindre, le moteur exerce une force ~fm sur la section
S du piston, tandis que la pression extérieure p0 exerce une force ~f0.

MOTEUR
p0

fm

f0

S

dx
p

f

En outre, le gaz exerce une pression p sur le piston, à laquelle correspond une force
~f .

La réversibilité des transformations impose l’équilibre permanent du piston :

~f + ~fm + ~f0 = ~0 ⇒ ~f · d~x+ ~fm · d~x+ ~f0 · d~x = 0

avec : ~f · d~x = f dx et ~f0 · d~x = −f0 dx, tandis que le travail élémentaire exercé
par le le moteur sur le piston est défini par :

δWm = ~fm · d~x⇒ δWm = f0 dx− f dx

c’est-à-dire, compte tenu de la définition des pressions : f = pS, f0 = p0S tandis
que la variation du volume du cylindre vaut dV = S dx :

δWm = (p0 − p) dV

V

p

p1 D

Vm

C

0

p0

V1

A

E

V

p
p1

D

Vm C

0 p0

V1

A E
B
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Au cours d’un cycle ACDEA, le moteur fournit alors un travail :

Wm =

∫ C

A

(p0 − p0) dV +

∫ D

C

(p0 − p) dV +

∫ E

D

(p0 − p1) dV (159)

= −
∫ D

C

pdV + p0

∫ D

C

dV + (p0 − p1)

∫ E

D

dV (160)

= −
∫ D

C

pdV + p0 (V1 − Vm)− (p0 − p1) V1 (161)

= −
∫ D

C

pdV + p1V1 − p0Vm (162)

= −
∫ D

C

pdV + [pV ]
D
C (163)

= −
∫ D

C

pdV +

∫ D

C

d(pV ) (164)

= −
∫ D

C

pdV +

∫ D

C

pdV +

∫ D

C

V dp⇒ Wm =

∫ D

C

V dp (165)

Ce résultat montre que le travail fourni par le moteur sur un cycle s’identifie à l’aire
(grisée sur le schéma ci-dessus) de ce cycle.

2. (a) La mole de gaz parfait suit l’équation d’état :

pV = RT ⇒ V =
RT

p

de sorte que la loi polytropique s’écrit :

pV k = cte ⇒ p×
(
T

p

)k

×Rk = cte ⇒ p×
(
T

p

)k

= cte

Cette loi demeure valable tout au long de la transformationCD, ce qui impose :

p0

(
T0
p0

)k

= p1

(
T1
p1

)k

⇒
(
T0p1
p0T1

)k

=
p1
p0

⇒ k ln

(
T0p1
T1P0

)

= ln

(
p1
p0

)

⇒ k =
ln (p1/p0)

ln (T0p1/T1p0)

Application numérique :

k =
ln 6

ln

(
290× 6

391× 1

) k = 1,20

(b) Le volume V suit la loi polytropique :

pV k = cte = p0V
k
m = p1V

k
1 ⇒ p1/k × V = p

1/k
0 Vm = p

1/k
1 V1

que l’on peut aussi écrire :

V = α× p−1/k
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où α prend indifféremment les valeurs α = p
1/k
0 Vm ou α = p

1/k
1 V1. Le résultat

(165) devient ainsi :

Wm =

∫ p1

p0

αp−1/k dp

d’où l’on déduit que :

Wm =
α

1− 1

k




p

1−
1

k






p1

p0

=
k

k − 1

[

αp
1−1/k
1 − αp

1−1/k
0

]

expression dans laquelle α peut être remplacé par p1/k0 Vm ou par p1/k1 V1 :

Wm =
k

k − 1

[

V1p
1/k
1 × p

1−1/k
1 − Vmp

1/k
0 × p

1−1/k
0

]

=
k

k − 1
(p1V1 − p0Vm)

c’est-à-dire, compte tenu de l’équation d’état :
{
p0Vm = RT0
p1V1 = RT1

⇒ Wm =
kR

k − 1
× (T1 − T0)

Application numérique :

Wm =
1,2× 8,31

0,2
× (391− 290) ⇒ Wm = 5,04 kJ

(c) Lors de la phase d’admission, aucun travail n’est fourni au gaz par le piston,
contrairement aux phases de compression et d’échappement.

MOTEUR

p0
f0

fm

f1p1

S

s

L0 VmL1

Soient S et s les sections respectives du piston et du tuyau d’échappement.
Au cours de la compression et de l’échappement, sur le piston s’exercent de
l’extérieur : la force de pression ~f0 (de norme f0 = Sp0) et la force du moteur,
dont les travaux valent respectivement :

δW0 = ~f0 d~L0 ⇒W0 =

∫ L0

0

dL0 = p0SL0 = p0Vm

et

Wm =

∫ L0

0

~fm · d~L0

En outre, le gaz qui s’échappe dans le tuyau est soumis à une force de pression
~f1 (de norme f1 = p1s) qui exerce un travail :

δW1 = ~f1·d ~L1 = −f1 dL1 = −p1 sdL1 ⇒W1 = −p1 sL1 = −p1 V ′
m où V ′

m = sL1
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Par suite, le gaz reçoit le travail total :

W =W0 +W1 +Wm = p0Vm − p1V
′
m +Wm

Le premier principe de la thermodynamique prévoit alors que :

∆U =W +Q

où ∆U = U1 − U0 désigne la variation d’énergie interne qui passe de U0

(lorsque le gaz occupe le volume Vm sous la pression p0) à U1 (le gaz occupe
un volume V ′

m sous la pression p1). Par suite :

U1−U0 = p0Vm−p1V ′
m+Wm+Q⇒ (U1 + p1V

′
m)−(U0 + p0Vm) =Wm+Q

où l’on reconnaît la variation d’enthalpie du gaz :
{
H1 = U1 + p1V

′
m

H0 = U0 + p0Vm
⇒ H1 −H0 =Wm +Q⇒ ∆H =Wm +Q

La mole de gaz, de masse M , qui subit cette compression voit sa température
varier de T0 à T1, auquel cas son enthalpie varie de :

∆H =Mcp (T1 − T0) = 29.10−3 × 103 × (391− 290) = 2,93 kJ

ce qui fournit :

Q = ∆H −Wm = 2,93− 5,04 ⇒ Q = −2,11 kJ

Le signe négatif de Q révèle que le gaz cède de la chaleur au cours de cette
phase de compression-échappement.

3. Si ∆m désigne la masse d’air admise pendant ∆t dans la pompe, le débit massique
est défini par :

Dm =
∆m

∆t
=
M ×∆n

∆t
=
M × 1

∆t

où ∆n représente une mole de gaz admise à chaque cycle qui dure ∆t. Aussi, la
puissance du moteur suit la définition :

Pm =
Wm

∆t
⇒ Pm =

Dm

M
×Wm

Application numérique :

Pm =
0,013

29.10−3
× 5,04 ⇒ Pm = 2,26 kW

II- Moteur à air comprimé

1. La phase d’admission AB permet de faire pénétrer le gaz dans le piston, à pression
constante p1, jusqu’au volume V ′

1 = 0,4V ′
m.
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La détenteBC qui suit fait passer le gaz à une
température T3, sous une pression p3 lorsque
le volume atteint la valeur V ′

m. Dès lors, la
pression passe brusquement de la valeur p3
à la valeur p0, suite à l’ouverture de la sou-
pape Σ4 ; le volume du gaz demeure V ′

m. En-
fin, l’échappementDE est caractérisé par une
diminution de V ′ jusqu’à 0, à la pression p0
constante. V'

p

p1

C

V'm

D

0

p0

V'1

E

BA

p3

Le gaz exerce sur le piston une force totale ~ftot qui doit compenser la force de

pression p0 extérieure
(

~f0

)

et la force ~f ′m que la machine exerce sur le piston.

MACHINE
p0

fmf0
S

dx
p

GAZ ftot

f'm

~ftot + ~f0 + ~f ′m = ~0 ⇒ ~ftot = −~f0 − ~f ′m

En outre, la force que le piston exerce sur la machine vérifie le principe des actions
réciproques :

~f ′m = −~fm ⇒ ~ftot = ~fm − ~f0

Au cours d’un déplacement élémentaire d~x du piston, pendant lequel le volume du
cylindre s’accroît de S dx, ces forces exercent des travaux tels que :

~ftot · d~x = ~fm · d~x− ~f0 · d~x
︸ ︷︷ ︸

−f0 dx

⇒ pS dx = δWm + p0 dV

⇒ δWm = pdV − p0 dV

Aussi, le travail reçu par la machine vaut :

Wm =

∫ V ′
m

0

pdV −
∫ V ′

m

0

p0 dV

ce qui représente la surface comprise à l’intérieur du cycle (partie grisée sur la
figure précédente).

2. (a) Au cours de la détente : B (V ′
1 = 0,4V ′

m, p1, T2) → C (V ′
m, p3, T3), la trans-

formation adiabatique et réversible du gaz parfait suit la loi de Laplace :

pV γ = cte ⇒ p1 (V
′
1)
γ = p3 (V

′
m)γ ⇒ p3 = p1×

(
V ′
1

V ′
m

)γ

⇒ p3 = p1 × (0,4)γ

tandis que l’équation d’état du gaz parfait impose :
{
p3V

′
m = nRT3

p1V
′
1 = nRT2

⇒ T3
T2

=
p3
p1

×V
′
m

V ′
1

= (0,4)γ× 1

0,4
⇒ T3 = T2 × (0,4)γ−1
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Application numérique :

p3 = 6× (0,4)1,4 ⇒ p3 = 1,66 bar et T3 = 320× (0,4)0,4 ⇒ T3 = 222 K

(b) Le cycle dure ∆t =
1

5
s, période pendant laquelle un volume V ′

1 = 0,4V ′
m de

gaz parfait pénètre dans le cylindre, sous la pression p1 et à la température T2.
Il rentre donc une masse m telle que :

p1V
′
1 =

m

M
RT2 ⇒ m =M × p1V

′
1

RT2
=M × 0,4 p1V

′
m

RT2

auquel cas le débit massique moyen est défini par :

Dm =
m

∆t
= 5×m =M × 2 p1V

′
m

RT2
Application numérique :

Dm = 2× 29.10−3 × 6.105 × 10−3

8,31× 320
⇒ Dm = 1,3.10−2 kg · s−1

(c) Pendant ∆t =
1

5
= 0,2 s, la machine reçoit le travail :

Wm =

∫ V ′
m

0

pdV −
∫ V ′

m

0

p0 dV =

∫ V ′
1

0

pdV +

∫ V ′
m

V ′
1

pdV − p0

∫ V ′
m

0

dV

où p = p1 pour V ∈ [0, V ′
1 ] tandis que, pour V ∈ [V ′

1 , V
′
m] :

pV γ = cte = α⇒ p = αV −γ

la constante α prend indifféremment la valeur p1(V ′
1)
γ ou p2(V ′

m)γ . C’est pour-
quoi :

Wm = p1

∫ V ′
1

0

dV − p0

∫ V ′
m

0

dV + α

∫ V ′
m

V ′
1

V −γ dV

= p1V
′
1 − p0V

′
m +

α

1− γ

[
(V ′
m)1−γ − (V ′

1)
1−γ
]

= p1V
′
1 − p0V

′
m +

1

1− γ

[(
p3V

′
m
γ)

(Vm)
1−γ −

(
p1V

′
1
γ)

(V ′
1)

1−γ
]

= p1V
′
1 − p0V

′
m +

1

1− γ
(p3V

′
m − p1V

′
1)

⇒ Wm = V ′
m ×

(
p3

1− γ
− p0

)

+
γ

γ − 1
p1V

′
1

Application numérique :

Wm = 10−3 ×
(
1,66.105

1− 1,4
− 105

)

+
1,4

0,4
× 6.105 × 0,4.10−3 = 325 J

La puissance reçue par la machine est alors définie par :

P ′ =
Wm

∆t
=

325

0,2
⇒ P ′ = 1,62 kW



Chapitre 7

Thermodynamique des systèmes
chimiques

7.1 Enthalpie libre et potentiel chimique

7.1.1 Grandeurs molaires et molaires partielles

7.1.1.1 Grandeurs molaires

Définition 1 Soit F une grandeur extensive associée à n moles d’un corps pur. On
appelle grandeur molaire le rapport :

F ∗
m =

F

n
⇒ F = n× F ∗

m

Dans la suite de ce cours, l’astérisque accompagnant une grandeur rappellera que cette
grandeur est relative à un corps pur.

À 20˚C, la masse volumique de l’eau vaut ρ = 0,9982 g · cm−3. Sachant que
la masse molaire de l’eau vaut M = 18 g · mol−1, calculer son volume molaire.

Réponse Une massem d’eau contient n =
m

M
moles de molécules H2O et occupe un volume V =

m

ρ
.

Par conséquent, son volume molaire vaut :

V ∗
m =

V

n
=
m

ρ
× M

m
=
M

ρ
=

18

0,9982
= 18,03 cm3 · mol−1

Le volume molaire, toujours signalé par un astérisque dans ce cours, ne peut être
évalué que pour un corps pur.

1043
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7.1.1.2 Grandeurs molaires partielles

Définition 2 Soit ψ une grandeur extensive associée à un mélange contenant n1 moles
de corps X1, n2 moles de corps X2,... On appelle grandeur molaire partielle du corps
Xi la dérivée partielle :

ψmi =
∂ψ

∂ni
= ψmi(T, P, n1, · · ·nN )

Dans cette dérivée, tous les paramètres dont dépend ψ sont maintenus constants, à
l’exception de ni.
Soit ψ(T, P, · · · ,n1, n2, · · · , nN ) une grandeur extensive qui caractérise un système
décrit par des paramètres d’état intensifs (T, P, · · · ) et des paramètres d’état extensifs :
n1, n2, · · · , nN (il peut s’agir de tout paramètre extensif).

+

(1)

T, P, n1,...nN

(2)

T, P, n1,...nN + ... +

(λ)

T, P, n1,...nN

T, P, λn1,...λnN

(1)+(2)+ ... +(λ)

Intéressons-nous à λ systèmes identiques (c’est-à-dire dont tous les paramètres d’état
T , P , n1, · · · , nN sont égaux). Chacun de ces systèmes est alors caractérisé par une
fonction d’état ψ(T, P, n1, · · ·nN ) extensive. La réunion de ces systèmes constitue
alors un nouveau système, dont les paramètres d’état sont T , P , λn1, · · ·λnN , et qui
est donc caractérisée par la fonction d’état ψ(T, P, λn1, · · ·λnN ). Or, puisque la fonc-
tion d’état ψ est extensive, il s’ensuit que :

ψ(T, P, λn1, · · ·λnN ) = λ× ψ(T, P, n1, · · ·nN )

La différentielle de cette équation, consécutive à la variation dλ de λ, s’écrit :
(
∂ψ

∂n1

)

T,P,nj 6=i

× n1 dλ+ · · ·+
(
∂ψ

∂nN

)

T,P,nj 6=N

× nN dλ = dλ× ψ

c’est-à-dire :

ψ =

N∑

i=1

ni

(
∂ψ

∂ni

)

T,P,nj 6=i

⇒ ψ(T, P, n1, · · ·nN ) =

N∑

i=1

ni × ψmi (1)

Cette loi peut s’appliquer au volume d’un mélange de N liquides :

V =
N∑

i=1

ni × Vmi
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On dispose de deux solutions aqueuses, à 20˚C :

• l’une contentant 1 kg d’eau liquide et 10,1 g de propan-2-ol (CH3CHOHCH3), de
volume V1 = 1,016 L ;

• l’autre contenant 1 kg d’eau liquide et 20,4 g de propan-2-ol, de volume
V2 = 1,028 L.

1. Déterminer le volume molaire partiel Vm(ROH) de l’alcool, dans ces conditions.

2. Calculer le volume molaire V ∗
m(ROH) du propane-2-ol à 20˚C. Comparer avec

Vm(ROH).

Données numériques :

• masse molaire de CH3CHOHCH3 : MROH = 60,10 g · mol−1 ;

• densité du propan-2-ol, à 20˚C : d = 0,785 ;

• masse volumique de l’eau, à 20˚C : ρH2O = 998 g · L−1.

Réponse

1. Un mélange contenant nROH moles de propan-2-ol et nH2O moles d’eau présente un volume :

V = nROH Vm(ROH) + nH2O Vm(H2O)

où Vm(ROH) et Vm(H2O) désignent respectivement les volumes molaires partiels du propan-2-ol et
de l’eau. Ce faisant, une augmentation infinitésimale dnROH de nROH s’accompagne d’une variation
infinitésimale de volume du mélange :

dV = dnROH × Vm(ROH) ⇒ Vm(ROH) =
dV

dnROH
=

(
∂V

∂nROH

)

nH2O

Expérimentalement, dV = V2 − V1 = 0,012 L lorsque :

dnROH =
20,4− 10,1

60,1
= 0,171 mole de CH3CHOHCH3

C’est pourquoi :

Vm(ROH) =
0,012

0,171
= 0,070 L · mol−1

2. Un volume V (ROH) d’alcool pur, de masse m, contient un nombre de moles nROH de propan-2-ol tel
que :

nROH =
m

MROH
⇒ m = nROH ×MROH

La masse volumique de l’alcool pur est alors définie par le rapport :

ρROH =
m

VROH
=
nROH ×MROH

VROH

d’où se déduit sa densité d :

d =
ρROH

ρH2O
=
nROH ×MROH

ρH2O × VROH
⇒ VROH

nROH
=

MROH

d× ρROH

Par conséquent, le volume molaire du propan-2-ol vaut :

V ∗
m(ROH) =

VROH

nROH
=

MROH

d× ρH2O
=

60,1

0,785× 998
⇒ V ∗

m(ROH) = 7,67.10−2 L · mol−1

on s’assurera rapidement que V ∗
m(ROH) 6= Vm(ROH).
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7.1.2 Enthalpie libre

Pour la suite du cours, on distinguera la pression P et la tem-
pérature T d’un système (S) de celles, Pext et Text du milieu
extérieur à ce système. T, P

(S) Text 

 Pext

Définition 3 Lorsqu’un système (S) reçoit une chaleur Q, un travail Wp des forces
de pression et un travail W ′ des forces autres que celles de pression (p. ex. travail du
poids, d’une turbine, travail électrique, ...), son énergie interne U varie de la quantité :

∆U = Q+Wp +W ′

Cette loi constitue la forme mathématique du premier principe de la thermodynamique.

Remarque – Pour une transformation isochore, au cours de laquelle seules les forces
de pression sont susceptibles de travailler :

∆U = QV

Si le volume V de (S) varie de ∆V au cours d’une transformation pendant laquelle
Pext demeure constant :

Wp = −Pext ∆V ⇒ ∆U = Q− Pext ∆V +W ′

Définition 4 L’enthalpie H d’un système (S) de volume V et à l’intérieur duquel
règne une pression P est définie par :

H = U + P V

Définition 5 Si, au cours d’une transformation réversible, le système (S) reçoit une
chaleur élémentaire δQrév, son entropie S varie de la quantité :

dS =
δQrév

T
⇒ ∆S =

∫ (f)

(i)

δQrév

T
= Sf − Si

si (i) et (f) représentent l’état initial et l’état final de (S).

Le second principe de la thermodynamique stipule que, lorsque (S) reçoit la chaleur
Q d’un thermostat à la température Text, au cours d’une transformation (réversible ou
non), son entropie varie de la quantité :

∆S =
Q

Text
+ Sc (2)

où Sc > 0 est l’entropie créée à l’intérieur de (S).
Remarque – Lors d’une transformation réversible, qui implique nécessairement
T = Text (c’est-à-dire l’équilibre thermique du système), Sc = 0. En revanche, Sc > 0
à l’issue d’une transformation irréversible.
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Définition 6 L’enthalpie libre (ou fonction de Gibbs) d’un système d’enthalpie H , de
température T et d’entropie S, est une fonction d’état définie par :

G = H − T × S

Considérons maintenant que (S) subisse une transformation monotherme et mono-
bare : sa pression P et sa température T prennnent les valeurs Pext et Text du milieu
extérieur, en début et en fin de transformation (T et P peuvent cependant adopter des
valeurs différentes au cours de la transformation).

(S)

T, PT = Text

P = Pext

Vi , Si (S) (S)

T = Text

P = Pext

Vf , Sf

Text = cte

 Pext = cte
QW'

Au cours de cette transformation, l’enthalpie de (S) varie de :

∆H = ∆U +∆(PV )

avec :

∆U = Q− Pext ∆V +W ′ et ∆(PV ) = PextVf − PextVi = Pext ∆V

⇒ ∆H = Q+W ′

Ainsi, son enthalpie libre varie de :

∆G = ∆H −∆(TS) = Q+W ′ − (TextSf − TextSi)

⇒ ∆G = Q+W ′ − Text ∆S

Or, conformément à la relation (2) :

Text ∆S = Q+ Text Sc ⇒ Q = Text ∆S − TextSc

⇒ ∆G =W ′ − TextSc avec Sc > 0

De cette identité découlent deux conséquences :

−∆G représente le travail maximum que peut fournir un système, autre que le
travail des forces de pression.

En effet, si W ′
fourni désigne le travail fourni par le système :

W ′
fourni = −W ′ = −∆G− Text Sc ⇒ W ′

fourni 6 −∆G

D’autre part :
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Au cours d’une transformation monobare et monotherme, l’enthalpie libre
d’un système qui ne fournit pas de travail avec l’extérieur, autre que celui
des forces de pression, ne peut que décroître :

W ′ = 0 ⇒ ∆G = −Text Sc 6 0

Cette conclusion demeure valable pour une transformation isobare et iso-
therme.

L’équilibre d’un système correspond donc à un minimum de son enthalpie libre G, qui
est de ce fait un potentiel thermodynamique.

7.1.3 Potentiel chimique d’un corps pur
7.1.3.1 Définition

Considérons un système fermé (S) composé de n moles d’un corps pur (n ne varie
pas), à la température T et sous la pression P . Son volume V ∗, son énergie interne U∗,
son enthalpie H∗, son entropie S∗ et son énergie libre G∗ s’expriment en fonction des
grandeurs molaires associées :

V ∗ = nV ∗
m U∗ = nU∗

m H∗ = nH∗
m S∗ = nS∗

m G∗ = nG∗
m

Au cours d’une transformation élémentaire réversible , où seules les forces de pression
exercent un travail, le premier principe de la thermodynamique impose :

dU∗ = δQrev − P dV ∗ avec dS∗ =
δQrev

T
= T dS∗ − P dV ∗

Par suite :
H∗ = U∗ + PV ∗ ⇒ dH∗ = T dS∗ + V ∗ dP

de sorte que :

G∗ = H∗ − TS∗ ⇒ dG∗ = −S∗ dT + V ∗ dP

⇒ ndG∗
m = n× (−S∗

m dT + V ∗
m dT )

Définition 7 On appelle potentiel chimique d’un corps pur, son enthalpie libre mo-
laire :

µ∗ = G∗
m ⇒ dµ∗ = −S∗

m dT + V ∗
m dP (3)

Cette relation montre d’une part que µ∗ dépend des paramètres T et P :

µ∗ = µ∗(T, P )

et d’autre part que :
(
∂µ∗

∂T

)

P

= −S∗
m et

(
∂µ∗

∂P

)

T

= V ∗
m (4)
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7.1.3.2 Potentiel chimique d’un gaz parfait pur

L’équation d’état du gaz parfait pur impose :

PV ∗ = nRT ⇒ V ∗ = n
RT

P
= nV ∗

m ⇒ V ∗
m =

RT

P

Il s’ensuit que :
(
∂µ∗

∂P

)

T

=
RT

P
=

[
∂(RT lnP )

∂P

]

T

Il existe donc une fonction f(T ) telle que :

µ∗(T, P ) = f(T ) +RT lnP (5)

Définition 8 On appelle potentiel chimique standard µ0(T ) d’un gaz parfait la valeur
de son potentiel chimique lorsqu’il est pur et sous la pression standard P0 = 1 bar :

µ0(T ) = µ∗(T, P0)

De cette définition, il découle que :

µ0(T ) = f(T ) +RT lnP0 ⇒ f(T ) = µ0(T )−RT lnP0

Par conséquent, l’identité (5) devient :

µ∗(T, P ) = µ0(T ) +RT ln

(
P

P0

)

(6)

7.1.3.3 Potentiel chimique d’une phase condensée pure

Considérons une phase condensée pure (liquide ou solide), qui subit une compression
isotherme (à la température T ) qui fait passer sa pression de P0 à P . La variation de
son potentiel chimique est alors donnée par l’identité (3) :

dµ∗ = −S∗
m dT + V ∗

m dP = V ∗
m dP

⇒ µ∗(T, P ) = µ∗(T, P0) +

∫ P

P0

V ∗
m dP

En définissant le potentiel chimique standard µ0(T ) d’une phase condensée pure, de
la même manière que pour un gaz parfait, on obtient ainsi :

µ∗(T, P0) = µ0(T ) ⇒ µ∗(T, P ) = µ0(T ) +

∫ P

P0

V ∗
m dP

Si l’on admet, de surcroît, la faible compressibilité des phases condensées, l’indépen-
dance de V ∗

m à l’égard de P conduit à :

µ∗(T, P ) ≃ µ0(T ) + V ∗
m × (P − P0) (7)
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Enfin, les ordres de grandeur de µ0(T ) et de V ∗
m × (P − P0) permettent souvent de

simplifier cette expression :

µ∗(T, P ) ≃ µ0(T ) car µ0(T ) ≫ V ∗
m × (P − P0)

Par exemple, le potentiel chimique standard de l’eau liquide vaut :

µ0(H2O(liq)) = −237,1 kJ · mol−1 à T = 298 K

tandis que son vollume molaire vaut V ∗
m = 1,809.10−5 m3 · mol−1. Ce faisant, tant

que ∆P ≪ 1,31.1010 Pa, l’approximation précédente prévaudra.

7.1.4 Potentiel chimique dans un mélange
7.1.4.1 Définition

Soit (S) un système constitué de n1 moles de X1, n2 moles de X2, ...nN moles de
XN . Lorsque la composition de ce système demeure constante (ni = cte), la variation
d’enthalpie libre G de (S), consécutive à des variations dT et dP de sa température
et de sa pression, vaut :

dG = −S dT + V dP

En admettant alors que G est a priori fonction de T , P , n1, ...nN , il apparaît que :
(
∂G

∂T

)

P,ni

= −S et

(
∂G

∂P

)

T,ni

= V (8)

Ce faisant, si la composition de (S) varie également, son enthalpie libre
G(T, P, n1, · · ·nN ) s’accroît de :

dG =

(
∂G

∂T

)

P,ni

dT +

(
∂G

∂P

)

T,ni

dP +

N∑

i=1

(
∂G

∂ni

)

T,P,nj 6=i

dni

Définition 9 On appelle potentiel chimique µi de l’espèce Xi dans (S) son enthalpie
libre molaire partielle :

µi =

(
∂G

∂ni

)

T,P,nj 6=i

En tenant compte des identités (8), on obtient ainsi :

dG = −S dT + V dP +

N∑

i=1

µi dni (9)

Étant donné que les seuls paramètres extensifs dont dépend G sont les ni, la loi (1) de
la page 1044 montre que :

G =

N∑

i=1

µi ni
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Par suite, la différentielle de G s’écrit :

dG =
N∑

i=1

ni dµi +
N∑

i=1

µi dni

L’identification avec la loi (9) conduit à la relation de Gibbs-Duhem :

N∑

i=1

ni dµi = −S dT + V dP

7.1.4.2 Mélange de gaz parfaits

Soit un système (S), en phase gazeuse homogène, composé de n1 moles de X1, n2
moles de X2, ...nN moles de XN . La relation de Gibbs-Duhem révèle qu’au cours
d’une transformation isotherme :

N∑

i=1

ni dµi = V dP

Or, la pression partielle de chaque espèce Xi est définie comme la pression Pi qu’aurait
ce gaz s’il occupait seul le volume V de (S), à la température T :

Pi =
niRT

V
⇒

N∑

i=1

Pi =
RT

V

N∑

i=1

ni = P

⇒ dP =

N∑

i=1

dPi avec V =
niRT

Pi

Par conséquent :

N∑

i=1

ni dµi = V

N∑

i=1

dPi =

N∑

i=1

V dPi =

N∑

i=1

niRT
dPi
Pi

⇒ dµi = RT
dPi
Pi

Notamment, lorsque la pression partielle varie de P0 = 1 bar à Pi, de manière iso-
therme, cette relation conduit à :

∫ µi(T,Pi)

µi(T,P0)

dµi = RT

∫ Pi

P0

dPi
Pi

⇒ µi(T, Pi) = µi(T, P0) = RT ln

(
Pi
P0

)

En outre, Pi peut être exprimé en fonction de la fraction molaire xi de Xi :

Pi = xi × P où xi =
ni
n

et n =
N∑

i=1

ni

auquel cas :

µi(T, P, xi) = µi(T, P0) +RT ln

(
xi P

P0

)

(10)
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Rappelons que, lorsque xi = 1, le gaz parfait Xi est pur, en conséquence de quoi son
potentiel chimique est aussi donné par l’expression (6) :

µi(T, P, xi = 1) = µ∗
i (T, P ) = µ0

i (T ) +RT ln

(
P

P0

)

tandis que l’identité (10) devient :

µi(T, P, xi) = µi(T, P0) +RT ln

(
P

P0

)

de sorte que µi(T, P0) = µ0
i (T ) conduit à poser :

µi(T, P, xi) = µ0
i (T ) +RT ln

(
xi P

P0

)

ou encore :

µi(T, Pi) = µ0
i (T ) +RT ln

(
Pi
P0

)

7.1.4.3 Mélange idéal de phases condensées

Un système est dit idéal lorsque les particules qui le composent n’interagissent pas
entre-elles1. Par définition, le gaz parfait est idéal, avec :

µi(T, P, xi) = µ0
i (T ) +RT ln

(

xi ×
P

P0

)

= µ0
i (T ) +RT ln

(
P

P0

)

+RT lnxi

= µi(T, P, xi = 1) +RT lnxi

Définition 10 Par analogie avec le gaz parfait, le potentiel chimique d’un constituant
Xi d’un mélange idéal vérifie :

µi(T, P, xi) = µi(T, P,xi = 1) +RT lnxi

Remarque – On admettra, dans la suite de ce cours de deuxième année, que tous les
mélanges sont idéaux.
Par définition, le potentiel chimique de l’espèce Xi pure s’écrit :

µ∗
i (T, P ) = µi(T, P, xi = 1) ⇒ µi(T, P, xi) = µ∗

i (T, P ) +RT lnxi

1L’absence d’interaction entre les particules se traduit par la conservation, lors d’un mélange, de cer-
taines fonctions extensives, telles que l’enthalpie, l’énergie interne, le volume et la capacité thermique : les
grandeurs molaires s’identifient alors aux grandeurs molaires partielles :

H∗
mi = Hmi U∗

mi = Umi V ∗
mi = Vmi C∗

pmi
= Cpmi

Attention cependant, d’autres grandeurs varient lors des opérations de mélange ; il s’agit, notamment, de
l’entropie et par conséquent aussi de l’enthalpie libre :

G∗
mi 6= Gmi S∗

mi 6= S∗
mi
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où la relation (7) permet de poser, pour une phase condensée :

µ∗
i (T, P ) = µ0

i (T ) + V ∗
mi × (P − P0)

⇒ µi(T, P, xi) = µ0
i (T ) + V ∗

mi × (P − P0) +RT lnxi

Ce faisant, en négligeant le terme V ∗
mi×(P−P0) devant µ0

i (T ) pour une phase conden-
sée, on obtient simplement :

µi(T, P, xi) = µ0
i (T ) +RT lnxi

7.1.4.4 Solvant et soluté

Définition 11 On appelle solvant Xs d’un mélange homogène de n1 moles de X1,
...nN moles de XN , l’espèce dont la quantité ns excède de beaucoup celle des autres
constituants du mélange :

n1 + n2 + · · ·+ ns + · · ·+ nN ≃ ns

Les constituants Xi6=s sont alors appelés solutés.

La fraction molaire d’un unique solvant est définie par :

xs =
ns

n1 + · · ·ns + · · ·nN
≃ ns
ns

= 1

en conséquence de quoi :

µi(T, P ) = µ0
i (T ) pour un unique solvant.

Dans le cas où le système comporte plusieurs solvants Xs1, Xs2,... :

xsi =
nsi

n1 + · · ·+ ns1 + ns2 + · · ·+ nN
≃ nsi
ns1 + ns2 + · · · 6= 1

En revanche, pour un soluté :

xi6=s =
ni

n1 + · · ·ns + · · ·nN
≃ ni
ns

On définit alors la concentration molaire volumique ci (en mol · L−1) de Xi dans le
volume V du mélange par le rapport :

ci =
ni
V

⇒ xi ≃ ci ×
V

ns
=
ci
c0

× c0V

ns

où c0 est choisi arbitrairement égal à 1 mol ·L−1. Il s’esnsuit que le potentiel chimique
du soluté Xi vaut :

µi(T, P, xi) = µi(T, P, xi = 1) +RT lnxi

= µi(T, P, xi = 1) +RT ln

(
c0V

ns

)

+RT ln

(
ci
c0

)

expression que l’on peut également présenter sous la forme :

µi(T, P, ci) = µi(T, P, ci = c0) +RT ln

(
ci
c0

)
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Enfin, de la définition de µi :

dG = −S dT + V dP +

N∑

i=1

µi dni

il découle que :
(
∂µi
∂P

)

T,nj

=

(
∂V

∂ni

)

T,P,nj 6=i

= Vmi

où Vmi désigne le volume molaire de Xi dans le mélange. Ce terme étant négligeable
pour une phase condensée, µi apparaît comme une fonction très peu dépendante de P ,
auquel cas on pourra poser :

µi(T, P, ci = c0) ≃ µi(T, P0, ci = c0)

On notera désormais :

µ0
i (T ) = µi(T, P = P0, ci = c0)

de manière à présenter le potentiel chimique du soluté sous la forme suivante :

µi(T, P, ci) = µ0
i (T ) +RT ln

(
ci
c0

)

7.1.4.5 Conclusion : activité d’une espèce

L’étude précédente a montré que l’expression retenue pour le potentiel chimique d’une
espèce Xi dépend de la nature de Xi :

• si Xi est gazeux : µi(T, P ) = µ0
i (T ) +RT ln

(
Pi
P0

)

;

• si Xi se présente sous forme d’une phase liquide, mélangée de manière homongène
à d’autres constituants liquides :

µi(T, P, xi) = µ0
i (T ) +RT lnxi

• si Xi est un solvant unique ou se trouve dans une phase condensée pure (liquide
non miscible, solide, précipité, ...) : µi(T, P ) = µ0

i (T ) ;

• si Xi est un solulté : µi(T, P, ci) = µ0
i (T ) +RT ln

(
ci
c0

)

.

Afin d’adopter une forme unitaire pour l’expression du potentiel chimique d’une espèce
Xi, on définit l’affinité aXi

de Xi par :

• le rapport : aXi
=
Pi
P0

si Xi est un gaz ; la pression standard P0 vaut arbitrairement

P0 = 1 bar = 105 Pa et c’est pourquoi Pi sera fréquemment exprimé en bar de
sorte que xi prend la valeur numérique de Pi, et est dépourvu d’unité.

• la fraction molaire : aXi
= xi si Xi est dans une phase liquide, miscible à d’autres

phases liquides ;
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• au rapport aXi =
ci
c0

où c0 = 1 mol · L−1 si Xi est un soluté. On remarque à

nouveau qu’en exprimant ci en mol · L−1, l’activité aXi
devient une grandeur adi-

mensionnée.

En conclusion, le potentiel chimique adopte la forme générale :

µi(T, P, ai) = µ0
i (T ) +RT ln aXi

7.1.5 Corps pur sous deux phases

7.1.5.1 Définitions

On considère un corps pur X sous deux phases ϕ1 et ϕ2. L’équilibre de changement
d’état :

X(ϕ1) ⇌ X(ϕ2)

s’effectue à une température T et à une pression P constantes et égales à celles du
milieu extérieur ; il s’agit d’une transformation isotherme et isobare. On rappelle ci-
dessous le nom des changements d’état que l’on pourra rencontrer :

SOLIDE
solidification

fusion
LIQUIDE

LIQUIDE
liquéfaction

vaporisation
GAZ

SOLIDE
condensation

sublimation
GAZ

Définition 12 Lorsqu’une masse δm d’un corps effectue la transition de phase
Xϕ1

→ Xϕ2
, l’enthalpie massique de ce corps varie de la quantité :

dh = ℓ12 × δm

ℓ12 représente alors la chaleur latente massique de la transition de phase.

Nous rencontrerons ainsi, dans ce cours, les chaleurs latentes massiques de fusion (ℓfus),
de vaporisation (ℓvap) et de sublimation (ℓsub).

Remarque – Lorsque le changement d’état est effectué, de manière réversible, à la
température et sous la pression de l’équilibre Xϕ1

⇌ Xϕ2
, la quantité de chaleur

δQP, T s’identifie à la variation d’enthalpie du système :

δQP, T = dH1→2 ⇒ QT, P = ∆H = m× ℓ12

Définition 13 Lorsqu’une masse δm d’un corps pur effectue la transition de phase
Xϕ1

→ Xϕ2
, l’entropie du système varie d’une quantité :

dS = δm× (s2 − s1)

où si désigne l’entropie massique de X(ϕi).
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Si la transition de phase est effectuée de manière réversible, à la température T :

dS =
δQ

T
⇒ s2 − s1 =

ℓ12
T

(11)

7.1.5.2 Condition d’équilibre

Définition 14 On appelle phase un système physique dans lequel les paramètres in-
tensifs sont continus à notre échelle.

Soient n moles d’un corps présent dans deux phases, contenant respectivement n1 et
n2 moles de ce corps et de potentiels chimiques µ1(T, P ) et µ2(T, P ) à la température
T et sous la pression P . Lors d’un changement de composition de ces phases, à T et P
constants, l’enthalpie libre du sysème diphasé varie conformément à la loi (9) établie à
la page 1050 :

dG = V dP − S dT +
2∑

i=1

µi dni = µ1 dn1 + µ2 dn2

où la conservation de la matière impose :

n = n1 + n2 ⇒ dn = dn1 + dn2 = 0 ⇒ dn2 = −dn1

⇒ dG = dn1 (µ1 − µ2)

L’enthalpie libre du système ne pouvant que décroître, plusieurs situations peuvent se
présenter :

• si µ1 > µ2, dG < 0 n’est vérifié que si dn1 < 0,
ce qui signifie que la phase (1) se vide au profit de
la phase (2) ;

• si µ2 > µ1, l’inégalité : dG < 0 impose que
dn1 > 0 ; la phase (1) s’accroît aux dépends de la
phase (2).

Phase (1)
n1

Phase (2)
n2

µ1>µ2

µ1<µ2

Par conséquent, l’équilibre entre les deux phases est établi lorsque :

µ1(T, P ) = µ2(T, P ) (12)

Sous quelle pression doit-on se placer pour faire bouillir de l’eau à 25˚C ?
On donne les potentiels chimiques standard de l’eau à l’état de vapeur et à l’état li-
quide, à la température T = 298,15 K :

µ0
liq = −237,14 kJ · mol−1 et µ0

vap = −228,85 kJ · mol−1

La constante molaire des gaz parfait a pour valeur : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

Réponse Le potentiel chimique d’une espèce (Xi) s’écrit, d’une manière générale :

µi(T, P ) = µ0i (T ) +RT ln ai

où ai désigne l’activité chimique de Xi :

• la phase liquide a pour activité chimique : aliq = 1, auquel cas :

µliq(T, P ) = µ0liq(T )
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• la vapeur d’eau a, quant à elle, une activité : avap =
P

P0
où P0 = 1 bar désigne la pression standard et

P la pression d’ébullition. C’est pourquoi :

µvap(T, P ) = µ0vap(T ) +RT ln

(
P

P0

)

La coexistence de l’eau sous les phases liquides et gazeuse impose alors l’identité des potentiels chimiques :

µvap(T, P ) = µliq(T, P ) ⇒ µ0vap(T ) +RT ln

(
P

P0

)

= µ0liq(T )

⇒ P = P0 × exp

[
µ0liq(T )− µ0vap(T )

RT

]

⇒ P = exp

[−237 140 + 228 850

8,314× 298,15

]

soit encore :
P = 3,528.10−2 bar = 3528 Pa

7.1.5.3 Relation de Clapeyron

Un diagramme (P, T ) fait apparaître les différentes phases sous lesquelles peut se pré-
senter un corps pur (par exemple : liquide, solide ou gazeuse) :

T

P

SOLIDE LIQUIDE

GAZ
(1)

(3)

(2)

P

T

T

C (1) : courbe de sublimation

(2) : courbe de fusion

(3) : courbe de vaporisation

M

Les régions du diagramme qui correspondent aux diverses phases sont séparées par des
courbes d’équilibre (ou de transition de phase) : la courbe de sublimation, celle de fu-
sion et celle de vaporisation. Un pointM(T, P ) de ces courbes désigne l’état (T, P ) du
corps pur présent simultanément dans plusieurs phases (il s’agit d’un état d’équilibre).
Au point triple (T ), le corps pur se trouve simultanément sous trois phases.
Considérons alors deux points M(T, P ) et N(T + dT, P + dP ) d’une courbe d’équi-
libre entre deux phases (1) et (2).
Le corps pur présente, au point M , des
potentiels chimiques µ1(T, P ) et µ2(T, P )
sous les phases respectives (1) et (2), qui
doivent respecter la condition d’équilibre
(12) :

µ1(T, P ) = µ2(T, P )

De même, l’équilibre entre les phases (1) et
(2) au point N est assujetti à l’égalité :

T

P

(1)

(2)
P

T T+dT

M

NP+dP

µ1(T + dT, P + dP ) = µ2(T + dT, P + dP )
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c’est-à-dire, au premier ordre en dT et en dP :

µ1(T, P )+

(
∂µ1

∂T

)

P

dT+

(
∂µ1

∂P

)

T

dP = µ2(T, P )+

(
∂µ2

∂T

)

P

dT+

(
∂µ2

∂P

)

T

dP

(13)
Or, l’identité (9) de la page 1050 s’écrit, dans le cas où les phases (1) et (2) contiennent
respectivement n1 et n2 moles de corps pur :

dG = V dP − S dT + µ1 dn1 + µ2 dn2

de sorte que :
(
∂µi
∂P

)

T,nj 6=i

=

(
∂V

∂ni

)

T,P, nj 6=i

= Vim et

(
∂µi
∂T

)

P,nj 6=i

= −
(
∂S

∂ni

)

T,P,nj 6=i

= −Sim

C’est pourquoi l’équation (13) se simplifife :

−S1m dT + V1m dP = −S2m dT + V2m dP

⇒ (S2m − S1m) dT = (V2m − V1m) dP

⇒ S2m − S1m = (V2m − V1m)× dP

dT

Enfin, la relation (11) de la page 1056 fournit :

S2m − S1m =
L12,m

T

où L12,m désigne la chaleur latente molaire du changement d’état (1) → (2). Par
conséquent, cette chaleur latente est donnée par la relation de Clapeyron :

L12,m = T × (V2m − V1m)× dP

dT

que l’on peut aussi écrire à l’aide de grandeurs massiques :

ℓ12 = T × (v2 − v1)×
dP

dT

Remarque – Dans le cas de l’eau, la masse volumique µs de la glace (phase solide)
est plus petite que celle, µℓ, du liquide. C’est pourquoi :

µs < µℓ ⇒ vs =
1

µs
> vℓ =

1

µℓ
⇒ vℓ − vs < 0

Ainsi, la relation de Clapeyron, relative à la fusion de la glace :
(

dP

dT

)

fusion

=
ℓfus.

T × (vℓ − vs)
< 0

montre que la courbe de fusion P (T ) est décroissante :
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22 064

p (kPa)

T

LIQ.

GAZSOL.

C

101,3
0,6

0 0,01 100 373,99
t (°C)

Lors de la vaporisation d’un corps pur, de masse molaire M , on admet que
la vapeur se comporte comme un gaz parfait et que la chaleur latente massique de
vaporisation, ℓvap, est indépendante de la température.

1. Comparer les volumes massiques vℓ et vg des phases liquide et gazeuse respective-
ment. En déduire une simplification de la relation de Clapeyron.

2. Montrer qu’il existe une constante positive α telle que la courbe de vaporisation
soit décrite par l’équation :

P (T ) = α exp

(

−Mℓvap

RT

)

où R désigne la constante molaire des gaz parfaits.

Réponse

1. Soit une massem de corps pur, qui occupe un volume Vℓ lorsqu’il est liquide ou un volulme Vg lorsqu’il
est gazeux. Le gaz étant moins dense que le liquide, il s’ensuit que :

Vg ≫ Vℓ ⇒ Vg

m
≫ Vℓ

m
⇒ vg ≫ vℓ ⇒ vg − vℓ ≃ vg

Ainsi, la relation de Clapeyron, relative à la vaporisation, devient :

ℓvap = T × (vg − vℓ)×
dP

dT
≃ T × vg × dP

dT

2. La vapeur se comporte comme un gaz parfait de masse molaire M , dont le volume Vg contient un
nombre de moles n de gaz et présente une masse m = n×M :

PVg = nRT = m× RT

M
⇒ vg =

Vg

m
=

RT

PM

La relation de Clapeyron simplifiée s’écrit alors :

ℓvap = T × RT

PM
× dP

dT
⇒ dP

P
=
M ℓvap

R
× dT

T 2

⇒ d (lnP ) = d

(

−M ℓvap

RT

)

Il existe donc une constante positive α telle que :

lnP = lnα− M ℓvap

RT
⇒ P (T ) = α× exp

(

−M ℓvap

RT

)
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7.2 Grandeurs standard relatives à un constituant
7.2.1 Définitions

Définition 15 On appelle état standard d’un corps l’état de ce corps pur à la pression
P0 = 1 bar et à la température T .

Ainsi, l’état standard d’un gaz est un gaz parfait pur, de même formule chimique, à la
température T et sous la pression P0. Quant à l’état standard d’un corps condensé, il
correspond à un corps pur, de même composition chimique, à la température T et sous
la pression P0.

Remarque – Un état standard peut ne pas exister dans la nature ; par exemple, la
glace à la température T = 298 K (25˚C), sous la pression P0 = 1 bar.

Définition 16 L’état standard d’un corps Xi dans un mélange est l’état de ce même
corps, pur, à la température T et sous la pression P0.

Cette définition revient à ignorer les interactions entre les divers corps, dans leur état
standard, qui composent le mélange.

Définition 17 On appelle grandeur standard associée à un constituant Xi la grandeur
relative à Xi, pris dans son état standard.

Définition 18 La grandeur molaire standard d’un corps est la grandeur standard as-
socié à une mole de ce corps.

Remarque – Étant donné que l’état standard de Xi est défini à la pression P0 et que
les interactions moléculaires sont négligées, une grandeur molaire standard ne dépend
que de la température T et surtout pas de la composition du milieu.
La grandeur molaire standard ψ associée à un corps Xi sera désormais notée :

ψ0
i (T ) = ψ∗

i (T, P0)

La grandeur molaire standard ψ0(T, n1, · · ·nN ) associée à un mélange de n1 moles
de X1, n2 moles de X2, ..., nN moles de XN est alors définie par :

ψ0(T, n1, · · ·nN ) =
N∑

i=1

ψ0
i (T )× ni (14)

7.2.2 Présentation de quelques grandeurs standard
Soient n moles d’un corps pur, à la température T et sous la pression P . L’enthalpie,
l’entropie et la capacité thermique isobare d’un tel corps s’expriment par :

H∗(T, P ) = n×H∗
m(T, P ) S∗(T, P ) = n×S∗

m(T, P ) C∗
p = n×C∗

pm(T, P )

où les grandeurs Y ∗
m(T, P ) sont les grandeurs molaires associées à Y ∗(T, P ). Les gran-

deurs molaires standard sont alors, par définition, les grandeurs Y ∗
m prises à la pression

P0. On les note :

Y 0
m(T ) = Y ∗

m(T, P0)
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C’est pourquoi l’enthalpie standard, l’entropie standard et la capacité thermique iso-
bare standard valent :

H0(T ) = n×H0
m(T ) S0(T ) = n× S0

m(T ) C0
p(T ) = n× C0

pm(T )

Lorsque le système est fermé2 :

dH∗ = C∗
p (T, P )× dT ⇒ n× dH∗

m = n× C∗
pm(T, P ) dT (15)

⇒ C∗
pm(T, P ) =

dH∗
m

dT
⇒ C0

pm(T ) =
dH0

m

dT
(16)

De même, l’enthalpie libre d’un tel système est définie par :

G(T, P ) = H(T, P )− T × S(T, P )

= n× [H∗
m(T, P )− T × S∗

m(T, P )]

d’où découle la définition du potentiel chimique µ∗(T, P ) :

G(T, P ) = n× µ∗(T, P ) avec µ∗(T, P = H∗
m(T, P )− T × S∗

m(T, P )

Notamment, le corps pur étant pris dans son état standard :

G0(T ) = n× µ0(T ) où G0(T ) = G∗(T, P0) et µ0(T ) = µ∗(T, P0)

avec :

µ0(T ) = H0(T )− T × S0(T )

La grandeur G0(T ) est alors l’enthalpie libre standard du système et µ0(T ) son poten-
tiel chimique standard.
Dans le cas d’un mélange de N substances, les grandeurs définies précédemment de-
viennent :

H0(T ) =

N∑

i=1

niH
0
i (T ) S0(T ) =

N∑

i=1

ni S
0
i (T ) (17)

C0
p(T ) =

N∑

i=1

ni C
0
pi(T ) G0(T ) =

N∑

i=1

ni µ
0
i (T ) (18)

7.2.3 Grandeurs standard de réaction
7.2.3.1 Réaction chimique

Une réaction chimique est décrite par une équation-bilan dans laquelle figurent les
symboles chimiques (Xi) des espèces et leurs coefficient stœchiométriques (αi) :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr
︸ ︷︷ ︸

réactifs

= αr+1Xr+1 + · · ·+ αN XN
︸ ︷︷ ︸

produits

2Pour les gaz parfaits, la première loi de Joule précise queH∗ ne dépend que de la température T . Quant
aux phases condensées, leur faible compressiblité permet également de postuler pour une dépendance deH∗

exclusivement en T .
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Pour 1 6 i 6 r (à gauche du signe =) se trouvent les réactifs, tandis que les produits
sont caractérisés par r + 1 6 i 6 N .
Si n0 désigne la quantité initiale du constituant Xi, cette quantité de matière devient,
lors de l’évolution de la réaction :

ni = ni0 − αi ξ pour les réactifs et ni = ni0 + αi ξ pour les produits.

où ξ représente l’avancement de la réaction, supposé nul en début de réaction. Afin
d’uniformiser ces notations, on définit un coefficient stœchiométrique algébrique par :

{
νi = −αi pour 1 6 i 6 r
νi = αi pour r + 1 6 i 6 N

⇒ ni = ni0 + νi × ξ

7.2.3.2 Opérateur de Lewis

Soit Y (T, P, n1, · · · ,nN ) une grandeur physique associée à un système composé de
n1 moles de X1, ..., nN moles de XN , à la température T et sous la pression P . Compte
tenu de la dépendance des ni en fonction de ξ, on peut poser :

Y (T, P, n1, · · ·nN ) = ψ(T, P, ξ) car ni = ni0 + νiξ

C’est pourquoi des variations de T , P , ni et ξ se traduisent par les variations :

dY =

(
∂Y

∂T

)

P,ni

dT +

(
∂Y

∂P

)

T,ni

dP +

N∑

i=1

(
∂Y

∂ni

)

T,P,nj 6=i

dni

=

(
∂Y

∂T

)

P,ni

dT +

(
∂Y

∂P

)

T,ni

dP +

N∑

i=1

Yim dni

et :

dψ =

(
∂ψ

∂T

)

P,ξ

dT +

(
∂ψ

∂P

)

T,ξ

dP +

(
∂ψ

∂ξ

)

T,P

dξ

avec :

dY = dψ ⇒
(
∂ψ

∂ξ

)

T,P

dξ =

N∑

i=1

Yim dni où ni = ni0 + νi ξ

=

N∑

i=1

νi Yim × dξ

⇒
(
∂ψ

∂ξ

)

T,P

=

N∑

i=1

νi Yim

Définition 19 L’opérateur de Lewis ∆r associé à ψ(T, P, ξ) = Y (T, P, ni) est défini
par :

∆rY =
N∑

i=1

νi Yim =

(
∂ψ

∂ξ

)

T, P

(19)
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Dans le cas d’une grandeur standard, la définition (14) de la page 1060 :

Y 0(T, n1, · · ·nN ) =

N∑

i=1

Y 0
i (T )× ni

fournit directement :

dY 0 =

(
N∑

i=1

dY 0
i (T )

dT
ni

)

dT +

N∑

i=1

Y 0
i (T ) dni où ni = ni0 + νi ξ

=

(
∂Y 0

∂T

)

ni

dT +

[
N∑

i=1

Y 0
i (T ) νi

]

dξ

soit encore :

dY 0 =

(
∂Y 0

∂T

)

ni

dT +

[
N∑

i=1

νi Y
0
i (T )

]

dξ (20)

Définition 20 On appelle grandeur standard de réaction :

∆rY
0(T ) =

N∑

i=1

νi × Y 0
i (T ) (21)

Au cours d’une transformation isotherme, la variation ∆Y 0 de la grandeur Y 0 provient
de la variation ∆ξ = ξf − ξi de l’avancement :

dY 0 = ∆rY
0(T ) dξ ⇒ ∆Y 0(T ) =

∫ ξf

ξi

∆rY
0(T ) dξ

où ∆rY
0(T ) est indépendant de ξ (c’est-à-dire de la composition du mélange de consti-

tuants pris dans leur état standard). C’est pourquoi :

∆Y 0(T ) = Y 0(T, ξf )− Y 0(T, ξi) = ∆rY
0(T )× (ξf − ξi)

Remarque – Étant donné que :

Y 0(T, ni) =
N∑

i=1

Y 0
i (T )× ni =

N∑

i=1

Y 0
i (T )× (ni0 + νi ξ)

il apparaît que Y 0 est une fonction qui dépend directement de ξ. C’est pourquoi la loi
(20) sera souvent substituée par :

dY 0 =

(
∂Y 0

∂T

)

ξ

dT +∆rY
0(T ) dξ où ∆rY

0(T ) =

(
∂Y 0

∂ξ

)

T

(22)
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La définition de la capacité thermique standard, à pression constante :

C0
p(T ) =

N∑

i=1

ni C
0
pi(T )

conduit à poser : ∆rC
0
p =

N∑

i=1

νi C
0
pi(T ) de sorte que :

dC0
p(T ) =

(

∂C0
p

∂T

)

ξ

dT +∆rC
0
p dξ

7.2.3.3 Enthalpie standard de réaction

Considérons une réaction d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr → αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN (23)

Compte tenu de la loi (1) de la page 1044, l’enthalpie H(T, P, ni) de ce système s’ex-
prime en fonction des quantités ni de chaque constituant Xi :

H(T, P, ni) =

N∑

i=1

ni ×Hmi(T, P, ni)

oùHmi(T, P, ni) =

(
∂H

∂ni

)

T,P,nj 6=i

désigne l’enthalpie molaire partielle de Xi. Or, le

mélange étant supposé idéal, chaque enthalpie molaire partielle Hmi(T, P, ni) s’iden-
tifie à l’enthalpie molaire H∗

mi(T, P ) de Xi :

Hmi(T, P, ni) = H∗
mi(T, P ) ⇒ H(T, P, ni) =

N∑

i=1

ni ×H∗
mi(T, P )

Enfin, conformément à la seconde loi de Joule,H∗
mi est indépendant de la pression P si

Xi est un gaz parfait. Par extension, H∗
mi est aussi indépendant de P si Xi se présente

sous une phase condensée. C’est pourquoi, en notant P0 = 1 bar la pression standard :

H∗
mi(T, P ) = H∗

mi(T, P0) = H0
mi(T )

où H0
mi(T ) est l’enthalpie molaire standard de Xi, en fonction de laquelle on peut

poser :

H(T, P, ni) =

N∑

i=1

ni ×H0
mi(T )

En rappelant que l’avancement ξ de la réaction est lié à ni et au coefficient algébrique
νi de Xi :

(
∂ni
∂ξ

)

T, P

= νi
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on définit l’enthalpie de réaction à partir de l’opérateur de Laplace :

∆rH =

(
∂H

∂ξ

)

T, P

=
N∑

i=1

(
∂ni
∂ξ

)

T, P

×H0
mi(T ) ⇒ ∆rH =

N∑

i=1

νi ×H0
mi(T )

Remarque – Cette relation révèle que ∆rH ne dépend pas de la pression P , en raison
de quoi lorsque P = P0, l’enthalpie standard de la réaction (23) est définie par :

∆rH
0(T ) = ∆rH(T, P0) ⇒ ∆rH

0(T ) =
N∑

i=1

νi ×H0
mi(T )

7.2.3.4 Transfert thermique

Soit (S) un système constitué des réactifs et produits qui apparaissent dans l’équation-
bilan (23). Lors d’une transformation au cours de laquelle la température, la pression
et l’avancement varient de dT , dP et dξ, l’enthalpie de (S) varie de la quantité dH
telle que :

H(T, P, ni) =

N∑

i=1

niH
0
mi(T ) ⇒ dH =

N∑

i=1

dni ×H0
mi(T ) +

N∑

i=1

ni × dH0
mi(T )

où : dni = νi dξ tandis que la capacité thermique molaire isobare C0
pm(Xi) de Xi a

été définie par la relation (16) de la page (1061) :

C0
pm(Xi) =

dH0
mi

dT
⇒ dH0

mi = C0
pm(Xi) dT

Il s’ensuit que :

dH =

[
N∑

i=1

ni C
0
pm(Xi)

]

dT +

[
N∑

i=1

νiH
0
mi(T )

]

dξ

c’est-à-dire :
dH = C0

p dT +∆rH
0(T ) dξ (24)

où C0
p =

N∑

i=1

ni C
0
pm(Xi) désigne la capacité thermique de (S) à pression constante.

Du reste, si la pression que l’extérieur exerce sur (S) est maintenue à la valeur constante
Pext, alors que son volume s’accroît de dV , le premier principe de la thermodynamique
relie la variation dU de l’énergie interne de (S) à la quantité de chaleur δQ reçue par
(S) :

dU = δQ− Pext dV ⇒ ∆U = Q− Pext ∆V

à condition qu’aucune force, autre que celle de pression, ne s’exerce sur (S). Par suite,
l’enthalpie H de (S), définie à l’aide de la pression P qui règne dans (S), vaut :

H = U + PV ⇒ ∆H = ∆U +∆(PV ) = Q− Pext ∆V +∆(PV )
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Si la transformation est monobare, c’est-à-dire que la pression P prend initialement la
même valeur Pext qu’à la fin de la transformation :

∆(PV ) = Pext ∆V ⇒ ∆H = QP (transformation monobare).

De même, si la transformation est isobare à Pext : la pression P conserve, tout au long
de la transformation, la valeur constante Pext :

∆(PV ) = ∆(Pext V ) = Pext ∆V ⇒ ∆H = QP (transformation isobare).

Si, de surcroît, la transformation est isotherme (T = cte), la relation (24) indique qu’un
accroissement ∆ξ de l’avancement s’accompagne d’une augmentation de l’enthalpie
de (S) :

dH = ∆rH
0(T ) dξ ⇒ ∆H = ∆rH

0(T )×∆ξ

En conclusion :

au cours d’une transformation isotherme et isobare (ou monobare), pen-
dant laquelle l’avancement de la réaction progresse de ∆ξ, le système
(S) reçoit la quantité de chaleur :

QT, P = ∆rH
0(T )×∆ξ

Ce faisant, le signe de ∆rH
0(T ) permet de prévoir le comportement thermique d’un

système (S), siège d’une réaction chimique :

• la réaction est exothermique (QT,P < 0) si ∆rH
0(T ) < 0 ;

• la réaction est endothermique (QT,P > 0) si ∆rH
0(T ) > 0 ;

• la réaction est athermique (QT,P = 0) lorsque ∆rH
0(T ) = 0.

La synhèse de l’eau, selon l’équation bilan :

H2(gaz) +
1

2
O2(gaz) → H2O(gaz)

a pour enthalpie standard : ∆rH
0 = −241,8 kJ · mol−1 à 298 K.

On réalise cette réaction avec n1 = 2 moles de H2 et n2 = 3 moles de O2. Calculer la
chaleur dégagée, en considérant la réaction comme totale.

Réponse Soit ξ l’avancement de la réaction supposée totale, de bilan molaire :

H2(gaz)

2
2− ξ

+
1

2
O2(gaz)

3
3− ξ/2

→ H2O(gaz)

0
ξ

La réaction cesse lorsque l’avancement prend la valeur ξf = 2, auquel cas le dihydrogène est complètement
consommé. Ce faisant, l’avancement varie de ∆ξ = ξf − ξi = 2 (car ξi = 0), de sorte que la réaction
absorbe la chaleur :

Qabsorbée = ∆rH
0 ×∆ξ = −241,8× 2 = −483,6 kJ

ce qui signifie qu’elle dégage la quantité de chaleur :

Qdégagée = −Qabsorbée = 483,6 kJ
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7.2.3.5 Combinaison linaire d’équations-bilan

Considérons deux équations-bilans :
{

équation (a) : a1 X1 + · · ·+ ar Xr = ar+1 Xr+1 + · · ·+ aN XN
équation (b) : b1 X1 + · · ·+ br Xr = br+1 Xr+1 + · · ·+ bN XN

dont les enthalpies standard de réaction valent respectivement ∆rH
0
(a) et ∆rH

0
(b). On

dit qu’une réaction (c), d’équation-bilan :

c1 X1 + · · ·+ cr Xr = cr+1 Xr+1 + · · ·+ cN XN

est une combinaison linéaire des deux premières s’il existe des constantes réelles α et
β telles que :

ci = αai + β bi ∀i ∈ {1, · · ·N}

Dans ce cas, les coefficients stœchiométriques algébriques vérifient également la rela-
tion :

ci = αai + β bi ∀i ∈ {1, · · ·N}

Or, l’enthalpie standard de la réaction (c) vaut :

∆rH
0
(c) =

N∑

i=1

ciH
0
i =

N∑

i=1

(
αai + β bi

)
×H0

i

= α
N∑

i=1

aiH
0
i + β

N∑

i=1

biH
0
i

⇒ ∆rH
0
(c) = α∆rH

0
(a) + β∆rH

0
(b)

où ∆rH
0
(a) =

N∑

i=1

aiH
0
i et ∆rH

0
(b) =

N∑

i=1

biH
0
i sont les enthalpies standard des

réactions (a) et (b).

Remarque – Les calculs précédents se généralisent à toute grandeur standard de
réaction :

∆rY
0
(c)=α (a)+β (b) = α∆rY

0
(a) + β∆rY

0
(b) (25)

7.2.3.6 Enthalpie de changement d’état

Soit le changement d’état, d’équation :

X1

n01
n01 − ξ

⇌ X2

n02
n02 + ξ

effectué à la température T et sous la pression P d’équilibre. Si H∗
mi(T, P ) désigne

l’enthalpie molaire du corps pur Xi, la variation d’enthalpie consécutive au changement
d’état vaut :

∆H1→2 = [H∗
m2(T, P )−H∗

m1(T, P )]× ξ (26)
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c’est–à-dire :

∆H0
1→2 = ξ ×

[
H0

2 (T )−H0
1 (T )

]
⇒ ∆H0

1→2 = ξ ×∆rH
0
1→2(T ) (27)

où ∆rH
0
1→2(T ) désigne l’enthalpie standard du changement d’état ; on définira ainsi

les enthalpies standard des changements d’état suivants :

fusion X(sol) ⇌ X(liq) ∆rH
0
fus(T )

vaporisation X(liq) ⇌ X(gaz) ∆rH
0
vap(T )

sublimation X(sol) ⇌ X(gaz) ∆rH
0
sub(T )

7.2.4 Grandeurs standard de formation
7.2.4.1 Réactions de formation

Définition 21 L’état standard de référence d’un élément, à la température T , désigne
le corps simple dans son état standard le plus stable thermodynamiquement à la tem-
pérature T et sous la pression P0 = 1 bar, qui contient cet élément.

Par exemple, à 25˚C :

• H2O(liq) n’est pas un état standard de référence (E.S.R.) car il ne s’agit pas d’un
corps simple (deux éléments différents – l’oxygène et l’hydrogène – composent la
molécule H2O) ;

• le carbone diamant n’est pas un E.S.R. du carbone car, pour toute température T ,
sous P0 = 1 bar, le graphite est la forme allotropique du carbone la plus stable
thermodynamiquement ;

• H2(gaz) pur, sous P0 = 1 bar et à 25˚C est un E.S.R.

Définition 22 La réaction (standard) de formation d’un corps Xi est la réaction théo-
rique dont l’équation-bilan aboutit à la formation de Xi pur, à partir de ses éléments
constitutifs pris dans leur état standard de référence. Le coefficient stœchiométrique
associé à Xi doit valoir 1.

Par exemple :

H2(gaz) +
1

2
O2(gaz) → H2O(liq)

est la réaction (standard) de formation de H2O(liq), tandis que :

2H2(gaz) + O2(gaz) → 2H2O(gaz)

n’est pas la réaction (standard) de formation de H2O(gaz) : le coefficient stœchiomé-
trique associé à H2O(gaz) ne vaut pas 1.

Définition 23 L’enthalpie standard de formation d’un corps Xi (∆fH
0(Xi)), est l’en-

thalpie standard ∆rH
0 de la réaction de formation standard de Xi. Il en va de même

de l’enthapie libre standard ∆fG
0(Xi) de formation de Xi.

Par convention, on retiendra que :
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• l’enthalpie standard H0(Ri) et l’enthalpie libre standard G0(Ri) d’un élément Ri
dans son E.S.R. sont nulles :

H0(Ri) = 0 et G0(Ri) = 0

• l’enthalpie standard, l’enthalpie libre standard G0, l’entropie standard S0 et la
capacité thermique isobare C0

p de l’ion H+
(aq) sont nulles à 25˚C :

H0
(

H+
(aq)

)

= 0 G0
(

H+
(aq)

)

= 0 S0
(

H+
(aq)

)

= 0 C0
p

(

H+
(aq)

)

= 0

Notons Ri les éléments, pris dans leur E.S.R., qui entrent dans la composition d’une
espèce chimique Xi. La réaction de formation (standard) de Xi se présente alors sous
la forme :

b1 R1 + · · ·+ br Rr → Xi

auquel cas l’enthalpie standard de formation de Xi vaut :

∆fH
0(Xi) = H0(Xi)−

[
b1H

0(R1) + · · ·+ brH
0(Rr)

]

où H0(Ri) = 0 dans le cadre de la convention adoptée. C’est pourquoi :

∆fH
0(Xi) = H0(Xi)

De la même manière :

∆fG
0(Xi) = G0(Xi)

La convention selon laquelle, pour un élément R0
i , dans son E.S.R., H0(Ri) = 0 et

G0(Ri) = 0, conduit à :

∆fH
0(R0

i ) = 0 et ∆fG
0(Ri) = 0

Il ne faut pas déduire de ce qui précède que ∆fS
0(Xi) = S0(Xi), car la convention

adoptée ne précise pas la valeur de S0(Ri), en générale non nulle.

On peut montrer que l’entropie d’un système (S) est une fonction d’autant plus
grande que le nombre de degrés de liberté augmente dans (S) (ce qui fait dire
que S est une fonction caractérstique du désordre). C’est pourquoi :

d’une manière générale, l’entropie standard d’une réaction ne mettant

en jeu que des gaz parfaits prend le même signe que
N∑

i=1

νi.

Cette loi est rigoureusement respectée dans le cas ou seules des molé-
cules diatomiques sont impliquées dans l’équation-bilan.
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7.2.4.2 Calcul des grandeurs standard de réaction

De la loi (25) découle la loi de Hess :

Si une réaction R est une combinaison linéaire des réactions Ri :

R =

N∑

i=1

αiRi

la grandeur standard de réaction ∆rY
0
R de R est aussi une combinaison li-

néaire de celles des réactions Ri :

∆rY
0
R =

N∑

i=1

αi∆rY
0
Ri

(28)

Considérons une réaction (R), d’équation-bilan :

a1 X1 + · · ·+ ar Xr = ar+1 Xr+1 + · · · aN XN (R)

où chacune des espèces Xi admet pour réaction de formation :

b11 R11 + · · ·+ b1r1R1r1 → X1 (R1)

b21 R21 + · · ·+ b2r2R2r2 → X2 (R2)

...
...

...

bN1 RN1 + · · ·+ bNrN RNrN → XN (RN )

La réaction (R) est alors la combinaison linéaire des réactions (Ri) :

(R) =

N∑

i=1

νi × (Ri)

dont les coefficients νi s’identifient aux coefficients stœchiométriques algébriques des
espèces Xi qui interviennent dans (R). Ainsi, compte tenu de la loi de Hess, l’enthalpie
standard ∆rH

0 et l’enthalpie libre standard ∆rG
0 de la réaction (R) s’obtiennent à

l’aide des relations :

∆rH
0 =

N∑

i=1

νi ×∆fH
0(Xi) et ∆rG

0 =

N∑

i=1

νi ×∆fG
0(Xi)

Calculer l’enthalpie standard de la réaction suivante, à 298 K :

CO(gaz) + 2H2(gaz) ⇌ CH3OH(gaz)

connaissant les enthalpies standard de formation suivantes, à la même température :

∆fH
0 (CH3OH) = −201,2 kJ · mol−1

∆fH
0(CO) = −110,5 kJ · mol−1

Réponse Compte tenu des lois précédentes, l’enthalpie standard de la réaction vaut :

∆rH
0 = ∆fH

0
(
CH3OH(gaz)

)
−∆fH

0(CO(gaz))− 2∆fH
0
(
H2(gaz)

)
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où ∆fH
0
(
H2(gaz)

)
= 0 puisque, sous la pression standard P0 et à la température T = 298 K, H2(gaz) se

trouve dans son E.S.R. C’est pourquoi :

∆rH
0 = −201,2 + 110,5 = −90,7 kJ · mol−1

Remarque – Les calculs de l’entropie standard d’une réaction, ainsi que celui de
∆rC

0
p se mènent quant à eux directement à l’aide des relations :

∆rS
0 =

N∑

i=1

νi × S0(Xi) et ∆rC
0
p =

N∑

i=1

νi × C0
p(Xi)

7.2.5 Relations entre les grandeurs standard de réaction

7.2.5.1 Loi de Kirchhoff pour ∆rH
0

Les expressions de ∆rH
0 et de ∆rC

0
p , pour une réaction dont les constituants ont pour

coefficients stœchiométriques algébriques νi, s’écrivent :

∆rH
0 =

N∑

i=1

νiH
0
i (T ) et ∆rC

0
p =

N∑

i=1

νi C
0
pi

Il s’ensuit que :

d
(
∆rH

0
)

dT
=

N∑

i=1

νi
dH0

i

dT

où la définition (16) de la page 1061 conduit à :

dH0
i

dT
= C0

pi ⇒
d
(
∆rH

0
)

dT
=

N∑

i=1

νi C
0
pi

Ce faisant, la variation de ∆rH
0 avec T suit la loi de Kirchhoff :

d
(
∆rH

0
)

dT
= ∆rC

0
p

Aussi, lorsque la température varie de dT , l’enthalpie standard subit une variation :

d
(
∆rH

0
)
= ∆rC

0
p dT

de sorte qu’entre deux températures T1 et T2 :

∆rH
0(T2)−∆rH

0(T1) =

∫ T2

T1

∆rC
0
p dT

Dans le cours de deuxième année, on limite cette étude au cas où ∆rC
0
p peut être

considéré comme indépendant de la température, en conséquence de quoi :

∆rH
0(T2) = ∆rH

0(T1) + ∆rC
0
p × (T2 − T1)
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Remarque – Les tables de données numériques fournissent en général les enthalpie
standard de formation des espèces chimiques, à la température T0 = 298 K, de manière
à permettre aisément le calcul de ∆rH

0(T0). Aussi, l’enthalpie standard de réaction à
toute autre température T est accessible à partir de la relation précédente.

7.2.5.2 Relations de Gibbs-Helmholtz

Conformément à l’identité (21) établie à page 1063, l’enthalpie libre de réaction
s’écrit :

∆rG
0 =

N∑

i=1

νi ×G0
i (T ) ⇒

d(∆rG
0)

dT
=

N∑

i=1

νi ×
dG0

i

dT

Or, la loi (8) de la page 1050 donne :

dG0
i

dT
= −S0

i ⇒ d(∆rG
0))

dT
= −

N∑

i=1

νi S
0
i

où, en remarquant que ∆rS
0 =

N∑

i=1

νi S
0
i , on aboutit à la première relation de Gibbs-

Helmholtz :

d(∆rG
0)

dT
= −∆rS

0

En outre, la définition de l’enthalpie libre : G = H − TS mène directement à :

G0 = H0 − TS0 ⇒
(
∂G0

∂ξ

)

T

=

(
∂H0

∂ξ

)

T

− T

(
∂S0

∂ξ

)

T

c’est-à-dire, en tenant compte du résultat (22), obtenu à la page 1063 :

∆rY
0(T ) =

(
∂Y 0

∂ξ

)

T

⇒ ∆rG
0(T ) = ∆rH

0(T )− T ×∆rS
0(T ) (29)

La première relation de Gibbs-Helmholtz conduit alors à :

∆rG
0 = ∆rH

0 + T × d(∆rG
0)

dT
⇒ T × d(∆rG

0)

dT
−∆rG

0 = −∆rH
0

⇒ 1

T
× d(∆rG

0)

dT
− 1

T 2
∆rG

0 = −∆rH
0

T 2

d’où découle la seconde relation de Gibbs-Helmholtz :

d

dT

(
∆rG

0

T

)

= −∆rH
0

T 2
(30)

7.2.5.3 Loi de Kirchhoff pour ∆rS
0

La dérivation de l’identité (29) par rapport à T produit l’équation :

d(∆rG
0)

dT
=

d(∆rH
0)

dT
−∆rS

0 − T × (∆rS
0)

dT
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où la loi de Kirchhoff d’une part :
d(∆rH

0)

dT
= ∆rC

0
p et la première relation de

Gibbs-Helmholtz d’autre part :
d(∆rG

0)

dT
= −∆rS

0 mènent à :

−∆rS
0 = ∆rC

0
p −∆rS

0 − T × d(∆rS
0)

dT

soit encore :

d(∆rS
0)

dT
=

∆rC
0
p

T

Cette loi de Kirchhoff permet de retrouver la valeur de l’entropie standard d’une ré-
action à toute température T , à partir des valeurs fournies de ∆rS

0(T0) et de ∆rC
0
p à

T0 = 298 K :

d(∆rS
0) =

∆rC
0
p

T
dT ⇒ ∆rS

0(T ) = ∆rS
0(T0) +

∫ T

T0

∆rC
0
p

dT

T

Ainsi, en considérant ∆rC
0
p comme indépendant de la température (conformément aux

instructions du programme de deuxième année), on peut utiliser la relation :

∆rS
0(T ) = ∆rS

0(T0) + ∆rC
0
p × ln

(
T

T0

)

7.2.5.4 Modèle d’Ellingham

L’ordre de grandeur de ∆rC
0
p (quelques dizaines de J ·K−1 ·mol−1) permet de négliger

les variations de ∆rH
0 et de ∆rS

0 avec la température, sur tout intervalle de tempé-
rature où aucun constituant de la réaction chimique étudiée ne change d’état physique.
Cette approximation est connue sous le nom de modèle d’Ellingham :







d(∆rH
0)

dT
= ∆rC

0
p ≃ 0

d(∆rS
0)

dT
=

∆rC
0
p

T
≃ 0

⇒ ∆rH
0 = cte et ∆rS

0 = cte

Ce faisant, l’identité (29) se simplifie :

∆rG
0(T ) ≃ ∆rH

0(T0)− T ×∆rS
0(T0)

et montre qu’en l’absence de changement d’état dans l’équation-bilan, l’enthalpie libre
standard de réaction varie linéairement avec la température.

7.2.5.5 Cas d’un changement d’état physique

Considérons une réaction chimique, dont l’équation-bilan :

a1 X1 + · · ·+ aj Xj + · · ·+ ar Xr → ar+1 Xr+1 + · · ·+ aN XN (31)
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comporte une espèce (Xj par exemple) susceptible de changer d’état à la température
T12 ; Xj peut passer de la phase (1) à la phase (2) conformément à l’équation :

X(1)
j

nj1
nj1 − ξ

⇌ X(2)
j

nj2
nj2 + ξ

(32)

Si ce changement d’état est effectué à la pression standard P0 = 1 bar, la chaleur reçue
par Xj pur s’identifie à la variation d’enthalpie standard :

QP0
= ∆H0

1→2 = ξ ×
[

H0

X(2)
j

−H0

X(1)
j

]

Conformément à la loi (27) établie à la page 1068, on pourra alors poser :

∆H1→2 = ξ ×∆rH
0
1→2(T12) = ξ × ℓ1→2(T12)

où ℓ1→2 désigne la chaleur latente du changement d’état de Xj à la température T12.
Par suite, l’expression de l’enthalpie standard de la réaction (31) dépend de la valeur
relative de la température T :

• Si T < T12, l’espèce Xj se présente sous la forme X(1)
j de la phase (1) et :

∆rH
0(T < T12) =

N∑

i=1

νiH
0
Xj

=

N∑

i6=j

νiH
0
Xi

+ νj ×H0

X(1)
j

• Si T > T12, l’espèce Xj se présente sous la forme X(2)
j , auquel cas :

∆rH
0(T > T12) =

N∑

i=1

νiH
0
Xi

=

N∑

i6=j

νiH
0
Xi

+ νj ×H0

X(2)
j

Il s’ensuit que :

∆rH
0(T > T12)−∆rH

0(T < T12) = νj ×
[

H0

X(2)
j

−H0

X(2)
j

]

ce qui montre que :

∆rH
0(T ) admet une discontinuité à la température T12 de changement

d’état d’une espèce Xj :

lim
T→T+

12

[
∆rH

0(T )
]
− lim
T→T−

12

[
∆rH

0(T )
]
= νj × ℓ1→2(T12)

De même, la transformation décrite par l’équation (32) induit une variation d’entropie
standard :

∆S0
1→2 =

QP0

T12
= ξ ×∆rS

0
1→2 ⇒ ξ × ℓ1→2(T12)

T12
= ξ ×

[

S0

X(2)
j

− S0

X(1)
j

]

⇒ S0

X(2)
j

− S0

X(1)
j

=
ℓ1→2(T12)

T12

Ce faisant, l’entropie standard associée à la réaction d’équation-bilan (31) dépend de
la valeur de la température T :
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• Si T < T12, l’entité Xj se présente la forme X(1)
j , auquel cas :

∆rS
0(T < T12) =

N∑

i=1

νi S
0
Xi

=
∑

i6=j

νi S
0
Xi

+ νj × S0

X(1)
j

• Si T > T12, Xj se présentant sous la phase (2), il s’ensuit que :

∆rS
0(T > T12) =

N∑

i=1

νi S
0
Xi

=
∑

i6=j

νi S
0
Xi

+ νj × S0

X(2)
j

Par conséquent :

∆rS
0(T > T12)−∆rS

0(T < T12) = νj ×
[

S0

X(2)
j

− S0

X(1)
j

]

ce qui signifie encore que :

∆rS
0(T ) subit une discontinuité à la température T12 de changement

d’état d’une espèce Xj :

lim
T→T+

12

[
∆rS

0(T )
]
− lim
T→T−

12

[
∆rS

0(T )
]
= νj ×

ℓ1→2(T12)

T12

7.3 Affinité chimique – Équilibre chimique
7.3.1 Affinité chimique
On considère une réaction susceptible de se réaliser dans les sens (1) et (2) :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr
(2)
⇌
(1)

αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN (33)

dont l’avancement conditionne la composition du milieu réactionnel : dni = νi dξ.
Lorsque ξ augmente (dξ > 0), la réaction évolue dans le sens (1), tandis qu’une
diminution de ξ (dξ < 0) traduit une évolution de la réaction dans le sens (2). Confor-
mément à la relation (9) de la page 1050, l’enthalpie libre G(T, P, ni) varie de :

dG = V dP − S dT +

N∑

i=1

µi dni

lorsque la pression P du milieu, sa température T et les quantités de matière ni varient
de dP , dT et dni. Or, puisque dni = νi dξ, il s’ensuit que :

dG = V dP − S dT +∆rGdξ où ∆rG(T, P, ξ) =
N∑

i=1

νi µi(T, P, ξ)

Notamment, pour des transformations isobares et iothermes (T et P sont maintenus
constants)3

dG = ∆rG× dξ 6 0 ⇒ ∆G = ∆rG×∆ξ 6 0 (34)

3Au cours d’une transformation monobare et mmonotherme, la température et la pression en fin de trans-
formation prennent les même valeurs T et P qu’en début de transformation, auquel cas la variation d’enthal-
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car, au cours d’une évolution spontanée, l’enthalpie libre ne peut que décroître. Plu-
sieurs cas peuvent alors se présenter :

• si ∆rG < 0, dξ > 0 montre que la réaction évolue dans le sens (1) ;

• si ∆rG > 0, dξ < 0 révèle une évolution de la réaction dans le sens (2) ;

• si ∆rG = 0, la réaction évolue ni dans un sens ni dans l’autre ; l’équilibre chimique
est atteint.

Définition 24 On appelle affinité chimique d’une réaction la grandeur :

A = −∆rG

L’affinité chimique standard vaut ainsi :

A0 = −∆rG
0

Compte tenu de l’inégalité (34), l’évolution spontanée d’une réaction est caractérisée
par l’inégalité :

A× dξ > 0

d’où il s’ensuit que :

• lorsque A > 0, la réaction (33) évolue dans le sens (1) ;

• lorsque A < 0, la réaction (33) évolue dans le sens (2) ;

• lorsque A = 0, la réaction (33) atteint un état d’équilibre chimique.

Remarque – Il existe des situations où la réaction cesse par disparition d’un réactif,
bien que A ne soit pas nul. Le système se trouve alors dans un état d’équilibre physique
et non chimique ; un ajout infinitésimal de réactif en défaut permettrait la poursuite de
la réaction.

Définition 25 Pour une réaction d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr ⇌ αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN

le quotient de réaction est défini par :

Q =

N∏

i=r+1

aαi
i

r∏

i=1

aαi
i

=
N∏

i=1

aνii

où ai représente l’activité d’une espèce Xi, de coefficient stœchiométrique algébrique
νi.

pie libre vaut :
∆G = G(T, P, ξ +∆ξ)−G(T, P, ξ)

c’est-à-dire : DeltaG = ∆rG×∆ξ puisque G est une fonction d’état.
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Étant donné que pour la réaction chimique citée :

∆rG =

N∑

i=1

νi µi où µi = µ0
i +RT ln ai

=

N∑

i=1

νi µ
0
i +RT

N∑

i=1

νi ln ai

= ∆rG
0 +RT ln

(
N∏

i=1

aνii

)

= ∆rG
0 +RT lnQ

il s’ensuit que :

A(T, P, ξ) = A0(T )−RT lnQ(T, P, ξ)

7.3.2 L’équilibre chimique
7.3.2.1 Relation de Guldberg et Waage

Soit une réaction, d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr
(2)
⇌
(1)

αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN

dont l’évolution est décrite par l’avancement ξ. Notamment, lorsque l’équilibre chi-
mique est atteint, ξ prend une valeur ξe qui annule l’affinité chimique de la réaction :

A(T, P, ξe) = 0 ⇒ A0(T ) = RT lnQ(T, P, ξe) = −∆rG
0(T )

⇒ Q(T, P, ξe) = exp

[A0(T )

RT

]

= exp

[

−∆rG
0(T )

RT

]

Il existe, par conséquent, une fonction K0(T ) de la seule température, telle que :

Q(T, P, ξe) = K0(T ) = exp

[

−∆rG
0(T )

RT

]

à l’équilibre.

Cette relation, appelée relation de Gulberg et Waage, constitue également la loi d’ac-
tion des masses ; elle permet d’écrire l’expression générale de l’affinité chimique :

A(T, P, ξ) = A0(T )−RT ln [Q(T, P, ξ)] = −∆rG
0(T )−RT ln [Q(T, P, ξ)]

= RT lnK0(T )−RT [Q(T, P, ξ)]

c’est-à-dire :

A(T, P, ξ) = RT ln

[
K0(T )

Q(T, P, ξ)

]

(35)

L’évolution d’une réaction chimique peut être prévue à la lumière de cette relation :

• SiQ(T, P, ξ) < K0(T ), A(T, P, ξ) est positif, de sorte que la réaction évolue dans
le sens (1), ce qui tend à augmenter la valeur de Q(T, P, ξ) ;

• lorsque Q(T, P, ξ) > K0(T ), le signe négatif de A(T, P, ξ) révèle l’évolution de
la réaction dans le sens (2), induisant une diminution de ξ et donc une diminution
consécutive de Q(T, P, ξ).
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On peut résumer ce comportement en énonçant simplement la règle donnant la relaxa-
tion d’une système :

Q(T, P, ξ) évolue vers K0(T ).

Définition 26 On appelle température d’inversion la valeur Tinv de la température T
pour laquelle l’enthalpie libre standard ∆rG

0(T ) d’une réaction chimique change de
signe. C’est pourquoi :

∆rG
0(Tinv) = 0 ⇒ K0(Tinv) = 1

L’oxyde de cuivre (II) peut se transformer en oxyde de cuivre (I) selon
l’équation-bilan :

4CuO(sol)

(2)
⇌
(1)

2Cu2O(sol) + O2(gaz) (36)

Dans un récipient de volume constant V = 10 L, à la température T = 1273 K
constante, sont introduites : 0,1 mole de CuO(sol), 0,01 mole de Cu2O(sol) et 0,01 mole
de O2(gaz).

1. Calculer la valeur Q0 du quotient de réaction.

2. Que vaut la constante K0(T ) de cette réaction ?

3. Déduire du signe de son affinité chimique A le sens d’évolution de cette réaction
au moment du mélange.

4. Que vaut la pression partielle de O2 lorsque l’équilibre est atteint ?

Données numériques :

• enthalpie standard de la réaction (36) : ∆rH
0 = 248,75 kJ · mol−1, indépendam-

ment de la valeur de T ;

• entropie standard de la réaction (36) : ∆rS
0 = 177,9 J ·K−1 ·mol−1, indépendam-

ment de la valeur de T ;

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1 ;

• pression standard : P0 = 1 bar = 105 Pa.

Réponse

1. Dans l’équation-bilan (36) seul le dioxygène présente une activité aO2 différente de 1, auquel cas le
quotient de réaction vaut :

Q0 =
a2Cu2O × aO2

a4CuO

= aO2 =
PO2

P0

où PO2 désigne le pression partielle de O2, considéré comme un gaz parfait :

PO2V = nO2RT ⇒ PO2 =
nO2RT

V
=

0,01× 8,314× 1 273

10.10−3

⇒ PO2 = 1,06.104 Pa = 0,106 bar

Ce faisant, étant donné que P0 = 1 bar : Q0 = 0,106.
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2. La constante K0(T ) de cet équilibre est définie par :

K0(T ) = exp

[

−∆rG0(T )

RT

]

où, dans l’approximation d’Ellingham, ∆rH0 et ∆rS0 sont indépendants de la température :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0 = 248 750− 1 273× 177,9 = 22,3 kJ · mol−1

⇒ K0(T ) = exp

[

− 22 300

8,314× 1 273

]

= 0,122

3. L’affinité chimique de la réaction vaut :

A = ln

[
K0(T )

Q0

]

= ln

(
0,122

0,106

)

= 0,14 > 0

Le signe positif de A indique que la réaction (36) évolue dans le sens (1) de la production de O2.

4. Lorsque l’équilibre est atteint, le quotient de réaction s’indentifie à K0(T ) :

Q = K0(T ) ⇒ aO2 = K0(T ) ⇒ PO2

P0
= K0(T ) = 0,122 ⇒ PO2 = 0,122 bar

7.3.3 Lois de déplacement des équilibres
7.3.3.1 Loi de Van’t Hoff

La constante K0(T ) d’un équilibre est liée à l’enthalpie libre standard de cet équilibre
par la loi :

∆rG
0(T ) = −RT ln

[
K0(T )

]
⇒ ∆rG

0

T
= −R ln

[
K0(T )

]

Aussi, la relation de Gibbs-Helmholtz (30), établie à la page 1072, devient :

d

dT

(
∆rG

0

T

)

= −∆rH
0

T 2
⇒ −R d(lnK0)

dT
= −∆rH

0

T 2
⇒ d(lnK0)

dT
=

∆rH
0

RT 2

Cette relation constitue la loi de Van’t Hoff
Lorsque la température varie de dT , la constante K0(T ) subit aussi une variation telle
que :

d(lnK0) =
∆rH

0

R
× dT

T 2

c’est-à-dire, entre deux températures T1 et T2, si l’on s’en tient à l’approximation d’El-
lingham selon laquelle ∆rH

0 ne dépend pas de la température sur l’intervalle [T1, T2] :
∫ lnK0(T2)

lnK0(T1)

d(lnK0) =
∆rH

0

R

∫ T2

T1

dT

T 2
=

∆rH
0

R

(
1

T1
− 1

T2

)

d’où l’on déduit que :

ln

[
K0(T2)

K0(T1)

]

=
∆rH

0

R

(
1

T1
− 1

T2

)

(37)

Cette relation révèle l’influence de la température sur la constante d’équilibre :
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• si la réaction est endothermique (∆rH
0 > 0), une augmentation de température

(T2 > T1) se traduit par :

∆rH
0

R

(
1

T1
− 1

T2

)

> 0 ⇒ K0(T2) > K0(T1)

Les réactions endothermiques sont par conséquent favorisées par les hautes tempé-
ratures.

• pour une réaction exothermique (∆rH
0 < 0), une augmentation de la température

(T2 > T1) a pour conséquence :

∆rH
0

R

(
1

T1
− 1

T2

)

< 0 ⇒ K0(T2) < K0(T1)

Les réactions exothermiques sont donc favorisées par les basses tempérétures.

Ces deux cas peuvent alors être résumés de la manière suivante :

Une augmentation de la température provoque un déplacement de l’équilibre
chimique dans le sens de la consommation de chaleur.

7.3.3.2 Influence de la température

Considérons une réaction d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr
(2)
⇌
(1)

αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN (38)

dont l’état d’équilibre est atteint, pour un avancement ξe, à une température T1. Le
quotient de réaction vaut alors :

Q1 =

N∏

i=1

aνii

où ai désigne l’activité de l’espèce Xi. Aussi, conformément à la loi (35) de la page
1077, l’affinité chimique de ce système vaut :

Ae = RT1 ln

[
K0(T1)

Q1

]

Du reste, puisque l’équilibre chimique est atteint :

Ae = 0 ⇒ K0(T1) = Q1

Supposons que, dans cet état d’équilibre, la température passe subitement à la tempéra-
ture T2, tandis que la composition du système reste inchangée : le quotient de réaction
demeure à la valeur Q1 = K0(T1). Ce faisant, l’affinité chimique prend la nouvelle
valeur :

A2 = RT2 ln

[
K0(T2)

Q1

]

= RT2 ln

[
K0(T2)

K0(T1)

]

c’est-à-dire, en tenant compte de la loi (37) :

A2 = RT2 ×
∆rH

0

R

(
1

T1
− 1

T2

)

⇒ A2 = ∆rH
0 ×

(
T2
T1

− 1

)



Thermodynamique des systèmes chimiques 1081

À nouveau, cette relation signifie que :

• si la réaction (38) est endothermique (∆rH
0 > 0), une augmentation de la tempé-

rature (T2 > T1) se traduit par A2 > 0 ; la réaction évoluera ultérieurement dans le
sens (1).

• si la réaction est exothermique (∆rH
0 < 0), une augmentation de la température

(T2 > T1) se traduit par A2 < 0, de sorte que la réaction évoluera dans le sens (2).

Soit l’équilibre homogène gazeux :

2SO2(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2SO3(gaz) (39)

1. Calculer son enthalpie standard et son entropie standard de réaction à 298 K.

2. Rappeler ce qu’est l’approximation d’Ellingham.

3. Dans le cadre de l’approximation d’Ellingham, en déduire l’enthalpie libre stan-
dard de la réaction pour toute température T .

4. Préciser l’expression numérique de ln
[
K0(T )

]
pour toute température, K0(T ) re-

présentant la constante d’équilibre à la température T .

5. Quelle est l’influence de la température sur la réaction de synthèse de SO3 ?

Données numériques :

• Enthalpies standard de formation et entropies standard à 298 K :

SO2(gaz) O2(gaz) SO3(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) −297 0 −396

S0 (en J · K−1 · mol−1) 248 205 257

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

Réponse

1. L’enthalpie et l’entropie standard de la réaction s’obtiennent à partir des données numériques :

∆rH
0 = 2∆fH

0 (SO3)− 2∆fH
0 (SO2)−∆fH

0 (O2) ⇒ ∆rH
0 = −198 kJ · mol−1

et :
∆rS

0 = 2S0 (SO3)− 2S0 (SO2)− S0 (O2) = −187 J · K−1 · mol−1

2. L’approximation d’Ellingham consiste négliger la valeur numérique de ∆rC0
p de la réaction, c’est-à-

dire à supposer que ∆rH0 et ∆rS0 ne dépendent pas de la température.

3. Dans le cadre de cette approximation, l’enthalpie standard de la réaction vaut :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0 = −198 000 + 187× T (en J · mol−1)

4. La constante K0(T ) de l’équilibre (39) est liée à ∆rG0(T ) par la loi :

K0(T ) = exp

[

−∆rG0(T )

RT

]

⇒ ln
[
K0(T )

]
=

198 000− 187× T

8,314× T

⇒ ln
[
K0(T )

]
=

23 820

T
− 22,5

5. L’expression obtenue précédemment pour ln
[
K0(T )

]
montre que la constante d’équilibre K0(T )

décroît avec la température : plus la température est élevée, moins la réaction est favorable à la formation
de SO3. Du reste, cette dernière étant exothermique, l’influence ainsi mise en évidence confirme une loi
plus générale : la température est un facteur qui favorise le déroulement de la réaction dans le sens où
elle absorbe de la chaleur, c’est-à-dire dans le sens où elle est endothermique.
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7.3.3.3 Influence d’une modification de la pression

Considérons une réaction chimique, d’équation bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr
(2)
⇌
(1)

αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN

Soient Xi(gaz) les espèces gazeuses participant à cette réaction, dont les activités aig
dépendent des fractions molaires xig , de la pression P du milieu réactionnel et de la
pression standard (P0 = 1 bar) :

aig = xig × P

P0

Les activités ai6=ig des autres espèces, non gazeuses, ne dépendent pas de P . Considé-
rons l’équilibre atteint pour une pression Pe telle que le quotient de réaction vaut :

Qe =
N∏

i=1

aνii =
∏

ig

(
xig
P0

)νig

× P
νig
e ×

∏

i6=ig

aνii

L’affinité chimique vaut alors :

Ae = RT ln

[
K0(T )

Qe

]

= 0 ⇒ K0(T ) = Qe

Modifions alors subitement la pression jusqu’à une valeur P , tandis que la composi-
tion du système demeure la même que celle à l’équilibre, ainsi que la température ; le
quotient de réaction prend la valeur :

Q =
∏

ig

(
xig
P0

)νig

× P νig ×
∏

i6=ig

aνii

de sorte que l’affinité chimique devient égale à :

A = RT ln

[
K0(T )

Q

]

= RT ln

[
Qe
Q

]

= RT ln




∏

ig

(
Pe
P

)νig



 = RT
∑

igaz

[

νigaz ln

(
Pe
P

)]

⇒ A = RT ln

(
Pe
P

)

×
∑

igaz

νigaz

De cette relation, il découle que :

• si la somme
∑

igaz

νigaz est positive, une augmentation de la pression P (P > Pe) se

traduit par : A < 0, c’est-à-dire que l’équilibre est déplacé dans le sens (2) ;

• si cette somme est négative, une augmentation de la pression P provoquera un
déplacement de l’équilibre dans le sens (1).

Ces conclusions sont résumées par la loi de Le Châtelier :
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Une variation isotherme de pression provoque un déplacement de
l’équilibre dans le sens qui s’oppose à cette variation (par production
ou par consomation des gaz).

Soit l’équilibre homogène en phase gazeuse :

2SO2(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2SO3(gaz)

1. On part d’un mélange de SO2 et de O2 dans les conditions stœchiométriques : 1
mole de O2 et 2 moles de SO2. À la température T = 1000 K, la constante de
l’équilibre vaut K0

1 000 = 3,74.

Calculer la variation
dξ

dP
de l’avancement de la réaction lorsque la pression passe

de P à P + dP , tandis que l’avancement à l’équilibre passe de ξ à ξ + dξ.

2. Calculer la somme des coefficients stœchiométriques algébriques de l’équation-
bilan et conclure.

Réponse

1. Soit ξ l’avancement de la réaction :

2 SO2(gaz)

2
2− ξ

+ O2(gaz)

1
1− ξ

(2)
⇌
(1)

2 SO3(gaz)

0
ξ

à partir duquel s’obtiennent les pressions partielles :

PSO2 =
2− ξ

3− ξ
P PO2 =

1− ξ

3− ξ
P PSO3 =

ξ

3− ξ
P

et donc les activités :

aSO2 =
2− ξ

3− ξ
× P

P0
aO2 =

1− ξ

3− ξ
× P

P0
aSO3 =

ξ

3− ξ
× P

P0

Par suite, l’équilibre est atteint lorsque :

K0
1 000 = Q =

a2SO3

a2SO2

× 1

aO2

=

(
ξ

2− ξ

)2

× 3− ξ

1− ξ
× P0

P

⇒ lnK0
1 000 = 2 ln ξ − 2 ln(2− ξ) + ln(3− ξ)− ln(1− ξ) + lnP0 − lnP

Or, une variation dP de la pression s’accompagne d’une variation dξ de l’avancement à l’équilibre,
telle que K0

1 000 demeure inchangé, ce qui impose :

0 = 2
dξ

ξ
+

2dξ

2− ξ
− dξ

3− ξ
+

dξ

1− ξ
− dP

P

⇒ dP

P
= dξ ×

[
4

ξ (2− ξ)
+

2

(3− ξ) (1− ξ)

]

⇒ dξ

dP
= P × ξ (2− ξ) (3− ξ) (1− ξ)

4 (3− ξ) (1− ξ) + 2ξ (2− ξ)

Ce faisant, étant donné que les termes ξ, 2− ξ, 3− ξ et 1− ξ sont positifs, on remarque que
dξ

dP
> 0,

ce qui signifie également qu’une augmentation de pression se traduit par un déplacement de l’équilibre
dans le sens (1).

2. La somme des coefficients stœchiométriques vaut :
∑

i

νi = 2− 2− 1 = −1 < 0

dont le signe négatif confirme la loi de Le Châtelier précédemment évoquée.
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7.3.3.4 Influence de l’ajout d’un constituant

Considérons une réaction en phase gazeuse homogène, d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr
(2)
⇌
(1)

αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN

Lorsque l’équilibre est atteint, les fractions molaires des espèces chimiques valent :

xi =
nie
n

où nie désigne la quantité de matière de Xi à l’équilibre et n =

N∑

i=1

nie représente

la quantité totale de gaz. Aussi, les activités ai = xi
P

P0
des gaz, sous la pression P ,

confèrent au quotient de réaction sa forme :

Qe =

N∏

i=1

aνii =

N∏

i=1

(
nie
n

× P

P0

)νi

Par suite, l’affinité chimique du système vaut, à l’équilibre :

Ae = A0 −RT lnQe = 0 ⇒ A0 = RT lnQe

Lorsqu’on ajoute au système ε moles d’un gaz inerte à l’égard de la réaction chimique
(il n’est pas impliqué par l’équation-bilan de la réaction), en maintenant la pression
P constante, la quantité totale de gaz devient n′ = n+ ε, de sorte que le quotient de
réaction adopte la forme :

Q =
N∏

i=1

(
nie
n′

× P

P0

)νi

Ce faisant, l’affinité chimique du système devient égale à :

A = A0 −RT lnQ = RT lnQe −RT lnQ = −RT ln

(
Q

Qe

)

où :

Q

Qe
=

N∏

i=1

(
nie
n′

× P

P0

)νi

×
N∏

i=1

(
n

nie
× P0

P

)νi

=

N∏

i=1

( n

n′

)νi

⇒ ln

(
Q

Qe

)

=

N∑

i=1

ln
( n

n′

)νi
= ln

( n

n′

) N∑

i=1

νi

⇒ A = RT ln

(
n+ ε

n

)

×
N∑

i=1

νi

Il s’ensuit que :

• si la somme des coefficients stœchiométriques algébriques est positive, A > 0
montre que l’équillibre est déplacé dans le sens (1) sous l’effet de l’ajout d’un gaz
inerte ;



Thermodynamique des systèmes chimiques 1085

• dans le cas contraire :
N∑

i=1

νi < 0 ⇒ A < 0

signifie que l’ajout d’un constituant inerte provoque un déplacement de l’équilibre
dans le sens (2).

Dans le cas où la réaction se déroule en phase hétérogène, l’ajout de ε moles d’un
constituant gazeux inerte confère à l’activité chimique la valeur :

A = RT ln

(
n+ ε

n

)

×
∑

ig

νigaz

où
∑

ig

νigaz représente la somme des coefficients stœchiométriques algébriques des es-

pèces gazeuses ; les conclusions précédentes demeurent valables dans ce cas.
Enfin, d’une manière générale, une changement de composition d’un milieu réactionnel
en équilibre provoquera un déplacement de cet équilibre dans un sens déterminé par le
signe de l’affinité chimique :

A = RT ln

(
Qe
Q

)

L’étude de ce déplacement se ramène alors au calcul des quotients de réaction Qe (à
l’équilibre) et Q.

Remarque – En revanche, si l’ajout d’un gaz inerte est effectué à volume constant, les
équations d’état :

PV = nRT ⇒ P

n
=
RT

V
et P ′V ′ = n′RT ⇒ P ′

n′
=
RT

V

montrent que les quotients de réaction :

Qe =
nie
n

× P

P0
=
nieRT

P0V
et Q =

nie
n′

× P ′

P0
=
nieRT

P0V

sont identiques, auquel cas aucune modification n’est observée.

Soit l’équilibre homogène, en phase gazeuse :

2SO2(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2SO3(gaz)

1. Partons de λ moles de O2 pur et de 1 − λ moles de SO2. Dresser un bilan d’avan-
cement de la réaction et donner la relation liant, à l’équilibre, le paramètre de com-
position λ, l’avancement ξ, la constante d’équilibre K0(T ) à la température T de
la manipulation et la pression totale P .

2. À T et P fixés, pour quelle valeur de λ a-t-on un avancement ξ maximum ?

3. Si nous supposons que nous partons désormais des proportions stœchiométriques
(2n0 moles de SO2 pour n0 moles de O2) et que l’équilibre soit atteint, quelle est
l’influence d’un ajout de diazote, à T et P fixés, sur l’état d’équilibre ?

4. Conclure quant à la meilleure composition théorique du mélange initial.
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Réponse

1. L’avancement ξ de la réaction décrit la composition du milieu réactionnel :

2 SO2

1− λ
1− λ− 2ξ

+ O2

λ
λ− ξ

⇌ 2 SO3

0
2ξ

Le nombre total de moles de gaz vaut alors :

n = 1− λ− 2ξ + λ− ξ + 2ξ = 1− ξ

ce qui fournit les activités des différentes espèces gazeuses :

aSO2 =
1− λ− 2ξ

1− ξ
× P

P0
aO2 =

λ− ξ

1− ξ
× P

P0
aSO3 =

2ξ

1− ξ
× P

P0

où P0 = 1 bar est la pression standard. Ainsi, le quotient de réaction vaut, à l’équilibre :

Qe =

(
aSO3

aSO2

)2

× 1

aO2

=

(
2ξ

1− λ− 2ξ

)2

× 1− ξ

λ− ξ
× P0

P

Or, lorsque l’équilibre est atteint, Qe s’identifie à la constante K0(T ) :

K0(T ) =

(
2ξ

1− λ− 2ξ

)2

× 1− ξ

λ− ξ
× P0

P

⇒ ln
[
K0(T )

]
= 2 ln(2ξ)− 2 ln(1− λ− 2ξ) + ln(1− ξ)− ln(λ− ξ) + ln

(
P0

P

)

2. Dérivons cette expression par rapport à λ :

2

ξ

dξ

dλ
+

2

1− λ− 2ξ

(

1 + 2
dξ

dλ

)

− 1

1− ξ

dξ

dλ
− 1

λ− ξ

(

1− dξ

dλ

)

= 0

de sorte que :

dξ

dλ
×
(
2

ξ
+

4

1− λ− 2ξ
− 1

1− ξ
+

1

λ− ξ

)

=
1

λ− ξ
− 2

1− λ− 2ξ

soit encore :

dξ

dλ
×
[

2 (1− λ)

ξ (1− λ− 2ξ)
+

1− λ

(1− ξ) (λ− ξ)

]

=
1− 3λ

(λ− ξ) (1− λ− 2ξ)

C’est pourquoi :

dξ

dλ
= (1− 3λ)× ξ (1− ξ)

(1− λ) [2 (1− ξ)(λ− ξ) + ξ (1− λ− 2ξ)]

Aussi, le bilan molaire de la réaction montre que n = 1− ξ, 1− λ, λ− ξ et 1− λ− 2ξ sont positifs,

de telle manière que
dξ

dλ
adopte les signes suivants :

ξ

λ
0

+ −
d

dξ
dλ

1/3

Ce tableau de variations montre alors que ξ devient maximum pour λ =
1

3
; dans ce cas, la composition

intiale du milieu réactionnel respecte les proportions stoechiométriques.

3. Considérons désormais cette condition réalisée :

2 SO2

2n0

2n0 − 2ξe

+ O2

n0

n0 − ξe

(2)
⇌
(1)

2 SO3

0
2ξe

(40)
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Lorque l’équilibre est atteint, les activités des différents gaz valent :

aSO2 =
2 (n0 − ξe)

nt

P

P0
aO2 =

n0 − ξe

nt

P

P0
aSO3 =

2ξe

nt

P

P0

où nt = 3n0 − ξe désigne le nombre total de moles de gaz. Ce faisant, le quotient de réaction vaut :

Qe =

(
aSO3

aSO2

)2

× 1

aO2

=

(
ξe

n0 − ξe

)2

× 3n0 − ξe

n0 − ξe
× P0

P

tandis que l’équilibre chimique n’est atteint que lorsque l’affinité chimique du système est nulle :

Ae = RT ln

[
K0(T )

Qe

]

= 0 ⇒ K0(T ) = Qe

L’ajout d’un nombre ε de moles de N2 modifie la quantité totale de gaz dans le milieu, qui passe de la
valeur nt à n′

t = 3n0 − ξe + ε. Par suite, le quotient de réaction adopte la valeur :

Q =

(
ξe

n0 − ξe

)2

× 3n0 − ξe + ε

n0 − ξe
× P0

P

auquel cas l’affinité chimique du système devient égale à :

A = RT ln

[
K0(T )

Q

]

= RT ln

(
Qe

Q

)

= RT ln

(
3n0 − ξ

3n0 − ξe + ε

)

⇒ A < 0 car 3n0 − ξ < 3n0 − ξe + ε pour ε > 0

Le signe négatif de A signifie que l’équilibre (40) est déplacé dans le sens (2) ; cet équilibre s’oppose à
l’abaissement des pressions partielles consécutives à l’ajout de N2.

4. Cette étude montre que c’est dans les proportions stœchiométriques que les réactifs doivent être intro-
duits dans le réacteur vide pour que l’équilibre atteigne son rendement maximum.

7.4 Équilibres liquide-vapeur des mélanges binaires
7.4.1 Paramétrage du système
Considérons un système composé de deux corps A1 et A2, totalement miscibles, sous
les phases liquide et vapeur. On note :

• n1 et n2 les nombres de moles de A1 et de A2 ;

• n1v et n2v les quantités de A1 et de A2 dans la phase
vapeur ;

• n1ℓ et n2ℓ les quantités de A1 et de A2 dans la phase li-
quide ;

VAPEUR
nv = n1v+n2v

LIQUIDE
nℓ = n1ℓ+n2ℓ

• nv et nℓ les quantités de matière présentes sous forme de vapeur ou de liquide :
{
nv = n1v + n2v
nℓ = n1ℓ + n2ℓ

et

{
n1 = n1v + n1ℓ
n2 = n2v + n2ℓ

Les fractions molaires globales de A1 et de A2 sont respectivement définies par :

x1 =
n1

n1 + n2
et x2 =

n2
n1 + n2

= 1− x1

De même :

• dans la phase vapeur, ces fractions molaires ont pour expression :

x1v =
n1v
nv

=
n1v

n1v + n2v
et x2v =

n2v
nv

= 1− x1v
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• Ces expressions deviennent, dans la phase liquide :

x1ℓ =
n1ℓ
nℓ

=
n1ℓ

n1ℓ + n2ℓ
et x2ℓ =

n2ℓ
nℓ

= 1− x1ℓ

7.4.2 Loi de Raoult

La démonstration de la loi de Raoult n’est pas exigible des étudiants. Elle permet ce-
pendant d’expliquer la proportionnalité entre le pression partielle d’un composé en
phase gazeuse et sa fraction molaire en phase liquide. Cette démonstration est consé-
quemment fournie, à titre indicatif, comme simple application des lois de la thermody-
namique chimique.
Intéressons-nous à l’équilibre d’une espèce Ai d’un mélange binaire, dans les phases
liquide et vapeur. Si µ0

iv et µ0
iℓ désignent respectivement les potentiels chimiques stan-

dard de Ai dans les phases vapeur et liquide, les potentiels chimiques de Ai dans ces
mêmes phases valent :

µiv = µ0
iv +RT ln

(
Pi
P0

)

et µiℓ = µ0
iℓ +RT lnxiℓ

où Pi, P0 et xiℓ désignent la pression partielle de Ai en phase vapeur, la pression
standard P0 = 1 bar et la fraction molaire de Ai dans la phase liquide. Or, l’équilibre
entre les deux phases impose l’identité des potentiels chimiques de Ai dans ces deux
phases :

µiv = µiℓ ⇒ µ0
iv +RT ln

(
Pi
P0

)

= µ0
iℓ +RT lnxiℓ

⇒ Pi = αxiℓ avec α = P0 exp

(
µ0
iℓ − µ0

iv

RT

)

Cette loi devant être vérifiée pour toute valeur de xi, elle l’est a fortiori lorsque Ai est
l’unique constituant du système, auquel cas Pi = P ∗

i lorsque xiℓ = 1 :

P ∗
i = α⇒ Pi = xiℓ × P ∗

i

Cette loi constitue la loi de Raoult.

7.4.3 Diagramme binaire isotherme

Maintenons constante la température T d’un système, à l’intérieur duquel la pression
P est la somme des pressions partielles P1 et P2 de A1 et A2, lesquelles vérifient la loi
de Raoult :

P = P1 + P2 = x1ℓ P
∗
1 + x2ℓ P

∗
2 = x1ℓ P

∗
1 + (1− x1ℓ)P

∗
2 (41)

⇒ P (x1ℓ) = P ∗
2 + (P ∗

1 − P ∗
2 ) x1ℓ (42)

La courbe représentative de la fonction P (x1ℓ), notée Ce, est par conséquent une droite
(représentée ci-après). En outre, la pression partielle P1 est définie à l’aide de la fraction
molaire de A1 dans la phase vapeur :

P1 = x1v P ⇒ x1ℓ P
∗
1 = x1v P ⇒ x1ℓ = x1v ×

P

P ∗
1
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Ce faisant, la relation (42) devient :

P = P ∗
2 + (P ∗

1 − P ∗
2 )×

x1v P

P ∗
1

⇒ P P ∗
1 = P ∗

1 P
∗
2 + P × x1v (P ∗

1 − P ∗
2 )

soit encore :

P (x1v) =
P ∗
1 P

∗
2

P ∗
1 + (P ∗

2 − P ∗
1 ) x1v

La courbe représentative de la fonction P (x1v), désignée par Cr, est donc une branche
d’hyperbole :

LIQUIDE (L)
P

0

P1
*

P2
*

Ce

P

1

VAPEUR (V)

LIQUIDE (L)
P

0 x1v

P1
*

P2
*

Cr

P

1

VAPEUR (V)

x1ℓ

Courbes isothermes

La représentation de Ce et de Cr sur un même graphe permet de distinguer plusieurs
zones, qui sont autant d’états pour le mélange binaire :

LIQUIDE (L)

P

L+V

M
P

0 x1vx1ℓ

x1

P1
*

P2
*

Ce

Cr

P

1

VAPEUR (V)

Courbes isothermes

La courbe Ce représente la limite entre le système purement liquide et le système dans
lequel coexistent les phases liquide et gaseuze ; elle est appelée courbe d’ébullition car
les points de cette courbe figurent l’apparition de la première bulle de vapeur dans le
système.
La courbe Cr, appelée courbe de rosée, est constituée de l’ensemble des points dont
l’état présente l’apparition de la première goutte de liquide ; en dessous de cette courbe
se trouvent les points dont l’état correspond au mélange binaire purement gazeux.
Pour une température T et une pression P , un point M situé entre Ce et Cr se rapporte
au système en équilibre dans ses deux phases, dont la composition est directement
déterminée par les abscisses x1v et x1ℓ des points dont l’ordonnée vaut respectivement
P = P (x1v) et P = P (x1ℓ).
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7.4.4 Diagramme binaire isobare
En maintenant constante la pression P du système, l’influence de la température T sur
la composition d’un système binaire peut être suivie sur un diagramme isobare :

T

LIQ. + VAP.

M

0 x1vx1ℓ
x1

T1
*

T2
*

Ce

Cr

T

1x1

Q

MvMℓ

LIQUIDE (L)

VAPEUR (V)

La signification de ce diagramme est analogue à celle du diagramme isotherme :

• la courbe de rosée (Cr) contient les points Mv dont l’abscisse fournit la fraction
molaire x1v de A1 dans la phase vapeur ;

• la courbe d’ébullition (Ce) figure les points Mℓ où la phase liquide (L) est en équi-
libre avec la phase vapeur (V ) ; l’abscisse de ces points correspond à la fraction
molaire x1ℓ de A1 dans la phase liquide.

Un tel diagramme permet une description rapide de l’influence de la température T sur

un système binaire fermé (x1 =
n1

n1 + n2
est constant puisque les quantités n1 et n2

de A1 et A2 le sont aussi) :

T

M

0 x1vx1ℓ
x1

T1
*

T2
*

Ce

Cr

T

1x1

Q
Mv

Mℓ

0

Qv

R

Nℓ

N

Ti

Tr

Te

Tf

Ti

Te

Tr

Tf

Nℓ

Qv

R

T

t

ébullitionLIQUIDE 

VAPEUR 

LIQ. + VAP

Considérons ainsi un mélange de A1 et A2, totalement miscibles, sous la phase ho-
mogène liquide à la température Ti. Lorsque ce mélange est chauffé régulièrement, de
manière isobare :

• la température T du liquide augmente jusqu’à une valeur Te où la première bulle
de vapeur apparaît ; c’est de début de l’ébullition, figurée par le point Nℓ. À cet
instant, la fraction molaire de A1 dans la phase liquide demeure très voisine de x1
car :

x1ℓ =
n1ℓ

n1ℓ + n2ℓ
≃ n1
n1 + n2

= x1

En revanche, la fraction molaire de A1 dans la première bulle de vapeur est donnée
par l’abscisse x1v du point N de la courbe de rosée.
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• la température T continue à augmenter tandis que la vapeur et le liquide coexistent
dans le milieu. La composition de ces deux phases est donnée par les inersections
Mv et Mℓ du segment T = cte avec la courbe de rosée et celle d’ébullition : les
fractions molaires deA1 dans la phase vapeur et dans la phase liquide sont données
respectivement par les abscisses des points Mv et Mℓ.

Remarque – Contrairement au cas du corps pur, la température T peut varier de
Te à Tr malgré la présence simultanée des phases liquide et gazeuse.

• lorsque la température atteint la valeur Tr du point Qv(x1, Tr) de la courbe Cr, la
dernière goutte de liquide se vaporise. Dans la vapeur, la fraction molaire de A1

vaut :
n1v

n1v + n2v
≃ n1
n1 + n2

= x1

tandis que la dernière goutte de liquide contient une fraction molaire x1ℓ qui cor-
respond à l’abscisse du point Q de la courbe Ce, dont l’ordonnée vaut Tr.

• si la température T excède Tr, le milieu devient exclusivement gazeux ; sa tempé-
rature augmente régulièrement comme celle d’un gaz parfait.

Lorsque x1 = 1 (A1 est le seul constituant du système) ou lorsque x1 = 0 (le système
contient A2 pur), les changements d’état se produisent aux températures respectives T ∗

1

et T ∗
2 :

T

M
0 x1

T1
*

T2
*

T

1

T

t
Ti

Tf

Ti

T1
*

T2
*

Tf

Ti

T
Tf

Tf

Ti
t

N

Liq.+Vap.

Vapeur

Liquide

Ces deux températures sont celles de changement d’état de A1 et A2 purs. À ce titre,
ces changements d’état présentent des paliers à T = T ∗

1 et T = T ∗
2 , lorsque la pression

P est fixée.

7.4.5 Liquide saturé

Définition 27 De deux corps A1 et A2, l’un (par exemple A1) est dit plus volatile que
l’autre si sa température de changement de phase à l’état pur (T ∗

1 ) est plus petite que
celle de l’autre corps (T ∗

2 ), sous une même pression :

{
T ∗
1 < T ∗

2 ⇒ A1 est plus volatile que A2

T ∗
2 < T ∗

1 ⇒ A2 est plus volatile que A1

Considérons un mélange de A1 et A2, où A1 est plus volatile que A2. Initialement, le
milieu est exclusivement liquide et sa composition est décrite par la fraction molaire

x1 =
n1

n1 + n2
en A1. En ajoutant δn1 moles de A1 à ce système, à la température T
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constante, la fraction molaire de A1 prend la valeur x′1 =
n1 + δn1

n1 + δn1 + n2
, telle que :

dx1 = x′1 − x1 =
n2 δn1

(n1 + δn1 + n2) (n1 + n2)
> 0

Ce faisant, le point représentatif (M) du système binaire se déplace vers la droite (point
N ) du diagramme :

T

M

0
x1ℓ

x1

T1
*

T2
*

Ce

Cr

T

1x1

N

x'1

dx1

T

M

0 x1

T1
*

T2
*

Ce

Cr

T

1x1

N

x'1

dx1

Q
TT

x1v

Liq.+Vap.

Vapeur

Liquide

Liq.+Vap.

Vapeur

Liquide

Deux situations peuvent dès lors se présenter :

• Si le point N appartient au domaine (L) du diagramme : le système demeure li-
quide.

• Si le point N appartient au domaine (L+V ) du diagramme, un changement d’état
se produit : de la vapeur apparaît, avec une fraction molaire x1v en A1.

Définition 28 Un mélange est dit saturé en corps volatile si le moindre ajout de ce
corps provoque l’ébullition du mélange.

Cette définition suggère que le point N doit se trouver dans le domaire (L + V ) du
diagramme, pour toute valeur δn1, aussi petite soit-elle. Par conséquent, un milieu est
saturé en A1 si le point représentatif (Q) de ce corps appartient à la courbe d’ébullition.

Remarque – Les diagrammes binaires (isothermes ou isobare) peuvent être représen-
tés en portant en abscisse les fractions massiques :

w1 =
m1

m1 +m2
ou w2 =

m2

m1 +m2
= 1− w1

L’interprétation du diagramme reste alors analogue dans les deux cas.
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Le diagramme binaire isobare de l’eau et de l’ammoniac est donné sur le do-
cument ci-dessous ; la composition est exprimée en fraction massique wH2O d’eau.

wH2O

-20

0

20

40

60

80

100

0 0,2 0,4 1

-20

0

20

40

60

80

100

0,6 0,8

θ (°C) θ (°C)

Liq.+Vap.

Vapeur

Liquide

1. Déterminer la composition en fraction massique et en fraction molaire d’une so-
lution aqueuse saturante d’ammoniaque en équilibre avec sa vapeur à 20˚C puis à
60˚C.

2. En déduire la quantité maximale de gaz ammoniac que l’on peut dissoudre, à ces
deux températures, dans un volume V = 1 L d’eau.

Données :

• masse volumique de l’eau : ρH2O = 1000 g · dm−3 ;

• masses molaires moléculaires : MNH3
= 17 g · mol−1 et MH2O = 18 g · mol−1.

Réponse

1. Une solution aqueuse saturée d’ammoniaque, en équilibre avec sa vapeur, est figurée par un point qui
appartient à la courbe d’ébullition :

wH2O

-20

0

20

40

60

80

100

0 0,2 0,4 1

-20

0

20

40

60

80

100

0,6 0,8

θ (°C) θ (°C)

0,65 0,86

A

B

Une simple lecture sur le diagramme des abscisses des points A et B fournit :

wH2O = 0,65 à 20˚C et wH2O = 0,86 à 60˚C

Si l’on notemH2O etmNH3 les masses respectives d’eau et d’ammoniac, la fraction massiquewH2O est
définie par :

wH2O =
mH2O

mH2O +mNH3

=
nH2O MH2O

nH2O MH2O + nNH3 MNH3

où nH2O et nNH3 désignent respectivement les quantités d’eau et d’ammoniac. Ce faisant, les fractions
molaires d’eau et d’ammoniac sont définies par :

xH2O =
nH2O

nH2O + nNH3

=
nH2O

ntot
⇒ nH2O = xH2O × ntot
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et :
xNH3 =

nNH3

ntot
= 1− xH2O ⇒ nNH3 = (1− xH2O)ntot

C’est pourquoi :

wH2O =
xH2O MH2O

xH2O MH2O + (1− xH2O)MNH3

=
xH2O MH2O

xH2O
(
MH2O −MNH3

)
+MNH3

⇒ xH2O =
wH2O MNH3

MH2O + wH2O
(
MNH3 −MH2O

)

Ce faisant, on trouve pour 20˚C :

xH2O =
0,65× 17

18 + 0,65× (17− 18)
⇒ xH2O = 0,64

et pour 60˚C :

xH2O =
0,86× 17

18 + 0,86× (17− 18)
⇒ xH2O = 0,85

2. Par définition :

wH2O =
mH2O

mH2O +mNH3

⇒ mH2O +mNH3 =
mH2O

wH2O

⇒ mNH3 = mH2O × 1− wH2O

wH2O

où mNH3 = nNH3 ×MNH3 et mH2O = ρH2O × V . C’est pourquoi :

nNH3 =
1

MNH3

× ρH2O V × 1− wH2O

wH2O
où ρH2O = 1000 g · L−1

Par conséquent, dans un litre d’eau, il est possible de dissoudre :

nNH3 =
1

17
× 1 000× 1− 0,65

0,65
= 31,7 mol à 20˚C

et :

nNH3 =
1

17
× 1 000× 1− 0,86

0,86
= 9,5 mol à 60˚C

7.4.6 Règle des moments
Considérons un mélange binaire composé de n1 moles de A1 et n2 moles de A2. Soit
n = n1 + n2 la quantité totale de matière contenue dans ce méalange, où :

• x1 =
n1
n

désigne la fraction molaire de A1 dans le mélange ;

• n1ℓ = x1ℓ nℓ est la quantité de A1 présente dans la phase liquide, laquelle contient
nℓ = n1ℓ + n2ℓ moles de matière ;

• n1v = x1v nv représente la quantité de A1 présente dans la phase vapeur, cette
dernière étant composée de nv = n1v + n2v moles de matière.

x1ℓ

L

T

V

L+V

M

0 x1

T1
*

T2
*

1x1

NP
T

x1v
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Envisageons le cas où, à la température T et sous la pression P de travail le mélange
binaire est constitué des phases liquide et vapeur en équilibre (point représentatifM du
diagramme des phases). Le corps A1 se trouve simultanément dans ces deux phases,
de sorte que :

n1 = n1ℓ + n1v = x1ℓ nℓ + x1v nv avec nv = n− nℓ

= x1ℓ nℓ + x1v (n− nℓ) ⇒ x1 × n = (x1ℓ − x1v) nℓ + x1v n

⇒ nℓ = n× x1 − x1v
x1ℓ − x1v

On pourra retenir cette relation sous la formulation suivante :

nℓ = n× MN

PN
et nv = n− nℓ = n× PM

PN

Un mélange contient, à l’état liquide, mH2O = 50 g d’eau et mNH3
= 150 g

d’ammoniac. Le diagramme binaire isobare eau-ammoniac est représenté ci-dessous,
où la composition est exprimée en fraction massique d’eau.

w1ℓ

M

w1

N P

w1v

wH2O

-20

0
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80

100
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0

20
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80

100

0,6 0,8

θ (°C) θ (°C)

Liq.+Vap.

Vapeur

Liquide

1. Établir l’expression de la règle des moments permettant d’obtenir les masses mℓ

et mv des phases liquide et vapeur, en fonction de MP , MN , NP et de la masse
totale m du mélange.

2. Déterminer la composition (en masse d’eau et d’ammoniac) de chacune des phases
en l’équilibre, à 60˚C.

Réponse

1. Soit m la masse totale d’un mélange contenant une masse m1 de A1 (et donc une masse
m2 = m−m1 de A2), dont m1ℓ en phase liquide et m1v en phase vapeur. Les fractions massiques

w1ℓ =
m1ℓ

mℓ
et w1v =

m1v

mv
, qui s’expriment en fonction des masses mℓ et mv des phases liquide et

vapeur, conduisent à :

m1 = m1ℓ +m1v = w1ℓmℓ + w1vmv = w1ℓmℓ + w1v (m−mℓ)

= (w1ℓ − w1v)×mℓ + w1v ×m

Or, puisque la fraction massique de A1 dans le mélange est définie par le rapport w1 =
m1

m
, il s’ensuit

que :

m× w1 −m× w1v = (w1ℓ − w1v)×mℓ ⇒ mℓ = m× w1 − w1v

w1ℓ − w1v
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c’est-à-dire, en remarquant que w1 − w1v =MN et que w1ℓ − w1v = NP :

mℓ = m× MN

NP
et mv = m−mℓ = m× MP

NP

2. Le milieu contient une masse totale :

m = mNH3 +mH2O = 150 + 50 = 200 g

Ainsi, la fraction massique de l’eau dans le mélange vaut :

wH2O =
mH2O

m
=

50

200
= 0,25

Quant aux fractions massiques de l’eau dans les phases liquide et vapeur, elles se lisent directement sur
le diagramme des phases (abscisses des points P et N ) :

w
(ℓ)
H2O = 0,86 et w(v)

H2O = 0,14

Enfin, la règle des moments fournit les masses des phases liquide et vapeur :

mℓ = m× MN

NP
= m×

wH2O − w
(v)
H2O

w
(ℓ)
H2O − w

(v)
H2O

= 200× 0,25− 0,14

0,86− 0,14
= 30,6 g

et :

mv = m−mℓ = 200− 30,6 = 169,4 g

Ce faisant, la phase liquide contient :

m
(ℓ)
H2O = wℓ

H2O ×mℓ = 0,86× 30,6 = 26,3 g de H2O(liq)

et :

m
(ℓ)
NH3

= w
(ℓ)
NH3

×mℓ =
[

1− w
(ℓ)
H2O

]

×mℓ = 0,14× 30,6 = 4,3 g de NH3(liq)

tandis que la phase gazeuse contient :

m
(v)
H2O = w

(v)
H2O ×mv = 0,14× 169,4 = 23,7 g de H2O(gaz)

et :

m
(v)
NH3

= w
(v)
NH3

×mv =
[

1− w
(v)
H2O

]

×mv = 145,7 g de NH3(gaz)

En conclusion, la composition du mélange est résumée dans le tableau ci-dessous :

H2O NH3 total
liquide 26,3 g 4,3 g 30,6 g
vapeur 23,7 g 145,7 g 169,4 g

mélange 50 g 150 g 200 g

7.4.7 Application à la distillation

7.4.7.1 Distillation simple

Dans le laboratoire, une distillation simple est réalisée en refroidissant les vapeurs di-
rectement issues d’un ballon qui contient un mélange liquide de deux corps (notés A et
B) porté à ébullition.
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thermomètre

distillat

réfrigérant

chauffe-ballon

résidu

Définition 29 On appelle distillat le liquide récupéré après refroidissement des va-
peurs dans un réfrigérant. Le liquide qui reste dans le ballon chauffé s’appelle le ré-
sidu.

Considérons le diagramme binaire du mélange A+B, dans lequel A est le corps le plus
volatile (la température T ∗

A d’ébullition de A pur est plus petite que celle, T ∗
B , de B

pur). Initialement, le ballon contient B et A liquides, de fractions molaires respectives
x
(ℓ)
B0 et xℓA0 = 1− xℓB0, à la température Ti (point Mi).

LIQUIDE

T

0
xB

M2

TA
*

T

1

M

TB
*

Mi

Mf

Ti

xB0
(ℓ) xB

(ℓ)xB2

(v) xB
(v)

VAPEUR

Teb

Le chauffage du ballon provoque un accroissement de la température jusqu’au début
de l’ébullition, qui se produit à Teb. Il convient ici de distinguer le sort du distillat de
celui du résidu :

• À la température Teb, la première bulle de vapeur entraîne avec elle une partie de B,
de fraction molaire x(v)B2 (point M2) plus petite que x(ℓ)B0 . Par suite, la vapeur s’en-
richit en composé (A) le plus volatile. Dans le même temps, le liquide s’appauvrit
en A (car la composition du liquide peut s’écarter de x(ℓ)B0 en milieu ouvert). Par
suite, le résidu s’enrichit progressivement en B ; le point représentatif du résidu se
déplace de M1 à Mf sur la courbe d’ébullition. Il s’ensuit que :

le résidu contient le corps (B) le moins volatile, presque pur, dès que T
atteint la valeur T ∗

B .
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• La première bulle de vapeur contient, en revanche, un mélange de B et A de com-
positions respectives x(v)B2

et x(v)A2
= 1− x

(v)
B2

(pointM2). La poursuite de la distilla-
tion se traduit par un déplacement du point M vers Mf , ce qui procure des vapeurs

dont la composition en B varie progressivement de x(v)B2
à 1. Le distillat contient

donc B et A, la fraction molaire de ce dernier variant progressivement de x(v)A2 à 0.
Par conséquent :

le distillat contient un mélange de A et B

ce qui signifie également :

qu’il n’est pas possible, par distillation simple, d’isoler le corps (A) le
plus volatile.

Remarque – Lorsque le réacteur est alimenté de manière continue, la composition du
résidu ne varie pas, de sorte que le point représentatif du système demeure M lors de
l’ébullition : les corps A et B ne peuvent être séparés.

7.4.7.2 Distillation fractionnée

Ce type de distillation est réalisé par une colonne à plateaux (colonne de Vigreux au
laboratoire) où se réalise la liquéfaction des vapeurs à différentes températures (T0,
T1 < T0, T2 < T1, ..., Tn+1 < Tn).

LIQUIDE

T

0

M1

TA
*

T

1xB0
(ℓ)

xB
(ℓ)

xB2
(v)

xB
(v)

VAPEUR

M0

M'2

M'1
M2

M3

xB1
(ℓ)xB2

(ℓ)

xB1
(v)

T2

T1

T2

T3

M1

M2

M3

M'1

M'2

La vapeur (M1), de composition x(v)B1 à la température T1, arrive sur un plateau à la tem-
pérature T2 < T1, où elle se liquéfie partiellement. La phase liquide ainsi recueillie re-
tombe vers le plateau inférieur, tandis que la vapeur (M2), de composition x(v)B2 < x

(v)
B1

se dirige vers le plateau supérieur, où la température T3 est inférieure à T2. Le phé-
nomène se produit à nouveau, jusqu’au dernier plateau, où x(ℓ)B est suffisamment petit
pour que la vapeur soit presque exclusivement composée de A ; les vapeurs ainsi par-
venues en haut de colonne sont alors liquéfiées dans un réfrigérant, ce qui produit le
distillat A.
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thermomètre

distillat

réfrigérant

chauffe-ballon

résidu

colonne de Vigreux

7.4.8 Azéotropisme

7.4.8.1 Diagrammes binaires

Définition 30 L’azéotropisme se produit lorsque les courbes de rosée et d’ébullition
admettent un extremum commun.

Comme l’illustre l’exercice de la page (1116), l’azéotropisme est une manifestation
de l’écart à l’idéalité d’un mélange binaire. Considérons ainsi un mélange de deux
espèces A1 et A2, totalement miscibles. Le diagramme de phases (en fonction de la
fraction molaire x2 en A2) présente un extremum commun pour les courbes de rosée
et d’ébullition, à la température TAz et pour une fraction molaire xAz en A2. Selon que
TAz < inf {T ∗

1 , T
∗
2 } ou que TAz > sup {T ∗

1 , T
∗
2 }, on distingue les mélange azéotro-

piques positifs (ou à minimum) des mélanges azéotropiques négatifs (ou à maximum) :

Az

0 1
x2xAz

T1

T

*

T2
*

TAz

T

Az

0 1
x2xAz

T1

T

*

T2
*

TAz

TAzéotrope positif Azéotrope négatif

Au point Az (xAz, TAz), le mélange est appelé azéotrope et il se comporte comme un
corps pur, de température d’ébullition TAz unique, à l’égard des changements d’état ;
les schémas suivants illustrent ces changements d’état.
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0 1
x2

T1

T

*

T2
*

T

0

T1

T

*

t

Espèce A1 pure, à pression fixée

VAPEUR

N

M

LIQUIDEM
LI

Q.

V
A
P
.

LIQ. + VAP

N

0 1
x2

T1

T

*

T2
*

T

0

T1

T

*

t

Pour 0 < x2 < xAz, à pression fixée

VAPEUR

N

M
LIQUIDE

M LI
Q.

V
A
P
.

LIQ. + VAP

N

xAz

TL

TV

0 1
x2

T1

T

*

T2
*

T

0

T

t

Azéotrope, à pression fixée

VAPEUR

N

M
LIQUIDE

M LI
Q.

V
A
P
.

LIQ. + VAP

N

xAz

Az
TAzTAz

0 1
x2

T1

T

*

T2
*

T

0

T

t

Pour xAz < x2 < 1, à pression fixée

VAPEUR

N

M
LIQUIDE

M
LI

Q.

V
A
P
.

LIQ. + VAP

N

xAz

TL

TV TV

TL
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0 1
x2

T1

T

*

T2
*

T

0

T

t

Espèce A2 pure, à pression fixée

VAPEUR

N

MLIQUIDE M

LI
Q.

LIQ. + VAP

N
VAP.

T2
*

7.4.8.2 Distillation fractionnée

Azéotrope positif

Considérons un mélange liquide constitué de deux espèces A et B, susceptibles de for-
mer un azéotrope à minimum lorsque la fraction molaire de B prend la valeur xB = xAz.

Az

0 1xAz

TA

T

*

TB
*

TAz

T

VAPEUR

LIQUIDE

xB
(ℓ) xB

A

B

Az

0 1xAz

TA

T

*

TB
*

TAz

T

VAPEUR

LIQUIDE

xB
(ℓ) xB

A

B

Selon la valeur xℓB de la fraction molaire de B en phase liquide, il convient de distinguer
deux cas :

• Si xℓB < xAz, la vapeur se liquifie partiellement sur chaque plateau de la colonne
à distiller ; xℓB augmente ainsi jusqu’à atteindre la valeur xAz de l’azéotrope, qui
détermine la composition du distillat.

En revanche, le résidu s’appauvrit progressivement en espèce B (le milieu est
ouvert) de sorte que sa température augmente jusqu’à T ∗

A , valeur pour laquelle
xB = 0 ; l’espèce A constitue, seule, le résidu.

• Si xℓB > xAz, sur chaque plateau de la colonne à distiller, la vapeur s’appauvrit
en B : xℓB diminue jusqu’à la valeur xAz. C’est pourquoi le distillat présente la
composition de l’azéotrope. Quant au résidu, il s’enrichit progressivement en B
jusqu’à ce que T = T ∗

B ; le résidu est composé presque exclusivement de B.

Ces commentaires sont résumés sur le diagramme ci-dessous :
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Az

0 1
xB

TA

T

*

TB
*

T

résidu : A résidu : B
distillat : azéotrope

Azéotrope positif

Az

0 1xAz

TA

T

*

TB
*

TAz

T

VAPEUR

LIQUIDE

xB
 ℓ xB

Az

0 1xAz

TA

T

*

TB
*

TAz

T
VAPEUR

LIQUIDE

xB
 ℓ xB

M
M

Il convient à nouveau de distinguer deux cas :

• Si xℓB < xAz, la vapeur s’appauvrit en B au fur et à mesure qu’elle monte dans
la colonne à distiller, au sommet de laquelle la température vaut T ∗

A ; la vapeur est
composée de A presque pur. Concomitamment, le résidu liquide s’enrichit en B
jusqu’à atteindre la fraction molaire xAz ; le mélange azéotrope compose le résidu.

• Lorsque xℓB > xAz, la vapeur s’enrichit en corps B en progressant sur les plateaux
vers le haut de la colonne à distiller, en conséquence de quoi le distillat est composé
de B. L’appauvrissement consécutif de la phase liquide en B provoque la diminu-
tion de xB jusqu’à la valeur xAz : le résidu est constitué du mélange azéotrope.

Az

0 1
xB

TA

T

*

TB
*

T

distillat : A distillat : B
résidu : azéotrope
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7.4.9 Cas des liquides non miscibles

7.4.9.1 Diagramme des phases

Considérons un mélange de deux corps A et B, non miscibles en phase liquide ; on
notera A(liq) et B(liq) les liquides correspondants. Il conviendra ainsi d’envisager l’exis-
tence :

• d’une phase gazeuse (VAP) qui contient A(gaz) et B(gaz) ;

• d’un équilibre entre la vapeur et le liquide, composé exclusivement de A(liq) ;

• d’un équilibre entre la vapeur et le liquide, composé uniquement de B(liq) ;

• de deux phases liquides, non miscibles, en équilibre entre elles ;

• de deux phases liquides, non miscibles, en équilibre avec la vapeur.

C’est pourquoi le diagramme des phases du système présente l’allure suivante :

0 1

TA

T

*
TB

*

T

B

VAP + A(liq)

(RA)

xB

TH

S0Q0

Q

A

H S

(RB)

VAP + B(liq)

A(liq) + B(liq)

VAP : A(gaz) + B(gaz)

Dans ce diagramme :

• la courbe (RA) désigne une portion de la courbe de rosée : en chaque point de cette
courbe, la vapeur est en équilibre avec le liquide A(liq) ;

• la courbe (RB) désigne l’autre portion de la courbe de rosée, en chaque point de
laquelle la vapeur est en équilibre avec le liquide B(liq) ;

• le segment horizontal [QS] représente l’ensemble des points qui correspond à un
équilibre entre trois phases (les deux liquides et la vapeur). Ce segment est aussi
appelé isotherme héteroazéotropique ;

• les courbes d’ébullition sont représentées par des segments verticaux :

• sur [AQ], xAℓ = 1 (donc xBℓ = 0) car le liquide en équilibre avec la vapeur
n’est composé que de A(liq) ;

• sur [BS], xBℓ = 1 (soit aussi : xAℓ = 0) assure l’existence exclusive de B(liq)
dans la phase liquide en équilibre avec la vapeur ;

• les segments [Q0Q] et [S0S], sur lesquels xBℓ vaut respectivement 0 et 1, seules
valeurs possibles lorsque les deux phases liquides ne sont pas miscibles.

7.4.9.2 Règle des moments

Intéressons-nous, dans un premier temps, à un mélange dans lequel le liquide A(liq) est
en équilibre avec la vapeur.
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0 1

TA

T

*
VAPEUR

V

VAP + A(liq)

(RA)

xB

TH

M

H
xB

L

xBv xH

Nous adopterons les notations suivantes :

• nAℓ, nBℓ, nAv et nBv désignent les quantités de A et de B dans les phases liquides
et vapeur ;

• nℓ et nv sont les nombres de moles constituant respectivement les phases liquides
et gazeuse. On remarque ici que :

nℓ = nAℓ + nBℓ et nv = nAv + nBv

• nA et nB représentent les quantités totales de A et B dans le mélange, avec :

nA = nAℓ + nAv et nB = nBℓ + nBv

• xAv =
nAv
nv

et xBv =
nBv
nv

sont les fractions molaires de A(gaz) et de B(gaz) dans

la vapeur ; les fractions molaires dans les phases liquides ne sont pas mentionnées
car elles prennent exclusivement les valeurs 0 ou 1.

• xB =
nB
n

désigne enfin la fraction molaire de B dans le milieu.

Lorsque xB < xH l’espèce A compose seule la phase liquide, auquel cas :

nA = nAv + nAℓ = nAv + nℓ ⇒ nAv = nA − nℓ

où :

nA = n− nB = n− xB n = (1− xB)n⇒ nAv = (1− xB)n− nℓ

En outre, nBv = xBv nv , de sorte que la vapeur contient la quantité de matière :

nv = nAv + nBv = (1− xB)n− nℓ + xBv nv

⇒ nv + nℓ
︸ ︷︷ ︸

=n

= (1− xB)n+ xBv nv

⇒ nxB = xBv nv ⇒ nv = n× xB
xBv

En remarquant que xB = LM et que xBv = LV , cette relation devient également :

nv = n× LM

LV
⇒ nℓ = n− nv = n× MV

LV

D’une manière analogue, lorsque xB > xH , nous trouvons :
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nv = n× ML

V L
et nℓ = n× VM

V L

0 1

TB

T

*VAPEUR

V
VAP + B(liq)

(RB)

xB

TH

M

H
xB

L

xBvxH

Considérons maintenant l’équilibre entre les deux phases liquides seulement :

0 1

T

VAPEUR

A(liq) + B(liq)

xB

TH

M

H

xB xH

LA LB

T

Par définition :

xB =
nB
n

=
nBℓ
n

car nBv = 0

tandis que :

nAℓ = n− nBℓ = n× (1− xB)

Il s’ensuit que :

nBℓ
nAℓ

=
n× xB

n× (1− xB)
=

xB
1− xB

⇒ nBℓ
nAℓ

=
LAM

MLB

7.4.9.3 Équation des courbes de rosée

Considérons la courbe de rosée (RA), sur laquelle les
points représentent un équilibre entre la vapeur et le li-
quide, composé de A pur. En un point M de cette courbe,
l’équilibre de A dans les phases liquide et gazeuse :

A(liq) ⇌ A(gaz)

est caractérisé par la constante :

TA

T
* VAPEUR

VAP + A(liq)

(RA)
M

xB

K0
A = exp

(

−∆rG
0
A

RT

)

avec ∆rG
0
A = ∆rH

0
A − T ×∆rS

0
A
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où l’on admettra que l’enthalpie standard et l’entropie standard de la réaction sont
indépendantes de la température T (approximation d’Ellingham). Il s’ensuit que :

K0
A = exp

(

−∆rH
0
A

RT
+

∆rS
0
A

R

)

= α exp

(

−∆rH
0
A

RT

)

où α = exp

(
∆rS

0
A

R

)

est une constante indépendante de la température.

En outre, le quotient de réaction Q s’écrit en fonction des activités :

• l’activité aAv de A(gaz) est définie par le rapport de la pression partielle PA de
A(gaz) par la pression standard P0 = 1 bar :

aAv =
PA
P0

= xAv ×
P

P0
= (1− xBv)×

P

P0

• l’activité aAℓ de A(liq) vaut 1 dans la phase liquide pure.

Aussi, l’équilibre liquide-vapeur est établi lorsque Q s’identifie à K0
A :

Q =
aAv
aAℓ

= K0
A ⇒ (1− xBv)

P

P0
= α exp

(

−∆rH
0
A

RT

)

Cette loi doit demeurer valable lorsque xBv = 0, c’est-à-dire pour la température T ∗
A :

P

P0
= α exp

(

−∆rH
0
A

RT ∗
A

)

⇒ α =
P

P0
exp

(
∆rH

0
A

RT ∗
A

)

⇒ (1− xBv)
P

P0
=

P

P0
exp

[
∆rH

0
A

R

(
1

T ∗
A

− 1

T

)]

⇒ ∆rH
0
A

R

(
1

T ∗
A

− 1

T

)

= ln(1− xBv)

Par conséquent, la courbe de rosée (RA) est décrite par l’équation :

1

T
=

1

T ∗
A

− R

∆rH0
A

ln(1− xBv)

xH2O

T

0,60,40,20 1,00,8

(RA)

280

300

320

340

360

Diagramme avec l’eau : T ∗
H2O = 373 K et

∆vapH
0 = 43,4 kJ · mol−1
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Intéressons-nous maintenant à la courbe de rosée (RB),
sur laquelle chaque point M figure un état d’équilibre di-
phasé :

B(liq) ⇌ B(gaz)

À nouveau, la constante de cet équilibre dépend de la tem-
pérature T selon la loi :

TB

T

*VAPEUR

VAP + B(liq)

(RB)
M

xB

K0
B = β exp

(

−∆rH
0
B

RT

)

avec β = exp

(
∆rS

0
B

R

)

tandis que le quotient de réaction est défini par : Q′ =
aBv
aBℓ

, où les activités aBv et aBℓ

de B(gaz) et de B(liq) valent :

aBv =
PB
P0

= xBv ×
P

P0
et aBℓ = 1 (B(liq) est pur).

C’est pourquoi la condition d’équilibre chimique : Q′ = K0
B se traduit par :

xBv ×
P

P0
= β exp

(

−∆rH
0
B

RT

)

laquelle équation devient, lorsque xBv = 1 :

P

P0
= β exp

(

−∆rH
0
B

RT ∗
B

)

⇒ β =
P

P0
exp

(
∆rH

0
B

RT ∗
B

)

⇒ xBv ×
P

P0
=

P

P0
exp

[
∆rH

0
B

R

(
1

T ∗
B

− 1

T

)]

⇒ ∆rH
0
B

R

(
1

T ∗
B

− 1

T

)

= lnxBv

Il s’ensuit que la courbe (RB) est décrite par l’équation :

1

T
=

1

T ∗
B

− R

∆rH0
B

lnxBv

xBv

T

0,60,40,20 1,00,8

220

240

260

280

300

320

340
(RB)

La composition du mélange hétéroazéotropique est alors donnée par l’intersection des
courbes (RA) et (RB), représentées sur un même diagramme :
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xH2O

T

0,60,40,20 1,00,8

(RB)

300

320

340

360

300

320

340

360

(RA)
T

7.4.9.4 Application à l’hydrodistillation

Considérons un mélange d’eau et de composé A non miscible à l’eau, dont le dia-
gramme binaire présente l’allure ci-dessous :

0 1

Te

T

*
TA

*

T

VAPEUR

VAP + A(liq)

xA (fraction molaire de A)

TH
H

VAP + H2O(liq)

A(liq) + H2O(liq)

xH

Examinons les deux situations suivantes :

• si xA < xH (fraction molaire de l’hétéroazéotrope), lorsque la température atteint
TH (point M ), la phase liquide ne contient que de l’eau tandis que A se trouve
mélangé à de la vapeur d’eau (avec pour fraction molaire xH ).

0 1

Te

T

*
TA

*

T

VAPEUR

VAP + A(liq)

xA

TH
H

VAP + H2O(liq)

A(liq) + H2O(liq)

xH

A(gaz) + H2O(gaz)

H2O(liq)

VAPEUR

T = THxA

M

La vapeur ainsi récupérée, puis refroidie, permet l’obtention d’un liquide qui
contient A et H2O, que l’on peut séparer par décantation ; une telle distillation est
surtout utile lorsqu’il s’agit d’isoler un solvant Ai parmi d’autres, également non
miscibles à l’eau : le début d’ébullition du mélange, à la température THi

indique
le départ de Ai. Pour information, le tableau ci-dessus fournit les coordonnées du
point H (xAv désigne la fraction molaire du composé A et xH2O celle de l’eau)
dans un mélange de composé A et d’eau, sous la pression P0 = 1 bar :
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Composé A Formule de A TH xAv xH2O

Éthanoate d’éthyle . . . . . . . . . . . . . . . CH3COOC2H5 70,4˚C 0,688 0,312
Chlorobenzène . . . . . . . . . . . . . . . . . . C6H5Cl 90,2˚C 0,288 0,712
Benzène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C6H6 69,3˚C 0,705 0,295
Phenol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C6H5OH 99,5˚C 0,019 0,981
Cyclohexane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C6H12 69,5˚C 0,700 0,300
Toluène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C6H5 − CH3 84,1˚C 0,556 0,444

• Si xA > xH , le mélange commence à bouillir à une température TH à laquelle le
liquide n’est composé que de A(liq) pur ; l’eau se trouve totalement vaporisée.

0 1

Te

T

*
TA

*

T

VAPEUR

VAP + A(liq)

xA

TH
H

VAP + H2O(liq)

A(liq) + H2O(liq)

xH

A(gaz) + H2O(gaz)

A(liq)

VAPEUR

T = THxAv

M

Le refroidissement de la vapeur permet ainsi l’élimination complète de l’eau du
milieu réactionnel. Un décanteur de Dean-Stark (figure ci-dessous) est souvent
employé afin de récupérer le composé A partiellement vaporisé :

chauffe-ballon

réfrigérant

composé A

eau

H2O(gaz)+A(gaz)

A(liq)
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• 191 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Effets thermiques d’une réaction MP-PC-PSI-PT

Le ciment de Portland (catégorie la plus utilisée) est élaborée par réaction, dans un four
chauffé à 1 700 K, d’un mélange de calcaire (CaCO3) et d’argile (constituée de SiO2

et Al2O3).
Le constituant principal de ce ciment non hydraté est le silicate de calcium Ca3SiO5,
formé selon la réaction totale (R1) :

3CaCO3(sol) + SiO2(sol) → Ca3SiO5(sol) + 3CO2(gaz) (R1)

1. (a) Calculer l’enthalpie standard ∆rH
0
1 de la réaction (R1) à 298 K.

(b) Quelle relation doivent vérifier les capacités thermiques molaires standard à
pression constanteC0

p des réactifs et des produits de la réaction pour que ∆rH
0
1

soit indépendant de la température ?
On considère, par la suite, que ∆rH

0
1 peut être considéré comme indépendant

de la température.

2. On souhaite évaluer le transfert thermique (quantité de chaleur) Qp à fournir pour
transformer une tonne de CaCO3(sol) selon la réaction (R1), effectuée à 1 700 K et
sous la pression P0 = 1 bar.

(a) Écrire la relation entre Qp et ∆rH
0
1 .

(b) Calculer Qp.

3. L’énergie précédente peut être apportée par la réaction totale (R2) de combustion
du méthane :

CH4(gaz) + 2O2(gaz) → CO2(gaz) + 2H2O(gaz) (R2)

L’enthalpie standard de cette réaction vaut ∆rH
0
2 = 830 kJ · mol−1 à 298 K.

(a) On étudie la combustion, sous P0 = 1 bar, d’une mole de CH4(gaz) avec la
quantité stœchiométrique d’air (2 moles de O2(gaz) et 8 moles de N2(gaz)), ini-
tialement à 298 K. Quels sont les constituants présents en fin de réaction et leurs
nombres de moles respectifs ?

(b) Effectuer une estimation de la température Tf atteinte par ces constituants en
fin de réaction, en considérant les hypothèses suivantes :

• la chaleur libérée par la réaction (R2) n’a pas le temps de s’évacuer vers
le milieu extérieur ;

• les capacités thermiques molaires isobares standard C0
p sont indépendantes

de la température.

(c) On veut utiliser, pour effectuer la réaction (R1), la quantité de chaleur fournie,
à pression constante, par le retour à 1 700 K des constituants obtenus à l’issue
de la réaction (R2). Quelle masse de méthane CH4(gaz) faut-il brûler par la ré-
action (R2) pour transformer une tonne de CaCO3(sol) selon la réaction (R1) ?

Données numériques :

• Masses molaires atomiques :

MH = 1 g·mol−1 MC = 12 g·mol−1 MO = 16 g·mol−1 MCa = 40 g·mol−1
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• Enthalpies standard de formation (∆fH
0) à 298 K :

Corps CaCO3(sol) SiO2(sol) Ca3SiO5(sol) CO2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) −1 206 −910 −2 930 −393

• Capacités thermiques molaires standard à pression constante (C0
p ) considérées in-

dépendantes de la température :

Corps CH4(gaz) O2(gaz) N2(gaz) CO2(gaz) H2O(gaz)

C0
p (en J · K−1 · mol−1) 35,3 29,4 29,1 37,1 33,6

• 192 Lycée Saint-Louis, Paris
15 min.

Grandeurs thermodynamiques chimiques MP-PC-PSI-PT

Tous les gaz intervenant dans cet exercice seront assimilés à des gaz parfaits.
Données numériques :

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

• Enthalpies standard de formation (∆fH
0 en kJ · mol−1) à 298 K, entropies mo-

laires standard (S0
m en J ·K−1 ·mol−1) à 298 K et capacités thermiques molaires à

pression constante (C0
pm en J · K−1 · mol−1) :

corps ∆fH
0 S0

m C0
pm

O2(gaz) 0 205 30,0
Cl2(gaz) 0 223 36,9
I2(gaz) 62,43 261 37,4
H2O(gaz) −241,81 189 30,0
HCl(gaz) −92,31 187 26,5
HI(gaz) 26,36 206 26,3

On considère les réactions suivantes :

4HCl(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2H2O(gaz) + 2Cl2(gaz) (E1)
4HI(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2H2O(gaz) + 2 I2(gaz) (E2)

1. À la température de 298 K, pourquoi a-t-on ∆fH
0
[
O2(gaz)

]
= 0, ∆fH

0
[
I2(gaz)

]
> 0

et ∆fH
0
[
H2O(gaz)

]
6= 0 ?

2. Calculer les grandeurs standard à 298 K de la réaction (E1) :
(a) l’enthalpie standard ∆rH

0
1 . Conlusion ?

(b) l’entropie standard ∆rS
0
1 et l’enthalpie libre standard ∆rG

0
1.

3. Calculer les grandeurs standard à 298 K de la réaction (E2) :
(a) l’enthalpie standard ∆rH

0
2 . Conclusion ?

(b) l’entropie standard ∆rS
0
2 et l’enthalpie libre standard ∆rG

0
2.

4. Calculer, littéralement puis numériquement, ∆rC
0
pm1 et ∆rC

0
pm2, respectivement

les variations des capacités thermiques molaires à pression constante des réactions
(E1) et (E2).

5. En tenant compte de ∆rC
0
pm1, calculer ∆rG

0
1(774 K).

Calculer l’erreur commise sur cette valeur (en pourcentage) si l’on avait négligé les
∆C0

pm ici.
Les calculs sont souvent faits sous une hypothèse simplificatrice ; comment se
nomme-t-elle ?
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• 193 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Effets thermiques des réactions MP-PC-PSI-PT

On veut déterminer, expérimentalement, l’enthalpie de combustion du méthane. Pour
cela on introduit, à 298 K, dans une bombe calorimétrique de volume V = 500 cm3,
du méthane sous une pression de 1 bar. On complète avec du dioxygène jusqu’à une
pression totale de 20 bar. La quantité de chaleur dégagée par la réaction de combustion
et ramenée à 298 K est de 17,83 kJ.

1. Écrire la réaction de combustion à 298 K.

2. Calculer l’énergie interne ∆rU de cette réaction à 298 K.

3. En déduire une valeur de l’enthalpie de réaction ∆rH .

4. Peut-on assimiler ∆rH à l’enthalpie standard ∆rH
0 de la réaction ? Justifier votre

réponse.

5. Calculer ∆rH
0 pour cette réaction à partir des données tabulées. Conclusion ?

Données numériques :

• 1 bar = 105 Pa ;

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1 ;

• enthalpies standard de formation à 298 K :

CH4(gaz) H2O(gaz) CO2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) −74,85 −241,83 −393,51

• 194 Lycée Charlemagne, Paris
20 min.

Effets thermiques des réactions MP-PC-PSI-PT

Le méthane réagit dans l’air avec la proportion théorique d’oxygène pour une explo-
sion. La réaction chimique, qui a lieu à 298 K, a pour bilan :

CH4(gaz) +
3

2
O2(gaz) → 2H2O(liq) + CO(gaz)

En admettant que 10% de la chaleur dégagée par la réaction exothermique sont perdus
et que le reste sert à élever la température des produits de la réaction et des gaz en
excès, déterminer la température atteinte lorsqu’on fait réagir, à la pression P0 = 1 bar,
du méthane avec le volume d’air exactement nécessaire à sa disparition complète (on
négligera toute dissociation des produits).
Données numériques

• Enthalpies molaires standard de formation (∆fH
0) à 298 K et capacités ther-

miques molaires sous pression constante (C0
p ) en fonction de la température :

∆fH
0 (en kJ · mol−1) C0

p (en J · K−1 · mol−1)
CH4(gaz) −74,8 23,65 + 47,88.10−3 T
O2(gaz) – 29,97 + 4,18.10−3 T
N2(gaz) – 27,88 + 4,27.10−3 T
CO(gaz) −110,5 28,42 + 4,10.10−3 T
H2O(gaz) – 30,01 + 10,71.10−3 T
H2O(liq) −285,8 75,47
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• Enthalpie molaire standard de vaporiation de l’eau à 373 K :

∆vapH
0 = 40,7 kJ · mol−1

• On considère que : T (K) = 273+ t(˚C) et que l’air est formé de 20% de dioxygène
et de 80% de diazote (en volume).

• 195 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Température de flamme MP-PC-PSI-PT

Soit la réaction d’équation-bilan :

2H2(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2H2O(gaz)

L’entalpie molaire standard de formation de l’eau vaut :

∆fH
0(H2O) = −241,6 kJ · mol−1 à 298 K

La capacité thermique molaire de H2O(gaz), à pression constante, varie en fonction de
la température selon la relation :

C0
p = 31,3 + 0,0084× T (en J · K−1 · mol−1)

Déterminer la température maximale théorique que l’on peut atteindre lors de la com-
binaison stœchiométrique de deux moles d’hydrogène et d’une mole d’oxygène, prises
initialement à 298 K, sous la pression atmosphérique.
Quelle remarque vous inspire le résultat obtenu ?

• 196 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Effets thermiques d’une réaction MP-PC-PSI-PT

On envisage les réactions d’oxydation suivantes :

4

3
Fe(sol) + O2(gaz) ⇌

2

3
Fe2O3(sol) (43)

4

3
Al(sol) + O2(gaz) ⇌

2

3
Al2O3(sol) (44)

On donne les enthalpies standard des réactions (43) et (44), en Joules par mole de O2 :






∆rG
0
1(T ) = −540 600 + 170,3× T

∆rG
0
2(T ) = −1 131 400 + 224,2× T

1. Montrer que l’aluminium solide réduit l’hématite Fe2O3(sol).

2. On mélange, à la température initiale Ti = 300 K, 2 moles de Fe2O3(sol) et 4 moles
de Al(sol). Les deux solides étant en poudre, on amorce la réaction en enflammant
un fragment de magnésium mis en contact avec le mélange et elle se produit très
rapidement.
À quelle température les produits de la réaction sont-ils portés ?

3. On utilise cette réaction pour souder deux rails.
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Support

Rail (Fe(sol)) Rail (Fe(sol))

2 mol Fe2O3(sol) + 4 mol Al(sol) en poudre

On amorce la réaction qui se produit encore rapidement. Cependant, à cause de
la conductibilité thermique élevée du fer solide, on pourra considérer que 50% de
l’énergie thermique fournie par la réaction est « perdue ».
Quelle masse de rail est alors devenue liquide ?

Données numériques :

• enthalpie standard de fusion du fer : Fe(sol) ⇌ Fe(liq) :

∆fusH
0 = 9,1 kJ · mol−1 à 1 535˚C

• capacité thermique molaire isobare standard de Fe(sol) :C0
p Fe(sol)

= 25,1 J · K−1 · mol−1 ;

• capacité thermique molaire isobare standard de Fe(liq) :C0
p Fe(liq)

= 28,6 J · K−1 · mol−1 ;

• capacité thermique molaire isobare standard de Al2O3(sol) :C0
p Al2O3(sol)

= 79,1 J · K−1 · mol−1 ;

• masse molaire atomique du fer : M = 56 g · mol−1 ;

• température de fusion du fer : Tfus = 1535˚C.

• 197 Lycée du Parc, Lyon
10 min.

Affinité chimique MP-PC-PSI-PT

La première étape du procédé industriel d’élaboration du plomb consiste en une étape
de grillage de la galène selon une réaction, effectuée à 700˚C :

2PbS(sol) + 3O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol) + 2SO2(gaz)

1. Calculer l’enthalpie standard de la réaction à la température considérée. La réaction
est-elle endothermique ou exothermique ?

2. Quelle est l’influence de la température sur la constante d’équillibre de cette réac-
tion ?

3. Donner l’expression de l’affinité chimique pour la réaction de grillage de la ga-
lène. En déduire l’influence, sur cet équilibre, de la pression totale imposée sur le
mélange réactionnel. Pouvait-on prévoir qualitativement ce résultat ?

Dans les calculs, les gaz seront assimilés à des gaz parfaits et les phases solides seront
considérées comme non miscibles.
Données numériques : enthapies standard de formation, supposées indépendantes de
la température :

O2(gaz) SO2(gaz) PbS(sol) PbO(sol)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) 0 −296,8 −100,4 −217,4
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• 198 Concours de l’ENS Cachan
20 min.

Enthalpie libre et équilibre chimique MP-PC-PSI-PT

Dans un récipient vide de 10 L, maintenu à la température T = 1100 K, on introduit
a = 0,2 mole de CaCO3. Il s’établit l’équilibre (E1) :

CaCO3(sol) ⇌ CaO(sol) + CO2(gaz) (E1)

de constante d’équilibre K0
1 = 0,91 à 1 100 K.

1. Déterminer l’état final.

2. Étudier la fonction enthalpie libre G(ξ) (ou ξ est l’avancement de la réaction) pour
l’évolution isotherme et isochore du système précédent, pour ξ ∈ [0, a] et tracer
G(ξ). Calculer la valeur de ξ pour le minimum de G et comparer avec le résultat de
la question 1. Expliquer cette différence.

3. L’étude précédente conduit à envisager la fonction énergie interne F = U − TS
(où U et S sont l’énergie interne et l’entropie du système).

(a) Calculer F en fonction de ξ.

(b) Reprendre l’étude de la question 2 avec F . Tracer et étudier la courbe F (ξ) en
identifiant les points et pentes particuliers.

4. Rappeler la condition d’équilibre chimique dans le cas le plus général et montrer
que celle-ci se ramène à la recherche du minimum d’une fonction d’état. Quelle est
cette fonction et comment la choisir ?

Données numériques :

• enthalpies standard de formation (∆fH
0) et entropies molaires standard (S0

m) sup-
posées indépendantes de la température :

CaCO3(sol) CaO(sol) CO2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) −1 207 −635 −394

S0
m (en J · K−1 · mol−1) 93 40 214

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

• 199 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Constantes d’équilibre MP-PC-PSI-PT

On étudie la dissociation de l’eau, représentée par l’équation (α) :

2H2O(gaz) ⇌ 2H2(gaz) + O2(gaz) (α)

À la température T1 = 2500 K, on connaît les constantes d’équilibre des deux réac-
tions suivantes :

2CO2 ⇌ 2CO + O2 K0
β(T1) = 1,40.10−3

CO2 + H2 ⇌ CO + H2O K0
γ(T1) = 6,40

1. Montrer que l’on peut calculer la contante d’équilibre K0
α(T1) de la réaction (α)

à partir des valeurs de K0
β(T1) et K0

γ(T1), en justifiant la réponse. Quelle valeur
trouve-t-on ?
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2. Calculer, à la température T1 = 2500 K, la valeur de K0
α à partir des données sui-

vantes, fournies à la température T0 = 298 K :

• enthalpie molaire standard de formation de H2O(gaz) : ∆fH
0
298 = −241,6 kJ · mol−1 ;

• entropie molaire standard de H2O(gaz) : S0
298(H2O) = 188,5 J · K−1 · mol−1 ;

• entropie molaire standard de O2(gaz) : S0
298(O2) = 204,8 J · K−1 · mol−1 ;

• entropie molaire standard de H2(gaz) : S0
298(H2) = 130,4 J · K−1 · mol−1 ;

• capacités thermiques molaires des gaz, à pression constante, dans un domaine
de température compris entre 298 K et 2 500 K :

C0
p(H2) = 34,7 J · K−1 · mol−1

C0
p(O2) = 39,5 J · K−1 · mol−1

C0
p(H2O) = 45,1 J · K−1 · mol−1

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,3 J · K−1 · mol−1.

(a) Effectuer le calcul en supposant que l’enthalpie et l’entropie sont indépendantes
de la température.

(b) Effectuer le calcul en supposant qu’elles dépendent de la température.

• 200 Lycée du Parc, Lyon
60 min.

Affinité chimique MP-PC-PSI-PT

On considère, à une température T , un mélange homogène liquide N , non idéal, formé
de n3 moles de A3 et de n4 moles de A4.
L’enthalpie libre G du mélange N est donnée par l’expression ci-dessous :

G = n3

[

µ0ℓ
3 +RT ln

(
n3

n3 + n4

)]

+n4

[

µ0ℓ
4 +RT ln

(
n4

n3 + n4

)]

−3RT
n3 n4
n3 + n4

où µ0ℓ
i désigne le potentiel chimique standard de l’espèce (i) dans l’état liquide.

1. Calculer le potentiel chimique µℓ3 de A3 dans N , en fonction de T , µ0ℓ
3 et x3 (frac-

tion molaire de A3).

2. Le mélange N est en équilibre, à une température T et à une pression P , avec le
mélange des vapeurs de A3 et A4.

(a) Rappeler l’expression du potentiel chimique µv3 de A3 dans la phase gazeuse,
supposé parfaite, en fonction du potentiel chimique standard µ0v

3 et de la pres-
sion partielle P3 de A3 dans la phase gazeuse.

(b) Donner la relation entre µ0ℓ
3 , µ0v

3 et la pression P ∗
3 du point de rosée de A3.

(c) En déduire l’expression de la pression partielle P3 de A3 dans la phase gazeuse,
en fonction de la fraction molaire x3 de A3 dans la phase liquide et de P ∗

3 .

(d) Montrer que le constituant A3 suit la loi de Raoult lorsque x3 tend vers 1.

3. (a) Soit P la pression totale de la phase gazeuse ; on pose : x4 = x et y4 = y
les fractions molaires de A4 dans les phases liquide et gazeuse respectivement.
Montrer que :

P = P ∗
3 × (1− x) exp

(
−3x2

)
+ P ∗

4 × x exp
[
−3 (1− x)2

]
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et donc que :

y =
P ∗
4 × x× exp

[
−3 (1− x)2

]

P ∗
3 × (1− x) exp (−3x2) + P ∗

4 × x exp [−3 (1− x)2]

(b) Tracer, à l’aide d’une calculatrice, les courbes de rosée et d’ébullition de ce
système binaire isotherme, sachant qu’à la température d’étude : P ∗

3 = 1 bar et
P ∗
4 = 2 bar.

4. On prépare un liquide homogène N0 en mélangeant n3 = 4.10−3 mol du consti-
tuant A3 et n4 = 6.10−3 mol du constituant A4.
Ce liquide N0 est introduit dans un tube barométrique, rempli
de mercure et retourné sur une cuve à mercure.
Le niveau du mercure est alors le même dans la cuve et dans
le tube (h = 0).
On soulève ensuite doucement le tube en repérant sa position
par la dénivellation h représentée sur le desssin ci-contre et
on étudie la vaporisation isotherme du mélange N0 à l’aide
du diagramme tracé précédemment.

h

binaire
étudié

(a) Pour quelle dénivellation h1 y a-t-il apparition de la première bulle de vapeur ?
Donner alors les fractions molaires x(1) et y(1) de A4 dans les deux phases en
présence.

(b) Pour quelle dénivellation h2 y a-t-il disparition de la dernière goutte de liquide ?
Que valent alors x(2) et y(2) ?

(c) Quelle est la composition du système binaire {x(3), y(3)} et la quantité de
matière dans chacune des phases lorsque la dénivellation est h3 = 15,2 cm ?

Donnée numérique :
Pression atmosphérique : Pext = 1 bar ≃ 76 cmHg.

• 201 Lycée du Parc, Lyon
45 min.

Affinité chimique MP-PC-PSI-PT

Le chlorure d’hydogène et le dioxygène, en présence de catalyseur, donnent lieu à
l’équilibre chimique en phase gazeuse :

4HCl + O2 ⇌ 2H2O + 2Cl2

La phase gazeuse est assimilée à un gaz parfait, de constanteR = 8,314 J · K−1 · mol−1.
La pression de référence de 1 bar est notée P0.
L’affinité chimique standard A0 de cette réaction (exprimée en J · mol−1) est donnée
par la relation suivante, dans laquelle T représente la température en Kelvin :

A0 = 115 400− 130,5× T + 0,5× T lnT

1. Exprimer l’enthalpie standard ∆rH
0(T ) et l’entropie standard ∆rS

0(T ) de la
réaction, en fonction de T . Que représente le coefficient 0,5 dans l’expression de
A0 ?

2. Calculer ces deux grandeurs à T = 800 K.

3. Calculer la constante d’équilibre K0(T ) à cette même température T = 800 K.
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4. On mélange, dans un réacteur, n0 = 3 moles de constituants gazeux, réparties en
n1 moles de HCl, n2 moles de O2, n3 moles de H2O, n4 moles de Cl2, sous une
pression totale constante Pt = 1 bar et à T = 800 K.

(a) Calculer l’affinité chimique initiale Ai de ce mélange dans les deux cas sui-
vants :

• cas 1 : n1 = n2 = 1 mole et n3 = n4 = 0,5 mole ;

• cas 2 : n1 = n2 = 0,5 mole et n3 = n4 = 1 mole.

(b) En déduire le sens d’évolution de chaque mélange.

(c) Donner l’expression de la fraction molaire xO2 du dioxygène en fonction de n0,
n2 et de l’avancement ξ de la réaction.

(d) Établir la relation donnant l’avancement ξe de la réaction en fonction deK0(T ),
xO2 , P0, Pt, n1 et n3 = n4, lorsque l’équilibre est atteint.

(e) Calculer ξe et xO2 à l’équilibre, dans les deux cas précédents.

5. L’équilibre réalisé, on veut comparer les déplacements d’équilibre résultant de l’in-

troduction soit de dioxygène pur, soit d’air (
1

5
de O2 et

4

5
de N2), à température et

pression constantes.

(a) On introduit une faible quantité de dioxygène (δε mole) ; il s’ensuit une varia-
tion instantanée dA de l’affinité chimique du mélange. Après avoir exprimée
dA, prévoir le sens d’évolution du système chimique.

(b) On introduit une faible quantité d’air (δε mole de O2 et 4 δε mole de N2) ; il
s’ensuit une faible variation instantanée dA de l’affinité chimique du mélange.
Après avoir exprimé dA, prévoir le sens d’évolution du système chimique en
fonction de la fraction molaire xO2

du dioxygène juste avant l’introduction de
l’air.
Conclure sur le sens d’évolution pour chacun des deux cas définis à la question
4.

• 202 Concours Véto
20 min.

Équilibres chimiques MP-PC-PSI-PT

Le dioxyde de soufre est converti en trioxyde de soufre sur un catalyseur au vanadium,
selon la réaction suivante en phase gazeuse, à la température T :

2SO2(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2SO3(gaz) (45)

1. Écrire la réaction de combustion du soufre solide en trioxyde de soufre (SO3) ga-
zeux, dans le dioxygène. La combustion totale, à 25˚C, de 160 g de soufre solide
dégage, à pression constante, une chaleur de 1 980 kJ. En déduire l’enthalpie stan-
dard de formation de SO3(gaz) à 25˚C.
Cette valeur sera considérée comme constante à toute température pour la suite de
l’exercice.

2. Calculer ∆rH
0
1 , enthalpie standard de réaction pour la réaction (45) à la tempéra-

ture T .

3. La réaction est-elle favorisée à haute ou à basse température ? Justifier.
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4. Calculer l’entropie standard de la réaction (45). Le signe était-il prévisible ? Justi-
fier.

5. Discuter de l’influence d’une augmentation de pression sur cet équilibre.

6. On se place à la température T , telle que la constante de l’équilibre (45) soit égale
à K = 3240, sous une pression totale P = 1 bar, en présence d’oxygène.
On appelle taux de conversion θ de SO2(gaz), la quantité de matière de SO2(gaz)
ayant disparu sur la quantité de matière initiale en SO2(gaz).

(a) Exprimer θ en fonction des pressions partielles en SO2 et SO3 gazeux, à l’équi-
libre.

(b) La pression d’équilibre en O2 est 0,025 bar. Calculer la valeur de θ.

(c) Calculer les pressions partielles en SO2 et SO3 à l’équilibre.

Données numériques :

• Masse molaire du soufre : M = 32 g · mol−1 ;

• Enthalpie standard de formation de SO2(gaz) à 298 K : −296 kJ · mol−1 ;

• Entropies standard de différents corps à 298 K :

SO2(gaz) O2(gaz) SO3(gaz)

S0 (en J · K−1 · mol−1) 248 205 256

• 203 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Équilibres chimiques MP-PC-PSI-PT

Le méthane peut être utilisé comme combustible primaire dans les piles à combus-
tibles (P.A.C.). L’obtention d’un bon rendement nécessite au préalable la transforma-
tion du méthane en dihydrogène, combustible secondaire qui intervient dans la réaction
d’oxydo-réduction. Cette transformation a lieu dans un réformeur, réacteur qui vient se
mettre en amont de la P.A.C. (une telle installation est actuellement utilisée à New York
en cas de demande accrue en électricité).
La production du dihydrogène a lieu par la réaction, dite de réformage à la vapeur,
dont l’enthalpie standard vaut 205,7 kJ · mol−1 à 298 K :

CH4(gaz) + H2O(gaz) ⇌ CO(gaz) + 3H2(gaz)

Dans cet exercice, on supposera que l’enthalpie standard et l’entropie standard de la
réaction sont indépendantes de la température.

1. (a) Calculer l’enthalpie standard de la réaction à 298 K ; que déduire de sa valeur ?

(b) Calculer l’entropie standard de la réaction à 298 K ; que déduire de son signe ?

(c) Calculer la constante d’équilibre de la réaction à 298 K. Conclure.

2. Quelle est l’influence d’une augmentation de température à pression constante sur
la synthèse du dihydrogène ? Comment varie le rendement de la réaction ?

3. Quelle est l’influence d’une augmentation de pression, à température constante, sur
la synthèse du dihydrogène ? Comment varie le rendement de la réaction ?

4. La réaction est réalisée sous 1 bar à T = 1073 K en présence d’un catalyseur à
base de nickel.

(a) Justifier ce choix de température et de pression.
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(b) La constante d’équillibre vaut alorsK = 16. On part d’un mélange équimolaire
en méthane et en eau.
Exprimer les pressions partielles à l’équilibre PH2

, PH2O, PCH4
en fonction de

PCO et de la pression totale.

(c) Calculer ces pressions partielles.

(d) Donner une expression littérale du rendement en dihydrogène en fonction de
PH2 et de la pression totale. Calculer ce rendement.

Donnés numériques :

• Enthalpies libres standard de formation à 298K

CO(gaz) H2(gaz) H2O(gaz) CH4(gaz)

∆fG
0 (en kJ · mol−1) −137,2 0 −228,6 −50,3

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1.

• 204 Concours Véto
20 min.

Équilibres chimiques MP-PC-PSI-PT

On étudie, en phase gazeuse, l’équilibre de dimérisation de FeCl3, de constante K0 à
température donnée T :

2FeCl3 ⇌ Fe2Cl6

On mesure, à deux températures : T1 = 700 K et T2 = 800 K et sous la pression
standard P0, la densité du mélange gazeux. On obtient respectivement d1 = 10,5 et
d2 = 9,6.
On appelle α le taux de disparition de FeCl3 à l’équilibre. On rappelle que α est le
rapport de la quantité de FeCl3 qui a réagi, sur la quantité initiale de FeCl3, seul dans
le réacteur.

On rappelle que la densité d’un mélange gazeux est donnée par la formule : d =
M

29
, où

M est la masse molaire du mélange gazeux (en g ·mol−1), 29 étant approximativement
la masse molaire de l’air en g · mol−1.

1. Montrer que : d =
5,6

1− α

2

.

2. Calculer α1 à 700 K et α2 à 800 K.

3. Donner l’expression littérale de la constante K0(T ) en fonction des pressions par-
tielles à l’équilibre en FeCl3 et Fe2Cl6, puis en fonction de α.

4. Calculer la constante K0(T ) aux deux températures.

5. Calculer l’enthalpie standard de la réaction ∆rH
0, en la supposant indépendante

de la température. La réaction est-elle endothermique ou exothermique ?

6. On suppose, de même, que ∆rS
0 est indépendant de la température. Calculer

∆rS
0. Pouvait-on prévoir le signe de ∆rS

0 a priori ?

7. Quelle est l’influence d’une augmentation de température, à pression constante, sur
l’équilibre ? Justifier

Données :
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• Masses molaires : MFe = 56 g · mol−1 et MCl = 35,5 g · mol−1 ;

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

• 205 Concours de l’ENS Cachan
30 min.

Équilibres chimiques MP-PC-PSI-PT

La synthèse de l’ammoniac est l’une des principales réactions de la chimie indus-
trielle : l’ammoniac produit est principalement utilisé comme intermédiaire dans la
synthèse de l’acide nitrique (destiné notamment à la production d’engrais) et de l’urée
(production de matières plastiques). Dans cet exercice, on s’intéressera aux principales
caractéristiques thermodynamiques de cette réaction.
Tous les gaz seront supposés parfaits. La presion standard P 0 est prise égale à 1 bar.
On note Pj la pression partielle du gaz j.
L’ammoniac est produit à l’état gazeux à partir de dihydrogène et de diazote selon la
réaction représentée par l’équilibre suivant :

N2(gaz) + 3H2(gaz) ⇌ 2NH3(gaz) (46)

1. À partir de quelles matières premières sont obtenus les réactifs utilisés dans la
synthèse de l’ammoniac ?

2. Calculer l’enthalpie standard de réaction ∆rH
0 et l’entropie standard de réaction

∆rS
0 pour l’équilibre (46), ainsi que sa constante d’équilibre K, à la température

ambiante (25˚C). Commenter les valeurs obtenues.

3. Dans le procédé industriel (procédé Haber), la réaction symbolisée par (46) a lieu
à 400˚C, sous une pression de 200 bar, en présence de catalyseur.
(a) Sans faire de calcul, justifier a priori les conditions de température et de pres-

sion utilisées dans ce procédé.

(b) Calculer l’enthalpie standard de réaction ∆rH
0 pour (46) à 400˚C.

(c) Calculer la constante d’équilibre K ′ de (46) à 400˚C. Commenter la valeur
obtenue.

(d) Soit xi la fraction molaire de l’espèce i dans le mélange gazeux.

On note Rx le rapport : Rx =
x2NH3

xN2 × x3H2

.

Préciser comment Rx varie lorsqu’on augmente la pression de 1 à 200 bar à
température constante.

(e) On part d’un mélange initial contenant 1 mole de diazote et 3 moles de dihy-
drogène. Calculer la composition du mélange à l’équilibre, dans les conditions
du procédé Haber (400˚C, 200 bar).

Données numériques :

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;

• Enthalpies standard de formation (∆fH
0), entropies molaires standard (S0) et

capacités calorifiques molaires standard (C0
p ) des corps purs suivants (à 25˚C) :

N2(gaz) H2(gaz) NH3(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) 0 0 −46,1

S0 (en J · K−1 · mol−1) 191,61 130,68 192,45
C0
p (en J · K−1 · mol−1) 29,12 28,82 35,06
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• 206 Concours Commun Polytechnique
45 min.

Équilibres chimiques MP-PC-PSI-PT

À 1 000˚C, le trichlorosilane ultra-pur est réduit par l’hydrogène, suivant la réaction :

SiHCl3(gaz) + H2(gaz) ⇌ Si(sol) + 3HCl(gaz)

Le silicium ultra-pur, produit par cette réaction, est déposé sur un barreau de silicium.

1. Calculer l’enthalpie standard et l’entropie standard de la réaction à 298 K.

2. Calculer l’enthalpie standard et l’entropie standard de la réaction à 1 000˚C.

3. En déduire les valeurs de l’enthalpie libre standard et de la constante d’équilibre
de la réaction à 1 000˚C.

4. Écrire l’expression du quotient de réaction Q, en fonction des pressions partielles
des différents gaz présents. En calculant Q pour les conditions initiales, la réaction
souhaitée a-t-elle lieu ?

5. Établir l’expression de la constante d’équilibre en fonction du coefficient de disso-
ciation α de SiHCl3, de β (rapport du nombre inital de moles de H2 sur le nombre
inital de moles de SiHCl3, avec β > 1) et de la pression totale Pt.

6. Pour une pression totale de 1 bar et pour β = 1, calculer la valeur du coefficient de
dissociation et les pressions partielles à l’équilibre.

7. Qualitativement, que se passe-t-il à température et pression constantes lorsque l’hy-
drogène est introduit en excès dans le réacteur ? Calculer la valeur du coefficient de
dissociation à l’équilibre pour β = 10.

8. Qualitativement, que se passe-t-il lorsque la réaction est effectuée sous pression
réduite ? Calculer la valeur du coefficient de dissociation à l’équilibre pour β = 1
et Pt = 0,1 bar.

Données numériques :

• Enthalpies standard de formation (∆fH0 en kJ · mol−1), entropies standard de
formation (S0 en J · K−1 · mol−1) et capacités thermiques molaires standard à
pression constante (C0

p en J ·K−1 ·mol−1, où T est exprimé en Kelvins), à 298 K :

Composé ∆fH0 S0 C0
p

HCl(gaz) -92,0 186,6 26,2 + 5,2.10−3 × T + 1,3.105/T 2

H2(gaz) 0 130,5 27,3 + 3,3.10−3 × T + 0,5.105/T 2

SiHCl3(gaz) -488,6 312,9 95,3 + 6.10−3 × T − 19,9.105/T 2

Si(gaz) 0 18,8 24 + 2,6.10−3 × T − 4,2.105/T 2

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

• 207 Concours de la Banque Agro
30 min.

Équilibres chimimques MP-PSI-PC-PT

On s’intéresse à la dissociation de l’oxyde de cuivre (II) CuO en oxyde de cuivre (I)
Cu2O et en dioxygène selon l’équation-bilan :

4CuO(sol) ⇌ 2Cu2O(sol) + O2(gaz) (47)
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L’oxyde de cuivre (II) et l’oxyde de cuivre (I) sont deux solides non miscibles, de
volumes molaires négligeables et le dioxygène est considéré comme un gaz parfait.
On rappelle que la constante molaire des gaz parfaits vaut :R = 8,314 J · K−1 · mol−1.
On donne l’enthalpie et l’entropie standard de la réaction à T = 1300 K :

∆rH
0(1 300 K) = 279 kJ · mol−1 ∆rS

0(1 300 K) = 202 J · mol−1

1. Dans un réacteur thermostaté à T = 1300 K, initialement vide de tout gaz, on in-
troduit une quantité suffisante d’oxyde de cuivre (II) pour atteindre l’équilibre chi-
mique correspondant à l’équation-bilan (47). Quelle est alors la pression P dans le
réacteur ? Calculer l’affinité chimique du système (que l’on notera Ai).

2. On impose alors brutalement une pression P ′ différente de P , à température
T = 1300 K constante. Exprimer littéralement l’affinité chimique (que l’on notera
A2) du système juste après cette variation de pression, avant que le système
chimique n’ait eu le temps d’évoluer, en fonction des données utiles.

3. La pression P ′ est toujours imposée et on laisse le système évoluer. Quel est l’état
final du système, en fonction de P ′ ?

On considère, dans cette question, un réacteur thermostaté à T = 1300 K, de volume
V , initialement vide de tout gaz, dans lequel on introduit une quantité n d’oxyde de
cuivre (II) CuO(sol).

4. On prend ici V = 10,0 dm3.

(a) En admettant que l’équilibre chimique correspondant à l’équilibre (47) soit at-
teint, quelle est la quantité de dioxygène formé ?

(b) En déduire la valeur nmin de n pour atteindre l’équilibre chimique.

5. On prend ici V = 10,0 dm3 et n = 5,00.10−2 mol.

(a) L’équilibre chimique est-il atteint ? Décrire le système final (quantités de ma-
tière et pression).

(b) On ajoute au système précédent n′ = 1,00.10−2 mol d’oxyde de cuivre (I).
Déterminer le nouvel état du système.

(c) Même question en ajoutant au système de la question (a) n′ = 1,00.10−2 mol
de dioxygène.

• 208 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
30 min.

Changements d’état MP-PC-PSI-PT

1. Soit un système thermodynamique de température T et de pression P . Rappeler
la définition de son enthalpie libre G ainsi que l’expression des dérivées partielles
(
∂G

∂T

)

P

et

(
∂G

∂P

)

T

.

2. Le système évolue de manière spontanée, sans échanger d’autre travail que celui
des forces de pression. Sa température et sa pression restent égales à celles (T0, P0)
du milieu extérieur. Montrer que G ne peut que diminuer.

3. On considère une masse m d’un corps pur en équilibre sous deux phases (1) et
(2) (non miscibles) ayant respectivement les masses m1 et m2, pour volumes mas-
siques u1, u2 et pour enthalpies libres massiques g1(T, P ) et g2(T, P ).

(a) Exprimer son enthalpie libre G en fonction de m1, m2, g1 et g2.
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(b) Montrer que pour T et P donnés, l’équilibre entre les deux phases est établi
lorsque :

g1(T, P ) = g2(T, P )

4. Rappeler la relation entre la chaleur latente massique ℓ12 de la transformation
(1) → (2), la température d’équilibre T et les entropies massiques s1 et s2 de
chaque phase.

5. En envisageant l’équilibre entre les deux phases à deux températures très proches,
démontrer la relation de Clapeyron :

ℓ12 = T × (u2 − u1)×
dP

dT

où P et T désignent les pression et température assurant l’équilibre des deux
phases.

6. On donne les coordonnées du point triple de l’eau : (Tt, Pt), la chaleur latente de
vaporisation de l’eau : ℓv = a− bT (a et b sont deux constantes réelles), la chaleur
latente de fusion : ℓf = cte, la masse molaire de l’eau M et la constante molaire
des gaz parfaits : R.

(a) Au point triple, exprimer la chaleur latente de sublimation ℓs en fonction de ℓf
et ℓv .

(b) En utilisant la relation de Clapeyron justifier qu’au voisinage du point triple,
la pente de la courbe P (T ) relative à la sublimation est supérieure à celle de
vaporisation.

(c) On assimile la vapeur d’eau à un gaz parfait. Déterminer l’équation de la courbe
du diagramme correspondant à la vaporisation, sous la forme P = f(T ).

• 209 Concours Commun Polytechnique
10 min.

Mélanges binaires MP-PC

On met, dans une enceinte initialement vide, à température T fixée et sous la pression
P = 2,5 bar, un mélange de deux corps miscibles A et B, tel qu’à l’équilibre on ait
10 moles de vapeur et 5 moles de liquide.
On donne les pressions de vapeurs saturantes à la température T :

P ∗
A = 2 bar et P ∗

B = 3 bar

1. Donner la composition de la phase liquide et de la phase vapeur.

2. On augmente peu à peu le volume en maintenant la température constante.
À quelle pression la dernière goutte de liquide disparaît-elle ?
Donner alors la composition de la phase liquide.

• 210 Concours Centrale
15 min.

Diagrammes binaires MP-PC

On suppose connues les grandeurs suivantes :

• la chaleur latente de vaporisation du benzène : L(b)
vap ;
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• la chaleur latente de vaporisation de l’eau : L(e)
vap ;

• la température d’ébullition du benzène sous P1 = 1 bar : T ∗
b ;

• la température d’ébullition de l’eau, sous P0 = 1 bar : T ∗
e ;

• la constante molaire des gaz parfaits : R.
On travaillera dans le cadre des approximations d’Ellingham.
Donner l’expression de la température des systèmes suivants, en équilibre :
1. Système 1

H2O(gaz) + C6H6 (gaz)

P0 = 1 bar

benzène liquide

La fraction molaire xb du benzène, dans la phase gazeuse, est supposée connue.
2. Système 2

H2O(gaz) + C6H6 (gaz)

P0 = 1 bar

eau liquide

La fraction molaire x′b du benzène, dans la phase gazeuse, est supposée connue.
On rappelle que l’eau et le benzène sont non miscibles.

• 211 Concours Commun Polytechnique
15 min.

Diagrammes binaires MP-PC

Le système benzène-toluène peut être considéré comme idéal à 20˚C. Dans un labora-
toire, où la température vaut 20˚C et la pression P0 = 1,013.105 Pa, un tube contenant
un mélange benzène-toluène de titre molaire 0,6 en benzène est renversé sur une cuve
profonde.
À l’équilibre, la hauteur du mercure dans le tube vaut h = 69,5 cm.

h = 69,5 cm

P

P0

benzène + toluène
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1. Dans quel état est le mélange benzène-toluène ?

2. Comment faut-il modifier le dispositif expérimental pour obtenir le début de l’ébul-
lition ?

3. Quelle sera alors la composition de la première bulle de vapeur émise ?

4. Comment faut-il déplacer le tube pour que disparaisse la dernière goutte de liquide ?

5. Quelle sera alors la composition de cette dernière goutte de liquide ?

Données numériques :

• pression de vapeur saturante pour le benzène, à 20˚C : P ∗
A = 9930 Pa ;

• pression de vapeur saturante pour le toluène, à 20˚C : P ∗
B = 2932 Pa ;

• masse volumique du mercure : µ = 13,6.103 kg · m−3 ;

• intensité de la pesanteur : g = 9,81 m · s−2.

• 212 Lycée Pissarro, Pontoise
20 min.

Diagrammes binaires MP-PC

Le diagramme isobare du mélange binaire formé par le sulfure de carbone (noté 1) et
par le méthanoate d’éthyle (noté 2) est donné sur le document ci-dessous ; la composi-
tion est exprimée en fraction molaire de méthanoate d’éthyle.

x2

VAPEUR

LIQUIDE

P = 1,0 bar

40

50

0 0,2 0,5 0,6 0,9 1

θ(°C)
60

0,1 0,3 0,4 0,7 0,8

Az

1. Indiquer lequel de ces constituants a la pression de vapeur saturante la plus élevée.

2. Préciser les coordonnées du point Az et les propriétés que présente le mélange de
composition x2Az .

3. Tracer les courbes de refroidissement des mélange gazeux de composition :

x
(v)
2 = 0 x

(v)
2 = 0,20 x

(v)
2 = x2Az x

(v)
2 = 0,70 x

(v)
2 = 1,0

4. Indiquer les compositions du distillat et du résidu obtenus lors de la distillation
fractionnée d’un mélange lorsque, initialement :

(a) x(ℓ)2 = 0,10 ;

(b) x(ℓ)2 = 0,70.
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• 213 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Diagrammes binaires MP-PC

L’essence de térébenthine est constituée de pinène (C10H16) et de produits lourds moins
volatiles dont on négligera l’effet dans cet exercice.
Le pinène, selon la température T (en Kelvins), présente une tension de vapeur satu-
rante P (en hPa) donnée par la relation :

lnP = 16,048 1− 3 326,67

T − 64,97

De même, la tension de vapeur de l’eau est donnée par la relation :

lnP = 20,809− 5 176,44

T

1. Est-il dangereux de travailler (peinture d’un tableau) dans un local où l’essence
de térébenthine est à l’air libre, à la température T = 298 K ? La limite à ne pas
dépasser est de 5 g · m−3. On assimile la vapeur saturante à un gaz parfait. Quelle
solution envisagez-vous ?

2. Dans quel domaine de température doit-on travailler pour éviter tout danger ?

3. Le pinène obtenu après entraînement est composé d’un mélange de deux isomères :
l’α-pinène et le β-pinène, de formule C10H16. Le diagramme ci-dessous, isobare,
tracé à la pression de 73 hPa, présente l’évolution de la température en fonction de
la composition molaire en α-pinène pour un mélange des deux isomères.

x, fraction liquide
y, fraction vapeur

0,1 0,3 0,5 0,7

Fraction molaire de α-pinène

0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1

78

T
em

p
ér

at
u
re

 (
°C

)

76

82

74

84

72

80

70

D1

C1

C2

D2

D3

(a) Quelle est la température d’ébullition tα de l’α-pinène pur et celle, tβ , du β-
pinène pur ?

(b) On considère un mélange de 280 g d’α-pinène et 720 g de β-pinène. Sous
quelle forme se trouve ce mélange si on le porte à des températures succes-
sives de t = 76˚C, t = 80˚C, et t = 83˚C ? Préciser les domaines d’existence
des différentes phases D1, D2, D3. Quel est le nom des courbes C1 et C2 des
courbes figurant sur le diagramme ci-dessus ?

(c) Lors d’une distillation du mélange précédent, à quelle température teb observe-
t-on l’apparition de la première bulle de vapeur ?
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Les premières gouttes de liquide ainsi recueillies sont-elles plus riches en α-
pinène ou en β-pinène ? Quelle est leur composition en fraction molaire ?

Données numériques :

• masses molaires atomiques : MH = 1 g · mol−1 et MC = 12 g · mol−1 ;

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1.

• 214 Lycée Pissarro, Pontoise
25 min.

Diagrammes binaires MP-PC

Le diagramme binaire isobare de l’eau et de l’acide nitrique est donné par le document
ci-dessous, la composition étant exprimée en fraction massique.

wHNO3

70

80

90

100

110

120

130

0 0,2 0,4 10,6 0,8

θ (°C)

A
(1)

(2)

1. Préciser le nom donné au point A, à la courbe (1) et à la courbe (2).

2. Déterminer les coordonnées de A. Calculer la fraction molaire de l’acide nitrique
en ce point.

3. L’analyse d’un échantillon du mélange obtenu lors de la préparation industrielle de
l’acide nitrique donne :

• quantité totale d’eau et d’acide nitrique : n = 4,00 moles ;

• quantité totale d’acide nitrique : nHNO3
= 0,30 mole.

Déterminer la température à laquelle ce mélange commence à bouillir.

4. On porte à θ′ = 110˚C l’échantillon analysé ci-dessus. Calculer la masse et la com-
position de chacune des phases alors en équilibre.

Donnée : masses molaires : MH2O = 18 g · mol−1 et MHNO3 = 63 g · mol−1.

• 215 Lycée Pissarro, Pontoise
30 min.

Diagrammes binaires MP-PC

En première approximation, le vin peut être considéré comme un mélange binaire eau-
éthanol. Nous étudions ici l’équilibre liquide-vapeur de ce système binaire. Les frac-
tions molaires respectives de l’eau et de l’éthanol en phase liquide sont notées xe et
xol. En phase gazeuse, ces fractions molaires sont notées ye et yol.
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I- Diagramme binaire eau-éthanol

La figure suivante montre le diagramme expérimental (à la pression P = 1 bar) du
système binaire eau-éthanol avec, en abscisse, la fraction molaire en éthanol et en or-
donnée la température θ en degrés Celsius.

0,1 0,3 0,5 0,7

Fraction molaire en éthanol
0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1

100

95

90

85

80

θ(°C)

1

A

2

C

B

1. Préciser la signification des courbes (1) et (2) du diagramme, ainsi que celles des
domaines A, B, C qu’elles délimitent

2. On considère une mole d’un mélange de fraction molaire xol = 0,2, initialement à
20˚C, que l’on chauffe sous une pression constante de 1 bar.

(a) À quelle température θéb, exprimée en degrés Celsius, l’ébullition commence-
t-elle et quelle est la fraction molaire en alcool de la première bulle de vapeur ?

(b) À quelle température θév la dernière goutte de liquide s’évapore-t-elle et quelle
est la fraction molaire en alcool dans cette dernière goutte ?

3. On place, à 90˚C, le même mélange que précédemment. Il y a n0 = 1 mole en tout.
À l’aide du diagramme, déterminer numériquement :

(a) les fractions molaires xol, yol, xe, ye en éthanol et en eau dans les deux phases ;

(b) les quantités (en moles) de liquide et de gaz en présence, en expliquant la mé-
thode employée ;

(c) les quantités (en moles) d’éthanol dans la phase gazeuse et dans la phase liquide
(notées nol,g et nol,ℓ, ainsi que les quantités d’eau dans la phase gazeuse et dans
la phase liquide (notées ne,g et ne,ℓ).

(d) le volume total de la phase gazeuse (considérée comme un gaz parfait).

II- Comparaison avec un modèle idéal

On souhaite comparer le diagramme expérimental avec celui que l’on obtiendrait si le
mélange éthanol-eau était idéal.

1. À la température T et à la pression P , on note :

• µ∗
e,ℓ(T, P ) et µ∗

ol,ℓ(T, P ) les potentiels chimiques respectifs de l’eau et de
l’éthanol liquides purs ;

• µ∗
e,g(T, P ) et µ∗

ol,g(T, P ) les potentiels chimiques de l’eau et de l’éthanol ga-
zeux purs ;
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• T ∗
e et T ∗

ol les températures d’ébullition de l’eau et de l’alcool purs à la pression
de travail (P = 1 bar) ;

• L∗
v,e et L∗

v,ol les enthalpies molaires (aussi appelées chaleurs latentes molaires)
de vaporisation de l’eau et de l’alcool purs (supposés indépendants de la tem-
pérature).

(a) Quelle relation existe-t-il entre

(
∂µ∗

e,ℓ

∂T

)

P

et l’entropie molaire de l’eau pure

liquide, S∗
m,e,ℓ ?

(b) Que peut-on dire des potentiels chimiques µ∗
e,ℓ(T

∗
e , P ) et µ∗

e,g(T
∗
e , P ) ?

(c) On suppose que, dans les phases liquide et vapeur, l’entropie molaire de l’eau
pure est indépendante de la température.
Montrer que l’on a alors, pour l’eau :

µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,g(T, P ) =
(
S∗
m,e,g − S∗

m,e,ℓ

)
× (T − T ∗

e )

où S∗
m,e,g est l’entropie molaire de l’eau pure gazeuse.

(d) En déduire l’expression de µ∗
e,ℓ(T, P ) − µ∗

e, ℓ(T, P ) en fonction de L∗
v,e, T et

T ∗
e .

(e) Écrire une relation analogue pour l’éthanol (dans les mêmes hypothèses).
On suppose les mélanges idéaux, de telle sorte que dans les deux phases on peut
écrire : {

µe,ℓ(T, P ) = µ∗
e,ℓ(T, P ) +RT lnxe

µe,g(T, P ) = µ∗
e,g(T, P ) +RT ln ye

ainsi que deux relations analogues pour l’éthanol.

(f) Démontrer la relation :

RT ln

(
xe
ye

)

= −L
∗
v,e

T ∗
e

× (T − T ∗
e )

ainsi qu’une relation analogue pour l’éthanol.

2. On introduit les quantités :

Aol(T ) = exp

[

−
L∗
v,ol

RT ∗
ol

(

1− T ∗
ol

T

)]

et Ae(T ) = exp

[

− L∗
v,e

RT ∗
e

(

1− T ∗
e

T

)]

(a) Exprimer xol et yol en fonction de Aol(T ) et Ae(T ).

(b) Détermimer numériquement les valeurs de xol et yol à θ = 90˚C. Comparer aux
résultats expérimentaux déduits de la figure ci-dessus. Le mélange se comporte-
t-il comme un mélange idéal ?

III- Mélanges riches en alcool

1. Une analyse précise montre que les courbes (1) et (2) de la figure ci-dessus
possèdent un minimum commun pour la fraction molaire xol,a, à la température
θa = 78,1˚C. Pour les fractions molaires en éthanol plus élevées, les deux courbes
sont si proches qu’elles sont confondues expérimentalement.

(a) Comment s’appelle le point minimum commun des deux courbes (1) et (2) ?



Thermodynamique des systèmes chimiques 1131

(b) Quelles sont les conséquences pratiques de l’existence de ce minimum sur la
distillation des mélanges eau-éthanol ?

2. On chauffe progressivement un mélange eau-éthanol de fraction molaire xol, ini-
tialement à la température de 20˚C, en enregistrant la température.

(a) Représenter qualitativement la courbe donnant l’évolution de la température en
fonction du temps, en faisant apparaître clairement les domaines monophasés
et biphasés, si xol = 0,6.

(b) Faire de même si xol = 0,895.

Données numériques :

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;

• Enthalpie molaire de vaporisation de l’eau pure : L∗
v,e = 45 kJ · mol−1 ;

• Enthalpie molaire de vaporisation de l’éthanol pur : L∗
v,ol = 43 kJ · mol−1 ;

• Température d’ébullition de l’eau pure sous 1 bar : T ∗
e = 373 K ;

• Température d’ébullition de l’éthanol pur sous 1 bar : T ∗
ol = 353 K.

• 216 Concours de l’Agrégation interne
30 min.

Diagrammes binaires MP-PC

Le diagramme binaire isobare simplifié de l’équilibre liquide-vapeur, pour le système
eau-cyclohexane, est donné sur le schéma suivant. On note B1 l’eau et B2 le cyclo-
hexane.

x2 : fraction molaire en C6H12

70

75

80

85

90

95

100

0

69,5

80,8

10,9

θ (°C) θ (°C)

A

H

55

60

65

0,70,60,50,40,30,20,1 0,8

M2

M3

M1

B
(II)

(III)

(IV)

(I)

1. (a) Quel est le nom de la courbe constituée des branches AH et HB ?

(b) Comment appelle-t-on le point H sur le diagramme ?

(c) Tracer l’allure des courbes d’analyse thermique par refroidissement, jusqu’à
60˚C, des systèmes physicochimiques représentés par les points M1, M2 et
M3.

(d) Sous quel(s) état(s) physique(s) se trouve un mélange de fraction molaire glo-
bale en cyclohexane x2 = 0,30 à 80˚C ? Quelle est la composition des phases
en présence ?

2. On considère, à T et P , l’équilibre liquide-vapeur pour le constituant cyclohexane
dans le domaine (III).
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(a) Définir le potentiel chimique µi pour une espèce (i) et établir une relation entre
µi, l’enthalpie molaire partielle hi et l’entropie molaire partielle si du consti-
tuant (i).

(b) Exprimer le potentiel chimique du cyclohexane, µ2v(T, P ) dans la phase va-
peur, supposée parfaite, en fonction de µ∗

2v(T, P ), potentiel chimique du cyclo-
hexane gaz parfait sous la pression P et à la température T et de x2v , fraction
molaire du cyclohexane dans la vapeur.

(c) Exprimer la condition d’équilibre entre les différentes phases pour le cyclo-
hexane.

(d) Retrouver, pour une température T comprise entre 342,5 K et 353,8 K, moyen-
nant des approximations que l’on précisera, l’expression donnant l’évolution de
la fraction molaire en cyclohexane dans la phase vapeur, x2v , en fonction de la
température :

ln(x2v) =
∆vapH

0
2

R
×
(

1

T ∗
2

− 1

T

)

avec T en Kelvin et où ∆vapH
0
2 représente l’enthalpie standard de vaporisa-

tion du cyclohexane et T ∗
2 la température d’ébullition du cyclohexane pur, sous

P0 = 1 bar.

(e) Évaluer, à l’aide du diagramme fourni, l’enthalpie standard de vaporisation du
cyclohexane.

3. On introduit, dans un réacteur, 0,40 mole d’acide éthanoïque, 0,40 mole de pentan-
1-ol, en présence d’acide paratoluène sulfonique et un volume V de cyclohexane,
sous P0 = 1 bar. Un entraînement à la vapeur du mélange réactionnel est réalisé.
On suppposera que l’acide éthanoïque, l’alcool et l’ester restent dans le ballon.

(a) Proposer le schéma d’un montage utilisé pour l’entraînement à la vapeur.

(b) Calculer le volume V minimal de cyclohexane à indroduire pour éliminer toute
l’eau susceptible de se former.

(c) Préciser, à partir du diagramme, comment évolue la composition du ballon et
celle du distillat lors de l’entraînement à la vapeur. Quels intérêts présente une
telle expérience ?

(d) Le montage schématisé ci-dessous, montage à reflux équipé d’un décanteur
Dean-Stark, peut être proposé afin d’atteindre le même objectif que dans l’ex-
périence précédente. Expliquer son fonctionnement.
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chauffe-ballon

réfrigérant

eau + cyclohexane

Données :

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1 ;

• masse volumique de l’eau : µH2O = 1 g · cm−3 à 298 K ;

• densité du cyclohexane par rapport à l’eau : d = 0,779 ;

• masse molaire du cyclohexane : M = 84,0 g · mol−1.

• 217 Lycée Pissarro, Pontoise
30 min.

Diagrammes binaires MP-PC

Le diagramme isobare (à la pression de 0,1 bar) du mélange binaire formé par le
propan-2-ol (C3H8O, noté 1) et du 2-méthylpropan-1-ol (C4H10O, noté 2) est donné
sur le graphe ci-dessous ; la composition est exprimée en fraction molaire.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

110

100

90

80

θ (°C)

x2

1. Déterminer les températures d’ébullition de ces deux alcools ; identifier la courbe
d’ébullition et la courbe de rosée.

2. On chauffe, sous 0,1 bar, un mélange (A) contenant 1,5 mole de propan-2-ol et 3,5
moles de 2-méthylpropan-1-ol. Déterminer :



1134 Chapitre 7

(a) la température à laquelle commence l’ébullition et la composition de la pre-
mière bulle de vapeur qui se forme ;

(b) la température à laquelle se termine l’ébullition et la composition de la dernière
goutte de liquide qui disparaît ;

(c) les quantités de vapeur et de liquide à 100˚C et la composition de chacune des
phases.

(d) les quantités de vapeur et de liquide en équilibre à 90˚C et la composition de
chacune des phases.

3. Déterminer la température à laquelle commence l’ébullition et la composition de la
première bulle de vapeur qui se forme lorsqu’un mélange de composition w2 = 0,4
(en fraction massique) est chauffé.

4. On réalise la distillation fractionnée d’un mélange B équimassique de ces deux
alcools. Déterminer la fraction molaire du propan-2-ol dans ce mélange et la tem-
pérature d’ébullition commençante.

Données : masses molaires atomiques :

MH = 1 g · mol−1 MC = 12 g · mol−1 MO = 16 g · mol−1
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• 191 Concours Commun Polytechnique

1. (a) L’enthalpie standard ∆rH
0
1 de la réaction (R1), à T0 = 298 K :

3CaCO3(sol) + SiO2(sol) → Ca3SiO5(sol) + 3CO2(gaz) (R1)

s’obtient à partir des enthalpies standard de formation de chacune des espèces
qui interviennent dans cette équation :

∆rH
0
1 (T0) = ∆fH

0 (Ca3SiO5) + 3∆fH
0 (CO2)

−3∆fH
0 (CaCO3)−∆fH

0 (SiO2)

= −2 930− 3× 393 + 3× 1 206 + 910

⇒ ∆rH
0
1 (T0) = 419 kJ · mol−1

(b) En vertu de la loi de Kirchhoff, la variation de ∆rH
0
1 (T ) avec la température

T dépend de la grandeur :

∆rC
0
p = C0

p (Ca3SiO5) + 3C0
p (CO2)− 3C0

p (CaCO3)− C0
p (SiO2)

que l’on peut supposer indépendante de T , de sorte que :

d∆rH
0
1

dT
= ∆rC

0
p ⇒

∫ ∆rH
0
1 (T )

∆rH0
1 (T0)

d
(
∆rH

0
1

)
= ∆rC

0
p

∫ T

T0

dT

⇒ ∆rH
0
1 (T ) = ∆rH

0
1 (T0) + ∆rC

0
p × (T − T0)

Dans l’intervalle de température [T0 = 298 K, T = 1700 K], ∆rH
0
1 peut être

considéré comme indépendant de la température si l’on peut poser :

∣
∣∆rC

0
p

∣
∣× (T − T0) ≪

∣
∣∆rH

0
1 (T0)

∣
∣ ⇒

∣
∣∆rC

0
p

∣
∣≪

∣
∣∆rH

0
1 (T0)

∣
∣

T − T0

⇒
∣
∣∆rC

0
p

∣
∣≪ 419.103

1 700− 298

⇒
∣
∣∆rC

0
p

∣
∣≪ 299 J · K−1 · mol−1

2. (a) Soient ni les quantités de matière (nombre de moles) de chaque espèce et soit
ξ l’avancement de la réaction (R1) :

3CaCO3

n1
n1 − 3ξ
︸ ︷︷ ︸

n′
1

+ SiO2

n2
n2 − ξ
︸ ︷︷ ︸

n′
2

→ Ca3SiO5

n3
n3 + ξ
︸ ︷︷ ︸

n′
3

+ 3CO3

n4
n4 + 3ξ
︸ ︷︷ ︸

n′
4

La masse molaire de CaCO3 valant :

M1 =MCa +MC + 3MO = 40 + 12 + 3× 16 = 100 g · mol−1

une tonne (m1 = 106 g) de CaCO3 représente une quantité de matière :

∆n1 =
m1

M1
=

106

100
= 104 moles
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Ce faisant, lorsqu’une tonne de CaCO3 a réagi, il reste dans le milieu réaction-
nel :

n′1 = n1 −∆n1 = 104 moles de CaCO3

⇒ n1 − 3ξ = n1 − 104 ⇒ ξ =
104

3
moles

Aussi, en considérant que ∆rH
0
1 ne dépend pas de la température, la chaleur à

fournir pour transformer une tonne de CaCO3 vaut :

Qp = ξ ×∆rH
0
1 =

104

3
×∆rH

0
1

(b) La valeur numérique de ∆rH
0
1 pouvant s’identifier à celle, ∆rH

0(T0), trouvée
à la question 1.(a), il s’ensuit que :

Qp =
104

3
× 419.103 = 1,4.109 J

3. (a) La combustion d’une mole de CH4, dans les conditions stœchiométriques, a
pour bilan :

CH4

1
0

+ 2O2

2
0

→ CO2

0
1

+ 2H2O
0
2

(R2)

À l’issue de cette réaction (les 8 moles de N2(gaz) n’ayant pas réagi), il reste
donc dans le milieu réactionnel :

1 mole de CO2(gaz)

2 moles de H2O(gaz)

8 moles de N2(gaz)

Ainsi, la capacité thermique du milieu réactionnel, en fin de réaction, a pour
valeur :

C0
p = C0

p (CO2) + 2C0
p (H2O) + 8C0

p (N2)

= 37,1 + 2× 33,6 + 8× 29,1 = 337,1 J · mol−1

(b) Décomposons la combustion en deux étapes :

• Réaction chimique à la température T0 = 298 K constante, au cours de
laquelle ξ2 = 1 mole de CH4 est consummée. L’enthalpie du milieu réac-
tionnel varie de la quantité : ∆H2 = ξ2 ×∆rH

0
2 .

• Variation de la température : ∆T = Tf − T0 des produits et réactifs en
excès de cete réaction. L’enthalpie du milieu varie alors de la quantité
∆H3 = C0

p ×∆T .
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∆H2

T =T0 = 298 K

1 mole de CH4

2 moles de O2

8 moles de N2

∆H

T =T0 = 298 K

1 mole de CO2

2 moles de H2O

8 moles de N2

T =Tf

1 mole de CO2

2 moles de H2O

8 moles de N2réaction
chimique

∆H3

échauffement

La transformation globale (réaction chimique et variation de température) du
milieu s’accompagne donc d’une variation ∆H = ∆H1 +∆H2 de son ental-
pie. Or, la transformation étant isobare, ∆H s’identifie à la quantité de chaleur
reçue par le système, laquelle quantité est d’ailleurs nulle compte tenu des hy-
pothèses posées par l’énoncé. C’est pourquoi :

∆H = 0 ⇒ ∆H2 +∆H3 = 0 ⇒ ξ2 ×∆rH
0
2 + C0

p × (Tf − T0) = 0

⇒ Tf = T0 −
ξ2 ×∆rH

0
3

C0
p

= 298 +
1× 830.103

337,1

⇒ Tf = 2760 K

(c) La combustion de nCH4
moles de méthane produit donc nCH4

moles de CO2,
2nCH4

moles de H2O (auxquelles s’ajoutent 8nCH4
moles de N2 provenant de

l’air), c’est-à-dire un système de capacité thermique nCH4
× C0

p . Lorsque la
température du tel système passe de Tf = 2760 K à T = 1700 K de manière
isobare, ce système reçoit la quantité de chaleur :

Qreçue = nCH4 C
0
p × (T − Tf )

et peut donc céder la quantité de chaleur :

Qcédée = −nCH4
C0
p × (T − Tf ) = nCH4

C0
p × (Tf − T )

Cette quantité de chaleur doit permettre le déroulement de la réaction (R1), qui
consomme la quantité de chaleur Qp, ce qui signifie encore que :

Qcédée = Qp ⇒ nCH4 C
0
p × (Tf − T ) = Qp ⇒ nCH4 =

Qp
C0
p × (Tf − T )

Or, la masse molaire du méthane valant :

MCH4
=MC + 4MH = 12 + 4× 1 = 16 g · mol−1 = 16.10−3 kg · mol−1

il s’ensuit que nCH4
moles de CH4 présentent une masse :

mCH4
= nCH4

×MCH4
⇒ mCH4

=
Qp ×MCH4

C0
p × (Tf − T )

c’est-à-dire :

mCH4
=

1,4.109 × 16.10−3

337,1× (2 760− 1 700)
⇒ mCH4

= 62,7 kg de CH4
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• 192 Lycée Saint-Louis, Paris

1. À la température T0 = 298 K :

• le dioxygène gazeux est dans son état de référence, en raison de quoi on pose,
par convention :

∆fH
0
[
O2(gaz)

]
= 0

• La réaction de formation de I2(gaz) à partir de corps purs (I2) dans leur état de
référence (à T0, la forme stable de I2 est solide) s’écrit :

I2(sol) ⇌ I2(gaz)

Cette réaction étant, par définition, celle de sublimation de I2, dont l’enthalpie
standard ∆subH

0 est positive, il s’ensuit que :

∆fH
0
[
I2(gaz)

]
= ∆fusH

0 (I2) > 0

• H2O(gaz) n’est pas un corps simple (deux éléments – oxygène et hydrogène –
composent la molécule), en conséquence de quoi :

∆fH
0
[
H2O(gaz)

]
6= 0

2. (a) L’enthalpie standard ∆rH
0
1 (T0) de la réaction d’équation :

4HCl(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2H2O(gaz) + 2Cl2(gaz) (E1)

se calcule à partir des enthalpies standard de formation des espèces impliquées
dans cette équation, à la même température T0 = 298 K :

∆rH
0
1 (T0) = 2∆fH

0
[
Cl2(gaz)

]
+ 2∆fH

0
[
H2O(gaz)

]

−4∆fH
0
[
HCl(gaz)

]
−∆fH

0
[
O2(gaz)

]

= −2× 241,81 + 4× 92,31

⇒ ∆rH
0
1 (T0) = −114,4 kJ · mol−1

Le signe négatif de ∆rH
0
1 (T0) révèle qu’à 298 K la réaction (E1) est exother-

mique.

(b) Il en va de même de l’entropie libre standard, accessible à partir des entropies
molaires standard S0

m à T0 :

∆rS
0
1(T0) = 2S0

m

[
Cl2(gaz)

]
+ 2S0

m

[
H2O(gaz)

]
− 4S0

m

[
HCl(gaz)

]
− S0

m

[
O2(gaz)

]

= 2× 223 + 2× 189− 4× 187− 205

⇒ ∆rS
0
1(T0) = −129 J · K−1 · mol−1

Par suite, l’enthalpie libre standard vaut, à cette température :

∆rG
0
1(T0) = ∆rH

0
1 (T0)− T0 ×∆rS

0
1(T0) = −114,4.103 + 298× 129

⇒ ∆rG
0
1(T0) = −75,96 kJ · mol−1

3. (a) De même, l’enthalpie standard de la réaction d’équation :

4HI(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2H2O(gaz) + 2 I2(gaz) (E2)
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a pour valeur, à T0 = 298 K :

∆rH
0
2 (T0) = 2∆fH

0
[
I2(gaz)

]
+ 2∆fH

0
[
H2O(gaz)

]

−4∆fH
0
[
HI(gaz)

]
−∆fH

0
[
O2(gaz)

]

= 2× 62,43− 2× 241,81− 4× 26,36

⇒ ∆rH
0
2 (T0) = −464,2 kJ · mol−1

À nouveau, la valeur négative de ∆rH
0
2 (T0) indique que la réaction (E2) est

exothermique.

(b) Quant à son entropie standard :

∆rS
0
2(T0) = 2S0

m

[
I2(gaz)

]
+ 2S0

m

[
H2O(gaz)

]
− 4S0

m

[
HI(gaz)

]
− S0

m

[
O2(gaz)

]

= 2× 261 + 2× 189− 4× 206− 205

⇒ ∆rS
0
2(T0) = −129 J · K−1 · mol−1

elle conduit à la valeur de son enthalpie libre standard, à T0 = 298 K :

∆rG
0
2(T0) = ∆rH

0
2 (T0)− T0 ×∆rS

0
2(T0) = −464,2.103 + 298× 129

⇒ ∆rG
0
2(T0) = −425,8 kJ · mol−1

4. Les variations des capacités thermiques molaires, à pression constante, valent par
définition :

∆rC
0
pm1 = 2C0

pm

[
Cl2(gaz)

]
+ 2C0

pm

[
H2O(gaz)

]
− 4C0

pm

[
HCl(gaz)

]
− C0

pm

[
O2(gaz)

]

et :

∆rC
0
pm2 = 2C0

pm

[
I2(gaz)

]
+ 2C0

pm

[
H2O(gaz)

]
− 4C0

pm

[
HI(gaz)

]
− C0

pm

[
O2(gaz)

]

c’est-à-dire :

∆rC
0
pm1 = 2×36,9+2×30−4×26,5−30 ⇒ ∆rC

0
pm1 = −2,2 J · K−1 · mol−1

et :

∆rC
0
pm2 = 2×37,4+2×30−4×26,3−30 ⇒ ∆rC

0
pm2 = 0,4 J · K−1 · mol−1

5. La première loi de Kirchhoff indique comment ∆rH
0
1 (T ) dépend de la tempéra-

ture :

d∆rH
0
1

dT
= ∆rC

0
pm1 = −2,2 ⇒

∫ ∆rH
0
1 (T )

∆rH0
1 (T0)

d(∆rH
0
1 ) = −2,2

∫ T

T0

dT

⇒ ∆rH
0
1 (T ) = ∆rH

0
1 (T0)− 2,2× (T − T0)

soit encore :

∆rH
0
1 (T ) = −114,4.103 − 2,2× (T − 298) = −113,7.103 − 2,2× T
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tandis que la variation de ∆rG
0
1 en fonction de T peut être décrite par l’équation :

d

dT

(
∆rG

0
1

T

)

= −∆rH
0
1 (T )

T 2
=

113,7.103

T 2
+

2,2

T

⇒
∫ T1

T0

d

(
∆rG

0
1

T

)

= 113,7.103 ×
∫ T1

T0

dT

T 2
+ 2,2×

∫ T1

T0

dT

T

⇒ ∆rG
0
1(T1)

T1
− ∆rG

0
1(T0)

T0
= 113,7.103 ×

(
1

T0
− 1

T1

)

+ 2,2× ln

(
T1
T0

)

Notamment, pour T1 = 774 K :

∆rG
0
1(T1)

774
= −75,96.103

298
+ 113,7.103 ×

(
1

298
− 1

774

)

+ 2,2× ln

(
774

298

)

= −18,16 J · K−1 · mol−1

⇒ ∆rG
0
1(T1) = −18,16× 774 = −14,05 kJ · mol−1

Si l’on avait négligé la valeur de ∆rC
0
pm1, l’enthalpie standard ∆rH

0
1 aurait été

considérée comme indépendante de T :

∆rH
0
1 (T ) = ∆rH

0
1 (T0) + ∆C0

pm1 × (T − T0) ≃ ∆rH
0
1 (T0)

de sorte que :

d

dT

(
∆rG

0
1

T

)

= −∆rH
0
1 (T0)

T 2
⇒
∫ T1

T0

d

(
∆rG

0
1

T

)

= −∆rH
0
1 (T0)×

∫ T1

T0

dT

T 2

⇒ ∆rG
0
1(T1)

T1
=

∆rG
0
1(T0)

T0
+∆rH

0
1 (T0)×

(
1

T1
− 1

T0

)

soit encore :

∆rG
0
1(T1) =

T1
T0

×
[
∆rG

0
1(T0)−∆rH

0
1 (T0)

]
+∆rH

0
1 (T0) (48)

On aurait ainsi trouvé :

∆rG
0
1(T1) =

774

298
×
(
−75,96.103 + 114,4.103

)
− 114,4.103

⇒ ∆rG
0
1(T1) = −14,56 kJ · mol−1

Remarque – En rappelant que :

∆rG
0
1(T ) = ∆rH

0
1 (T )− T ×∆rS

0
1(T )

on pouvait directement calculer ∆rG
0
1(T ) en considérant que ∆rH

0
1 et ∆rS

0
1

sont indépendants de T et conservent par conséquent les valeurs ∆rH
0
1 (T0) et

∆rS
0
1(T0) :

∆rG
0
1(T1) = ∆rH

0
1 (T0)− T1 ×∆rS

0
1(T0)

= −114,4.103 + 774× 129 = −14,55 kJ · mol−1
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Ce résultat était, du reste, confirmé par la relation (48), dans laquelle :

∆rG
0
1(T0) = ∆rH

0
1 (T0)− T0 ×∆rS

0
1(T0)

⇒ ∆rG
0
1(T0)−∆rH

0
1 (T0) = −T0 ×∆rS

0
1(T0)

ce qui conduisait à :

∆rG
0
1(T1) =

T1
T0

×
[
−T0 ×∆rS

0
1(T0)

]
+∆rH

0
1 (T0) = ∆rH

0
1 (T0)−T1×∆rS

0
1(T0)

En conclusion, l’erreur relative ε commise sur l’évaluation de ∆rG
0
1(T1) en

omettant ∆rC
0
pm1 :

ε =
14,56− 14,05

14,05
= 3,6%

justifie cette omission effectué dans de nombreux calculs, il s’agit de l’approxima-
tion d’Ellingham.

• 193 Concours Commun Polytechnique

1. La réaction de combustion du méthane s’écrit :

CH4(gaz) + 2O2(gaz) ⇌ CO2(gaz) + 2H2O(gaz) (E)

Remarque – Nous supposons ici que l’eau formée se présente sous forme gazeuse.
La température atteinte par le milieu réactionnel justifie ce choix, au demeurant
suggéré par les valeurs numériques consignées dans l’énoncé, qui ne mentionnent
que H2O(gaz).

2. Dans la suite des calculs, les espèces intervenant dans l’équation (E) seront notées
Xi (avec i = 1, 2, 3 ou 4), de coefficients stœchiométriques algébriques νi et dont
les quantités ni varient de dni = νi dξ lorsque l’avancement ξ varie de dξ.
Si le système de gaz parfaits est idéal, son énergie interne U dépend des énergies
internes molaires Umi(T ) de chacune des espèces Xi, lesquelles énergies ne dé-
pendent que de la température T (conformément à la première loi de Joule relative
aux gaz parfaits) :

U =
4∑

i=1

ni Umi(T ) ⇒ dU =
4∑

i=1

dni Umi(T ) +
4∑

i=1

ni dUmi

⇒ dU =

4∑

i=1

νi Umi(T )× dξ +

4∑

i=1

ni
dUmi
dT

× dT

⇒ dU =

(
∂U

∂ξ

)

T, P

dξ +

(
∂U

∂T

)

P, ξ

dT

Au cours d’une réaction chimique pendant laquelle T demeure constant, cette rela-
tion devient :

dU = ∆rU dξ car, par définition :

(
∂U

∂ξ

)

T, P

= ∆rU
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En outre, la bombe calorimétrique confine le système dans un volume
V = 5.10−4 m3 constant, auquel cas la chaleur reçue par le milieu réaction-
nel participe intégralement à la variation de son énergie interne :

dU = δQ− P dV = δQ

Enfin, la quantité de chaleur Qr libérée par la réaction vérifie :

δQr = −δQ = −dU ⇒ δQr = −∆rU × dξ ⇒ Qr = −∆rU ×∆ξ

Il convient désormais de déterminer la variation ∆ξ de l’avancement de la réaction,
compte tenu de la composition initiale du milieu réactionnel :

• Dans le volume V est introduite une quantité n1 de méthane CH4(gaz) jusqu’à
une pression P0 = 1 bar = 105 Pa, à la température T = 298 K. L’équation
d’état des gaz parfaits indique alors que :

P0V = n1RT ⇒ n1 =
P0V

RT
=

105 × 5.10−4

8,314× 298
= 2,02.10−2 mole

• Au système précédent est ensuite ajoutée une quantité n2 de dioxygène qui
permet à la pression d’atteindre la valeur P = 20P0 = 20 bar. Par conséquent :

20P0V = (n1 + n2) RT = n1RT + n2RT = P0V + n2RT

⇒ n2RT = 19P0V

⇒ n2 =
19P0V

RT
=

19× 105 × 5.10−4

8,314× 298
= 0,38 mole

Le bilan de la réaction chimique :

CH4(gaz)

n1
n1 − ξ

+ 2O2(gaz)

n2
n2 − 2ξ

→ CO2(gaz)

0
ξ

+ 2H2O(gaz)

0
2ξ

montre que la quantité de CH4 limite la réaction, qui cesse donc dès que ξ varie de
la quantité :

∆ξ = n1 ⇒ Qr = −∆rU × n1 ⇒ ∆rU = −Qr
n1

= − 17,83.103

2,02.10−2

⇒ ∆rU = −882,7 kJ · mol−1
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3. L’enthalpie H du système est liée à son énergie interne par la définition :

H = U + PV = U +
4∑

i=1

niRT

⇒
(
∂H

∂ξ

)

T, P

=

(
∂U

∂ξ

)

T, P

+

4∑

i=1

dni
dξ

RT

⇒ ∆rH = ∆rU +RT ×
4∑

i=1

νi

⇒ ∆rH = −882,7.103 + 8,314× 298× (2 + 1− 2− 1)

⇒ ∆rH = −882,7 kJ · mol−1

4. Si hi(T ) désigne l’enthalpie molaire de chaque gaz parfait du milieu réactionnel,
considéré comme un mélange idéal, l’enthalpie totale :

H =

4∑

i=1

ni × hi(T )

ne dépend pas de P , conformément à la deuxième loi de Joule, ce qui se traduit
par :

H = (T, P ) = H(T, P0) ⇒ ∆rH = ∆rH
0 = −882,7 kJ · mol−1

5. Les données tabulées fournissent :

∆rH
0 = 2∆fH

0
[
H2O(gaz)

]
+∆fH

0
[
CO2(gaz)

]

−2 ∆fH
0
[
O2(gaz)

]

︸ ︷︷ ︸

=0

−∆fH
0
[
CH4(gaz)

]

= −2× 241,83− 393,51 + 74,85

⇒ ∆rH
0 = −802,3 kJ · mol−1

La comparaison entre cette grandeur et celle calculée précédemment confirme
l’ordre de grandeur trouvé. Cependant, l’écart de 9% entre ces deux valeurs ne doit
pas être négligé. On peut envisager que, ramenée à 298 K, la réaction admette pour
équation-bilan :

CH4(gaz) + 2O2(gaz) ⇌ CO2(gaz) + 2H2O(liq)

auquel cas la valeur obtenue pour ∆rH doit être de nouveau évaluée. La définition
de l’enthalpie conduit à :

H = U + PV = U + P ×
[
V(gaz) + V(liq)

]

où V(gaz) représente le volume occupé par les trois gaz et V(liq) celui occupé par
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H2O(liq). Il s’ensuit que :

H = U +

3∑

i=1

niRT + PV(liq)

⇒
(
∂H

∂ξ

)

T, P

=

(
∂U

∂ξ

)

T, P

+RT

3∑

i=1

dni
dξ

+ P ×
(
∂V(liq)

∂ξ

)

T, P

⇒ ∆rH = ∆rU +RT
3∑

i=1

νi + P ×
(
∂V(liq)

∂ξ

)

T, P

On peut alors admettre ici que le volume molaire

(
∂V(liq)

∂ξ

)

T, P

de l’eau liquide

est négligeable par rapport à celui des gaz, de manière à poser :

∆rH = ∆rU +RT

3∑

i=1

νi = ∆rU − 2RT

= −882,7.103 − 2× 8,314× 298 = 887,7 kJ · mol−1

Par ailleurs, une mole d’eau liquide présente une enthalpie (molaire) h4(T, P ) dont
la variation s’écrit :

dh4 = CVm dT + Vm dP =

(
∂h4
∂T

)

P

dT +

(
∂h4
∂P

)

T

dP

où Vm =

(
∂h4
∂P

)

T

désigne le volume molaire de l’eau liquide. Négliger ce terme

par rapport au volume molaire des gaz revient alors à admettre que :
(
∂h4
∂P

)

T

≃ 0 ⇒ h4(T, P ) ≃ h4(T, P0)

de sorte que l’enthalpie du milieu :

H =

4∑

i=1

ni hi =

3∑

i=1

ni hi(T ) + n4 h4(T, P )

s’identifie à son enthalpie standard :

H0 =

3∑

i=1

ni h
0
i (T ) + n4 h4(T, P0)

car hi(T ) = h0i (T ) pour les gaz parfait (il s’agit de la deuxième loi de Joule relative
aux gaz parfaits). Ayant ainsi justifié l’identité entre ∆rH et ∆rH

0, on obtient :

∆rH
0 = −887,7 kJ · mol−1

D’autre part, la valeur numérique de l’enthalpie standard de formation de H2O(liq) :
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∆fH
0
[
H2O(liq)

]
= −285,84 kJ · mol−1 conduit à :

∆rH
0 = 2∆fH

0
[
H2O(liq)

]
+∆fH

0
[
CO2(gaz)

]

−2∆fH
0
[
O2(gaz)

]
−∆fH

0
[
CH4(gaz)

]

= −2× 285,84− 393,51 + 74,85

⇒ ∆rH
0 = −890,3 kJ · mol−1

Cette étude plus approfondie rend compatibles les valeurs obtenues pour ∆rH
0, et

suggère de ce fait que H2O(liq) doit apparaître dans l’équation-bilan de la réaction.

• 194 Lycée Charlemagne, Paris

Soit n0 la quantité initiale de méthane participant à la réaction de combustion avec la
quantité stœchiométrique de dioxygène :

CH4(gaz) +
3

2
O2(gaz) → 2H2O(liq) + CO(gaz)

n0 1,5n0 0 0
n0 − ξ 1,5n0 − 1,5 ξ 2ξ ξ

La réaction étant totale : n0 − ξ = 0 ⇒ ξ = n0 permet de connaître la composition du
milieu réactionnel à 298 K :

• avant la combustion :






n0 moles de CH4(gaz)

1,5n0 moles de O2(gaz)

6n0 moles de N2(gaz)

car, dans l’air, la quantité de diazote (80%) est quatre fois plus importante que celle
de dioxygène (20%).

• après la combustion :







2n0 moles de H2O(liq)

n0 moles de CO(gaz)

6n0 moles de N2(gaz)

L’ensemble de la combustion peut être décomposé en quatre étapes, schématisées ci-
dessous :
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∆H1

T =T0 = 298 K

n0 moles CH4

1,5 n0 moles O2

6 n0 moles N2

T =T0 = 298 K

2 n0 moles H2O(liq)

n0 moles CO

6 n0 moles N2

T =Tvap = 373 K

2 n0 moles H2O(liq)

n0 moles CO

6 n0 moles N2

T =Tvap = 373 K

2 n0 moles H2O(gaz)

n0 moles CO

6 n0 moles N2

T =Tf

2 n0 moles H2O(gaz)

n0 moles CO

6 n0 moles N2

∆H2

∆H3

∆H4∆H

que l’on peut détailler :

• Réaction à T0 = 298 K, au cours de laquelle l’enthalpie varie de la quantité :

dH1 = ∆rH
0 dξ ⇒ ∆H1 = ∆rH

0

∫ n0

0

dξ = n0 ×∆rH
0

où ∆rH
0 est l’enthalpie standard de la réaction à 298 K :

∆rH
0 = 2∆fH

0
[
H2O(liq)

]
+∆fH

0
[
CO(gaz)

]

−∆fH
0
[
CH4(gaz)

]
− 3

2
∆fH

0
[
O2(gaz)

]

︸ ︷︷ ︸

=0

= −2× 285,8− 110,5 + 74,8 = −607,3 kJ · mol−1

⇒ ∆H1 = −607,3.103 × n0 (en Joules)

• L’augmentation de la température T , qui passe de T0 = 298 K à Tvap = 373 K, au
cours de laquelle l’enthalpie du système varie de dH2 = C0

p2 dT lorsque T varie
de dT et où C0

p2 désigne la capacité thermique du système, à pression constante :

C0
p2 = 2n0 C

0
p

[
H2O(liq)

]
+ n0 C

0
p

[
CO(gaz)

]
+ 6n0 C

0
p

[
N2(gaz)

]

= 2n0 × 75,47 + n0 ×
(
28,42 + 4,1.10−3 T

)
+ 6n0 ×

(
27,88 + 4,27.10−3 T

)

= n0 ×
(
346,6 + 29,72.10−3 T

)

Par suite, au cours de cette transformation, l’enthalpie du système varie de la quan-
tité :

∆H2 =

∫ 373 K

298 K
C0
p2 dT = 346,6n0

∫ 373

298

dT + 29,72.10−3 n0

∫ 373

298

T dT

= n0 ×
[

346,6× (373− 298) +
29,72.10−3

2
×
(
3732 − 2982

)
]

⇒ ∆H2 = n0 × 26,74.103 (en Joules)

• La vaporisation de l’eau, à température constante Tvap = 373 K, au cours de la-
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quelle l’enthalpie du système varie de la quantité :

∆H3 = 2n0 ×∆vapH
0 = n0 × 2× 40,7.103

⇒ ∆H3 = 81,4.103 × n0 (en Joules)

• La variation de température du nouveau système, de Tvap = 373 K à la température
finale Tf , à l’issue de quoi l’enthalpie varie de la quantité :

dH4 = C0
p4 dT ⇒ ∆H4 =

∫ Tf

373

C0
p4 dT

où la capacité thermique isobare de ce système vaut :

C0
p4 = 2n0 C

0
p

[
H2O(gaz)

]
+ n0 C

0
p

[
CO(gaz)

]
+ 6n0 C

0
p

[
N2(gaz)

]

= 2n0 ×
(
30,01 + 10,71.10−3 T

)
+ n0 ×

(
28,42 + 4,1.10−3 T

)

+6n0 ×
(
27,88 + 4,27.10−3 T

)

= n0 ×
(
255,7 + 51,14.10−3 T

)

Par suite :

∆H4 = 255,7n0

∫ Tf

373

dT + 51,14.10−3 n0

∫ Tf

373

T dT

= n0 ×
[

255,7× (Tf − 373) +
51,14.10−3

2
×
(
T 2
f − 3732

)
]

= n0 ×
[
25,57.10−3 T 2

f + 255,7Tf − 98,93.103
]

(en Joules)

Au cours de ces transformations, la réaction dégage une quantité de chaleur :
Qréac = −∆H1 car la réaction est effectuée à pression constante. En outre, l’énoncé
précise que 10% de Qréac sont perdus au cours de la combustion :

Qperdue = 0,1×Qréac = −0,1×∆H1

ce qui signifie aussi que le système reçoit une quantité de chaleur :

Qreçue = −Qperdue = 0,1×∆H1

Or, à pression constante, la chaleur reçue par ce système s’identifie à sa variation d’en-
thalpie :

Qreçue = ∆H ⇒ 0,1×∆H1 = ∆H1 +∆H2 +∆H3 +∆H4

⇒ 0 = 0,9×∆H1 +∆H2 +∆H3 +∆H4

⇒ 0 = −0,9× 607.103 n0 + 26,74.103 n0 + 81,4.103 n0

+n0 ×
(
25,57.10−3 T 2

f + 255,7Tf − 98,93.103
)

⇒ 0 = 25,57.10−3 T 2
f + 255,7Tf − 537,1.103

La température Tf est donc solution de l’équation du second degré :

T 2
f + 104 Tf − 21.106 = 0

d’où l’on déduit que :

Tf =
−104 +

√
108 + 4× 21.106

2
⇒ Tf = 1782 K
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• 195 Concours Commun Polytechnique

La réaction du dihydrogène avec le dioxygène :

2H2(gaz)

2− 2ξ
0

+ O2(gaz)

1− ξ
0

⇌ 2H2O(gaz)

2ξ
2

(49)

a pour enthalpie standard à 298 K :

∆rH
0
298 = 2∆fH

0(H2O)− 2∆fH
0(H2)

︸ ︷︷ ︸

=0

−∆fH
0(O2)

︸ ︷︷ ︸

=0

= −2× 241,6 = −483,2 kJ · mol−1

Or, l’avancement de cette réaction variant de ∆ξ = 1 mole, il s’ensuit qu’elle absorbe
une quantité de chaleur :

Q1 = ∆rH
0
298 ×∆ξ = −483,2 kJ

On peut dès lors imaginer le processus suivant, qui amène la température du milieu à
une valeur finale Tf :

H2 : 2 moles

O2 : 1 mole

T0 = 300 K Tf  

H2O : 2 moles

T0 = 300 K

H2O : 2 molesQ1 Q2

Au cours de la dernière transformation, lorsque la température varie de dT , le système
reçoit une quantité de chaleur :

δQ2 = 2C0
p(H2O) dT = 2× (31,3 + 0,0084× T ) dT

= 62,6dT + 0,0084× 2T dT

Ce faisant, la variation de température de T0 à Tf est consécutive à un apport de cha-
leur :

Q2 = 62,6

∫ Tf

T0

dT + 0,0084×
∫ Tf

T0

2T dT

= 62,6× (Tf − T0) + 0,0084×
(
T 2
f − T 2

0

)

= 62,6Tf + 0,0084T 2
f −

[
62,6× 298 + 0,0084× (298)2

]

= 62,6Tf + 0,0084T 2
f − 19,4.103

Ainsi, au cours de la transformation totale, le système reçoit la chaleur :

Q = Q1 +Q2 = 0,0084T 2
f + 62,6Tf − 502,6.103 = 0

au demeurant nulle si aucune perte de chaleur n’est à déplorer. Dans ces conditions, Tf
est la solution positive de l’équation du second degré :

Tf =
−62,6 +

√

(62,6)2 + 4× 0,0084× 502,6.103

2× 0,0084
⇒ Tf = 4860 K
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Cette température excessive montre qu’il faut, en fait, tenir compte :

• de la dissociation de l’eau (la réaction (49) n’est pas totale) ;

• des pertes de chaleur.

• 196 Concours Commun Polytechnique

1. Des équations-bilan :

4

3
Fe(sol) + O2(gaz) ⇌

2

3
Fe2O3(sol) (50)

4

3
Al(sol) + O2(gaz) ⇌

2

3
Al2O3(sol) (51)

se déduit celle de la réduction de l’hématite par l’aluminium solide, à l’aide de la
combinaison linéaire (51)−(50) :

4

3
Al(sol) +

2

3
Fe2O3(sol) ⇌

2

3
Al2O3(sol) +

4

3
Fe(sol) (52)

dont l’enthalpie standard vaut par conséquent :

∆rG
0 = ∆rG

0
2(T )−∆rG

0
1(T ) = −590 800 + 53,9× T

Ainsi, cette réduction demeure possible tant que ∆rG
0(T ) < 0, c’est-à-dire :

−590 800 + 53,9× T < 0 ⇒ T <
590 800

53,9
= 10 950 K

Cette condition étant toujours satisfaite, on peut en déduire que l’aluminium réduit
l’hématite.

2. Déterminons, au préalable, l’enthalpie standard ∆rH
0(Ti) de la réaction (52),

compte tenu que :

−∆rH
0

T 2
=

d

dT

(
∆rG

0

T

)

=
d

dT

(

−590800

T
+ 53,9

)

=
590 800

T 2

⇒ ∆rH
0 = −590 800 J · mol−1

Ce faisant, la réaction :

4

3
Al(sol) +

2

3
Fe2O3(sol) ⇌

2

3
Al2O3(sol) +

4

3
Fe(sol)

4 2 0 0

4− 4ξ

3
2− 2ξ

3

2ξ

3

4ξ

3
≃ 0 ≃ 0 2 4

produit 2 moles de Al2O3 et 4 moles de Fe(sol) alors que son avancement ξ va-
rie de ∆ξ = 3 moles. C’est pourquoi cette réaction s’accompagne d’une variation
d’enthalpie :

∆H0
réac = ∆rH

0 ×∆ξ = 3∆rH
0 = −1,772.106 J · mol−1

On peut, dans un premier temps, supposer que la réaction produise du fer à l’état
solide, à une température finale Tf :
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∆H0Al(sol) : 4 moles

Fe2O3(sol)
 : 2 moles

Ti = 300 K

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(sol) : 4 moles

Ti = 300 K

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(sol) : 4 moles

Tf  

réac ∆H0
1

∆H0
tot

L’échauffement des produits de la réaction (Fe(sol) + Al2O3(sol)) de la tempéra-
ture Ti à la température Tf s’accompagne d’un accroissement de l’enthalpie du
système :

∆H0
1 =

[

4C0
p Fe(sol)

+ 2C0
p Al2O3(sol)

]

× (Tf − Ti)

= [4× 25,1 + 2× 79,1]× (Tf − 300) = 258,6× (Tf − 300)

La réaction et l’échauffement se réalisant quasi instantanément, cette transforma-
tion peut être considérée comme globalement adiabatique, auquel cas :

∆H0
tot = 0 avec ∆H0

tot = ∆H0
réac +∆H0

1

⇒ −1,772.106 + 258,6× (Tf − 300) = 0

⇒ Tf = 300 +
1,772.106

258,6
= 7 152 K

Étant donné que la température de fusion du fer vaut Tfus = 1535˚C ≃ 1 808 K, il
est nécessaire de tenir compte de la fusion du fer (supposée totale) à la température
Tfus :

∆H0Al(sol) : 4 moles

Fe2O3(sol)
 : 2 moles

Ti = 300 K

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(sol) : 4 moles

Ti = 300 K

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(sol) : 4 moles

Tfus  

réac ∆H0
2

∆H0
tot

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(liq) : 4 moles

Tfus  

∆H0
3

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(liq) : 4 moles

Tf  

∆H0
4

Au cours de chacune des étapes décrite dans ce schéma, l’enthalpie du système
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varie de :

∆H0
réac = −1,772.106 J

∆H0
2 =

[

4C0
p Fe(sol)

+ 2C0
p Al2O3(sol)

]

× (Tfus − Ti)

= [4× 25,1 + 2× 79,1]× (1 808− 300) = 3,9.105 J

∆H0
3 = 4×∆fusH

0 = 4× 9,1.103 = 3,64.104 J

∆H0
4 =

[

4C0
p Fe(liq)

+ 2C0
p Al2O3(sol)

]

× (Tf − Tfus)

= [4× 28,6 + 2× 79,1]× (Tf − 1 808) = 272,6× (Tf − 1 808)

Or, la réaction s’effectue assez rapipdement pour que le système ne puisse pas
échanger de chaleur avec l’extérieur, de sorte que ∆H0

tot = 0, c’est-à-dire :

∆H0
tot = 0 ⇒ ∆H0

réac +∆H0
2 +∆H0

3 +∆H0
4 = 0

⇒ −1,772.106 + 3,9.105 + 3,64.104 + 272,6× (Tf − 1 808) = 0

⇒ −1,346.106 + 272,6× (Tf − 1 808) = 0

⇒ Tf = 1808 +
1,346.106

272,6
⇒ Tf = 6744 K

3. Soit n le nombre de moles de Fe(sol) qui provient des rails et qui subit la fusion
sous l’effet de la réaction de réduction de Fe2O3. À nouveau, l’ensemble des phé-
nomènes qui se produisent peut être schématisé de la manière suivante, en considé-
rant qu’il restera toujours du fer solide, dont l’équilibre avec le fer liquide produit
imposera la valeur de la température à celle d’équilibre Tfus :

∆H0

Al(sol) : 4 moles

Fe2O3(sol)
 : 2 moles

Ti = 300 K

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(sol) : n+4 moles

Ti = 300 K

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(sol) : n+4 moles

Tfus= 1 808 K  

réac ∆H0
5

∆H0
tot

Al2O3(sol)
 : 2 moles

Fe(liq) : n+4 moles

Tfus = 1 808 K  

∆H0
6

Fe(sol) : n moles

Au cours des différentes étapes décrites par ce schéma, le système (réactifs et pro-
duits auxquels on associe la quantité de fer, issue des rails, qui entre en fusion) voit
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son enthalpie varier des quantités :

∆H0
réac = −1,772.106 J

∆H0
5 =

[

2C0
pAl2O3(sol)

+ (n+ 4)C0
p Fe(sol)

]

(Tfus − Ti)

= [2× 79,1 + 25,1× n+ 25,1× 4]× (1 808− 300)

= 3,9.105 + 3,785.104 × n (en Joules)

∆H0
6 = (n+ 4)×∆fusH

0 = (n+ 4)× 9 100

= 9 100× n+ 3,64.104 (en Joules)

Or, l’énoncé précise que 50% de l’énergie thermique fournie par la réaction
(∆H0

réac) est « perdue », de sorte qu’il n’est plus possible de considérer le

phénomène comme adiabatique : la perte de la chaleur

∣
∣∆H0

réac

∣
∣

2
provoque une

variation totale de l’enthalpie du système :

∆H0
tot = −

∣
∣∆H0

réac

∣
∣

2
= −1,772.106

2
= −8,86.105 J

Par suite :

∆H0
tot = ∆H0

réac +∆H0
5 +∆H0

6

⇒ −8,86.105 = −1,772.106 + 3,9.105 + 3,785.104 × n+ 9100× n+ 3,64.104

⇒ 4,695.104 × n = 4,596.105 ⇒ n = 9,8 moles

ce qui représente une masse de fer :

mrail = n×M = 9,8× 56 ⇒ rrail = 549 g

• 197 Lycée du Parc, Lyon

1. L’enthalpie standard de la réaction d’équation :

2PbS(sol) + 3O2(gaz)

(2)
⇌
(1)

2PbO(sol) + 2SO2(gaz) (53)

a pour valeur :

∆rH
0 = 2∆fH

0
[
PbO(sol)

]
+ 2∆fH

0
[
SO2(gaz)

]

−2∆fH
0
[
PbS(sol)

]
− 3∆fH

0
[
O2(gaz)

]

= −2× 217,4− 2× 296,8 + 2× 100,4

⇒ ∆rH
0 = −827,6 kJ · mol−1

La valeur négative de ∆rH
0 montre que cette réaction est exothermique.

2. La constante d’équilibre K0 de cette réaction vérifie la relation :

d lnK0

dT
=

∆rH
0

RT 2
< 0 car ∆rH

0 < 0

ce qui signifie que K0(T ) décroît avec T . Il s’agit là d’un aspect de la loi de modé-
ration des équilibres : une augmentation de la température induit un déplacement
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de l’équilibre dans le sens de la consommation de la chaleur, c’est-à-dire dans le
sens (2) pour une réaction exothermique ; une élévation de température ne favorise
pas le grillage de la blende.

3. Considérons le milieu réactionnel, soumis à une pression totale Pe pour laquelle
l’équilibre (53) est établi. Les fractions molaires des gaz sont alors notées xSO2 et
xO2 , de sorte que les activités de ces gaz valent :

aSO2
= xSO2

× Pe
P0

et aO2
= xO2

× Pe
P0

où P0 = 1 bar désigne la pression standard.
Dans cet état d’équilibre, l’affinité chimique du système vaut :

Ae(T ) = −∆rG
0(T )−RT lnQe

où ∆rG
0(T ) est l’enthalpie libre standard de la réaction (53) etQe son quotient de

réaction à l’équilibre, dans lequel les activités aPbO et aPbS des phases solides non
miscibles valent 1 :

Qe =
a2PbO × a2SO2

a2PbS × a3O2

=
x2SO2

x3O2

× P0

Pe

⇒ Ae(T ) = −∆rG
0(T )−RT ln

(
x2SO2

x3O2

)

−RT ln

(
P0

Pe

)

Or, l’équilibre étant établi :

Ae(T ) = 0 ⇒ −∆rG
0(T )−RT ln

(
x2SO2

x3O2

)

= RT ln

(
P0

Pe

)

(54)

Réalisons, à partir de cet état, une rupture d’équilibre : la composition du milieu
réactionnel n’étant pas modifiée (xSO2 et xO2 conservent les valeurs précédentes),
la pression totale est portée à une valeur P et la température est maintenue à la
valeur T . Dans ce cas, le quotient de réaction devient :

Q =
x2SO2

x3O2

× P0

P

de sorte que l’affinité chimique du milieu devient :

A(T ) = −∆rG
0(T )−RT lnQ

= −∆rG
0(T )−RT ln

(
x2SO2

x3O2

)

−RT ln

(
P0

P

)

c’est-à-dire, compte tenu du résultat (54) :

A(T ) = RT ln

(
P0

Pe

)

−RT ln

(
P0

P

)

⇒ A(T ) = RT ln

(
P

Pe

)

De fait, si la pression est augmentée par rapport à celle d’équilibre :

P > Pe ⇒ A(T ) > 0
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l’équilibre est rompu : la réaction évolue dans le sens (1) de la formation de PbO.

Il s’agit, à nouveau, d’une manifestation de la loi de modération des équilibres : une
augmentation de pression induit un déplacement de l’équilibre dans le sens d’une
diminution de la quantité de gaz (c’est-à-dire vers la formation de SO2) afin que la
pression du milieu soit diminuée.

• 198 Concours de l’ENS Cachan

1. En admettant les solides CaCO3(sol) et CaO(sol) soient non miscibles, la réaction
d’équation :

CaCO3(sol)

a
a− ξ

⇌ CaO(sol)

0
ξ

+ CO2(gaz)

0
ξ

a pour quotient de réaction :

Q =
aCaO × aCO2

aCaCO3

où aCaO = aCaCO3
= 1 et aCO2

=
PCO2

P0
. Or, CO2 étant le seul gaz du milieu

réactionnel, sa pression partielle PCO2
vérifie :

PCO2V = ξ RT ⇒ PCO2 = ξ
RT

V
avec

{
V = 10 L = 10−2 m3

P0 = 1 bar = 105 Pa
(55)

⇒ Q(ξ) = ξ × RT

V P0
(56)

Lorsque l’équilibre est atteint, l’avancement de la réaction adopte une valeur telle
que :

Q(ξe) = K0
1 ⇒ ξe ×

RT

V P0
= K0

1 (57)

⇒ ξe =
K0

1V P0

RT
=

0,91× 10−2 × 105

8,314× 1 100
(58)

⇒ ξe = 9,95.10−2 mole (59)

En rappelant que a = 0,2 mole, l’état final du système est donc décrit par la com-
position suivante :

nCaCO3
= a− ξe = 0,2− 9,95.10−2 ⇒ nCaCO3

= 1,005.10−1 mole

et :

nCaO = nCO2
= ξe = 9,95.10−2 mole

2. Soit µXi
le potentiel chimique d’une espèce Xi, de coefficient stœchiométrique

algébrique νi, de potentiel chimique standard µ0
Xi

et de quantité ni ; le milieu ré-
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actionnel a pour enthalpie libre :

G(ξ) =

3∑

i=1

ni µXi = nCO2 µCO2 + nCaO nCaO + nCaCO3 µCaCO3

= ξ µCO2
+ ξ µCaO + (a− ξ)µCaCO3

où les potentiels chimiques µXi
s’expriment en fonction de la température T du

milieu réactionnel et des activités aXi
:

µXi = µ0
Xi

+RT ln aXi

⇒ G(ξ) = ξ ×
(
µ0

CO2
+RT ln aCO2

)
+ ξ ×

(
µ0

CaO +RT ln aCaO
)

+(a− ξ)×
(
µ0

CaCO3
+RT ln aCaCO3

)

⇒ G(ξ) = ξ ×
(
µ0

CO2
+ µ0

CaO − µ0
CaCO3

)
+ a×

(
µ0

CaCO3
+RT ln aCaCO3

)

+ξ RT ln

(
aCO2

× aCaO

aCaCO3

)

où l’on remarque que :

φ0 = a×
(
µ0

CaCO3
+RT ln aCaCO3

)
= aµ0

CaCO3

est une grandeur indépendante de V , de la pression P et de la composition du
milieu. En outre, l’enthalpie libre standard ∆rG

0 de la réaction a pour expression :

∆rG
0 =

3∑

i=1

νi µ
0
Xi

= µ0
CaO + µ0

CO2
− µ0

CaCO3

⇒ G(ξ) = ξ ×∆rG
0 + φ0 + ξ RT lnQ

dans laquelle le quotient de réaction a déjà été exprimé par la relation (56) :

G(ξ) = ξ ×∆rG
0 + φ0 + ξ RT ln

(
ξRT

P0V

)

Les données numériques fournies par l’énoncé permettent alors le calcul de l’en-
thalpie standard de la réaction :

∆rH
0 = ∆fH

0 [CaO] + ∆fH
0 [CO2]−∆fH

0 [CaCO3]

= −635− 394 + 1 207 = 178 kJ · mol−1

et de son entropie standard :

∆rS
0 = S0 [CaO] + S0 [CO2]− S0 [CaCO3]

= 40 + 214− 93 = 161 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, son enthalpie libre standard vaut, à 1 100 K :

∆rG
0 = 178.103 − 161× 1 100 = 900 J · mol−1
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Remarque – On peut s’assure, dès à présent, que :

exp

(

−∆rG
0

RT

)

= exp

(

− 900

8,314× 1 100

)

= 0,91 = K0
1

⇒ ∆rG
0 = −RT lnK0

1

Ce faisant, la fonction G(ξ) peut s’écrire :

G(ξ) = −ξ RT lnK0
1 + φ0 + ξ RT ln

(
ξ RT

P0V

)

= φ0 + ξ RT ln

(
RT

P0V K0
1

× ξ

)

c’est-à-dire, en définissant la fonction :

Γ(ξ) = ξ × 8,314× 1 100× ln

(
8,314× 1 100

105 × 10−2 × 0,91
× ξ

)

on obtient finalement :

G(ξ) = φ0 + Γ(ξ) avec Γ(ξ) = 9 145 ξ × ln(10,05× ξ) (60)

Étant donné que φ0 n’est pas connu, nous nous intéresserons à la fonction Γ(ξ)
dont les valriations sont les mêmes que celles de G(ξ). Notamment :

lim
ξ→0

Γ(ξ) = 0 et Γ(ξ = a = 0,2) = 1 277 J · mol−1

tandis que :
dG

dξ
= 9145× [ln(10,05 ξ) + 1]

s’annule pour une valeur ξ1 de ξ telle que :

1 = − ln(10,05 ξ1) ⇒ ξ1 =
exp(−1)

10,05
= 3,66.10−2 mole

de sorte que :

dG

dξ
= 9145× [ln 10,05 ξ)− ln(10,05 ξ1)] = 9 145× ln

(
ξ

ξ1

)

Cette relation montre que :

ξ < ξ1 ⇒ dG

dξ
< 0 et ξ > ξ1 ⇒ dG

dξ
> 0

c’est-à-dire que G(ξ1) représente un minimum de G(ξ), comme l’atteste la courbe
ci-dessous :
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On peut être surpris de trouver que le minimum de G(ξ) ne correspond pas à un
état d’équilibre chimique (ξ1 6= ξe). Pour expliquer cette différence, il convient de
remarquer que la réaction est effectuée à volume V constant (celui du récipient).
Pour la suite des calculs, on notera :

• P =
ξ RT

V
la pression à l’intérieur du récipient ;

• Pext la pression (supposée constante) à l’extérieur du récipient ;

• U , S, H : l’énergie interne, l’entropie et l’enthalpie du milieu réactionnel ;

• δSc > 0 l’entropie créée au cours d’une transformation élémentaire, au sein du
milieu réactionnel, qui reçoit une quantité de chaleur δQ.

La variation d’entropie S s’écrit :

dS =
δQ

T
+ δSc ⇒ δQ = T dS − TδSc

si bien que U varie de la quantité :

dU = δQ− Pext dV = T dS − T δSc car dV = 0 (V est constant)

et H = U + PV de la quantité :

dH = dU + d(PV ) = T dS − T δSc + d(PV )

Ce faisant, la définition de l’enthalpie libre G = H − TS conduit à :

dG = T dS − T δSc + d(PV )− T dS − S dT

= −S dT + d(PV )− T δSc

⇒ T δSc = −S dT + d(PV )− dG

Notamment, lorsque T est maintenu constant :

T δSc > 0 ⇒ d(PV )− dG > 0 ⇒ d(G− PV ) 6 0

Cette inégalité signifie qu’au cours d’une transformation chimique spontanée
isochore, la fonction G− PV décroît jusqu’à atteindre un minimum qui dé-
finit l’état d’équilibre du milieu réactionnel. Or, PV = ξ RT n’étant pas une
constante, le minimum de G− PV ne coïncide pas avec le minimum de G, ce qui
explique pourquoi ξe 6= ξ1. En outre, notons que ∆rG est défini par la dérivée
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∆rG =

(
∂G

∂ξ

)

T, P

qui suppose que P peut être maintenu constant (ce qui n’est

pas le cas dans le problème envisagé). C’est pourquoi la valeur ξ1 qui annule
dG

dξ
n’est pas la même que celle, ξe, qui annule ∆rG.

3. L’étude précédente nous amène à étudier l’énergie libre :

F = G− PV = (U + PV − TS)− PV = U − TS

dont on a montré que le minimum devait correspondre à l’équilibre du système.

(a) En utilisant l’équation d’état des gaz parfaits : PV = ξ RT et l’expression (60)
de G(ξ), on trouve :

F = G− PV = φ0 + 9145 ξ × ln(10,05 ξ)− ξ ×RT

= φ0 + 9145 ξ × ln(10,05 ξ)− 8,314× 1 100
︸ ︷︷ ︸

9 145

×ξ

= φ0 + 9145× [ξ ln(10,05 ξ)− ξ]

c’est-à-dire :

F (ξ) = φ0 +Φ(ξ) avec Φ(ξ) = 9 145× [ξ ln(10,05 ξ)− ξ]

(b) Les variations de la fonction F (ξ) sont données par celles de Φ(ξ) :

lim
ξ→0

[Φ(ξ)] = 0

et :

Φ(a = 0,2) = 9 145× [0,2× ln(10,05× 0,2)− 0,2] = −552 J · mol−1

En outre, la dérivée :

dF

dξ
=

dΦ

dξ
= 9145× [ln(10,05 ξ) + 1− 1] = 9 145× ln(10,05 ξ)

montre que F devient extremum pour une valeur ξ2 telle que :

ln(10,05× ξ2) = 0 ⇒ ξ2 =
1

10,05
= 9,95.10−2 mole

Cette relation permet également d’écrire que :

10,05 =
1

ξ2
⇒ dF

dξ
= 9145× ln

(
ξ

ξ2

)

de sorte que :
dF

dξ

∣
∣
∣
∣
ξ<ξ2

< 0 et
dF

dξ

∣
∣
∣
∣
ξ>ξ2

> 0

ce qui montre, finalement, que F (ξ) devient minimum pour la valeur ξ = ξ2.
Ce comportement est d’ailleurs confirmé par la représentation graphique de la
fonction Φ(ξ) :
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ξ

Φ(ξ) ξ2

-800

-600

-400

-200

0

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2

Remarque – La valeur numérique de ξ2, identique à celle de ξe, confirme
que le minimum de l’énergie libre F (ξ) correspond à l’équilibre du milieu
réactionnel.
À cette étape, on pourrait s’étonner de l’emploi de ∆rG

0 pour le calcul de ξe,

via la constante K0
1 = exp

(

−∆rG
0

RT

)

. On peut cependant justifier l’interven-

tion de ∆rG
0 en remarquant que la valeur numérique 10,05 provient du calcul

de
RT

P0V K0
1

dans l’expression (60). Ainsi, la dérivée de F :

dF

dξ
= 9145× ln

(
RT ξ

P0V K0
1

)

s’annule pour une valeur ξ2 de ξ telle que :

RT ξ2
P0V K0

1

= 1 ⇒ RT ξ2
P0V

= K0
1 =

PCO2

P0
car PCO2

=
RT ξ

V

Cette relation rend légtime l’identité (58) : Q(ξe) = K0
1 , relative à l’équilibre

du système.
4. Raisonnons sur une réaction d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr ⇌ αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN

où :
• les coefficients stœchiométriques αi sont liés aux coefficients algébriques :

νi = −αi pour 1 6 i 6 r et νi = αi pour r + 1 6 i 6 N

• le milieu réactionnel est caractérisé par son énergie interne U , son volume V ,
son enthalpie H = U + PV , sa pression P , sa température T , son entropie S
et son enthalpie libre G = H − TS.

• les quantités ni de chaque espèce Xi évoluent proportionnellement à la varia-
tion dξ de l’avancement de la réaction : dni = νi dξ.

• le potentiel chimique µi de chaque entité Xi dépend de son activité ai et de son
potentiel chimique standard µ0

i :

µi = µ0
i +RT ln ai
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• l’enthalpie libre standard ∆rG
0(T ) de la réaction est à l’origine de la constante

d’équilibre K0(T ) :

K0(T ) = exp

(

−∆rG
0(T )

RT

)

avec ∆rG
0(T ) =

N∑

i=1

νi µ
0
i

• le quotient de réaction est défini par :

Q =

N∏

i=1

aνii =
a
αr+1

Xr+1
× · · · × aαN

XN

aα1
X1

× · · · × aαr
Xr

Conformément à ce qui a été fait à la question 1, la condition d’équilibre s’écrit,
dans le cas le plus général :

Q = K0(T ) à l’équilibre.

Cette condition signifie également que :

N∏

i=1

aνii = exp

(

−∆rG
0(T )

RT

)

⇒
N∑

i=1

νi ln ai = −∆rG
0(T )

RT

⇒ ∆rG
0(T ) +RT

N∑

i=1

νi ln ai = 0

⇒
N∑

i=1

(
νi µ

0
i + νiRT ln ai

)
= 0

soit encore :
N∑

i=1

νi µi = 0 (61)

En outre, la différentielle de la fonctionG(T, P, n1, · · ·nN ) = G(T, P, ni) s’écrit :

dG =

(
∂G

∂T

)

P, ni

dT +

(
∂G

∂P

)

T, ni

dP +

N∑

i=1

(
∂G

∂ni

)

T, P, nj 6=i

dni

où :
(
∂G

∂T

)

P, ni

= −S
(
∂G

∂P

)

T, ni

= V

(
∂G

∂ni

)

T, P, nj 6=i

= µi

Il s’ensuit que :

dG = −S dT + V dP +
N∑

i=1

µi dni avec dni = νi dξ

= −S dT + V dP +

N∑

i=1

µi νi dξ
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Ainsi, en opérant à température constante, cette relation devient :

dG− V dP

dξ
=

N∑

i=1

νi µi

c’est-à-dire, lorsque l’équilibre est atteint et impose l’identité (61) :

dG− V dP

dξ
= 0

Deux cas se présentent alors :

• Si la réaction est réalisée à pression constante :

dP = 0 ⇒ dG

dξ
= 0

• Si le volume V du milieu réactionnel demeure constant :

V dP = d(PV ) ⇒ d(G− PV )

dξ
= 0

où :
G− PV = (U + PV − TS)− PV = U − TS

définit l’énergie libre F = U − TS telle que :

dF

dξ
= 0

Ce faisant, la condition générale de l’équilibre se ramène à la recherche :

• d’un minimum de l’enthalpie libre G = H−TS du milieu réactionnel,
si la pression est maintenue constante ;

• d’un minimum del’énergie libre F = U − TS du milieu réactionnel, si
son volume est maintenu constant.

• 199 Concours Commun Polytechnique

1. Les constantes des équilibres :

2H2O(gaz) ⇌ 2H2(gaz) + O2(gaz) (α)
2CO2(gaz) ⇌ 2CO(gaz) + O2(gaz) (β)

CO2(gaz) + H2(gaz) ⇌ CO(gaz) + H2O(gaz) (γ)

s’expriment en fonction des enthalpies libres standard correspondantes :






K0
α = e−∆rG

0
α/RT

K0
β = e−∆rG

0
β/RT

K0
γ = e−∆rG

0
γ/RT

⇒







∆rG
0
α = −RT lnK0

α

∆rG
0
β = −RT lnK0

β

∆rG
0
γ = −RT lnK0

γ

(62)

En outre, différence des équations (β)− (α) procure l’équation :

2CO2(gaz) + 2H2(gaz) ⇌ 2H2O(gaz) + 2CO(gaz)
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c’est-à-dire 2 (γ). Il s’ensuit que :

∆rG
0
β −∆rG

0
α = 2∆rG

0
γ ⇒ −RT ln

(

K0
β

K0
α

)

= −2RT lnK0
γ ⇒

K0
β

K0
α

= (K0
γ)

2

⇒ K0
α =

K0
β

(K0
γ)

2

À la température T1 = 2500 K, on trouve ainsi :

K0
α(T1) =

1,4.10−3

(6,4)2
= 3,4.10−5 (63)

2. Pour la réaction d’équation : 2H2O(gaz) ⇌ 2H2(gaz) + O2(gaz), les données four-
nies par l’énoncé permettent le calcul des grandeurs suivantes, à T0 = 298 K :

∆rH
0
298 = 2 ∆fH

0
298(H2)

︸ ︷︷ ︸

=0

+∆fH
0
298(O2)

︸ ︷︷ ︸

=0

−2∆fH
0
298(H2O)

= 2× 241,6 = 483,2 kJ · mol−1

∆rS
0
298 = 2S0

298(H2) + S0
298(O2)− 2S0

298(H2O)

= 2× 130,4 + 204,8− 2× 188,5 = 88,6 J · K−1 · mol−1

∆rC
0
p = 2C0

p(H2) + C0
p(O2)− 2C0

p(H2O)

= 2× 34,7 + 35,9− 2× 45,1 = 15,1 J · K−1 · mol−1

(a) En admettant que ∆rH
0 et ∆rS

0 sont indépendants de la température, l’en-
thalpie libre standard de la réaction :

∆rG
0
α(T ) = ∆rH

0(T )− T ×∆rS
0(T ) (64)

devient simplement :

∆rG
0
α(T1) = ∆rH

0
298 − T1 ×∆rS

0
298 = 483 200− 2 500× 88,6

= 261,7 kJ · mol−1

de sorte que la constante de la réaction vaut :

K0
α(T1) = exp

[

−∆rG
0
α(T1)

RT1

]

= exp

(

− 261,7.103

8,3× 2 500

)

(65)

⇒ K0
α(T1) = 3,3.10−6 (66)

(b) Supposons maintenant que ∆rH
0
α et ∆rS

0
α dépendent de la température. Les

lois de Kirchhoff :

d∆rH
0

dT
= ∆rC

0
p = 15,1 et

d
(
∆rS

0
)

dT
=

∆rC
0
p

T
=

15,1

T

conduisent à :

∆rH
0(T1) = ∆rH

0
298 +∆rC

0
p × (T1 − T0)

= 483 200 + 15,1× (2 500− 298) = 516,5 kJ · mol−1
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et :

∆rS
0(T1) = ∆rS

0
298 +∆rC

0
p ln

(
T1
T0

)

= 88,6 + 15,1× ln

(
2 500

298

)

= 120,7 J · K−1 · mol−1

Ce faisant, la relation (64) s’écrit :

∆rG
0
α(T1) = ∆rH

0(T1)−T1×∆rS
0(T1) = 516 500−2 500×120,7 = 214,8 kJ·mol−1

d’où il s’ensuit que :

K0
α(T1) = exp

[

−∆rG
0
α(T1)

RT1

]

= exp

(

− 214,8.103

8,3× 2 500

)

⇒ K0
α(T1) = 3,2.10−5

Remarque – Cette valeur, compatible avec le résultat (63), mais pas
avec le résultat (66), montre l’inadéquation de l’approximation d’Ellin-
gham : on ne peut pas supposer, ici, que ∆rH

0 et ∆rS
0 sont indépen-

dants de la température, compte tenu de la grande variation de cette-ci :
∆T = 2500− 298 = 2 202 K.

• 200 Lycée du Parc, Lyon

1. L’enthalpie libre du mélange s’écrit :

G = n3
[
µ0ℓ
3 +RT lnn3 −RT ln(n3 + n4)

]

+ n4
[
µ0ℓ
4 +RT lnn4 −RT ln(n3 + n4)

]
− 3RT

n3n4
n3 + n4

de sorte que le potentiel chimique de A3 dans N suit la définition :

µℓ3 =

(
∂G

∂n3

)

T,P,n4

= µ0ℓ
3 +RT ln

(
n3

n3 + n4

)

+n3RT

[
1

n3
− 1

n3 + n4

]

+ n4RT

[

− 1

n3 + n4

]

︸ ︷︷ ︸

=0

−3RT × n4 (n3 + n4)− n3n4
(n3 + n4)2

= µ0ℓ
3 +RT ln

(
n3

n3 + n4

)

− 3RT ×
(

n4
n3 + n4

)2

En remarquant que la fraction molaire de A3 dans N est définie par :

x3 =
n3

n3 + n4
⇒ n4

n3 + n4
= 1− x3

on trouve finalement :

µℓ3 = µ0ℓ
3 +RT lnx3 − 3RT × (1− x3)

2 (67)
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2. (a) Le potentiel chimique du gaz A3, supposé parfait, est donné par la loi :

µv3 = µ0v
3 +RT ln

(
P3

P0

)

(68)

où P0 = 1 bar désigne la pression standard.

(b) Lorsque A3 est un corps pur en équilibre liquide-vapeur, x3 vaut 1 tandis que
P3 vaut P ∗

3 . En outre, l’équilibre diphasé est conditionné par l’identité :

µℓ3 = µv3 ⇒ µ0ℓ
3 = µ0v

3 +RT ln

(
P ∗
3

P0

)

(69)

(c) Dans le mélange N , l’équilibre de A3 entre les phases liquide et gazeuse est à
nouveau conditionné par l’identité de ses potentiels chimiques, dont les expres-
sions générales sont fournies par les résultats (67) et (68) :

µv3 = µℓ3 ⇒ µ0v
3 +RT ln

(
P3

P0

)

= µ0ℓ
3 +RT lnx3 − 3RT × (1− x3)

2

où l’expression (69) de µ0ℓ
3 conduit à :

µ0v
3 +RT ln

(
P3

P0

)

= µ0v
3 +RT ln

(
P ∗
3

P0

)

+RT lnx3 − 3RT ln(1− x3)
2

⇒ RT ln

(
P3

P ∗
3

)

= RT lnx3 − 3RT ln(1− x3)
2

d’où il s’ensuit que :

P3 = P ∗
3 × x3 exp

[
−3 (1− x3)

2
]

(70)

(d) Lorsque x3 tend vers 1, la loi précédente devient, au premier ordre en x3 :

P3 ≃ x3 × P ∗
3

ce qui confirme la loi de Raoult.

3. (a) Les pressions partielles de A3 et A4 sont données par la loi (70) :

P3 = P ∗
3 × x3 e

−3 (1−x3)
2

et P4 = P ∗
4 × x4 e

−3 (1−x4)
2

où l’énoncé impose x4 = x, tandis que x3 = 1− x4 = 1− x. Il s’ensuit que :

P3 = P ∗
3 × (1− x) e3x

2

et P4 = P ∗
4 × x e−3 (1−x)2

en conséquence de quoi la pression totale de la phase gazeuse vaut :

P = P3 + P4 = P ∗
3 × (1− x) e−3x2

+ P ∗
4 × x e−3 (1−x)2 (71)

En outre, la pression partielle P4 de A4 dans la phase gazeuse est proportion-
nelle à la fraction molaire y4 de A4 gazeux :

P4 = y4 × P = y × P ⇒ y =
P4

P
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d’où il s’ensuit que :

y =
P ∗
4 × x e−3 (1−x)2

P ∗
3 × (1− x) e−3x2 + P ∗

4 × x e−3 (1−x)2
(72)

(b) La courbe d’ébullition est la courbe P (x) issue de la relation (71), dans laquelle
P ∗
3 = 1 bar et P ∗

4 = 2 bar :

P (x) = (1− x) e−3x2

+ 2x e−3 (1−x)2

En revanche, la courbe de rosée est la courbe P (y) que l’on obtient en traçant
la courbe paramétrée (y(x), P (x)), où y(x) est issu de l’expression (72), dans
laquelle P ∗

3 = 1 bar et P ∗
4 = 2 bar :

y(x) =
2x e−3 (1−x)2

(1− x) e−3x2 + x e−3 (1−x)2

On obtient ainsi les deux courbes suivantes :

Courbe d'ébullition

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

*

x

P

P3

*P4

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

*

P

P3

*P4

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

y

Courbe de rosée

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

4. La réunion des deux diagrammes précédents conduit aux diagramme des phases du
mélange binaire :

Courbe d'ébullition

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

*

P
(x

 =
 x 4

)

P3

*P4

Courbe de rosée

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

P
(y

 =
 y 4

)

K

L M

Q N

P (en bar)

fraction molaire de A4

y(1)x(2)

(a) Initialement, le liquide contient A3 et A4, ce dernier ayant pour fraction mo-
laire :

x4 =
n4

n3 + n4
=

6.10−3

10.10−3
= 0,6
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En soulevant le tube, on provoque un abaissement de la pression du mélange
intialement décrit par le point K du diagramme des phases. Ainsi, la première
bulle de vapeur est représentée par le point L de la courbe d’ébullition, abs-
cisse :

x(1) = 0,6

et d’ordonnée P1 = 0,84 bar. Or, dans le mercure, de masse volumique ρ
constante, la pression P varie avec l’altitude z, conforménent à la loi :

dP

dz
= −µg ⇒ dP = −µg dz

Notamment, si P = P0 = 1 bar à la surface
libre de la cuve à mercure (z = z0) :
∫ P

P0

dP = −µg
∫ z1=z0+h

z0

dz = −µgh

⇒ P − P0 = −µgh

En outre, l’énoncé précise qu’une hauteur
h0 = 76 cmHg correspond à une variation de
pression P0 − P = P0 = 1 bar. C’est pour-
quoi :

P0

P

z0

h

z1

P0 = µgh0 ⇒ µg =
P0

h0
⇒ P − P0 = −µgh = −P0

h

h0
(73)

⇒ h = h0 ×
(

1− P

P0

)

(74)

Ce faisant, la pression P1 = 0,84 bar est atteinte au sommet d’une colonne de
mercure de hauteur :

h1 = h0 ×
(

1− P1

P0

)

= 76× (1− 0,84) ⇒ h1 = 12,2 cm

À cette pression, la phase vapeur contient le composé A4 dont la fraction
molaire y(1) est donnée par l’abscisse du point M de la courbe de rosée :

y(1) ≃ 0,84 .

(b) Le même diagramme révèle que la dernière goutte de liquide disparaît au point
N de la courbe de rosée, d’ordonnée P2 ≃ 0,74 bar et d’abscisse y(2) = 0,6 .
Une telle pression est obtenue pour une hauteur de mercure :

h2 = h0 ×
(

1− P2

P0

)

= 76× (1− 0,74) ⇒ h2 = 19,8 cm

Cette dernière goutte de liquide contient alors A4 avec une fraction molaire x(2)

donnée par l’abscisse du point Q de la courbe d’ébullition : x(2) ≃ 0,48 .

(c) Lorsque la dénivellation vaut h3 = 15,2 cm, la pression P3 du mélange binaire
est donnée par la relation (73) :

P3 = P0 ×
(

1− h3
h0

)

= 1− 15,2

76
= 0,8 bar
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À une telle pression, la composition du mélange s’obtient à partir des abscisses
des points R et S des courbes d’ébullition et de rosée respectivement :

x(3) = 0,56 et y(3) = 0,79

Courbe d'ébullition

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

*

P
(x

 =
 x 4

)
P3

*P4

Courbe de rosée

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

P
(y

 =
 y

4
)

R S

P (en bar)

fraction molaire de A4

y(3)x(3)

T

En outre, la fraction molaire totale de A4 demeure égale àw4 =
n4

n3 + n4
= 0,6 ;

dans le diagramme des phases apparaît aussi le point T (w4 = 0,6 ; P = 0,8 bar).
La règle des moments révèle que la phase gazeuse contient :

ng = n× RT

RS
où n = n1 + n2 = 0,01 mol

= 0,01× 0,6− 0,56

0,79− 0,56
= 1,74.10−3 mole de gaz.

La phase gazeuse contient donc n4g et n3g moles de A4 et de A3 gazeux, tels
que :

n4g = y(3)× ng ⇒ n4g = 1,37.10−3 mole de A4 gazeux

et :

n3g = ng − n4g ⇒ n3g = 0,37.10−3 mole de A3 gazeux.

Quant à la quantité de matière nℓ présente dans la phase liquide, elle vérifie :

ng + nℓ = n⇒ nℓ = n− ng = 0,01− 1,74.10−3 = 8,26.10−3 mol

On y trouve alors les espèces A3 et A4, avec les quantités respectives :

n4ℓ = x(3)× ng ⇒ n4ℓ = 4,63.10−3 mole de A4 liquide

et :

n3ℓ = nℓ − n4ℓ ⇒ n3ℓ = 3,63.10−3 mole de A3 liquide.
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• 201 Lycée du Parc, Lyon

1. La première relation de Gibbs-Helmholtz fournit directement :

∆rH
0(T )

T 2
= − d

dT

(
∆rG

0

T

)

=
d

dT

(A0

T

)

car A0 = −∆rG
0

=
d

dT

(
115 400

T
− 130,5 + 0,5 lnT

)

= −115 400

T 2
+

0,5

T
⇒ ∆rH

0(T ) = −115 400 + 0,5× T

Quant à l’entropie standard de la réaction, elle est directement accessible à partir
de la loi :

∆rS
0(T ) = − d∆rG

0

dT
=

dA0

dT
=

d

dT
(115 400− 130,5× T + 0,5× T lnT )

⇒ ∆rS
0(T ) = −130,5 + 0,5× (lnT + 1)

⇒ ∆rS
0(T ) = −130 + 0,5× lnT

Soit ∆rC
0
p la capacité thermique standard de la réaction. La loi :

d∆rH
0

dT
= ∆rC

0
p

suffit à montrer que :

d∆rH
0

dT
= 0,5 = ∆rC

0
p

2. À la température T = 800 K, on trouve :

∆rH
0(T ) = −115 400 + 0,5× 800 ⇒ ∆rH

0(T ) = −115 kJ · mol−1

et :

∆rS
0(T ) = −130 + 0,5× ln(800) ⇒ ∆rS

0(T ) = −126,7 J · K−1 · mol−1

3. Sachant que :

∆rG
0(T ) = −A0(T )

= −115 400 + 130,5× 800− 0,5× 800× ln(800) = −13,67

la réaction a pour constante :

K0(T ) = exp

(

−∆rG
0

RT

)

= exp

(
13,67.103

8,314× 800

)

⇒ K0(T ) = 7,8

4. (a) Dans l’équilibre :

4HCl
n1

n1 − 4ξ

+ O2

n2
n2 − ξ

2
⇌
1

2H2O
n3

n3 + 2ξ

+ 2Cl2
n4

n4 + 2ξ

(75)

les différents gaz ont initialement pour activités :
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aHCl =
n1
n0

× Pt
P0

aO2
=
n2
n0

× Pt
P0

aH2O =
n3
n0

× Pt
P0

aCl2 =
n4
n0

× Pt
P0

auquel cas le quotient de réaction vaut initialement :

Qi =
a2H2O a

2
Cl

a4HCl aO2

=
n23 n

2
4 n0

n41 n2
× P0

Pt
=
n23 n

2
4 n0

n41 n2
car Pt = P0

Par suite, l’affinité chimique initiale de ce mélange vaut :

Ai(T ) = A0(T )−RT lnQi = −∆rG
0(T )−RT lnQi (76)

• Premier cas :
{
n1 = n2 = 1
n3 = n4 = 0,5

⇒ Ai(T ) = 13,67.103 − 8,314× 800× ln
[
(0,5)4 × 3

]

⇒ Ai = 24,8 kJ · mol−1 > 0

• Deuxième cas :
{
n1 = n2 = 0,5
n3 = n4 = 1

⇒ Ai(T ) = 13,67.103 − 8,314× 800× ln

[
3

(0,5)4

]

⇒ Ai(T ) = −12,1 kJ · mol−1 < 0

(b) Les signes trouvés précédemment révèlent que dans le premier cas, l’équilibre
(75) est déplacé dans le sens (1) ; tandis qu’il est déplacé dans le sens (2) dans
le deuxième cas.

(c) Lorsque l’avancement de la réaction (75) est non nul, le nombre total de moles
de gaz atteint la valeur :

nt = (n1 − 4 ξ) + (n2 − ξ) + (n3 + 2 ξ) + (n4 + 2 ξ)

= n0 − ξ car n0 = n1 + n2 + n3 + n4

Aussi, la fraction molaire de O2 vaut-elle :

xO2
=
nO2

nt
=
n2 − ξ

n0 − ξ

(d) Soient nH2O = n3+2 ξ, nCl2 = n3+2 ξ, nHCl = n1 − 4 ξ les nombres de moles
de H2O, Cl2 et HCl respectivement, à parir desquels sont définies les activités :

aH2O =
nH2O

nt
× Pt
P0

aCl2 =
nCl2

nt
× Pt
P0

aHCl =
nHCl

nt
× Pt
P0

aO2
= xO2

× Pt
P0

Le quotient de réaction est alors défini par :

Q =
a2H2O × a2Cl2

a4HCl × aO2

=
n2H2O × n2Cl2

n4HCl

× 1

xO2

× P0

Pt

=

(
n3 + 2 ξ

n1 − 4 ξ

)4

× 1

xO2

× P0

Pt



1170 Chapitre 7

Or, à l’équilibre, Q s’identifie à K0(T ), tandis que ξ prend la valeur ξe telle
que :

K0(T ) =

(
n3 + 2 ξe
n1 − 4 ξe

)4

× 1

xO2

× P0

Pt

⇒ n3 + 2 ξe
n1 − 4 ξe

= 4

√

K0(T )xO2
Pt

P0

c’est-à-dire, en posant α = 4

√

K0(T )xO2
Pt

P0
:

n3 + 2 ξe = αn1 − 4α ξe

⇒ ξe =
αn1 − n3
2 + 4α

avec α = 4

√

K0(T )xO2
Pt

P0

(e) Dans les deux cas présentés précédemment, ξe et xO2
sont solutions des équa-

tions suivantes :

• Pour n1 = n2 = 1, n3 = 0,5 et Pt = P0 :

xO2
=

1− ξe
3− ξe

et ξe =
α− 0,5

2 + 4α
avec α = 4

√

7,8× xO2

Une résolution numérique fournit :

xO2
= 0,30 et ξe = 0,11 mole

ce qui confirme le résultat de la question 4.(b) : l’équilibre (75) évolue dans
le sens (1).

• Pour n1 = n2 = 0,5, n3 = 1 et Pt = P0 :

xO2
=

0,5− ξe
3− ξe

et ξe =
0,5α− 1

2 + 4α
avec α = 4

√

7,8× xO2

Un nouvelle résolution numérique conduit à :

xO2
= 0,18 et ξe = −0,07 mole

ce qui traduit le déplacement de l’équilibre (75) dans le sens (2), confor-
mément aux conclusions de la question (4).b.

5. (a) Soient n1e, n2e, n3e et n4e les nombres de moles de HCl, O2, H2O et Cl2
à l’équilibre, c’est-à-dire qui annulent l’affinité chimique : Ae = 0. En ajou-
tant δε mole de O2, son nombre de moles passe à nO2

= n2e + δε, tandis que
l’affinité chimique prend la valeur A = Ae + dA = dA. Or, conformément à
l’identité (76), l’affinité chimique vaut :

A = A0 −RT lnQi = A0 −RT ln

(
n2H2O × n2Cl2

n4HCl

× P0

Pt
× nt
nO2

)
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où nt = nH2O + nCl2 + nHCl + nO2
désigne le nombre total de moles de gaz.

C’est pourquoi :

0 = A0 −RT ln

[
(n3e n4e)

2

n41e
× P0

Pt
× net
n2e

]

⇒ A0 = RT ln

[
n23e n

2
4e

n41e
× P0

Pt
× net
n2e

]

tandis que, après ajout de δε mole de O2 :

dA = A0 −RT ln

(
n23e n

2
4e

n41e
× P0

Pt
× nt
n2e + δε

)

= −RT ln

(
nt
net

)

+RT ln

(
n2e + δε

n2e

)

où :
nt
net

=
n3e + n4e + n1e + n2e + δε

n3e + n4e + n1e + n2e
= 1 +

δε

net

⇒ dA = −RT ln

(

1 +
δε

net

)

+RT ln

(

1 +
δε

n2e

)

Ainsi, en choisissant δε suffisamment petit, un développement limité fournit :

dA = −RT δε

net
+RT

δε

n2e
= RT δε

(
1

n2e
− 1

net

)

En remarquant que net > n2e, on déduit alors que dA > 0 , ce qui signifie que
l’équilibre (75) est déplacé dans le sens (1).

(b) En introduisant une faible quantité d’air, on introduit δε mole de O2 et 4 δε
mole de N2, dont les quantités passent alors aux valeurs nO2

= n2e + δε
et nN2

= 4 δε. Ce faisant, le nombre total de moles de gaz passe de
net = n1e + n2e + n3e + n4e à nt = net + 5 δε. C’est pourquoi l’affinité
chimique prend la valeur :

dA = A0 −RT ln

(
n23e n

2
4e

n41e
× P0

Pt
× nt
n2e + δε

)

avec :

A0 = RT ln

(
n23e n

2
4e

n41e
× P0

Pt
× net
n2e

)

⇒ dA = −RT ln

(
nt
net

)

+RT ln

(
n2e + δε

n2e

)

⇒ dA = −RT ln

(

1 +
5 δε

net

)

+RT ln

(

1 +
δε

n2e

)

⇒ dA ≃ −RT 5 δε

net
+RT × δε

n2e

⇒ dA ≃ RT δε×
(

1

n2e
− 5

net

)
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Or, juste avant introduction de l’air, nO2
= n2e permet de définir la fraction

molaire de O2 :

xeO2
=
n2e
net

⇒ n2e = xeO2
× net ⇒ dA =

RT δε

net
×
(

1

xeO2

− 5

)

Ainsi, si xeO2
> 0,2 =

1

5
, dA < 0 montre que la réaction évolue dans le

sens (2) alors que son évolution s’effectue dans le sens (1) si xeO2
< 0,2. Par

conséquent :

• si l’ajout d’air est réalisé dans le premier cas (xeO2
= 0,3 > 0,2), la réaction

évolue dans le sens (2) ;

• si l’ajout d’air est effectué dans le deuxième cas (xeO2
= 0,18 < 0,2), la

réaction évolue dans le sens (1).

• 202 Concours Véto

1. La combustion du soufre solide dans le dioxygène admet pour bilan :

2S(sol)

n0
n0 − 2ξ

+ 3O2(gaz)

n1
n1 − 3ξ

⇌ 2SO3(gaz)

0
2ξ

La combustion de 160 g, c’est-à-dire de n0 =
160

32
= 5 moles de soufre dégage une

chaleur :
Qp = −ξ ×∆rH

0 = −n0
2

×∆rH
0 = 1980 kJ

où ∆rH
0 est l’enthalpie standard de la réaction ci-dessus, qui s’identifie à l’en-

thalpie standard ∆fH0 (SO3) de formation de SO3(gaz). Il s’ensuit que :

∆fH0 (SO3) = −2× 1 980

5
= −792 kJ · mol−1

2. La réaction suivante :

2SO2(gaz) + O2(gaz)

(2)
⇌
(1)

2SO3(gaz) (77)

a pour enthalpie standard :

∆rH
0
1 = 2∆fH0

(
SO3(gaz)

)
−∆fH0

(
O2(gaz)

)
− 2∆fH0

(
SO2(gaz)

)

= −2× 792 + 2× 296 car ∆fH0
(
O2(gaz)

)
= 0

⇒ ∆rH
0
1 = −992 kJ · mol−1

3. La loi de Van t’Hoff :
∂ lnK

∂T
=

∆rH
0
1

RT 2
< 0 montre que la constante K de la

réaction (77) décroît avec la température ; une augmentation de température dé-
place l’équilibre dans le sens (1), comme c’est toujours le cas pour une réaction
exothermique (∆rH

0
1 < 0).
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4. Quant à l’entropie standard de la réaction (77), elle vaut :

∆rS
0
1 = 2S0 (SO3)− S0 (O2)− 2S0 (SO2)

= 2× 256− 205− 2× 248 ⇒ ∆rS
0
1 = −189 J · K−1 · mol−1

En milieu gazeux, ∆rS
0 présente le même signe que la somme des coefficients

stœchiométriques algébriques :
∑

i

νi = 2− 1− 2 = −1 < 0

ce qui justifie le signe négatif de ∆rS
0
1 .

5. La loi de modération des équilibres précise qu’une augmentation de la pression du
système sera suivie d’un déplacement de l’équilibre dans le sens qui consomme des
gaz (afin d’atténuer l’augmentation de pression). Par conséquent, une augmentation
de pression déplace l’équilibre (77) dans le sens (1).

6. (a) Si n0 représente la quantité initiale de SO2 et nSO2
sa quantité à l’équilibre, le

taux de conversion θ est défini par le rapport :

θ =
n0 − nSO2

n0
= 1− nSO2

n0
⇒ nSO2 = n0 (1− θ)

Ce faisant, la réaction de synthèse de SO3 admet pour pour bilan :

2S(sol)

n0
n0 (1− θ)

+ 3O2(gaz)

n1
n1 − 3n0θ/2

⇌ 2SO3(gaz)

0
n0θ

Aussi, en notant nt le nombre total de moles de gaz et P la pression du milieu
réactionnel, les pressions partielles de SO2 et SO3 sont définies par :







PSO2
=
n0 (1− θ)

nt
P

PSO3
=
n0θ

nt
P

⇒ PSO2

PSO3

=
1− θ

θ
(78)

⇒ θ × PSO2
= PSO3

− θ × PSO3
(79)

(80)

d’où il ressort que :

θ =
PSO3

PSO2
+ PSO3

=

PSO3

PSO2

1 +
PSO3

PSO2

(b) Les activités des gaz présents à l’équilibre (77) valent :

aSO2
=
PSO2

P0
aSO3

=
PSO3

P0
aO2

=
PO2

P0
où P0 = 1 bar
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Par conséquent, la loi d’action des masses s’écrit :

K =
a2SO3

a2SO2

× 1

aO2

=

(
PSO3

PSO2

)2

× P0

PO2

⇒
(
PSO3

PSO2

)2

=
PO2

P0
×K =

0,025

1
× 3 240 = 81

⇒ PSO3

PSO2

= 9 ⇒ θ =
9

10
= 0,9

(c) La pression totale P vaut la somme des pressions partielles :

PSO2
+ PSO3

+ PO2
= P ⇒ PSO2

+ PSO3
= P − PO2

où la relation (78) fournit :

PSO2
+ PSO3

= PSO3
×
(
1− θ

θ
+ 1

)

= PSO3
× 1

θ
=

10

9
PSO3

⇒ 10

9
PSO3

= P − PO2
= 1− 0,025 = 0,975 bar

⇒ PSO3 = 0,877 bar

De même, l’identité (78) conduit à :

PSO2 =
1− θ

θ
PSO3 =

0,1

0,9
PSO3 ⇒ PSO2 = 0,097 bar

• 203 Concours Commun Polytechnique

1. (a) Compte tenu des coefficients stœchiométriques de l’équation-bilan :

CH4 + H2O ⇌ CO + 3H2 (81)

la loi de Hess fournit, à la température T0 = 298 K :

∆rG
0 = 3∆fG

0 (H2) + ∆fG
0 (CO)−∆fG

0 (H2O)−∆fG
0 (CH4)

= −137,2 + 228,6 + 50,3

⇒ ∆rG
0(T0) = 141,7 kJ · mol−1

La valeur élevée et positive de ∆rG
0(T0) montre que la réaction est peu favo-

rable à la formation de CO et de H2.

(b) Étant donné que ∆rG
0(T0) = ∆rH

0(T0)− T0 ×∆rS
0(T0), il s’ensuit que :

∆rS
0(T0) =

∆rH
0(T0)−∆rG

0(T0)

T0
=

205,7.103 − 141,7.103

298

⇒ ∆rS
0(T0) = 214,8 J · K−1 · mol−1

En phase gazeuse, ∆rS
0 a le même signe que la somme des coefficients stœ-

chiométriques de l’équation-bilan :
∑

i

νi = 1 + 3− (1 + 1) = 2 > 0 ⇒ ∆rS
0 > 0
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Le signe trouvé pour ∆rS
0 confirme alors cette loi.

(c) À la température T0 = 298 K, la constante d’équilibre vaut :

K0(T0) = exp

[

−∆rG
0(T0)

RT0

]

= exp

[

− 141,7.103

8,31× 298

]

⇒ K0(T0) = 1,4.10−25

2. En vertu de la loi de Van t’Hoff :

dK0

dT
=

∆rH
0

RT 2
> 0 car ∆rH

0 = 205,7 kJ · mol−1

ce qui montre qu’une augmentation de température provoque une augmentation
concomitante de K0 et donc du rendement de la réaction.

3. La loi de modération des équilibres stipule qu’une augmentation de la pression P
du milieu réactionnel déplacerait l’équilibre dans le sens d’une diminution de la
quantité totale de gaz (atténuant ainsi l’augmentation de P ). La réaction serait ainsi
déplacée dans le sens de la consommation de H2 ; son rendement diminuerait.

4. (a) L’enthalpie libre standard de la réaction dépend de la température conformé-
ment à la loi :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0(T0)− T ×∆rS
0(T0)

où ∆rH
0 et ∆rS

0 sont supposés indépendants de la température. Ce faisant,
l’équilibre (81) devient favorable à la formation de CO dès que ∆rG

0 est né-
gatif (dans ce cas K0 = e−∆rG

0/RT > 1) c’est-à-dire lorsque :

∆rH
0(T0)− T ×∆rS

0(T0) < 0 ⇒ T >
∆rH

0(T0)

∆rS0
=

205,7.103

214,8

⇒ T > 958 K

Ainsi, le choix de la température T = 1073 K est justifié par :

• un déplacement de l’équilibre (81) vers la droite ;

• une augmentation de la vitesse de cette réaction.

(b) Le mélange étant gazeux :

CH4(gaz)

n0
n0 − ξ

+ H2O(gaz)

n0
n0 − ξ

⇌ CO(gaz)

0
ξ

+ 3H2(gaz)

0
3ξ

le nombre total de moles de gaz vaut : nt = 2n0 + 2ξ où n0 désigne la quantité
initiale de CH4 et de H2O et où ξ représente l’avancement de la réaction. Par
suite, si P est la pression totale du milieu réactionnel :







PCO =
ξ

nt
× P

PH2 = 3
ξ

nt
× P

⇒ PH2 = 3PCO
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et :






PCH4
=
n0 − ξ

nt
× P

PH2O =
n0 − ξ

nt
× P

⇒ PCH4
= PH2O

Enfin, l’identité : PH2
+ PCO + PCH4

+ PH2O = P , associée aux résultats pré-
cédents, conduit à :

3PCO + PCO + 2PH2O = P ⇒ PH2O =
P − 4PCO

2
= PCH4

(c) Soit P = P0 = 1 bar la pression standard qui est aussi celle du réacteur. Les
activités des différents gaz y valent :

aCO =
PCO

P0
aH2

=
PH2

P0
= 3

PCO

P0
aH2O = aCH4

=
P0 − 4PCO

2P0

de sorte qu’à l’équilibre :

16 = K =
aCO × a3H2

aCH4 × aH2O
=

27P 4
CO

P 4
0

× 4P 2
0

(P0 − 4PCO)
2 =

108

P 2
0

×
(

P 2
CO

P0 − 4PCO

)2

⇒ P 2
CO

P0 − 4PCO
=

√

16

108
P0 = 0,385× P0

⇒ P 2
CO + 1,54P0 × PCO − 0,385P 2

0 = 0

Cette équation du second degré, de discriminent :

∆ = (1,54P0)
2
+ 4× 0,385P 2

0 = 3,91P 2
0

admet pour seule solution positive :

PCO =
−1,54P0 + P0

√
3,91

2
= PCO = 0,219 bar

Il s’ensuit que :

PH2
= 3PCO = 0,657 bar

et :

PH2O =
P0 − 4PCO

2
=

1− 4× 0,219

2
⇒ PH2O = PCH4

= 6,2.10−2 bar

(d) Si la réaction était totale, elle poduirait nH2
= 3n0 moles de dihydrogène. Ce-

pendant, elle n’en produit que n′H2
= 3ξ. C’est pourquoi le rendement de la

réaction peut être défini par :

η =
n′H2

nH2

=
ξ

n0
⇒ ξ = η × n0
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Or, la pression partielle de H2 vaut :

PH2 =
3ξ

nt
× P0 =

3ξ

2n0 + 2ξ
P0 =

3η n0
n0 (2 + 2η)

P0 =
3η

2 + 2η
P0

⇒ 2PH2
+ 2η PH2

= 3η P0

⇒ η =
2PH2

3P0 − 2PH2

Par conséquent, la réaction a pour rendement :

η =
2× 0,657

3− 2× 0,657
⇒ η = 78%

• 204 Concours Véto

1. Soit n0 le nombre initial de moles de FeCl3, parmi lesquelles nr ont réagi. Par
définition :

α =
nr
n0

⇒ nr = αn0

C’est pourquoi le bilan de la réaction s’écrit :

2FeCl3
n0

n0(1− α)

⇌ Fe2Cl6
0

n0α/2

(82)

La masse molaire de FeCl3 valant MFeCl3 = 162,5 g · mol−1 et celle de Fe2Cl6
étant double, la masse totale du milieu réactionnel vaut :

m = n0 (1− α)MFeCl3 +
n0α

2
× 2MFeCl3 = n0 ×MFeCl3

tandis que le mélange contient un nombre total de moles :

nt = n0 (1− α) +
n0 α

2
= n0

(

1− α

2

)

Ce faisant, la masse molaire du mélange gazeux est définie par :

M =
m

nt
=
MFeCl3

1− α

2

ce qui lui confère la densité :

d =
M

29
=

162,5

29
× 1

1− α

2

⇒ d =
5,6

1− α

2

2. De cette relation, il ressort que :

d− αd

2
= 5,6 ⇒ αd

2
= d− 5,6 ⇒ α = 2×

(

1− 5,6

d

)
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en raison de quoi :

d1 = 10,5 ⇒ α1 = 0,93 à T1 = 700 K et d2 = 9,6 ⇒ α2 = 0,83 à T2 = 800 K

3. Soient PFeCl3 et PFe2Cl6 les pressions partielles de FeCl3 et de Fe2Cl6 respective-
ment et soit P0 = 1 bar la pression standard. Les activités de ces deux gaz valent
alors :

aFeCl3 =
PFeCl3

P0
et aFe2Cl6 =

PFe2Cl6

P0

auquel cas la loi d’action des masses stipule que :

K0(T ) =
aFe2Cl6

a2FeCl3

=
PFe2Cl6 × P0

P 2
FeCl3

(83)

Le milieu réactionnel étant maintenu à la pression P0, il s’ensuit que :

PFe2Cl6 =
nFe2Cl6

nt
P0 =

n0α

2

n0

(

1− α

2

)P0 =
α

2− α
P0

et :

PFeCl3 =
nFeCl3

nt
P0 =

n0 (1− α)

n0

(

1− α

2

)P0 =
2 (1− α)

2− α
P0

auquel cas la relation (83) devient :

K0(T ) =

(
α

2− α

)

× P 2
0 × (2− α)2

4P 2
0 × (1− α)2

⇒ K0(T ) =
α (2− α)

4 (1− α)2

4. Aux températures T1 = 700 K et T2 = 800 K, la constante K0 prend les valeurs
respectives :

K0(T1) =
α1 (2− α1)

4 (1− α1)2
=

0,93× 1,07

4× (0,07)2
⇒ K0(T1) = 50,8

et :

K0(T2) =
α2 (2− α2)

4 (1− α2)2
=

0,83× 1,17

4× (0,17)2
⇒ K0(T2) = 8,4

5. En notant K0(T1) = K0
1 et K0(T2) = K0

2 , la loi de Van t’Hoff précise que :

d lnK0

dT
=

∆rH
0

RT 2
⇒

∫ lnK0
2

lnK0
1

d
(
lnK0

)
=

∆rH
0

R

∫ T2

T1

dT

T 2

⇒ ln

(
K0

2

K0
1

)

=
∆rH

0

R
×
(

1

T1
− 1

T2

)

⇒ ∆rH
0 =

RT1 T2
T2 − T1

× ln

(
K0

2

K0
1

)
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Application numérique :

∆rH
0 =

8,314× 700× 800

800− 700
× ln

(
8,4

50,8

)

⇒ ∆rH
0 = −84 kJ · mol−1

Le signe négatif trouvé pour ∆rH
0 montre que la réaction est exothermique.

6. À une température T donnée, l’enthalpie libre standard vaut :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0(T )− T ×∆rS
0(T ) ⇒ ∆rS

0(T ) =
∆rH

0(T )−∆rG
0(T )

T

Notamment, pour T = T1 = 700 K, ∆rG
0(T1) est lié à la constante K0

1 par la loi :

∆rG
0(T1) = −RT1 lnK0

1 ⇒ ∆rS
0(T1) =

∆rH
0(T1)

T1
+R lnK0

1

⇒ ∆rS
0(T1) = −84.103

700
+ 8,314× ln(50,8)

⇒ ∆rS
0(T1) = −87 J · K−1 · mol−1

La somme des coefficients stœchiométriques algébriques de l’équilibre (82) :
∑

i

νi = 1− 2 = −1 présente heureusement le même signe que ∆rS
0(T1), la

réaction étant effectuée en phase gazeuse.
7. La loi de Van t’Hoff :

d lnK0

dT
=

∆rH
0

RT 2
< 0 car ∆rH

0 = cte < 0

montre qu’une augmentation de température provoque une diminution consécutive
de K0(T ) ; la température n’est pas un facteur favorable à la dimérisation du chlo-
rure de fer (III).

• 205 Concours de l’ENS Cachan

1. L’hydrogène nécessaire à la synthèse de NH3 provient en grande partie du refor-
mage du méthane et de la conversion du monoxyde de carbone :

CH4 + H2O → CO + 3H2 et CO + H2O → CO2 + H2

Quant à N2, il provient directement de l’air atmosphérique.
2. Conformément à la loi de Hess, l’enthalpie standard (à T0 = 298 K) de l’équilibre :

N2(gaz) + 3H2(gaz) ⇌ 2NH3(gaz) (84)

s’obtient à partir des enthalpies standard de formation :

∆rH
0(T0) = 2∆fH0 (NH3)− 3∆fH0 (H2)−∆fH0 (N2)

= −2× 46,1 ⇒ ∆rH
0(T0) = −92,2 kJ · mol−1

De même, l’entropie standard de la réaction vaut, à T0 = 298 K :

∆rS
0(T0) = 2S0 (NH3)− S0 (N2)− 3S0 (H2)

= 2× 192,45− 191,61− 3× 130,68

⇒ ∆rS
0(T0) = −198,75 J · K−1 · mol−1
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Ce faisant, l’enthalpie libre standard de la réaction, à T0, vaut :

∆rG
0 = ∆rH

0 − T0 ×∆rS
0 = −92,2.103 + 298× 198,75

⇒ ∆rG
0 = −32,97 kJ · mol−1

auquel cas l’équilibre (84) a pour constante :

K0(T0) = exp

(

−∆rG
0

RT0

)

= exp

(
32,97.103

8,31× 298

)

⇒ K0(T0) = 6.105

La valeur obtenue pourK0(T0) montre que la réaction (84) conduit à la formation
NH3 d’une manière quasi quantitative. En outre, le signe négatif de ∆rH

0 révèle
qu’une augmentation de température se traduit par un affaiblissement du rendement
car :

d lnK

dT
=

∆rH
0

RT 2
< 0

Enfin, le signe négatif de ∆rS
0(T0) est confirmé par la somme des coefficients

stœchiométriques, en phase gazeuse :
∑

i

νi = 2− 3− 1 = −2

3. (a) La température de 400˚C à laquelle est réalisée la réaction (84) est un compro-
mis entre la diminution du rendement thermodynamique précédemment évoqué
et la vitesse de la réaction, accrue par une augmentation de la température. En
outre, la loi de modération des équilibres stipule qu’une augmentation de la
pression du milieu réactionnel s’accompagne d’un déplacement de l’équilibre
(84) dans le sens qui provoque une diminution de pression, c’est-à-dire vers la
formation de NH3.

(b) La variation de ∆rH
0 avec la température T est donnée par la loi de Kirchhoff :

d∆rH
0

dT
= ∆rC

0
p

où :

∆rC
0
p = 2C0

p (NH3)− 3C0
p (H2)− C0

p (N2)

= 2× 35,06− 3× 28,82− 29,12 = −45,5 J · K−1 · mol−1

Aussi :

d∆rH
0 = ∆rC

0
p dT ⇒

∫ ∆rH
0(T0)

∆rH0(T )

d∆rH
0 = ∆rC

0
p

∫ T0

T

dT

⇒ ∆rH
0(T ) = ∆rH

0(T0) + ∆rC
0
p × (T − T0)

Application numérique :

∆rH
0(400˚C) = −92,2.103 − 45,5× (400− 25)

⇒ ∆rH
0(400˚C) = −109,3 kJ · mol−1
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(c) La loi de Van t’Hoff conduit à :

d lnK0

dT
=

∆rH
0

RT 2
=

∆rH
0(T0) + ∆rC

0
p × (T − T0)

RT 2

= −9,5.103

T 2
− 5,47

T

Il s’ensuit que :

ln

[

K ′0

K0(T0)

]

= −9,5.103
∫ T

T0

dT

T 2
− 5,47

∫ T

T0

dT

T

= 9,5.103 ×
(
1

T
− 1

T0

)

− 5,47 ln

(
T

T0

)

= 9,5.103 ×
(

1

673
− 1

298

)

− 5,47× ln

(
673

298

)

= −22,2

c’est-à-dire :

K ′0 = K0(T0)× e−22,2 = 6.105 × e−22,2 = 1,3.10−4

(d) Les activités des gaz qui interviennent dans l’équilibre (84) valent :

aNH3 = xNH3 ×
P

P0
aH2 = xH2 ×

P

P0
aN2 ×

P

P0
où P0 = 1 bar

de sorte que la loi d’action des masses impose :

K0(T ) =
a2NH3

aN2
× a3H2

=
x2NH3

xN2
× x3H2

×
(
P0

P

)2

= Rx ×
(
P0

P

)2

⇒ Rx = K0(T )×
(
P

P0

)2

Aussi, lorsque P passe de P1 = P0 = 1 bar à P2 = 200P0 = 200 bar, le

rapport Rx varie de Rx(P1) = K0(T )×
(
P1

P0

)2

= K0(T ) à la valeur :

Rx(P2) = K0(T )×
(
P2

P0

)2

, c’est-à-dire :

Rx(P2) = Rx(P1)× (200)2 = 4.104 ×Rx(P1) (85)

(e) À la température T = 673 K (400˚C) et à la pression P1 = P0, la loi d’action
des masses s’écrit :

K ′0 = Rx(P1)×
(
P1

P0

)2

= Rx(P1)

de telle sorte que l’équation (85) fournit :

Rx(P2) = 4.104 ×K ′0 = 4.104 × 1,3.10−4 = 5,2 (86)

⇒ x2NH3

xN2 × x2H2

= 5,2 (87)
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Or, en partant d’un mélange initial contenant 1 mole de N2 et 3 moles de H2, le
bilan de la réaction s’écrit :

N2

1
1− ξ

+ 3H2

3
3− 3ξ

⇌ 2NH3

0
2ξ

Ce faisant, le nombre total de moles de gaz vaut : n = 4− 2ξ, si bien que :

xNH3
=

2ξ

4− 2ξ
=

ξ

2− ξ
xN2

=
1− ξ

2 (2− ξ)
xH2

= 3xN2

Par conséquent, l’équation (87) devient :

5,2 =
x2NH3

27x2H2

=
16

27
×
(

ξ

2− ξ

)2

× (2− ξ)4

(1− ξ)4

⇒ 8,75 =
ξ2 (2− ξ)2

1− ξ)4
=

(
2ξ − ξ2

1− 2ξ + ξ2

)2

⇒ 2,96 =
2ξ − ξ2

1− 2ξ + ξ2
⇒ 3,96 ξ2 − 7,92 ξ + 2,96 = 0

Des solutions de cette équation du second degré :

ξ1 =
7,92 +

√
15,84

7,92
= 1,5 mol et ξ2 =

7,92−√
15,84

7,92
= 0,5 mol

seule la seconde est physiquement acceptable étant donné que nN2
= 1− ξ doit

rester positif. C’est, pourquoi, à l’équilibre, le milieu contient :

nN2 = 1− ξ2 = 0,5 mole de N2

nH2 = 3nN2 = 1,5 mole de H2

nNH3 = 2 ξ2 = 1 mole de NH3

• 206 Concours Commun Polytechnique

1. L’enthalpie standard de la réaction :

SiHCl3(gaz) + H2(gaz) ⇌ Si(sol) + 3HCl(gaz) (88)

est accessible grâce à la loi de Hess, à T0 = 298 K :

∆rH
0(T0) = 3∆fH

0 (HCl) + ∆fH
0 (Si)−∆fH

0 (H2)−∆fH
0 (SiHCl3)

= −3× 92 + 488,6 ⇒ ∆rH
0(T0) = 212,6 kJ · mol−1

De même, l’entropie standard de cette réaction vaut, à T0 = 298 K :

∆rS
0(T0) = 3S0 (HCl) + S0 (Si)− S0 (H2)− S0 (SiHCl3)

= 3× 186,6 + 18,8− 130,5− 312,9

⇒ ∆rS
0(T0) = 135,2 J · K−1 · mol−1
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2. La variation de ∆rH
0 en fonction de la température est donnée par la première loi

de Kirchhoff :
d∆rH

0

dT
= ∆rC

0
p , où :

∆rC
0
p = 3C0

p (HCl) + C0
p (Si)− C0

p (H2)− C0
p (SiHCl3)

= (3× 26,2 + 24− 27,3− 95,3) + (3× 5,2 + 2,6− 3,3− 6)× 10−3 T

+(3× 1,3− 4,2− 0,5 + 19,9)× 105

T 2

⇒ ∆rC
0
p = −20 + 8,9.10−3 × T + 19,1.105 × 1

T 2

Aussi, une variation de ∆rH
0, à pression constante, vaut :

d
(
∆rH

0
)

=
d∆rH

0

dT
dT = ∆rC

0
p × dT

= −20dT + 8,9.10−3 × T dT + 19,1.105 × dT

T 2

d’où il s’ensuit que :

∆rH
0(T1)−∆rH

0(T0) = −20

∫ T1

T0

dT+8,9.10−3

∫ T1

T0

T dT+19,1.105
∫ T1

T0

dT

T 2

c’est-à-dire, pour T1 = 1273 K (1 000˚C) :

∆rH
0(T1) = 212,6.103 − 20× (1 273− 298)

+
8,9.10−3

2
×
[
(1 273)2 − (298)2

]
+ 19,1.105 ×

(
1

298
− 1

1 273

)

⇒ ∆rH
0(T1) = 204,8 kJ · mol−1

Quant à la deuxième loi de Kirchhoff, elle précise que :

d∆rS
0

dT
=

∆rC
0
p

T

de sorte qu’une variation dT de la température, à pression constante, s’accompagne
de la variation d’enthalpie standard :

d
(
∆rS

0
)

=
d∆rS

0

dT
dT =

∆rC
0
p

T
dT

= −20× dT

T
+ 8,9.10−3 dT + 19,1.105 × dT

T 3

Il s’ensuit que :

∆rS
0(T1) = ∆rS

0(T0)−20

∫ T1

T0

dT

T
+8,9.10−3

∫ T1

T0

dT+19,1.105×
∫ T1

T0

dT

T 3

= ∆rS
0(T0)−20 ln

(
T1
T0

)

+8,9.10−3×(T1 − T0)+
19,1.105

2
×
(

1

T 2
0

− 1

T 2
1

)
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soit encore, pour T0 = 1273 K et ∆rS
0(T0) = 135,2 J · K−1 · mol−1 :

∆rS
0(T1) = 135,2− 20 ln

(
1 273

298

)

+ 8,9.10−3 × (1 273− 298)

+
19,1.105

2
×
[

1

(298)2
− 1

(1 273)2

]

⇒ ∆rS
0(T1) = 125 J · K−1 · mol−1

3. L’enthalpie libre standard de la réaction vaut, à la température T1 = 1273 K :

∆rG
0(T1) = ∆rH

0(T1)− T1 ×∆rS
0(T1) = 204,8.103 − 1 273× 125

⇒ ∆rG
0(T1) = 45,67 kJ · mol−1

d’où l’on déduit sa constante d’équilibre :

K0(T1) = exp

[

−∆rG
0(T1)

RT1

]

= exp

(

− 45,67.103

8,314× 1 273

)

⇒ K0(T1) = 1,34.10−2

4. Soit Pi la pression partielle du gaz (i) et soit p0 = 1 bar la pression standard. Les
activités des espèces qui interviennent dans l’équilibre (88) valent :

aHCl =
PHCl

P0
aSi = 1 aH2

=
PH2

P0
aSiHCl3 =

PSiHCl3

P0

de sorte que son quotient de réaction est donné par :

Q =
a3HCl × aSi

aSiHCl3 × aH2

=
P 3

HCl

PSiHCl3 × PH2 × P0
(89)

Initialement, le trichlorosilane est pur, ce qui signifie que PHCl = 0, auquel cas le
quotient de réaction adopte une valeur nulle :

Q0 = 0 < K0(T )

Cette inégalité suffit à prouver que la réaction (88) produit initialement du silicium.

5. Soit n0 le nombre initial de moles de trichlorosilane introduit dans le réacteur ; le
bilan :

SiHCl3
n0

n0(1− α)

+ H2

βn0
n0(β − α)

⇌ Si
0
αn0

+ 3HCl
0

3αn0

montre que le nombre total de moles de gaz vaut :

nt = n0 × (1− α+ β − α+ 3α) = n0 × (1 + β + α)

ce qui permet d’exprimer les pressions partielles des gaz en fonction de la pression
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totale Pt :

PSiHCl3 =
nSiHCl3

nt
× Pt =

1− α

1 + β + α
× Pt

PH2
=

nH2

nt
× Pt =

β − α

1 + β + α
× Pt

PHCl =
nHCl

nt
× Pt =

3α

1 + β + α
× Pt

auquel cas, le résultat (89) devient, à l’équilibre :

Q = K0(T1)

⇒ K0(T1) =

(
3α

1 + α+ β

)3

× (1 + α+ β)2

(1− α) (β − α)
× Pt
P0

⇒ K0(T1) =
27α3

(1 + α+ β) (1− α) (β − α)
× Pt
P0

(90)

6. En choisissant β = 1 et Pt = P0, l’équation précédente s’écrit :

K0(T1) =
27α3

(2 + α) (1− α)2
⇒ 1,34.10−2 =

27α3

2− 3α+ α3

En remarquant que K0(T1) ≪ 1, on peut considérer que α est assez petit pour que
l’on puisse poser :

2− 3α+ α3 ≃ 2 ⇒ 27α3

2
= 1,34.10−2 ⇒ α ≃ 3

√

2× 1,34.10−2

27

⇒ α ≃ 0,1

Une résolution numérique fournit, en fait : α = 0,095 .

7. La loi de Le Chatelier permet de prévoir que l’introduction d’hydrogène en excès
provoque un déplacement de la réaction vers la droite (ce qui participe à la consom-
mation de H2). D’ailleurs, en choisissant β = 10, à Pt = P0, l’équation (90) :

1,34.10−2 =
27α3

(11 + α) (1− α) (10− α)

admet pour solution (obtenue par une méthode numérique) :

α = 0,33

8. Toujours en vertu de la loi de Le Chatelier, l’équilibre (88) s’oppose à une di-
minution de la pression totale Pt en évoluant vers la droite (sens dans lequel la
réaction produit une plus grande quantité de gaz). Du reste, en choisissant β = 1 et
Pt = 0,1 bar, l’équation (90) :

1,34.10−2 =
27α3

(2 + α) (1− α)2
× 0,1

admet pour solution (obtenue par voie numérique) :
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α = 0,19

• 207 Concours de la Banque Agro

1. Au cours de la réaction :

4CuO(sol)

n
n− 4ξ

(2)
⇌
(1)

2Cu2O(sol)

0
2ξ

+ O2(gaz)

0
ξ

(91)

le dioxygène est le seul gaz produit, auquel cas sa pression partielle PO2
est égale-

ment la pression P qui règne dans le réacteur. Ainsi, son activité vaut :

aO2
=
PO2

P0
=

P

P0
où P0 = 1 bar

Ce faisant, le quotient de réaction est défini par :

Q =
aO2

a2Cu2O

a4CuO

=
P

P0
car aCu2O = aCuO = 1

Or, lorsque l’équilibre est atteint :

Q = K0(T ) ⇒ P = P0 ×K0(T ) (92)

où K0(T ) = exp

(

−∆rG
0

RT

)

est la constante thermodynamique de la réaction

(91), accessible à partir de la loi :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0

= 279.103 − 1 300× 202 = 16,4 kJ · mol−1

Il s’ensuit que :

K0(T ) = exp

(

− 16,4.103

8,31× 1 300

)

= 0,22 ⇒ P = P0 × k0(T ) = 0,22 bar

Par définition, l’affinité chimique du système vaut :

Ai = −∆rG = −
(
∆rG

0 +RT lnQ
)

= RT lnK0(T )−RT lnQ = RT ln

[
K0(T )

Q

]

Or, l’identité (92) révèle qu’à l’équilibre :

Q = K0(T ) ⇒ Ai = 0

Remarque – Ce résultat confirme la signification physique de l’affinité chimique :
lorsque Ai > 0, la réaction produit O2, lorsque Ai < 0, elle produit CuO ; seule
la valeur Ai = 0 assure l’équilibre chimique.
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2. Lorsque la pression prend la valeur P ′, c’est-à-dire lorsque PO2
= P ′, le quotient

de réaction devient : Q′ =
P ′

P0
, de sorte que l’affinité chimique du système vaut :

A2 = RT ln

[
K0(T )

Q′

]

= RT ln

[

K0(T )× P0

P ′

]

où, conformément à l’identité (92) :

K0(T ) =
P

P0
⇒ A2 = RT ln

(
P

P ′

)

3. Si P ′ > P , A2 < 0 montre que l’équilibre (91) évolue dans le sens (2), tandis
que P ′ < P entraînerait que A2 > 0, c’est-à-dire l’évolution de cet équilibre dans
le sens (1). Ces propos traduisent la loi générale de modération de l’équilibre :
toute variation de P produit une variation de la quantité de O2 qui s’oppose à la
contrainte imposée au système.

4. (a) Lorsque l’équilibre (1) est atteint, P = 0,22 bar et O2 est considéré comme un
gaz parfait :

PV = ξRT ⇒ ξ =
PV

RT
=

0,22.105 × 10.10−3

8,314× 1 300

⇒ ξ = 0,02 mole de O2

(b) Le bilan de la réaction montre qu’il reste une quantité d’oxyde de cuivre (II) :
nCuO = n− 4ξ nécessairement positive pour que l’équilibre soit établi :

nCuO > 0 ⇒ n > 4ξ ⇒ n > nmin = 4× 0,02 = 8.10−2 mole de CuO

5. (a) En choisissant n = 5.10−2 mol < nmin, on est assuré que le système n’atteindra
pas l’équilibre : la réaction de décomposition de CuO est totale et admet pour
bilan :

4CuO(sol)

5.10−2

0

(2)
⇌
(1)

2Cu2O(sol)

0
2,5.10−2

+ O2(gaz)

0
1,25.10−2

La composition du système est donc décrite par les quantités de matière sui-
vantes :

nCuO = 0 mol nCu2O = 2,5.10−2 mol nO2
= 1,25.10−2 mol

auquel cas la pression du réacteur vérifie :

P ′ =
nO2

RT

V
=

1,25.10−2 × 8,314× 1 300

10−2

⇒ P ′ = 1,3.104 Pa = 0,13 bar

Remarque – Conformément aux conclusions de la question 3, l’inégalité :

P ′ = 0,13 bar < P = 0,22 bar
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suggère que la réaction évolue dans le sens (1), c’est-à-dire vers la formation
de O2, d’une manière quantitative.

(b) En ajoutant n′ = 0,01 mole d’oxyde de cuivre, le milieu réactionnel se com-
porte comme si n+ n′ = 6.10−2 mole d’oxyde de cuivre y avait été introduite.
Or, cette quantité demeure inférieure à la quantité nmin = 8.10−2 mole qui as-
surerait l’équilibre ; la dissociation de l’oxyde de cuivre est totale, selon le bilan
suivant :

4CuO(sol)

6.10−2

0

(2)
⇌
(1)

2Cu2O(sol)

0
3.10−2

+ O2(gaz)

0
1,5.10−2

Dans ces conditions, la pression du système vaut :

P ′ =
nO2

RT

V
=

1,5.10−2 × 8,314× 1 300

10−2

= P ′ = 1,6.104 Pa = 0,16 bar < 0,22 bar

(c) En revanche, si l’on ajoute n′ = 10−2 mole de dioxygène à la quantité produite
à la question (a), le nombre de moles de O2 passe à :

10−2 + 1,25.10−2 = 2,25.10−2 mol

Cette quantité excède celle qui assure l’équilibre (ξ = 0,02 mol). Par consé-
quent, la réaction évolue dans le sens (2) de manière à ce que nO2 = 0,02 mol
assure l’identité entre la pression du système et celle de l’équilibre :

P = 0,22 bar

Ce faisant, le bilan de la réaction s’écrit :

4CuO(sol)

0
10−2

(2)
⇌
(1)

2Cu2O(sol)

2,5.10−2

2.10−2

+ O2(gaz)

2,25.10−2

2.10−2

• 208 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-jolie

1. Les variations dT de température et dP de pression d’un corps pur se traduisent
par une variation de son enthalpie libre :

G = H − T S ⇒ dG = V dP − S dT

où V et S désignent respectivement le volume et l’entropie de ce sysème. L’identi-
fication avec l’expression différentielle de G :

dG =

(
∂G

∂P

)

T

dP +

(
∂G

∂T

)

P

dT

conduit à poser :
(
∂G

∂P

)

T

= V et

(
∂G

∂T

)

P

= −S (93)
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2. Lorsque le système évolue spontanément, il reçoit un travail δW = −P0 dV des
forces de pression et la chaleur δQ, à l’origine de la variation de son énergie in-
terne :

dU = δQ+ δW = δQ− P0 dV

Or, si la température T du système demeure égale à la température T0 du milieu
extérieur ; l’entropie du système varie de :

dS =
δQ

T0
+ δSc ⇒ δQ = T0 dS − T0 δSc

où δSc > 0 représente l’entropie créée dans le système. Par conséquent :

dU = T0 dS − P0 dV − T0 δSc

Ce faisant, l’enthalpie H = U + P0 V du système varie de la quantité :

dH = (T0 dS − P0 dV − T0 δSc) + P0 dV = T0 dS − T0 δSc

et son enthalpie libre G = H − T0 S de la quantité :

dG = (T0 dS − T0 δSc)− T0 dS ⇒ dG = −T0 δSc 6 0 (94)

Cette inégalité montre que l’enthalpie libre d’un tel système ne peut que décroître,
jusqu’à atteindre un minimum à l’équilibre.

3. (a) L’enthalpie libre de chaque phase (i) valant Gi = mi × gi (car, dans chaque
phase, le corps est pur), il s’ensuit que l’enthalpie libre du système vaut :

G = m1 g1 +m2 g2 (95)

Remarque – Il est possible d’écrire l’enthalpie libre sous la forme d’une
somme : m1 g1 +m2 g2, sans tenir compte d’éventuels termes de mélange, les
phases n’étant pas miscibles.

(b) À T et P fixés, la fonction G varie consécutivement aux variations de m1 et
m2 :

dG = g1 dm1 + g2 dm2

Or, la masse totale m = m1 +m2 du système étant invariable, il s’ensuit que :

dm = 0 ⇒ dm1 + dm2 = 0 ⇒ dm2 = −dm1 ⇒ dG = dm1 × (g1 − g2)

Ainsi, l’inégalité (94) impose : dm1 × (g1 − g2) 6 0, soit encore :

• g1 > g2 ⇒ dm1 < 0 ⇒ dm2 > 0 : accroissement de la masse m2 ;

• g1 < g2 ⇒ dm1 > 0 : augmentation de la masse m1 ;

• g1(T, P ) = g2(T, P ) : équilibre.

4. Supposons qu’une masse δm de X1 (dans la phase (1)) passe dans la phase (2) :

X1

m1

m1 − δm

⇌ X2

m2

m2 + δm
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À la température T et à la pression P d’équilibre, le système reçoit alors la chaleur :

δQ = δm× ℓ12

tandis que son entropie passe de Si = m1 s1 +m2 s2 à :

Sf = (m− 1− δm) s1 + (m2 + δm) s2

c’est-à-dire présente une variation :

dS = Sf − Si = δm× (s2 − s1)

Ce faisant :

dS =
δQ

T
⇒ s2 − s1 =

ℓ12
T

(96)

5. Conformément au résultat de la question 3.(b), à une température T et à une pres-
sion P , l’équilibre entre les deux phases est assuré dès que :

g1(T, P ) = g2(T, P )

Il en va de même lorsque la température vaut T + dT et la pression P + dP :

g1(T + dT, P + dP ) = g2(T + dT, P + dP )

c’est-à-dire, au premier ordre en dT et en dP :

g1(T, P ) +

(
∂g1
∂T

)

P

dT +

(
∂g1
∂P

)

T

dP

= g2(T, P ) +

(
∂g2
∂T

)

P

dT +

(
∂g2
∂P

)

T

dP (97)

où g1(T, P ) = g2(T, P ). En outre, les équations (93) deviennent, si ni représente
le nombre de moles du corps pur dans la phase (i) :

∂

∂ni

(
∂G

∂P

)

T

=

(
∂V

∂ni

)

T, P, nj 6=i

⇒ ∂

∂P

(
∂G

∂ni

)

T, nj 6=i

= ui ⇒
(
∂gi
∂P

)

T

= ui

et :

∂

∂ni

(
∂G

∂T

)

P

= −
(
∂S

∂ni

)

T, P, nj 6=i

⇒ ∂

∂T

(
∂G

∂ni

)

P, nj 6=i

= −si ⇒
(
∂gi
∂T

)

P

= −si

Par suite, l’équation (97) conduit à :

u1 dP − s1 dT = u2 dP − s2 dT ⇒ s2 − s1 = (u2 − u1)
dP

dT

c’est-à-dire, en tenant compte du résultat (96) :

ℓ12
T

= (u2 − u1)×
dP

dT
⇒ ℓ12 = T × (u2 − u1)×

dP

dT
(98)

6. (a) Envisageons, autour du point triple, le cycle suivant de transformations :
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SOLIDE
Q1

GAZLIQUIDE
fusion vaporisation

condensation

Q2

Q3

Une masse m subit :

• une fusion, au cours de laquelle le système reçoit une chaleur
Q1 = m× ℓf , qui s’identifie à la variation d’enthalpie ∆H1 (car
T = Tt et P = Pt sont maintenus constants) ;

• une vaporisation, au cours de laquelle le système reçoit une chaleur
Q2 = ∆H2 = mℓv ;

• une condensation, pendant laquelle le système reçoit la chaleur
Q3 = ∆H3. Or, la condensation étant la transformation inverse de
la sublimation :

∆H3 = −∆Hs = −mℓs

Enfin, l’enthalpie H étant une fonction d’état, elle ne varie pas à l’issue d’un
cycle de transformations :

∮

dH = 0 ⇒ ∆H1 +∆H2 +∆H3 = 0 (99)

⇒ m× (ℓf + ℓv − ℓs) = 0 ⇒ ℓs = ℓf + ℓv (100)

(b) Soient ugaz, uliq et usol les volumes massiques d’un corps pur sous les phases
respectivement gazeuse, liquide et solide. Ces deux dernières phases étant beau-
coup plus denses que le gaz, on peut écrire :

ugaz ≫ uliq ⇒ ugaz − uliq ≃ ugaz et ugaz ≫ usol ⇒ ugaz − usol ≃ ugaz

C’est pourquoi, pour les transformations :

LIQUIDE
vaporisation−−−−−−→ GAZ et SOLIDE

sublimation−−−−−−→ GAZ

la relation de Clapeyron (98) conduit à :
(

dP

dT

)

vap

=
ℓv

Tt (ugaz − uliq)
≃ ℓv
Tt ugaz

et

(
dP

dT

)

sub

=
ℓs

Tt (ugaz − usol)
≃ ℓs
Tt ugaz

lorque la vaporisation ou la sublimation sont effectuées à la température Tt du
point triple, pour laquelle l’inégalité (100) impose :

ℓs = ℓf + ℓv ⇒ ℓs > ℓv car ℓf > 0

⇒
(

dP

dT

)

sub

>

(
dP

dT

)

vap

Cette relation signifie qu’au voisinage du point triple la courbe P (T ) relative à
la sublimation présente une pente supérieure à celle de relative à la vaporisation.
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(c) Il découle de la question précédente que la courbe P (T ) relative à la vaporisa-
tion présente une pente :

(
dP

dT

)

vap

=
ℓv

T ugaz

Or, la vapeur d’eau étant assimilée à un gaz parfait, une masse m de vapeur

(c’est-à-dire un nombre n =
m

M
de moles d’eau) occupe un volume V qui vé-

rifie l’équation d’état :

PV = nRT = m
RT

M
⇒ ugaz =

V

m
=

RT

PM

⇒
(

dP

dT

)

vap

=
Mℓv
RT 2

× P

où l’on suppose que ℓv = a− bT , de sorte que :

1

P

(
dP

dT

)

vap

=
M

R

(
a

T 2
− b

T

)

⇒ d lnP

dT
= −M

R

d

dT

( a

T
+ b lnT

)

Il existe par conséquent une constante P0 telle que :

ln

(
P

P0

)

= −M
R

( a

T
+ b lnT

)

⇒ P = P0 × T−Mb/R × e−Ma/RT

• 209 Concours Commun Polytechnique

1. Soit xℓA la fraction molaire de A dans la phase liquide et soit PA la pression partielle
du gaz A. La loi de Raoult stipule que PA = xℓA × P ∗

A, de sorte que la pression par-
tielle du gaz B vaut, pour les mêmes raisons PB = xℓB × P ∗

B . Par suite, la pression
totale de la phase gazeuse vaut :

P = PA + PB = xℓA P
∗
A +

(
1− xℓA

)
P ∗
B = P ∗

B + xℓA × (P ∗
A − P ∗

B)

⇒ xℓA =
P − P ∗

B

P ∗
A − P ∗

B

=
2,5− 3

2− 3
= 0,5

Il s’ensuit que la phase liquide contient nℓ = 5 moles de liquide, de composition :

nℓA = xℓA × nℓ = 0,5× 5 ⇒ nℓA = 2,5 moles de A liquide

et :

nℓB =
(
1− xℓA

)
× nℓ = 0,5× 5 ⇒ nℓB = 2,5 moles de B liquide

Or, les définitions des fractions molaires : xvA =
PA
P

et xvB =
PB
P

de A et B, dans

la phase gazeuse, mènent à :

xvA =
PA
P

= xℓA × P ∗
A

P
= 0,5× 2

2,5
= 0,4 ⇒ xvb = 1− xvA = 0,6

Aussi, la phase gazeuse, qui contient nv = 10 moles, est composée de :

nvA = xvA × nv = 0,4× 10 ⇒ nvA = 4 moles de gaz A
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et :
nvB = xvB × nv = 0,6× 10 ⇒ nvB = 6 moles de gaz B

2. Les calculs précédents montrent que le système contient nA = 6,5 moles de A et
nB = 8,5 moles de B, presque intégralement sous forme de vapeur, lors de la dis-
parition de la dernière goutte de liquide. C’est pourquoi les fractions molaires de A
et B en phae =se vapeur valent :

xvA =
nA

nA + nB
=

6,5

15
= 0,433 et xvB =

nB
nA + nB

=
8,5

15
= 0,567

En outre, la loi de Raoult stipule que :
{
PA = xℓA P

∗
A = xvA P

PB = xℓB P
∗
B = xvB P

⇒ xℓA
xℓB

× P ∗
A

P ∗
B

=
xvA
xvB

⇒ xℓA = xℓB × P ∗
B × xvA
P ∗
A × xvB

= xℓB × 3× 0,433

2× 0,567

⇒ xℓA = 1,146× xℓB

Ainsi, l’identité : xℓA + xℓB = 1 devient-elle :

xℓB × (1,146 + 1) = 1 ⇒ xℓB =
1

2,146
= 0,466

et :

xℓA = 1,146× xℓB ⇒ xℓA = 1,146× 0,466 = 0,534

Ce faisant, il découle de la loi de Raoult que :

P =
xℓA P

∗
A

xvA
=

0,534

0,433
× 2 ⇒ P = 2,467 bar

• 210 Concours Centrale

Considérons une phase liquide composée d’un corps pur (i), en équilibre avec une
phase gazeuse dans laquelle la vapeur de (i) présente une fraction molaire xv . Soient :

• µiℓ le potentiel chimique de (i) dans la phase liquide ;

• µ0
iℓ le potentiel chimique standard de (i) dans la phase liquide ;

• µiv le potentiel chimique de (i) dans la phase gazeuse ;

• µ0
iv le potentiel chimique standard de (i) dans la phase gazeuse ;

• aiℓ = 1 l’activité de (i) dans la phase liquide pure ;

• aiv = xiv ×
P

P0
l’activité de (i) dans la phase gazeuse, sous une pression P , où

P0 = 1 bar désigne la pression standard.

Le potentiel chimique de (i) s’écrit, dans la phase liquide :

µiℓ = µ0
iℓ +RT ln aiℓ = µ0

iℓ
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et dans la phase gazeuse :

µiv = µ0
iv +RT ln aiv = µ0

iv +RT lnxiv

car la pression de travail vaut P = P0 = 1 bar.

L’équilibre de (i) dans les deux phases se traduit par l’identité des potentiels chi-
miques :

µiv = µiℓ ⇒ µ0
iv +RT ln(xiv) = µ0

iℓ ⇒ R ln(xiv) =
µ0
iℓ − µ0

iv

T

Or, la définition de l’enthalpie libre : G = H − TS (où H et S représentent respecti-
vement l’enthalpie et l’entropie du système) conduit à :

µ0
i =

(
∂G

∂ni

)

T,P0

=

(
∂H

∂ni

)

T,P0

− T

(
∂S

∂ni

)

T,P0

⇒ µ0
i = h0i − T × s0i

où h0i et s0i sont l’enthalpie et l’entropie molaire partielle standard de l’espèce (i).
C’est pourquoi :

R ln(xiv) =
h0iℓ − h0iv

T
−
(
s0iℓ − s0iv

)
(101)

Dans le cadre de l’approximation d’Ellingham, h0i et s0i sont supposés indépendants
de la température, si bien que lorsque l’espèce (i) est pure dans la phase gazeuse
(xiv = 1), la température T désigne sa température d’ébullition T ∗

i ; la relation (101)
devient alors :

0 =
h0iℓ − h0iv

T ∗
i

−
(
s0iℓ − s0iv

)
⇒ s0iℓ − s0iv =

h0iℓ − h0iv
T ∗
i

⇒ R ln(xiv) =
h0iℓ − h0iv

T
− h0iℓ − h0iv

T ∗
i

=
(
h0iℓ − h0iv

)
×
(
1

T
− 1

T ∗
i

)

Enfin, l’équilibre de vaporisation de l’espèce (i) : (i)(liq) ⇌ (i)(gaz) a pour enthalpie
standard :

∆vapH
0
i = h0iv − h0iℓ = L(i)

vap

où L(i)
vap est la chaleur latente de vaporisation de l’espèce (i). Finalement :

R ln(xiv) = L(i)
vap ×

(
1

T ∗
i

− 1

T

)

(102)

1. Dans le premier système, la valeur de xb est choisie de manière à ce que la phase
liquide ne contienne que du benzène :
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H2O(gaz) + C6H6 (gaz)

P0 = 1 bar

benzène liquide

0 1

T

*

T

VAPEUR

M

(Rb)

VAPEUR 

+ C6H6(liq)

xbxbv

Te

*Tb

Ce faisant, le pointM du diagramme binaire qui figure l’état du mélange appartient
à la courbe de rosée (Rb), où est réalisé l’équilibre C6H6(liq) ⇌ C6H6(gaz). C’est
pourquoi la relation (102) indique que :

R ln(xbv) = L(b)
vap ×

(
1

T ∗
b

− 1

T

)

⇒ 1

T
=

1

T ∗
b

− R ln(xbv)

L
(b)
vap

⇒ T = T ∗
b × L

(b)
vap

L
(b)
vap −RT ∗

b ln(xbv)

2. Dans la deuxième expérience, xb est choisi de manière à ce que la phase liquide ne
soit constituée que d’eau :

H2O(gaz) + C6H6 (gaz)

P0 = 1 bar

eau liquide

0 1

T

*

T

VAPEUR

N

(Re)

VAPEUR 

+ H2O(liq)

xbx'b

Te

*Tb

L’équilibre H2O(liq) ⇌ H2O(gaz) est alors décrit, sur le diagramme binaire, par
le point N de la courbe de rosée (Re) de l’eau. Par conséquent, si xev = 1− x′b
désigne la fraction molaire de la vapeur d’eau dans la phase gazeuse, le résultat
(102) s’écrit, pour le point N :

R ln(xev) = L(e)
vap ×

(
1

T ∗
e

− 1

T

)

⇒ 1

T
=

1

T ∗
e

− R ln(1− x′b)

L
(e)
vap

⇒ T = T ∗
e × L

(e)
vap

L
(e)
vap −RT ∗

e ln(1− x′b)
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• 211 Concours Commun Polytechnique

1. La masse volumique du mercure valant µ = 13,6.103 kg · m−3, le mélange
benzène-toluène se trouve à la pression :

P = P0 − µgh = 1,013.105 − 13,6.103 × 9,81× 0,695 = 8 576 Pa

Soit xℓA la fraction molaire du benzène liquide (noté A par la suite), dont la pression
partielle dans la phase gazeuse vaut PA = xℓA P

∗
A, conformément à la loi de Raoult.

En outre, si xvA désigne la fraction molaire du benzène dans la phase gazeuse, la
pression partielle du benzène est donnée par la définition :

PA = xvA × P = xℓA × P ∗
A (103)

De même la pression partielle du toluène (noté B) vaut :

PB = xvB × P = xℓB × P ∗
B =

(
1− xℓA

)
× P ∗

B car xℓA + xℓB = 1

Ce faisant, la pression qui règne dans la phase gazeuse vaut :

P = PA + PB = xℓA P
∗
A +

(
1− xℓA

)
P ∗
B (104)

⇒ P (xℓA) = P ∗
B + xℓA × (P ∗

A − P ∗
B) (105)

La courbe représentative de P (xℓA) est donc une portion de droite.
En revanche, l’identité (103) fournit :

xℓA = xvA × P

P ∗
A

⇒ P = P ∗
B + xvA × P

P ∗
A

× (P ∗
A − P ∗

B) (106)

⇒ P ∗
A P + xvA P × (P ∗

B − P ∗
A) = P ∗

A P
∗
B (107)

⇒ P (xvA) =
P ∗
A P

∗
B

P ∗
A + xvA × (P ∗

B − P ∗
A)

(108)

La courbe représentative P (xvA) est par conséquent une portion d’hyperbole.

LIQUIDE

K

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

P

L

J

I

M

xA

GAZ

P(xA)v

P(xA)ℓ

Le diagramme ci-dessus montre que le point représentatif du mélange benzène-
toluène : I (xA = 0,6 ; P = 8576 Pa) se trouve dans une zone où le mélange est
complètement liquide.
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2. Le diagramme précédent révèle, en outre, que l’ébullition se produit à une pres-
sion Pe, ordonnée du point J de la droite P

(
xℓA
)

pour xℓA = 0,6 ; le résultat (105)
fournit alors :

Pe = 2932 + 0,6× (9 930− 2 932) = 7 131 Pa

Cette pression et obtenue au sommet d’une colonne de mercure de hauteur telle
que :

Pe = P0 − µgh1 ⇒ h1 =
P0 − Pe
µg

=
1,013.105 − 7 131

13,6.103 × 9,81

⇒ h1 = 0,706 m = 70,6 cm

h = 69,5 cm

P0

h1 = 70,6 cm

1,1 cm

Par conséquent, le début d’ébullition du mélange benzène-toluène est obtenu en
soulevant le tube de 1,1 cm.

3. La première bulle de vapeur contiendra une fraction molaire xvA correspondant à
l’abscisse du point K, d’ordonnée P (xvA) = Pe. La relation (103) fournit alors
directement :

xvA × Pe = xℓA × P ∗
A ⇒ xvA = xℓA × P ∗

A

Pe
= 0,6× 9 930

7 131
⇒ xvA = 0,83

Remarque – On pourra s’assurer que cette valeur coïncide avec l’abscisse du
point K représenté sur le diagramme ci-avant.

4. Le même diagramme montre que la phase liquide disparaît à la pression Pr du point
L, c’est-à-dire :

Pr = P (xvA) pour xvA = 0,6

soit encore, compte tenu de la relation (108) :

Pr =
P ∗
A × P ∗

B

P ∗
A + xvA × (P ∗

B − P ∗
A)

=
9 930× 2 932

9 930 + 0,6× (2 932− 9 930)

⇒ Pr = 5080 Pa

Cette pression est aussi celle obtenue au sommet d’une colonne de mercure de
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hauteur h2 telle que :

Pr = P0 − µg h2 ⇒ h2 =
P0 − Pr
µg

=
1,013.105 − 5 080

13,6.103 × 9,81

⇒ h2 = 0,721 m = 72,1 cm

h = 69,5 cm

P0

h1 = 72,1 cm

5. Conformément à la relation (105), lorsque P = Pr, la fraction molaire xℓA du
benzène dans la dernière goutte de liquide vérifie :

Pr = P ∗
B + xℓA × (P ∗

A − P ∗
B) ⇒ xℓA =

Pr − P ∗
B

P ∗
A − P ∗

B

=
5080− 2 932

9 930− 2 932

⇒ xℓA = 0,31

Remarque – On s’assurera facilement de la compatibilité de ce résultat avec
l’abscisse du point M repéré sur la courbe isotherme ci-avant.

• 212 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Comme l’illustre le diagramme ci-dessous, une espèce chimique est d’autant plus
volatile que sa pression de vapeur saturante est plus grande :

A1 (gaz)

A2 (gaz)

A1 (liq)

A2 (liq)

P
P1

*P2
*

Or, le diagramme binaire montre que le sulfure de carbone (de température d’ébulli-
tion θ∗1 = 46˚C est plus volatile que le méthanoate d’éthyle (de température d’ébul-
lition θ∗2 = 54˚C > θ∗1). C’est pourquoi :

P ∗
1 > P ∗

2
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2. Le point Az correspond à un minimum commun des courbes de rosée et d’ébulli-
tion. En ce point, de coordonnées : x2Az = 0,4 et θAz = 40˚C, le mélange binaire
se comporte comme un corps pur à l’égard de la distillation ; c’est un azéotrope
caractérisé par :

• l’impossibilité de séparer, par distillation, les deux composants du mélange bi-
naire ;

• une température unique de changement d’état : liquide ⇌ gaz.

3. Compte tenu de ce qui précède, le mélange binaire présente un palier de change-
ment d’état aux températures θ∗1 = 46˚C, θAz = 40˚C et θ∗2 = 54˚C lorsque x(v)2

prend successivement les valeurs x(v)2 = 0 (sulfure de carbone pur), x(v)2 = 0,4
(azéotrope) et pour xv2 = 1 (méthanoate d’éthyle pur). C’est pourquoi la courbe
de refroidissement du mélange binaire présente une allure qui dépend directement
de la composition initiale de la phase vapeur.

• Pour x(v)2 = 0, le changement d’état se produit à la température θ∗1 = 46˚C,
jusqu’à liquéfaction totale du sulfure de carbone pur.

x2

VAPEUR

LIQUIDE40

50

0 0,2 0,6 1

θ(°C)60

0,4 0,8

Az

VAP.

40

50

0

θ(°C)60
R

θ1
*

t

LIQ.
VAP.+ LIQ.

R

Q Q

• Pour x(v)2 = 0,2, la première goutte de liquide apparaît à la température
θr = 43˚C tandis que la dernière bulle de vapeur disparaît à la température
θe ≃ 41˚C.

x2

VAPEUR

LIQUIDE40

50

0 0,2 0,6 1

θ(°C)60

0,4 0,8

Az

VAP.

40

50

0

θ(°C)60
R

θ1
*

t

LIQ.

VAP.+ LIQ.

R

Q
Q

θr

θe

• Pour x(v)2 = 0,4, l’azéotrope se comporte comme un corps pur : la liquéfaction
du mélange se produit à l’unique température θAz = 40˚C, jusqu’à disparition
totale de la vapeur.
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x2

VAPEUR

LIQUIDE
40

50

0 0,2 0,6 1

θ(°C)60

0,4 0,8

Az

VAP.

40

50

0

θ(°C)60
R

θ1
*

t

LIQ.
VAP.+ LIQ.

R

Q
Q

• Pour x(v)2 = 0,7, la première goutte de liquide apparaît à la température
θr = 47˚C et se poursuit jusqu’à la température θe ≃ 43˚C, où la dernière bulle
de vapeur disparaît.

x2

VAPEUR

LIQUIDE
40

50

0 0,2 0,6 1

θ(°C)60

0,4 0,8

Az

VAP.

40

50

0

θ(°C)60
R

θ1
*

t

LIQ.

VAP.+ LIQ.

R

Q
Q

θr

θe

• Pour x(v)2 = 1,0, le méthanoate d’éthyle est pur ; à ce titre, son changement
d’état vapeur → liquide se produit à l’unique température θ∗2 = 54˚C :

x2

VAPEUR

LIQUIDE
40

50

0 0,2 0,6 1

θ(°C)60

0,4 0,8

Az

VAP.

40

50

0

θ(°C)60
R

θ2
*

t

LIQ.

VAP.+ LIQ.

R

Q
Q

4. (a) Lorsque x(ℓ)2 = 0,10 < x2Az = 0,4, la colonne à distiller enrichit la vapeur en

méthanoate d’éthyle, jusqu’à ce que x(ℓ)2 prenne la valeur x2Az = 0,4.
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x2

VAPEUR

LIQUIDE

P = 1,0 bar

40

50

0 0,2 0,5 0,6 0,9 1

θ(°C)
60

0,1 0,3 0,4 0,7 0,8

Az
40

50

60

x2 Az

θ2
*

θ1
*

Le distillat présente donc la même composition x2Az que le mélange azéotrope.
Tandis que la vapeur s’enrichit en méthanoate d’éthyle, le résidu liquide s’ap-
pauvrit en ester, jusqu’à atteindre la température θ∗1 d’ébullition du sulfure de
carbone pur ; le résidu est composé de sulfure de carbone.

(b) Si x(ℓ)2 = 0,7 > x2Az = 0,4, la vapeur qui s’élève dans la colonne à distiller
s’appauvrit en ester (x2 passe de la valeur 0,70 à x2Az = 0,40) jusqu’à pré-
senter la composition du mélange azéotropique, qui constitue le distillat, après
refroidissement des vapeurs. Concomitamment, le résidu s’enrichit en métha-
noate d’éthyle, dont la fraction molaire passe de x(ℓ)2 = 0,70 à x(ℓ)2 = 1. L’ester
compose donc le résidu.

x2

VAPEUR

LIQUIDE

P = 1,0 bar

40

50

0 0,2 0,5 0,6 0,9 1

θ(°C)
60

0,1 0,3 0,4 0,7 0,8

Az
40

50

60

x2 Az

θ2
*

θ1
*

• 213 Concours Commun Polytechnique

1. À la température T = 298 K, la tension de vapeur saturante du pinène vaut :

Pp = exp

(

16,048 1− 3 326,67

298− 64,97

)

= 5,585 hPa (109)

La vapeur de piniène en équilibre dans l’air se comporte alors comme un gaz par-
fait, de pression partielle Pp : dans un volume V d’air se trouvent np moles de
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vapeur de pinène, telles que :

Pp V = npRT ⇒ np =
Pp V

RT

Aussi, en notant Mp = 136 g · mol−1 la masse molaire du pinène, un volume V
d’air contient la masse de pinène :

mp = npM =
MPp
RT

× V ⇒ mp

V
=
MPp
RT

=
136× 558,5

8,31× 298

⇒ mp

V
= 30,7 g · m−3

Cette valeur étant très supérieure à celle tolérée (5 g · m−3), il est indispensable
d’aérer une pièce dans laquelle de l’essence de térébenthine est laissée à l’air libre.

2. Pour éviter tout danger, on peut également travailler dans une gamme de tempéra-

tures T qui assurent l’inégalité :
mp

V
6 5 g · m−3, c’est-à-dire :

MPp
RT

6 5 ⇒ Pp 6
5RT

M
= 0,3055× T (en Pa)

c’est-à-dire, compte tenu de la loi (109), dans laquelle Pp est exprimé en hPa :

100× exp

(

16,048 1− 3 326,67

T − 64,97

)

6 0,3055× T

Définissons alors les fonctions :

f1(T ) = exp

(

16,048 1− 3 326,67

T − 64,97

)

et f2(T ) = 3,055.10−3 × T

dont les représentations graphiques :

f1(T)

P0

1

2

3

4

5

6

100 140 160 180 200 220 240 260 280 300

f2(T)

Tmax

montrent que l’inégalité f1(T ) 6 f2(T ) est conditionnée par l’existence d’une
température Tmax telle que T 6 Tmax. Numériquement, la valeur de Tmax, solution
de l’équation : f1(Tmax) = f2(Tmax) est telle que :

T 6 Tmax = 269,5 K
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3. (a) L’α-pinène pur présente une fraction molaire xα = 1, à laquelle correspond une
température d’ébullition tα = 73˚C . Au contraire, le β-pinène pur est associé
à une fraction molaire xα = 0, à laquelle correspond la température d’ébullition
tβ = 82˚C.

(b) Un mélange qui contient mα = 280 g d’α-pinène et mβ = 720 g de β-pinène

contient en fait ces deux isomères aux quantités respectives : nα =
mα

Mp
et

nβ =
mβ

Mp
. Ce faisant, ce mélange possède une quantité totale de pinène :

n = nα + nβ qui permet de définir la fraction molaire d’α-pinène :

xα =
nα
n

=
nα

nα + nβ
=

Mp nα
Mp nα +Mp nβ

=
mα

mα +mβ

⇒ xα =
280

1 000
= 0,28

x, fraction liquide
y, fraction vapeur

0,1 0,3 0,5 0,7

Fraction molaire de α-pinène

0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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u
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 (
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)
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74

84

72

80

70

C2

C1

B

A

C

LIQUIDE

VAPEUR

LIQUIDE+VAPEUR

Les points représentatifs d’un tel mélange sont :

• le point A (xα = 0,28 ; t = 76˚C), qui se trouve dans la portion (D3) du
diagramme qui correspond au mélange liquide des deux isomères ;

• le point B (xα = 0,28 ; t = 80˚C), qui appartient à l’espace compris entre
la courbe d’ébullition (C2) et celle de rosée (C1), et qui correspond au
mélange binaire diphasé (liquide + vapeur) ;

• le point C (xα = 0,28 ; t = 83˚C), dont la présence au dessus de la courbe
de rosée (C1) révèle l’état gazeux du mélange des isomères.

(c) Lorsque la température t du mélange augmente depuis le point A (phase li-
quide), à xα constant, l’ébullition commence à la température teb du point d’in-
tersection D de la courbe (C2) avec la verticale passant par A. La lecture du
diagramme donne :

teb ≃ 79,5˚C
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x, fraction liquide
y, fraction vapeur

0,1 0,3 0,5 0,7

Fraction molaire de α-pinène
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xα yα

teb

Les vapeurs ainsi produites par distillation ont une fraction molaire yα ≃ 0,4
en α-pinène. Par suite, les premières gouttes de distillat (qui sont en fait les
premières bulles de gaz, liquéfiées par le réfrigérant) sont donc plus riches en
β-pinène qu’en α-pinène, dont les fractions molaires valent :

yα ≃ 0,4 en α-pinène et yβ ≃ 0,6 en β-pinène.

• 214 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Les courbes de rosée (1) et d’ébullition (2) admettent en A un maximum commun
appelé azéotrope.

wHNO3

70

80

90

100

110

120

130

0 0,2 0,4 10,6 0,8

θ (°C)

A
(1)

(2)

LIQUIDE

0,66

VAPEUR

2. Ce diagramme montre que le point A a pour coordonnées :

wAHNO3
= 0,66 et θA = 121˚C

Soient mHNO3
et mH2O les masses respectives d’acide nitrique et d’eau composant

le mélange binaire. La fraction massique de HNO3 est définie par :

wHNO3
=

mHNO3

mHNO3 +mH2O
=

nHNO3
MHNO3

nHNO3 MHNO3 + nH2O MH2O
(110)

où nHNO3
et nH2O désignent respectivement les quantités (en moles) d’acide ni-

trique et d’eau dans le mélange. Or, si n = nHNO3
+ nH2O représente la quantité
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totale de matière dans le mélange, les fractions molaires de HNO3 et de H2O sont
définies par :

xHNO3
=
nHNO3

n
⇒ nHNO3

= xHNO3
× n

et :
xH2O =

nH2O

n
= 1− xHNO3

⇒ nH2O = (1− xHNO3
)× n

Ce faisant, l’équation (110) devient :

wHNO3
=

xHNO3
MHNO3

xHNO3
MHNO3

+ (1− xHNO3
) MH2O

⇒ xHNO3
wHNO3

× (MHNO3
−MH2O) + wHNO3

MH2O = xHNO3
MHNO3

⇒ xHNO3
=

wHNO3
MH2O

MHNO3
+ wHNO3

× (MH2O −MHNO3
)

⇒ xHNO3
=

0,66× 18

63 + 0,66× (18− 63)
⇒ xHNO3

= 0,36

3. L’énoncé donne la composition molaire du mélange :

nHNO3
= 0,3 mole et nH2O = n− nHNO3

= 4− 0,3 = 3,7 moles

Par suite, ce mélange contient :

mHNO3
= nHNO3

×MHNO3
= 0,3× 63 = 18,90 g de HNO3

et :
mH2O = nH2O ×MH2O = 3,7× 18 = 66,60 g de H2O

La fraction massique de l’acide nitrique vaut par conséquent :

wHNO3
=

mHNO3

mHNO3
+mH2O

=
18,9

18,9 + 66,6
⇒ wHNO3

= 0,221

wHNO3
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M L

E

V

0,350,07

105

Pour une telle valeur de la fraction massique wHNO3
, le diagramme binaire montre

que l’ébullition commence à la température du point E :

θ3 = 105˚C
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4. À la température θ′ = 110˚C, le système est composé de H2O et HNO3 simul-
tanément présents dans la phase liquide et dans la phase gazeuse ; les fractions
massiques respectives, en HNO3 liquide ou gazeux, correspondent aux abscisses
des points L et V :

w
(ℓ)
HNO3

= 0,35 et w(v)
HNO3

= 0,07

Soient :

• mH2O = 66,60 g et mHNO3
= 18,90 g les masses totales d’eau et d’acide ni-

trique composant le mélange ;

• m = mH2O +mHNO3
= 85,5 g la masse totale du système binaire ;

• m(ℓ)
HNO3

,m(v)
HNO3

,m(ℓ)
H2O,m(v)

H2O les masses de l’acide nitrique liquide, de la vapeur
d’acide nitrique, de l’eau liquide et de la vapeur d’eau ;

• mℓ et mv les masses de la phase liquide et de la vapeur respectivement.

La règle des moments conduit à :

mℓ = m× VM

V L
= 85,5× 0,221− 0,07

0,35− 0,07
= 46,11 g

et :

mv = m× ML

V L
= 85,5× 0,35− 0,221

0,35− 0,77
= 39,39 g

La définition des fractions massiques de HNO3 dans les phases liquide ou gazeuse
conduit alors à :

w
(ℓ)
HNO3

=
m

(ℓ)
HNO3

mℓ
⇒ m

(ℓ)
HNO3

= w
(ℓ)
HNO3

×mℓ = 0,35× 46,11 = 16,14 g

⇒ m
(ℓ)
H2O = mℓ −m

(ℓ)
HNO3

= 46,11− 16,14 = 29,97 g

et :

w
(v)
HNO3

=
m

(v)
HNO3

mv
⇒ m

(v)
HNO3

= w
(v)
HNO3

×mv = 0,07× 39,7 = 2,76 g

⇒ m
(v)
H2O = mv −m

(v)
HNO3

= 39,39− 2,76 = 36,63 g

Ces résultat sont consignés dans le tableau suivant :

HNO3 H2O total
liquide 16,14 g 29,97 g 46,11 g
vapeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2,76 g 36,63 g 39,39 g
total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18,90 g 66,60 g 85,50 g

• 215 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Dans le diagramme binaire proposé :

• la courbe (1) représente la courbe d’ébullition ;

• la courbe (2) est la courbe de rosée ;

• le domaine A est celui de la phase gazeuse ;
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• le domaine B, compris entre les courbes (1) et (2), correspond à l’équilibre
entre les phases liquide et gazeuse ;

• le domaine C est celui de la phase gazeuse.
2. (a) Pour une fraction molaire xol = 0,2 en alcool, le diagramme du mélange bi-

naire montre que l’ébullition commence à la température θéb = 83˚C du point
représentatif P d’abscisse xol = 0,2 :

0,1 0,3 0,5 0,7
Fraction molaire 
en éthanol0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1

100

95

90

85

80

θ(°C)

(1)

GAZ
S

LIQUIDE

(2)

Q

R

Pθéb

θév

xol yol

Ce même diagramme fournit la fraction molaire yol = 0,55 de la première
bulle de vapeur (abscisse du point Q, de la courbe de rosée, d’ordonnée θéb).

(b) Le même diagramme révèle la température θév = 95˚C à laquelle s’évapore
la dernière goutte de liquide (ordonnée du point R de la courbe de rosée). On
y lit aussi la fraction molaire en alcool : xol = 0,025 de cette dernière goutte
(abscisse du point S de la courbe d’ébullition).

3. À 90˚C, l’état du mélange binaire eau-alcool, de fraction molaire wol en alcool, est
figuré par le point M (wol = 0,2 ; θ = 90˚C) du domaine d’équilibre liquide-gaz.

0,1 0,3 0,5 0,7
Fraction molaire 
en éthanol0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1

100

95

90

85

80

θ(°C)

(1)

GAZ

L

LIQUIDE

(2)

M G

xol yol

(a) Une lecture directe du diagramme des phases fournit les points représentatifs L
et G des phases liquide et gazeuse, dont les abscisses sont :

xol = 0,05 et yol = 0,35 (111)

Ce faisant, les fractions molaires de l’eau dans ces mêmes phases valent :
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xe = 1− xol = 0,95 et ye = 1− yol = 0,65

(b) Le théorème des moments permet de retrouver les nombres de moles nℓ et ng
des phases gazeuse et liquide :

nℓ =
MG

LG
× n0 = n0 ×

yol − wol
yol − xol

où wol =
nol

nol + ne
désigne la fraction molaire totale d’alcool contenu dans le

mélange, qui contient également ne moles d’eau. Ce faisant :

nℓ = 1× 0,35− 0,2

0,35− 0,05
⇒ nℓ = 0,5 mole de liquide

⇒ ng = n0 − nℓ = 0,5 mole de gaz

(c) Ainsi, la phase liquide contient :

nol,ℓ = xol × nℓ = 0,05× 0,5 ⇒ nol,ℓ = 0,025 mole d’éthanol liquide

et :

ne,ℓ = xe × nℓ = 0,95× 0,5 ⇒ ne,ℓ = 0,475 mole d’eau liquide

tandis que la phase gazeuse contient :

nol,g = yol × ng = 0,35× 0,5 ⇒ nol,g = 0,175 mole de vapeur d’alcool

et :

ne,g = ye × ng = 0,65× 0,5 ⇒ ne,g = 0,325 mole de vapeur d’eau

Remarque – On s’assurera aisément de l’égalité :

n0 = nol,ℓ + ne,ℓ + nol,g + ne,g

(d) La phase gazeuse, qui contient ng = 0,5 mole de gaz parfait, occupe un volume
V donné par l’équation d’état :

PV = ngRT ⇒ V =
ng RT

P
=

0,5× 8,31× (273 + 90)

105

⇒ V = 1,508.10−2 m3 = 15,08 L

II- Comparaison avec un modèle idéal

1. (a) L’enthalpie libre G∗(T, P, n) d’un corps pur varie de la quantité :

dG∗ = −S∗ dT + V ∗ dP + µ∗ dn

lorsque la température, la pression et le nombre de moles n du corps pur varient.
Cette égalité conduit alors directement à :

(
∂µ∗

∂T

)

P

= −
(
∂S∗

∂n

)

P

= −S∗
m
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où S∗
m est l’entropie molaire du corps pur. C’est pourquoi, dans le cas de l’eau

en phase liquide, on obtient :

(
∂µ∗

e,ℓ

∂T

)

P

= −S∗
m,e,ℓ (112)

(b) Étant donné que T ∗
e désigne la température d’équilibre entre l’eau liquide et sa

vapeur, à la pression P :

µ∗
e,ℓ(T

∗
e , P ) = µ∗

e, g(T
∗
e , P ) (113)

(c) En admettant que S∗
m,e,ℓ soit indépendant de la température, une variation de T

produit une variation de µ∗
e,ℓ donnée par l’identité (112) :

dµ∗
e,ℓ =

(
∂µ∗

e,ℓ

∂T

)

P

dT = −S∗
m,e,ℓ × dT

⇒ µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,ℓ(T
∗
e , P ) = −S∗

m,e,ℓ × (T − T ∗
e )

Une loi analogue fournit le potentiel chimique de l’eau dans la phase gazeuse :

µ∗
e,g(T, P )− µ∗

e,g(T
∗
e , P ) = −S∗

m,e,g × (T − T ∗
e )

Ainsi :

[
µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,g(T, P )
]
−
[
µ∗
e(T

∗
e , P )− µ∗

e,g(T
∗
e , P )

]

=
(
−S∗

m,e,ℓ + S∗
m,e,g

)
× (T − T ∗

e )

où la relation (113) conduit à :

µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,g(T, P ) =
(
S∗
m,e,g − S∗

m,e,ℓ

)
× (T − T ∗

e ) (114)

(d) Au cours de la transformation :

H2O(liq)

ne,ℓ
ne,ℓ − ξ

⇌ H2O(gaz)

ne,g
ne,g + ξ

l’eau reçoit une quantité de chaleurQvap, à pression constant et à la température
T ∗
e , qui s’identifie à :

Qvap = ξ × L∗
v,e

Or, cette transformation étant effectuée de manière réversible, la variation d’en-
tropie dont elle s’accompagne est définie par :

∆Se =
Qvap

T ∗
e

= ξ × L∗
v,e

T ∗
e
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avec :

∆Se =
[
(ne,g + ξ)S∗

m,e,g + (ne,ℓ − ξ)S∗
m,e,ℓ

]

︸ ︷︷ ︸

S∗
e, finale

−
[
ne,g S

∗
m,e,g + ne,ℓ S

∗
m,e,ℓ

]

︸ ︷︷ ︸

S∗
e, initiale

= ξ ×
(
S∗
m,e,g − S∗

m,e,ℓ

)

⇒ S∗
m,e,g − S∗

m,e,ℓ =
L∗
v,e

T ∗
e

Par conséquent, l’identité (114) s’écrit aussi :

µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,g(T, P ) =
L∗
v,e

T ∗
e

× (T − T ∗
e ) (115)

(e) Pour l’éthanol, un calcul analogue conduit à :

µ∗
ol,ℓ(T, P )− µ∗

ol,g(T, P ) =
L∗
v,ol

T ∗
ol

× (T − T ∗
ol) (116)

(f) Dans les mélanges idéaux, les expressions des potentiels chimiques :
{
µe,ℓ(T, P ) = µ∗

e,ℓ(T, P ) +RT lnxe
µe,g(T, P ) = µ∗

e,g(T, P ) +RT ln ye

mènent à :

RT

(
xe
ye

)

= [µe,ℓ(T, P )− µe,g(T, P )]−
[
µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,g(T, P
]

où µe,ℓ(T, P ) = µe,g(T, P ) à la température T et sous la pression P d’équilibre
entre les phases liquide et gazeuse. il s’ensuit que :

RT ln

(
xe
ye

)

= −
[
µ∗
e,ℓ(T, P )− µ∗

e,g(T, P )
]

c’est-à-dire, compte tenu de l’équation (115) :

RT ln

(
xe
ye

)

= −L
∗
v,e

T ∗
e

× (T − T ∗
e )

Pour l’éthanol, une relation analogue peut être obtenue de la même manière :

RT ln

(
xol
yol

)

= −
L∗
v,ol

T ∗
ol

× (T − T ∗
ol)

2. (a) Des relations précédentes, on déduit que :

xol
yol

= exp

[

−
L∗
v,ol

RT ∗
ol

×
(

1− T ∗
ol

T

)]

= Aol(T ) ⇒ xol = Aol(T )× yol (117)
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et que :

xe
ye

= exp

[

− L∗
v,e

RT ∗
e

×
(

1− T ∗
e

T

)]

= Ae(T ) ⇒ xe = ye ×Ae(T )

⇒ 1− xol = (1− yol)×Ae(T ) car xe = 1− xol et ye = 1− yol

c’est-à-dire, compte tenu de l’équation (117) :

1−Aol(T )× yol = Ae(T )−Ae(T )× yol ⇒ yol =
1−Ae(T )

Aol(T )−Ae(T )

et :

1− xol = (1− yol)×Ae(T ) =

[

1− 1−Ae(T )

Aol(T )−Ae(T )

]

×Ae(T )

=
Aol(T )− 1

Aol(T )−Ae(T )
×Ae(T )

⇒ xol = 1− Aol(T )− 1

Aol(T )−Ae(T )
×Ae(T )

⇒ xol = Aol(T )×
1−Ae(T )

Aol(T )−Ae(T )

(b) Étant donné les valeurs numériques proposées, pour T = 363 K :

Aol(T ) = exp

[

− 43.103

8,31× 353
×
(

1− 353

363

)]

= 0,668

et :

Ae(T ) = exp

[

− 45.103

8,31× 373
×
(

1− 373

363

)]

= 1,492

de sorte que :

yol =
1− 1,492

0,668− 1,492
= 0,597

et :

xol = 0,668× 1− 1,492

0,668− 1,492
= 0,399

La comparaison de ces résultats avec ceux (111) issus de la courbe :

xol = 0,05 et yol = 0,35

révèlent une grande incompatibilité imputable à l’hypothèse, surement fausse,
d’un mélange eau-alcool idéal.

III- Mélanges riches en alcool

1. (a) Le point d’intersection des courbes de rosée et d’ébullition est appelé point
d’eutectique.

(b) Le schéma ci-dessous montre comment, sur chaque plateau d’une distillation
fractionnée, le distillat s’enrichit en alcool (yol,1, yol,2, ...yol,∞) :
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0,1 0,3 0,5 0,7
Fraction molaire 
en éthanol0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1

100

95

90

85

80

θ(°C)

(1)

GAZ

LIQUIDE

(2)

E

yol,1 yol,dyol,2

Cet enrichissement est cependant limité par le point d’eutectique E, où yol
admet sa valeur limite yol,∞. C’est pourquoi la présence d’un point d’eutectique
interdit l’obtention d’un distillat pur en alcool.

2. (a) Le diagramme des phases montre que, pour un mélange eau-alcool, de frac-
tion molaire xol = 0,6, l’ébullition commence à se produire à une température
θ1 = 79˚C et cesse à une température θ2 = 82˚C. Pour une température com-
prise entre ces deux valeurs, l’ébullition se poursuit, en produisant un mélange
binaire diphasé.

0,1 0,3 0,5 0,7 0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1

100

95

90

85

80

θ(°C)

(1)

GAZ

LIQUIDE

(2)

t

θ(°C)

100

95

90

85

80

θf

θ2=82°C

θ1=79°C
θi

LIQ.
+
GAZ

GAZ
LIQ.

(b) En revanche, pour xol = 0,895, l’équilibre entre les phases liquide et gazeuse
ne peut se produire qu’à une température θéb. Il existe donc une période pendant
laquelle l’ébulltion se poursuit à la température θéb constante, jusqu’à dispari-
tion totale de la phase liquide ; le mélange binaire se comporte, au voisinage du
point d’eutectique, comme un corps pur :
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0,1 0,3 0,5 0,7 0,90 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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95

90

85

80

θf

θi Liq.+gaz Gaz
θéb

Liq.

• 216 Concours de l’Agrégation interne

1. (a) La courbe constituée des branches AH et HB coïncide avec les équilibres eau
liquide-vapeur d’une part et cyclohexane liquide-vapeur d’autre part ; elle s’ap-
pelle courbe de rosée.

(b) Le point H , qui correspond au mélange de trois phases (eau liquide, cyclo-
hexane liquide, vapeur) est le point hétéroazéotropique.

(c) Lorsque l’eau est pure, son changement d’état s’effectue à la température
θ1 = 100˚C constante (sous une pression P0 donnée) :

x2 

70

75

80

85

90

95

100

0 10,9

θ (°C)
θ (°C)

t

55

60

65

0,70,60,50,40,30,20,1 0,8

M1

VAPEUR

H2O(liq) + VAP.

H2O(liq) + C6H12 (liq)

100

θ (°C)

60

M1

En revanche, le refroidissement du système, caractérisé par le point M2, se
traduit par :

• un refroidissement de la vapeur (M2 → V2) ;

• un refroidissement du mélange vapeur + eau liquide (V2 → L2), au cours
duquel la quantité d’eau liquide augmente au détriment de la vapeur d’eau ;

• un refroidissement de l’eau liquide pure (L2 → E2) jusqu’à la température
de 60˚C.
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E2

L2
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Enfin, le mélange hétéroazéotropique se comporte, à l’égard du change-
ment d’état liquide-vapeur, comme un corps pur : le passage de la phase
gazeuse (H2O(gaz) + C6H12(gaz)) au mélange des phases liquides (H2O(liq) et
C6H12(liq)) s’observe à la température θH = 69,5˚C constante :

x2 
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80

85

90

95

100

0 10,9

θ (°C)
θ (°C)

t

55

60
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0,70,60,50,40,30,20,1 0,8

VAPEUR

H2O(liq) + VAP.

H2O(liq) + C6H12 (liq)

θ (°C)

60

H

M3

69,5

M3

(d) Lorsque x2 = 0,30 à 80˚C, l’état du système est figuré par un point M de la
zone (II), auquel cas :

le système est composé d’eau liquide en équilibre avec de la vapeur
constituée de C6H12(gaz) et de H2O(gaz).

x2 

70

75

80

85

90

95

100

0 10,9

θ (°C) θ (°C)

V

H

55

60

65

0,70,60,50,40,30,20,1 0,8

M

H2O(liq) + VAP.

VAPEUR

De ce diagramme découle la composition du système :
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• une phase liquide contituée d’eau pure ;

• une phase gazeuse comprenant des vapeurs de cyclohexane, de frac-
tion molaire x2v = 0,6 et de la vapeur d’eau, de fraction molaire
x1v = 1− x2v = 0,4.

2. (a) Par définition, le potentiel chimique µi(T, P ) d’une espèce (i) désigne l’en-
thalpie libre molaire partielle de cette espèce :

µi(T, P ) =

(
∂G

∂ni

)

T,P

Ce potentiel chimique s’exprime en fonction de l’activité ai de l’espèce (i) :

µi(T, P ) = µ∗
i (T, P ) +RT ln ai

où µ∗
i (T, P ) désigne le potentiel chimique de l’espèce (i) pure, sous la pression

P et à la température T .
La définition de l’enthalpie libre : G = H − T S conduit, quant à elle à :
(
∂G

∂ni

)

T,P

=

(
∂H

∂ni

)

T,P

− T ×
(
∂S

∂ni

)

T,P

⇒ µi = hi − T × si (118)

(b) Dans la phase gazeuse, supposée parfaite, l’activité a2v du cyclohexane s’iden-
tifie au rapport de sa pression partielle P2v = x2v P par la pression standard
P0 = 1 bar :

a2v =
P2v

P0
= x2v ×

P

P0
⇒ µ2v(T, P ) = µ∗

2v(T, P ) +RT ln

(

x2v ×
P

P0

)

(c) Le potentiel chimique du cyclohexane liquide s’écrit, de même :

µ2ℓ(T, P ) = µ∗
2ℓ(T, P ) +RT ln(a2ℓ)

où a2ℓ = 1 dans la phase liquide du domaine (III), où le cyclohexane liquide
est pur. C’est pourquoi :

µ2ℓ(T, P ) = µ∗
2ℓ(T, P )

Or, l’équilibre du cyclohexane dans les phases liquide et gazeuse implique
l’égalité des potentiels chimiques :

µ2v(T, P ) = µ2ℓ(T, P ) ⇒ RT ln

(

x2v ×
P

P0

)

= µ∗
2ℓ(T, P )− µ∗

2v(T, P )

(119)

(d) Or, la relation (118) fournit :
{
µ∗
2ℓ(T, P ) = h∗2ℓ(T, P )− T × s∗2ℓ(T, P )
µ∗
2v(T, P ) = h∗2v(T, P )− T × s∗2v(T, P )

⇒ µ∗
2ℓ(T, P )−µ∗

2v(T, P ) = h∗2ℓ(T, P )−h∗2v(T, P )−T×[s∗2ℓ(T, P )− s∗2v(T, P )]

Du reste, l’enthalpie molaire partielle h∗ et l’entropie molaire partielle s∗

peuvent être considérées comme indépendantes de la température ; il s’agit de
l’approximation d’Ellingham, en vertu de laquelle on peut poser :

µ∗
2ℓ(T, P )− µ∗

2v(T, P ) = h∗2ℓ(P )− h∗2v(P )− T × [S∗
2ℓ(P )− s∗2v(P )]
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Par suite, l’identité (119) conduit à :

ln

(

x2v ×
P

P0

)

=
h∗2ℓ(P )− h∗2v(P )

RT
− 1

R
[s∗2ℓ(P )− s∗2v(P )]

En outre, lorsque x2v = 1, la température d’équilibre entre les phases liquide
et gaseuse qui contiennent B2 pur vaut T ∗

2 :

ln

(
P

P0

)

=
h∗2ℓ(P )− h∗2v(P )

RT ∗
2

− 1

R
[s∗2ℓ(P )− s∗2v(P )]

de sorte que :

ln(x2v) =
h∗2ℓ(P )− h∗2v(P )

R
×
(
1

T
− 1

T ∗
2

)

=
h∗2ℓ(P0)− h∗2v(P0)

R
×
(
1

T
− 1

T ∗
2

)

lorsque la pression P du changement d’état vaut P0.

Enfin, l’équilibre du changement d’état (vaporisation de B2) :

B2(liq) ⇌ B2(gaz)

a pour enthalpie standard :

∆vapH
0
2 = h∗2v(P0)− h∗2ℓ(P0)

ce qui conduit, finalement, à :

ln(x2v) =
∆vapH

0
2

R
×
(

1

T ∗
2

− 1

T

)

(e) Le diagramme fourni par l’énoncé donne la courbe HB d’équilibre du cyclo-
hexane dans les phases liquide et vapeur, qui passe par les points :

H

(
x2v = 0,7
T = 342,5 K

)

et B

(
x2v = 1

T ∗
2 = 353,8 K

)

de sorte que :

∆vapH
0
2 =

RTT ∗
2

T − T ∗
2

× ln(x2v) =
8,314× 342,5× 353,8

342,5− 353,8
× ln(0,7)

⇒ ∆vapH
0
2 = 31,8 kJ · mol−1

3. (a) L’entraînement à la vapeur consiste à extraire du milieu réactionnel la vapeur
d’eau qui se forme avec le cyclohexane de l’hétéroazéotrope.
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thermomètre

eau + cyclohexane

réfrigérant

chauffe-ballon

milieu réactionnel

(b) Lorsque le milieu réactionnel contient, à la température θ > 69,5˚C, du cyclo-
hexane de fraction molaire x2 > 0,7, l’eau produite par la réaction d’estérifi-
cation disparaît de la phase liquide (laquelle ne peut contenir H2O(liq) dès que
x2 > 0,7) sous forme d’un mélange H2O(gaz) + C6H12(gaz).

Or, au cours de la réaction d’estérification :

CH3COOH
0,4
0

+ C5H11OH
0,4
0

⇌ CH3COOC5H11

0
0,4

+ H2O
0
0,4

n1 = 0,4 mole d’eau peut être produite dans le milieu réactionnel où ont été
introduites n2 moles de C6H12, dont la fraction molaire est définie par :

x2 =
n2

n1 + n2
> 0,7 ⇒ n2 > 0,7n1 + 0,7n2 ⇒ 0,3n2 > 0,7n1

⇒ n2 >
7n1
3

=
7× 0,4

3

Quant à la masse volumique du cyclohexane, définie à partir de celle de l’eau :
µ2 = d×µH2O, elle s’exprime en fonction de la masse m2 de C6H12 introduite
dans le milieu réactionnel :

µ2 =
m2

V
=
n2M

V
= d× µH2O ⇒ n2 =

dµH2O V

M
>

2,8

3

⇒ V >
2,8M

3dµH2O
=

2,8× 84

3× 0,779
⇒ V = 100,6 cm3

(c) Le diagramme ci-dessous permet de décrire l’évolution de la composition du
distillat et du milieu réactionnel :
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En début d’expérience, l’estérification produit de l’eau, qui abaisse la fraction
molaire du cyclohexane à une valeur x2 (en l’absence d’eau, cette fraction mo-
laire valait évidemment 1). Le chauffage du milieu réactionnel permet alors
d’atteindre la température θ = 69,5˚C pour laquelle l’eau ne peut plus exister
dans le milieu réactionnel : elle disparaît sous forme de vapeur, mélangée à
de la vapeur de cyclohexane, de fraction molaire xC6H12 vap = 0,7. C’est pour-
quoi toute l’eau produite par estérification est extraite du milieu réactionnel. Par
conséquent :

• le distillat contient de l’eau et du cyclohexane, dont la fraction mo-
laire vaut au moins 0,7 (si C6H12 a été introduit en excès) ;

• le milieu réactionnel est totalement débarassé de son eau.

De cette manière, l’équilibre d’estérification est totalement déplacé vers la for-
mation de CH3COOC5H10 ; l’estérification devient totale, et d’autant plus ra-
pide que la température est élevée.

(d) La vapeur, liquéfiée par le réfrigérant, est récupérée sous forme liquide dans
le décanteur Dean Stark, qui contient donc deux phases non miscibles : l’eau
liquide surmontée du cyclohexane (moins dense car d = 0,779 < 1), dont une
quantité peut être réintroduite, par écoulement, dans le milieu réactionnel. Ce
faisant, le volume de cyclohexane nécessaire à l’extraction de toute l’eau peut
être inférieur à 100,6 cm3.

Cyclohexane 
liquide Vers le milieu 

réactionnel

Eau liquide
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• 217 Lycée Pissarro, Pontoise

1. La température d’ébullition de C3H8O pur est celle qui assure la transition
liquide → vapeur lorsque x2 = 0, c’est-à-dire : T ∗

1 = 110˚C . De même, la

température d’ébullition de C4H10O s’obtient pour x2 = 1 : T ∗
2 = 83˚C .

La courbe d’ébullition est la courbe la plus basse de celles proposées ; elle corres-
pond à la formation des premières bulles de gaz (sous cette courbe, la température
est telle que le milieu est exclusivement liquide).

2. Soient n1 = 1,5 mole et n2 = 3,5 moles les quantités respectives en propan-2-ol
et en 2-méthylpropan-1-ol du mélange (A). La fraction molaire de C4H10O vaut,
dans ces conditions :

x2 =
n2

n1 + n2
=

3,5

5
= 0,7

(a) L’ébullition commence à la température Téb du point K de la courbe d’ébulli-
tion, d’abscisse x2 = 0,7, c’est-à-dire :

Téb = 87˚C

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

110

100

90

80

θ (°C)

x2

VAPEUR

LIQUIDE

K

N
M

LTéb

T'éb

À cette température, l’état de la première bulle de vapeur est représenté par le
point L, d’abscisse :

x2v = 0,9

(b) L’ébullition se termine à la température T ′
éb du point M , d’abscisse x2v = 0,7

et d’ordonnée :

T ′
éb = 93˚C

L’état de la dernière goutte de liquide est représenté par le point N , dont l’abs-
cisse donne la fraction molaire en 2-méthylpropan-1-ol :

x2ℓ = 0,45

(c) Au delà de la température T ′
éb, le mélange est complètement gazeux. C’est ce

qui se produit à 100˚C, température pour laquelle le milieu est composé exclusi-
vement de n1 = 1,5 mole de C3H8O et de n2 = 3,5 moles de C4H10O, à l’état
de vapeur.
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(d) À la température de 90˚C, le milieu contient n2 = 3,5 moles de C4H10 et

n1 = 1,5 mole de C3H8O, c’est-à-dire une fraction molaire x2 =
3,5

5
= 0,7

de 2-méthylpropan-1-ol. Ces alcools sont alors répartis en :

• n2g moles de vapeur de C4H10O ;

• n2ℓ moles de C4H10 liquide ;

• n1g moles de vapeur de C3H8O ;

• n1ℓ moles de C3H8O liquide ;

• ng = n1g + n2g moles de vapeur ;

• nℓ = n1ℓ + n2ℓ moles de liquide.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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Q

x2gx2ℓ

La fraction molaire du 2-méthylpropan-1-ol gazeux est alors donnée par l’abs-
cisse x2g = 0,8 du point P , tandis que l’abscisse x2ℓ ≃ 0,57 du point Q donne
la fraction molaire du 2-méthylpropan-1-ol liquide. Le théorème des moments
permet, par suite, de connaître la quantité totale de matière à l’état liquide et à
l’état gazeux :

ng = (n1 + n2)×
OQ

PQ
= (n1 + n2)×

x2 − x2ℓ
x2g − x2ℓ

= 5× 0,7− 0,57

0,8− 0,57

⇒ ng = 2,826 moles de gaz

⇒ nℓ = n1 + n2 − ng = 2,174 moles de liquide

Quant aux définitions des fractions molaires :

x2g =
n2g
ng

et x2ℓ =
n2ℓ
nℓ

elles conduisent à :

n2g = x2g × ng = 0,8× 2,826 ⇒ n2g = 2,261 moles

et :
n2ℓ = x2ℓ × nℓ = 0,57× 2,174 ⇒ n2ℓ = 1,239 moles
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Il s’ensuit que :

n1g = ng − n2g = 2,826− 2,261 ⇒ n1g = 0,565 moles

et :
n1ℓ = nℓ − n2ℓ = 2,174− 1,239 ⇒ n1ℓ = 0,935 moles

3. Les masses molaires de C3H8O et C4H10O valent respectivement :

M1 = 3× 12 + 8+ 16 = 60 g · mol−1 et M2 = 4× 12 + 10+ 16 = 74 g · mol−1

C’est pourquoi, un mélange qui contient n1 moles de C3H8O et n2 moles de
C4H10O contient en fait :

m1 = n1M1 grammes de C3H8O et m2 = n2M2 gammes de C4H10O

Aussi, la fraction massique w2 est-elle définie par :

w2 =
m2

m1 +m2
=

n2M2

n1M1 + n2M2
=

n2

n1 + n2
M2

n1

n1 + n2
M1 +

n2

n1 + n2
M2

où l’on reconnaît la définition de la fraction molaire :

x2 =
n2

n1 + n2
⇒ n1

n1 + n2
= 1− x2

Il s’ensuit que :

w2 =
x2M2

(1− x2)M1 + x2M2
=

x2M2

M1 + x2 (M2 −M1)

⇒ w2M1 + x2 × w2 (M2 −M1) = x2M2

⇒ x2 =
w2M1

M2 + w2 (M1 −M2)
=

0,4× 60

74 + 0,4× (60− 74)

⇒ x2 = 0,35
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Pout une telle valeur de x2, le diagramme binaire montre que la première bulle de

gaz se forme à la température T ′′
éb = 96˚C du point représentatifR. En outre, l’état

de la phase gazeuse est décrit par le point S, d’abscisse :

x2g = 0,6

4. (a) Soit m = n1M1 = n2M2 la mase commune en propan-2-ol et en
2-méthylpropan-1-ol composant le milieu. La fraction molaire du 2-
méthylpropan-1-ol est défini par :

x2 =
n2

n1 + n2
où n1 = n2

M2

M1

=
n2

n2
M2

M1
+ n2

=
M1

M1 +M2
=

60

60 + 74

⇒ x2 = 0,448

d’où découle la fraction molaire du propan-2-ol :

x1 = 1− x2 = 0,552

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

110

100

90

80
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LIQUIDE

U93

Le diagramme ci-dessus montre que l’ébullition de ce mélange commence à la
température θ ≃ 93˚C , ordonnée du point U .



Chapitre 8

Oxydo-réduction

8.1 Thermodynamique de l’oxydo-réduction

8.1.1 Cellules galvaniques

8.1.1.1 Pile électrochimique

Une pile électrochimique est un dispositif qui transforme l’énergie chimique en énergie
électrique.

Cathode

(1)

K

e−

(2)

u

Ox1/Red1

i

Ox2/Red2

V
E1 E2

Anode

Pont salin

e−

Une pile comporte :

• une anode, qui est l’électrode d’arrivée du courant électrique, c’est-à-dire du départ
des électrons vers le circuit électrique ; il s’y produit une oxydation :

Red2 = Ox2 + n2 e− à l’anode (1)

• une cathode, d’où part le courant qui alimente le circuit électrique. L’arrivée conco-
mitante des électrons y produit une réduction :

Ox1 + n1 e− = Red1 à la cathode (2)

1223
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Définition 1 La force électromotrice d’une pile désigne la différences des potentiels :

u = E1 − E2 > 0

entre les électrodes, lorsque i = 0.

Remarque – Sauf indication contraire, les électrodes sont supposées constituées d’un
métal parfaitement conducteur qui mesure également le potentiel du milieu qui contient
le couple Oxi/Redi.
Le fonctionnement global de la pile est décrit par une combinaison linéaire des demi-
équations (1) et (2) :

α1 Ox1 + α1 n1 e− = α1 Red1

α2 Red2 = α2 Ox2 + α2 n2 e−

α1 Ox1 + α2 Red2 ⇌ α1 Red1 + α2 Ox2 (3)

où α1 et α2 sont des entiers choisis de manière à assurer le transfert des électrons : la
charge libérée par Red2 s’identifie à celle reçue par Ox1 ce qui impose : α1n1 = α2n2 ;
on notera désormais ν cette valeur commune :

ν = α1 n1 = α2 n2 = PPCM {n1, n2}

Si ξ désigne l’avancement de la réaction globale, la quantité d’électrons transférée entre
Ox1 et Red2 vaut δne = ν dξ, lorsque l’avancement varie de dξ pendant dt. Ce faisant,
la charge transférée dans le circuit électrique vaut :

δq = ν F dξ = α1n1 F dξ = α2n2 F dξ (4)

où F ≃ 96 500 C · mol−1 est le Faraday (quantité de charge portée, en valeur absolue,
par une mole d’électrons).
Lorsque la pile est usagée, l’équilibre (3) est atteint, ce qui signifie que dξ = 0 ; la pile
ne débite plus de courant électrique. Dans ce cas, sa force électromotrice devient nulle.

8.1.1.2 Cellule d’électrolyse

Dans une cellule d’électrolyse, les entités Ox1 et Red2 sont réunies dans le même
électrolyte.

Cathode

K

e−

Ox1+Red2

i

+

E1 E2

Anode

e−

−

Lorsque la tension u entre les électrodes atteint un seuil, un courant électrique circule
dans le circuit :
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• à l’anode (électrode où arrive le courant électrique) est observée une oxydation :

Red2 = Ox2 + n2 e−

• à la cathode (électrode d’où part le courant électrique) se produit une réduction :

Ox1 + n1 e = Red1

8.1.2 Potentiel standard d’un couple redox
8.1.2.1 Force électromotrice et affinité chimique

Considérons la pile, notée conventionnellement :

Anode|Ox2 + Red2||Ox1 + Red1|Cathode

Cathode

(1)

K

e−

(2)

u

Ox1/Red1

i

Ox2/Red2

V
E1 E2

Anode

Pont salin

e−

dont le fonctionnement est décrit par l’équation-bilan :

(α1 n1 e−) + α1 Ox1 + α2 Red2 ⇌ α1 Red1 + α2 Ox2 + (α2 n2 e) (5)

L’affinité chimique de cette réaction est définie à partir des potentiels chimiques µXi

de chacune des espèces qui interviennent dans l’équation-bilan :

A = −∆rG = −
∑

i

νi µXi
= α1 µOx1 + α2 µRed2 − α1 µRed1 − α2 µOx2 (6)

Ce faisant, à température constante, une variation dξ de l’avancement de la réaction
s’accompagne d’une variation d’enthalpie libre du milieu :

dG = dξ ×∆rG = −dξ ×A (7)

Or, lors d’une transformation réversible, l’énergie interne du milieu varie de :

dU = δQrév − P dV + δTr = T dS − P dV + δTr

où T et P désignent la température et la pression du milieu, d’entropie S et de volume
V , tandis que δTr représente le travail reçu par le système (la pile) autre que celui des
forces de pression – notamment, il peut s’agir d’un travail électrique. Ainsi, l’enthalpie
H = U + PV de la pile varie :

dH = dU + d(PV ) = T dS + V dP + δTr
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ce qui entraîne une variation de son enthalpie libre G = H − TS :

dG = dH − d(TS) = V dP − S dT + δTr = δTr à T et P constants.

De fait, la relation (7) devient : −Adξ = δTr. De plus, la puissance électrique que la
pile fournit au circuit vaut :

Pf = u× i = e× δq

dt

lorsque u représente la force électromotrce et δq la charge transférée au circuit pendant
dt. Par conséquent, la pile fournit au circuit un travail électrique δTf tel que :

Pf =
δTf
dt

= u× δq

dt
⇒ δTf = u× δq

Enfin, la charge δq est donnée par la relation (4) :

δq = νF dξ ⇒ δTf = ν F udξ

En remarquant alors que δTf = −δTr, on obtient :

−Adξ = δTr = −δTf = −ν F udξ

d’où découle l’expression de l’affinité chimique de la réaction (5) :

A = ν F u où ν = α1n1 = α2n2 (8)

Remarque – Les calculs précédents confirment que, lorsque l’équilibre chimique est
atteint :

A = 0 ⇒ u = 0 V

et d’autre part :

dξ = 0 ⇒ i =
δq

dt
=
νF dξ

dt
= 0 A

8.1.2.2 Loi de Nernst

La démonstration de la loi de Nernst n’est pas au programme des étudiants des filières
MP et PT. En revanche, ceux de la filière PSI peuvent la connaître, bien qu’elle ne soit
pas exigible.
La force électromotrice u de la pile s’identifie à la différence des potentiels E1 et E2

des électrodes : u = E1 − E2, de sorte que la loi (8) devient :

A = νF u = νF (E1 − E2) = α1n1 F E1 − α2n2F E2 (9)

car ν = α1n1 = α2n2. D’autre part, la relation (6) fournit :

A = α1 (µOx1 − µRed1)− α2 (µOx2 − µRed2)

Par identification avec l’expression de A, on déduit que :

niF Ei = µOxi − µRedi où i = 1 ou 2

= µ0
Oxi − µ0

Redi +RT ln

(
aOxi

aRedi

)

= −∆rG
0
i +RT ln

(
aOxi

aRedi

)
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où ∆rG
0
i désigne l’enthalpie standard associée à la demi-équation :

Oxi + ni e− = Redi

dans laquelle le potentiel chimique des électrons est choisi nul. De fait :

Ei = −∆rG
0
i

niF
+
RT

niF
ln

(
aOxi

aRedi

)

Définition 2 On appelle potentiel standard du couple Oxi/Redi le potentiel E0
i d’une

électrode immergée dans un milieu où Oxi et Redi sont dans leur état standard.

Selon cette définition, Ei = E0
i lorsque aOxi = 1 et aRedi = 1 (dans son état standard,

une espèce est pure), c’est-à-dire :

E0
i = −∆rG

0

niF
⇒ ∆rG

0
i = −niF E0

i (10)

et :

Ei = E0
i +

RT

niF
ln

(
aOxi

aRedi

)

où lnx = ln 10× log x

⇒ Ei = E0
i +

RT ln 10

niF
log

(
aOxi

aRedi

)

Cette loi constitue la loi de Nernst ; dans des conditions ordinaires de température
(T = 298 K = 25˚C) :

RT ln 10

F ≃ 8,314× 298× ln 10

96 500
≃ 0,059 ≃ 0,06 V

de sorte que la loi de Nernst est souvent utilisée sous la forme :

Ei = E0
i +

0,06

ni
log

(
aOxi

aRedi

)

Par exemple, pour la demi-équation :

MnO−
4 + 8H+ + 5 e− = Mn2+ + 4H2O

associée au couple redox MnO−
4 /Mn2+, de potentiel standard E0 = 1,51 V à 25˚C, la

loi de Nernst s’écrit :

E = 1,51 +
0,06

5
log

([
MnO−

4

] [
H+
]8

[
Mn2+

]
C8

0

)

où C0 = 1 mol · L−1

Remarque – On omettra désormais, sauf indication contraire, de noter C0 dans les
équations, à condition de garder à l’esprit que les concentrations en mol · L−1 se
comportent alors comme des grandeurs sans dimension.
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8.1.2.3 Calcul d’un potentiel standard

Il arrive fréquemment que l’on cherche le potentiel standard E0
3 d’un couple redox

dont la demi-équation :

Ox3 + n3 e− = Red3 (E3)

est la combinaison linéaire de deux autres équations :
{

Ox1 + n1 e− = Red1 (E1)
Ox2 + n2 e− = Red2 (E2)

Cette combinaison linéaire sera alors écrite à l’aide de deux nombres réels α1 et α2 :

(E3) = α1 (E1) + α2 (E2)

Si ∆rG
0
i désigne l’enthalie libre standard de la réaction d’équation (Ei), la loi (28),

établie à la page 1070 :

∆rY
0
(R) =

N∑

i=1

αi∆rY
0
(Ri)

pour (R) =
N∑

i=1

αi (Ri)

devient :
∆rG

0
3 = α1 ∆rG

0
1 + α2 ∆rG

0
2

Ainsi, de l’identité (10), il découle que :

−n3F E0
3 = −α1n1F E0

1 − α2n2F E0
2 ⇒ n3E

0
3 = α1n1E

0
1 + α2n2E

0
2

On donne les potentiels standard des couples suivants :

E0
(
Tl+/Tl

)
= E0

1 = −0,33 V et E0
(
Tl3+/Tl

)
= E0

2 = 1,25 V

En déduire celui du couple Tl3+/Tl.

Réponse Le couple Tl3+/Tl, de potentiel standard E0
3 , est associé à la demi-équation :

Tl3+ + 3 e− = Tl

tandis que les couples Tl+/Tl et Tl3+/Tl+ sont associés aux demi-équations :

{
Tl+ + e− = Tl (E1)
Tl3+ + 2 e− = Tl+ (E2)

La demi-équation (E3) apparaît immédiatement comme la combinaison linéaire de (E1) et (E2) :

(E3) = (E1) + (E2) ⇒ 3E0
3 = E0

1 + 2E0
2 ⇒ E0

3 =
E0

1 + 2E0
2

3

⇒ E0
3 =

−0,33 + 2× 1,25

3
= 0,72 V
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8.1.2.4 Calcul d’une constante d’équilibre

Soient E0
1 et E0

2 les potentiels standard des couples redox Ox1/Red1 et Ox2/Red2, de
demi-équations :

{
Ox1 + n1 e− = Red1 (E1)
Ox2 + n2 e− = Red2 (E2)

L’équation-bilan (E) de l’équilibre d’oxydo-réduction :

α1 Ox1 + α2 Red2 ⇌ α1 Red1 + α2 Ox2 où α1n1 = α2n2 = ν

est une combinaison linéaire des deux premières équations :

(E) = α1 (E1)− α2 (E2)

À ce titre, son enthalpie libre standard vérifie :

∆rG
0 = α1 ∆rG

0
1 − α2 ∆rG

0
2 = −α1n1F E0

1 + α2n2F E0
2

tandis que sa constante d’équilibre K0 est donnée par :

∆rG
0 = −RT lnK0 = −α1n1F E0

1 + α2n2F E0
2

⇒ lnK0 =
νF
RT

(
E0

1 − E0
2

)

⇒ logK0 =
lnK0

ln 10
=

νF
RT ln 10

(
E0

1 − E0
2

)
≃ ν

0,06

(
E0

1 − E0
2

)

⇒ K0 = 10
ν

0,06 (E
0
1−E

0
2)

8.1.3 Diagrammes potentiel-pH
8.1.3.1 Principe de construction

Il s’agit de représenter les formes prédominantes d’un élément, en fonction du pH et
du potentiel d’un milieu réactionnel. Pour y parvenir, il suffit :

• de savoir représenter graphiquement la frontière entre deux deux domaines de pré-
dominance de cet élément ;

• de repérer, de part et d’autre d’une frontière, la forme prédominante de l’élément.

Pour des raisons de simplicité, commençons par ce dernier point, en considérant un
élément intervenant dans un couple redox Ox/Red, de potentiel standard E0 :

Ox + n e− = Red

La loi de Nernst prévoit que le milieu réactionnel adopte le potentiel :

E = E0 +
0,06

n
log

(
aOx

aRed

)

ce qui signifie que plus le potentiel E est élevé, plus l’espèce oxydante est prédomi-
nante. On retiendra ainsi que :

les espèces contenant un élément sont placées d’autant plus haut dans
le diagramme potentiel-pH que le degré d’oxydation de cet élément est
élevé.
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Cette remarque permet déjà un classement grossier des espèces intervenant dans un
diagramme potentiel-pH, dont on obtient alors la structure.
Par exemple, un diagramme potentiel-pH concernant l’élément azote et impliquant les
espèces N2, NH3, NO2, N2O, N2O5, NH+

4 et NO−
3 ferait, au préalable, l’objet d’un

classement par degrés d’oxydations (dox) de l’élément azote :

N2O5

dox

N2

NH3

NO3

N2O

NO2

NH4

−

+

+V

+IV

-III

+I

0

En outre, plus une espèce est basique (éventuellement sous forme d’hydroxyde
insoluble ou de complexe hydroxo–), plus elle est située vers la droite du dia-
gramme potentiel-pH.

À l’issue de ce premier classement, apparaissent des frontières qui séparent l’élément
à des degrés d’oxydation différents, liés par une équation :

Ox + n e− +mH+ = Red

dont la loi de Nernst prévoit que :

E = E0 +
0,06

n
log

(
aOx

aRed

)

− 0,06× m

n
× pH

La détermination de la frontière séparant Ox de Red repose sur des conventions de

calcul du rapport
aOx

aRed
.

CONVENTION 1
Lorsque Ox et Red sont en solution aqueuse, la frontière peut être définie
comme l’ensemble des points d’égale concentration moléculaire en Ox et
Red.

Par exemple, pour le couple I2/I− : I2 + 2 e− = 2 I−, l’identité de la concentration
moléculaire Cm en I2 et en I− se traduit par :

[I2] =
[
I−
]
= Cm

auquel cas la loi de Nernst fournit l’expression de la frontière entre I2 et I− :

E = E0
(
I2/I−

)
+ 0,03 log

(

[I2]
[
I−
]2

)

= E0
(
I2/I−

)
− 0,03 logCm (11)

CONVENTION 2
Lorsque Ox et Red sont en solution aqueuse, la frontière peut également fi-
gurer l’ensemble des points d’égale concentrations atomiques. Dans ce cas, la
convention doit préciser la valeur de la concentration atomique Ca totale en
élément X étudié, que contient la solution.
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L’usage de cette convention est reservé aux cas où la conservation de la matière est
assurée en milieu aqueux ; elle proscrit ainsi les cas où apparaît un précipité.

Rappelons que la concentration atomique d’une espèce qui contient n fois l’élément X
dans sa formule (par exemple Xn) vaut n× [Xn]. En effet, à chaque mol · L−1 de Xn
correspondent n mol · L−1 d’atomes X.

Par exemple, pour le couple I2/I−, la concentration atomique totale de l’élément iode
en solution s’écrit :

2 [I2] +
[
I−
]
= Ca

CONVENTION 3
Lorsqu’une espèce forme un précipité, la frontière (verticale) entre sa forme
dissoute et le précipité est la valeur du pH à laquelle apparaît ce précipité ; l’es-
pèce dissoute conserve sa concentration définie par l’une des deux conventions
précédentes.

Par exemple, le produit de solubilité de AgOH vautKs = 10−7,7. Aussi, dans un milieu
qui contient initialement Ag+ à la concentration C = 10−2 mol · L−1, le précipité de
AgOH apparaît lorsque :

Ks =
[
Ag+

] [
HO−

]
= C ×

[
HO−

]
⇒ Ke

[
H+
] =

Ks

C
où Ke =

[
H+
] [

HO−
]
= 10−14

⇒ −14 + pH = logKs − logC

⇒ pH = 14− 7,7 + 2 = 8,3

Aussi, le diagramme potentiel-pH de l’argent présente-t-il trois domaines de prédomi-
nance ou d’existence :

dox

Ag

pH=8,3

+I

0

Ag+ AgOH

CONVENTION 4
Lorsqu’une espèce (Ox ou Red) est un gaz, on admet que sur la frontière, la
pression partielle du gaz vaut P0 = 1 bar.
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Soient deux courbes redox Ox/A et A/Red dont les frontières, notées E1 et E2, se
croisent pour pH = pH0.

E2

E1

E

pH0
pH

A

A
Red

Ox
A

A Red

Ox

E

E2

E1

pH<pH0

A

A Red

Ox

E

E1

E2

pH>pH0

La « règle du gamma » montre que, dans une gamme de pH, l’espèce A n’est pas stable.
La dismutation de A met alors en contact direct les domaines de stabilité de Ox et Red,
dont il faudra alors chercher la frontière (notée E3 sur la figure ci-dessous) :

E2

E1

E

pH0
pH

A
Red

Ox
E3

8.1.3.2 Diagramme de l’eau

L’eau se comporte comme un réducteur dans le couple O2/H2O et comme un oxydant
dans le couple H2O/H2.

• Au couple O2/H2O est associée l’équation :

O2 + 4H+ + 4 e− = 2H2O

avec un potentiel standard E0 (O2/H2O) = 1,23 V. Aussi, la loi de Nernst prévoit
que le potentiel de ce couple vaut :

E1 = E0 (O2/H2O) +
0,06

4
log
(

PO2

[
H+
]4
)

où PO2
désigne la pression partielle de O2 (grandeur sans unité tant qu’elle est

comparée à la pression standard), qui vaut 1 sur la frontière séparant les espèces
O2 et H2O. C’est pourquoi :

E1 = 1,23 + 0,06 log
[
H+
]
⇒ E1 = 1,23− 0,06× pH pour O2/H2O

• Le couple H2O/H2 a pour équation :

2H2O + 2 e− = H2 + 2HO− (E2)

Or, le potentiel standard du couple H+/H2 :

2H+ + 2 e− = H2 (E3)

vaut, par convention : E0
3 = 0,00 V. Enfin, l’équilibre d’autoprotolyse de l’eau :

H2O ⇌ H+ + HO− (E4)
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a pour constante : Ke = 10−14. L’équation (E2) se présente alors comme une
combinaison linéaire des équations (E3) et (E4) :

(E3) 2H+ + 2 e− = H2

2 (E4) 2H2O ⇌ 2H+ + 2HO−

(E2) 2H2O + 2 e− = H2 + 2HO−

c’est-à-dire : (E3) + 2 (E4) = (E2). Aussi, en notant E0
2 le potentiel standard du

couple H2O/H2 et en désignant par ∆rG
0
i l’enthalpie libre standard de la réac-

tion d’équation (Ei), la combinaison linéaire des équations (Ei) préfigure celle des
enthalpies libres standard :

∆rG
0
2 = ∆rG

0
3 + 2∆rG

0
4 ⇒ −2F E0

2 = −2F E0
3 − 2RT lnKe

⇒ E0
2 = E0

3 +
RT ln 10

F logKe = 0 + 0,06 logKe

⇒ E0
2 = −0,84 V

Ce faisant, la loi de Nernst prévoit au couple H2O/H2 le potentiel :

E2 = E0
2 +

0,06

2
log

(

1

PH2

[
HO−

]2

)

= 0,06 logKe + 0,06 log

(

1
√
PH2

[
HO−

]

)

= 0,06 log

(

Ke
√
PH2

[
HO−

]

)

où Ke =
[
H+
] [

HO−
]

= 0,06 + log

( [
H+
]

√
PH2

)

Ainsi, la frontière séparant les espèces H2O et H2 étant caractérisée par PH2
= 1,

elle est alors décrite par l’équation :

E2 = −0,06× pH pour H2O/H2

Le couple H2O/H2 désigne en fait l’hydrogène aux degrés d’oxydation :

H(+I)/H(0). Comme il en va de même du couple H+/H2, d’équation :

2H+ + 2 e− = H2 (E3)

il s’ensuit que le potentiel E2 s’écrit aussi :

E2 = E0
3 +

0,06

2
log

([
H+
]2

PH2

)

= 0 + 0,06 log

( [
H+
]

√
PH2

)

où PH2
= 1 sur la frontière séparant les espèces H+ et H2. Ainsi, dans un soucis

de simplification, cette frontière a pour équation :

E2 = −0,06× pH pour H+/H2

Dans la suite des développements, nous utiliserons cette méthode de détermina-
tion des frontières, ayant conscience que la frontière d’un couple Ox/Red d’un
élément est aussi celle de n’importe quel autre couple de cet élément, aux mêmes
degrés d’oxydation (le choix d’un couple repose sur la connaissance que l’on a
de son potentiel standard).
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Finalement, le diagramme potentiel-pH de l’eau présente l’allure suivante :

E (V)

1,0

pH
5 10

0,5

0

1,5

H
2

-0,5

O
2

H
2O

H
2O

Remarque – Ce diagramme potentiel-pH est un des rares cas où l’on représente deux
éléments à différents degrés d’oxydation : O(0)/O(-II) dans O2/H2O et H(+I)/H(0)
dans H2O/H2. En général, les diagrammes potentiels-pH figurent des domaines de
stabilité d’un seul élément à divers degrés d’oxydation.

8.1.3.3 Application du diagramme de l’eau

Considérons un couple redox Ox/Red, dont le diagramme potentiel-pH montre que le
domaine de stabilité de Red est entièrement situé en dessous de celui de l’eau :

E (V)

1,0

pH
5 10

0,5

0

1,5

H2

-0,5

H2O

O2

H2O

Red
Ox

Cette situation implique nécessairement que le potentiel EH2O/H2
du couple

H2O/H2 est supérieur à celui, EOx/Red du couple Ox/Red. Par suite, la présence
simultanée des réactifs H2O (oxydant) et Red (réducteur) conduit à une réaction
dont l’affinité chimique est positive car proportionnelle à la différence de poten-
tiel EH2O/H2

− EOx/Red (conformément à l’identité (9) établie à la page 1226 :
A = ν F

(
EH2O/H2

− EOx/Red

)
). Cette réaction conduit alors à la disparition de Red

(si l’eau est le solvant, sa présence est excédentaire), à condition que le produit Ox de
cette réaction ait une partie de son domaine de stabilité commun avec celui de H2O.
On pourra ainsi retenir que :
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en présence d’eau, une espèce dont le domaine de stabilité est disjoint de celui
de H2O réagit pour former un produit dont une partie du domaine de stabilité
est commune avec celui de H2O.

8.1.3.4 Diagramme du fer

Pour tracer le diagramme potentiel-pH du fer, nous considérons l’élément fer aux de-
grés d’oxydation (0), (+I) et (+II). On donne les potentiels standard des couples sui-
vants :

E0
(
Fe3+/Fe2+

)
= E0

1 = 0,77 V E0
(
Fe2+/Fe

)
= E0

2 = −0,44 V

ainsi que les produits de solubilité :

pKs = 15,1 pour Fe(OH)2(sol) et pK ′
s = 38,0 pour Fe(OH)3(sol)

On supposera également connue la concentration totale du fer dissous :Ct = 10−2 mol · L−1.
D’autre part, l’activité d’une espèce X en solution sera confondue avec sa concen-
tration [X], considérée comme grandeur sans dimension si elle intervient dans un

logarithme (en fait, l’activité s’identifie au rapport
[X]

C0
où C0 = 1 mol · L−1).

L’opération à réaliser, comme préalable au tracé du diagramme potentiel-pH, consiste à
classer les espèces contenant l’élement fer : Fe, Fe2+, Fe(OH)2(sol), Fe3+, Fe(OH)3(sol)
dans un tableau qui préfigure la structure du diagramme :

Fe(OH)2

E1

E2

E
pH

Fe3+

E4

Fe

pH1

Fe2+
E3

E5

Fe(OH)3

pH2

Ce tableau montre l’existence de frontières verticales séparant les ions Fe2+ (resp.
Fe3+) de leurs hydroxydes.

• Frontière entre Fe2+ et Fe(OH)3 : dans ce domaine, la seule espèce
dissoute est Fe3+, auquel cas lorsque le précipité Fe(OH)3 apparaît :
Fe3+ = Ct = 10−2 mol · L−1. Or, l’équation de la réaction :

Fe(OH)3 ⇌ Fe3+ + 3HO−

montre que Fe(OH)3 apparaît dès que le pH prend la valeur pH1 telle que :

[
Fe3+

] [
HO−

]3
= K ′

s ⇒ Ct ×
(

Ke
[
H+
]

)3

= K ′
s où Ke = 10−14

⇒ Ke
[
H+
] = 3

√

K ′
s

Ct

⇒ −14 + pH1 =
1

3
(logK ′

s − logCt)

soit encore :

pH1 = 14− 1

3
(pK ′

s + logCt) = 14− 1

3
× (38− 2) ⇒ pH1 = 2,00
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• Frontière entre Fe2+ et Fe(OH)2 : dans le domaine de potentiel qui assure l’exis-
tence de Fe(II), le seul soluté est Fe2+ ce qui signifie que

[
Fe2+

]
= Ct. En outre,

de l’équation :
Fe(OH)2 ⇌ Fe2+ + 2HO−

on déduit que le précipité Fe(OH)2(sol) apparaît pour une valeur pH2 du pH qui
assure l’identité :

[
Fe2+

] [
HO−

]2
= Ks ⇒ Ct ×

(

Ke
[
H+
]

)2

×Ks ⇒
Ke
[
H+
] =

√

Ks

Ct

⇒ −14 + pH2 =
1

2
(logKs − logCt)

Ce faisant :

pH2 = 14− 1

2
(pKs + logCt) = 14− 1

2
× (15,1− 2) ⇒ pH2 = 7,45

Cette première étude permet de soupçonner l’existence de cinq frontières séparant les
espèces contenant l’élément fer aux divers degrés d’oxydation :

Fe(OH)2

E1

E2

E
pH

Fe3+

E4

Fe

pH1

Fe2+
E3

E5

Fe(OH)3

pH2

Si ce schéma ne constitue pas encore le diagramme potentiel-pH, il en montre au moins
les frontières, notées E1, E2, E3, E4 et E5 dont il faudra déterminer les expressions.

• Frontière E1

Elle correspond au couple Fe3+/Fe2+, de demi-équation :

Fe3+ + e− = Fe2+

dont la loi de Nernst procure le potentiel :

E1 = E0
1 + 0,06 log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

Sur cette frontière, les concentrations
[
Fe3+

]
et
[
Fe2+

]
en espèces dissoutes sont

égales, de sorte que :

E1 = E0
1 = 0,77 V

• Frontière E2

Cette frontière sépare les domaines de stabilité de Fe2+ et de Fe, de demi-équation :

Fe2+ + 2 e− = Fe

pour laquelle la loi de Nernst prévoit que :

E2 = E0
2 + 0,03 log

[
Fe2+

]
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où Fe2+ est la seule espèce dissoute contenant l’élément fer, de sorte que :
[
Fe2+

]
+
[
Fe3+

]

︸ ︷︷ ︸

=0

= Ct = 10−2 mol · L−1

Ce faisant :

E2 = −0,44 + 0,03× log
(
10−2

)
⇒ E2 = −0,50 V

• Frontière E3

La seule espèce dissoute qui contient l’élément fer est Fe2+, de concentration
Ct = 10−2 mol · L−1 (pour les mêmes raisons que précédemment). Le couple
Fe(III)/Fe(II) est cependant caractérisé par la demi-équation :

Fe3+ + e− = Fe2+ (E0
1 = 0,77 V)

pour laquelle la loi de Nernst précise que :

E3 = E0
1 + 0,06 log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

Or, lorsque pH > pH1 = 2, Fe3+ est presque absent de la solution car Fe(III) se
présente sous forme d’hydroxyde Fe(OH)3(sol) insoluble. C’est pourquoi :

K ′
s =

[
Fe3+

] [
HO−

]3 ⇒
[
Fe3+

]
=

K ′
s

[
HO−

]3

avec :

Ke =
[
H+
] [

HO−
]
⇒
[
HO−

]
=

Ke
[
H+
] ⇒

[
Fe3+

]
=
K ′
s

[
H+
]3

K3
e

de telle manière que :

E3 = E0
1 + 0,06 log

(

K ′
s

[
H+
]3

K3
e Ct

)

= E0
1 + 0,06 log

(
K ′
s

K3
e

)

− 0,18 pH−0,06 log(Ct)

= 0,77 + 0,06×
[
3× 14− 38− log(10−2)

]
− 0,18 pH

⇒ E3 = 1,13− 0,18× pH

Les frontières séparant les domaines de stabilité d’un élément sous deux degrés
d’oxydation sont toujours continues. On peut alors utiliser cette continuité afin
de vérifier qu’aucune faute ne s’est glissée dans les calculs ; en pH = pH1 = 2 :

E1(pH1) = 0,77 V et E3(pH1) = 1,13− 0,18× 2 = 0,77 V
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On rappelle les valeurs numériques :

• du potentiel standard du couple Fe3+/Fe2+ : E0
1 = 0,77 V ;

• du produit de solubilité de Fe(OH)3(sol) : pK ′
s = 38,0.

1. Déterminer la demi-équation du couple Fe(OH)3/Fe2+ pour pH ∈ [pH1 , pH2].
Calculer également la valeur E3 de son potentiel standard à pH = 0.

2. En déduire l’expression du potentiel E3 du couple Fe(OH)3/Fe2+, en choisissant
[
Fe2+

]
= Ct = 10−2 mol · L−1.

Réponse

1. Le couple Fe(OH)3/Fe2+ est associé à l’équation :

Fe(OH)3 + e− = Fe2+ + 3HO−

qui devient, à pH = 0 :

Fe(OH)3 + e− + 3H+ = Fe2+ + 3H2O (E3)
Le potentiel standard E0

3 de ce couple est lié à l’enthalpie libre standard de l’équation (E3) :

∆rG
0
3 = −F E0

3

Considérons alors les équations :

(E1) Fe3+ + e− = Fe2+

(E2) Fe(OH)3 ⇌ Fe3+ + 3HO−

(Ee) H2O ⇌ H+ + HO−

dont les enthalpies libres standard vérifient :

∆rG
0
1 = −F E0

1 ∆rG
0
2 = −RT lnK′

s ∆rG
0
e = −RT lnKe

où Ke = 10−14 est le produit ionique de l’eau et où l’on prendra :
RT ln 10

F = 0,06.

Effectuons alors les combinaisons linéaire suivantes :
(E1) Fe3+ + e− = Fe2+

(E2) Fe(OH)3 ⇌ Fe3+ + 3HO−

(E1) + (E2) Fe(OH)3 + e− = Fe2+ + 3HO−

et :
(E3) Fe(OH)3 + e− + 3H+ = Fe2+ + 3H2O
3 (Ee) 3H2O ⇌ 3H+ + 3HO−

(E3) + 3 (Ee) Fe(OH)3 + e− = Fe2+ + 3HO−

afin de remarquer que :

(E3) + 3 (Ee) = (E1) + (E2) ⇒ ∆rG
0
3 + 3∆rG

0
e = ∆rG

0
1 +∆rG

0
2

⇒ −F E0
3 = −F E0

1 −RT lnK′
s + 3RT lnKe

⇒ E0
3 = E0

1 +
RT ln 10

F
(
logK′

s − 3 logKe
)

soit encore :

E0
3 = E0

1 + 0,06× (3× 14− pK′
s) = 0,77 + 0,06× (3× 14− 38) ⇒ E0

3 = 1,01 V

2. La frontière E3 désigne le potentiel du couple Fe(OH)3/Fe2+ :

Fe(OH)3 + e− + 3H+ = Fe2+ + 3H2O

dont le potentiel standard vaut E0
3 = 1,01 V et dont la loi de Nernst fournit :

E3 = E0
3 + 0,06 log

( [
H+
]3

[
Fe2+

]

)

= E0
3 + 0,06 log

([
H+
]3

Ct

)

= E0
3 − 0,06 logCt − 0,18× pH = 1,01 + 0,12− 0,18× pH

soit encore :
E3 = 1,13− 0,18× pH
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• Frontière E4

La frontière E4 sépare les domaines d’existence de Fe(OH)3 et de Fe(OH)2, c’est-
à-dire caractérise couple Fe(III)/Fe(II) :

Fe3+ + e− = Fe2+

La loi de Nernst conduit ainsi à :

E4 = E0
1 + 0,06 log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

où, pour pH > pH2, les hydroxydes Fe(OH)3(sol) et Fe(OH)2(sol) sont les seules
espèces prédominantes, avec :

Ks =
[
Fe2+

] [
HO−

]2 ⇒
[
Fe2+

]
=

Ks
[
HO−

]2

et :

K ′
s =

[
Fe3+

] [
HO−

]3 ⇒
[
Fe3+

]
=

K ′
s

[
HO−

]3

Il s’ensuit que :
[
Fe3+

]

[
Fe2+

] =
K ′
s

Ks

[
HO−

] ⇒ E4 = E0
1 + 0,06 log

(
K ′
s

Ks

)

+ 0,06 log

(

1
[
HO−

]

)

(12)

Remarque – On vérifiera que E4 représente également le potentiel du couple
Fe(OH)3/Fe(OH)2 des espèces situées de part et d’autre de la frontière cherchée :

Fe(OH)3 + e− = Fe(OH)2 + HO−

dont le potentiel standard vaut alors, par identfication :

E0
4 = E0

1 + 0,06 (pKs − pK ′
s)

Enfin, le produit ionique de l’eau fournit :

Ke =
[
H+
] [

HO−
]

⇒
[
HO−

]
=

Ke
[
H+
] =

10−14

[
H+
]

⇒ log

(

1
[
HO−

]

)

= log

( [
H+
]

10−14

)

= 14− pH

C’est pourquoi l’expression (12) s’écrit aussi :

E4 = E0
1 + 0,06× (pKs − pK ′

s + 14)− 0,06× pH

= 0,77 + 0,06× (15,1− 38 + 14)− 0,06× pH

⇒ E4 = 0,24− 0,06× pH
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On s’assurera, à nouveau, de la continuité de la frontière séparant les domaines
de stabilité de Fe(II) et de Fe(III), pour pH2 = 7,45, en calculant :

E3(pH2) = 1,13− 0,18× pH2 = 1,13− 0,18× 7,45 = −0,21 V

et :
E4(pH2) = 0,24− 0,06× 7,45 = −0,21 V

• Frontière E5

Cette frontière sépare le fer aux degrés d’oxydation (II) et (0), comme dans le
couple Fe2+/Fe :

Fe2+ + 2 e− = Fe

pour lequel la loi de Nernst prévoit que :

E5 = E0
2 + 0,03 log

[
Fe2+

]

Or, dans ce domaine de pH, Fe(II) existe essentiellement sous forme d’hydroxyde
insoluble :

Fe(OH)2(sol) ⇌ Fe2+ + 2HO−

dont la présence est caractérisée par le produit de solubilité :

Ks =
[
Fe2+

] [
HO−

]2 ⇒
[
Fe2+

]
=

Ks
[
HO−

]2 ⇒ E5 = E0
2 + 0,03 log

(

Ks
[
HO−

]2

)

⇒ E5 = E0
2 − 0,03 pKs + 0,03 log

(

1
[
HO−

]2

)

Remarque – On constate que E5 est également l’expression de la loi de Nernst
appliquée au couple Fe(OH)2(sol)/Fe :

Fe(OH)2(sol) + 2 e− = Fe + 2HO−

à condition que le potentiel standard de ce couple soit pris égal à :

E0
5 = E0

2 − 0,03× pKs = −0,89 V

Enfin, le produit ionique de l’eau est défini par :

Ke = 10−14 =
[
H+
] [

HO−
]

⇒ 1
[
HO−

]2 =

[
H+
]2

10−28

⇒ E5 = E0
2 − 0,03 pKs + 0,03 log

([
H+
]2

10−28

)

⇒ E5 = E0
2 + 0,03× (28− pKs)− 0,06× pH

soit encore :

E5 = −0,05− 0,06× pH
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À nouveau, le contrôle des calculs repose ici sur la condition de continuité de
la frontière entre les domaines de stabilité de Fe(II) et Fe(0), notamment en
pH2 = 7,45 :

{
E5(pH2) = −0,05− 0,06× 7,45 = −0,5 V
E2(pH2) = −0,5 V

Avant de passer au tracé du diagramme potentiel-pH du fer, il convient de résumer (au
moins sur un brouillon) l’ensemble des informations obtenues :

E1 = 0,77 V
E2 = −0,50 V
E3 = 1,13− 0,18 pH
E4 = 0,24− 0,06 pH
E5 = −0,05− 0,06 pH

Fe(OH)2

E1

E2

E
pH

Fe3+

E4

Fe

2

Fe2+
E3

E5

Fe(OH)3

7,45

avec les conditions de continuité :






E1(pH1) = E3(pH1) = 0,77 V pour pH1 = 2
E3(pH2) = E4(pH2) = −0,21 V pour pH2 = 7,45
E5(pH2) = E2(pH2) = −0,50 V

d’où découle finalement le diagramme représenté ci-dessous :

E (V)

1,0

pH
5 10

0,5

0

1,5

-0,5
Fe(OH)2

E1

E2

Fe3+

E4

Fe

Fe2+
E3

E5

Fe(OH)3

-1

8.1.3.5 Application des diagrammes de l’eau et du fer

La représentation des diagrammes potentiel-pH offrent un moyen visuel rapide de pré-
voir la stabilité des espèces présentes dans un milieu réactionnel : deux espèces situées
dans des domaines disjoints ne peuvent coexister en équilibre, car cela supposerait
que, pour une valeur donnée du pH, le potentiel du milieu puisse prendre deux valeurs
différentes qui assureraient l’existence simultanée des deux espèces.



1242 Chapitre 8

Par exemple, pour pH < 2, le diagramme potentiel-pH du fer
montre que les espèces Fe3+ et Fe occupent des domaines dis-
joints.
Ce faisant, l’existence de Fe3+ est conditionnée par l’inéga-
lité : E > E1, tandis que l’existence de Fe n’est assurée que
lorsque E < E2. Or, E2 < E1 interdit à E de satisfaire simul-
tanément ces deux conditions.

E2

E

0,77 V
Fe3+

Fe

Fe2+
E1

-0,5 V

Il s’ensuit que la mise en contact de Fe3+ et de Fe conduit à la formation de Fe2+

jusqu’à disparition complète d’un des deux réactifs, selon l’équation-bilan :

2Fe3+ + Fe ⇌ 3Fe2+

Considérons les couples Fe3+/Fe2+ et Fe2+/Fe, dont les frontières sont re-
présentées respectivement par E1 et E2 sur le diagramme potentiel-pH. On note EI le
potentiel du couple Fe3+/Fe2+ etEII celui du couple Fe2+/Fe, de potentiels standard
respectifs E0

1 et E0
2 .

1. Exprimer l’enthalpie libre ∆rG1 associée à la réaction :

Fe3+ + e− = Fe2+ (E1)

en fonction de l’enthalpie libre standard ∆rG
0
1, de la température T et des activités

aFe2+ et aFe3+ des ions Fe2+ et Fe3+.

2. En déduire une relation entre ∆rG1, EI et le Faraday F .

3. Trouver, par une méthode analogue, l’expression de l’enthalpie libre ∆rG2 de la
demi-réaction :

Fe2+ + 2 e− = Fe (E2)

en fonction du potentiel standard EII du couple Fe2+/Fe et de F .

4. Montrer que l’affinité chimique A de la réaction d’équation-bilan :

2Fe3+ + Fe ⇌ 3Fe2+

vaut :
A = 2F × (EI − EII)

5. À l’aide du diagramme potentiel-pH du fer, conclure quant à la coexistence de Fe3+

et de Fe2+ au sein d’un même milieu.

6. Dans un litre d’une solution tamponnée à pH = 1, qui contient 0,1 mol · L−1 d’ions
Fe3+, on introduit, sous agitation régulière, 1,12 g de poudre de fer. Que vaut le
potentiel de la solution à l’équilibre ?

Donnée : masse molaire du fer : M = 56 g · mol−1.

Réponse

1. L’enthalpie libre ∆rG d’une réaction s’exprime, d’une manière générale, en fonction des potentiels
chimiques µi = µ0i +RT ln ai des espèces participant à la réaction, d’activités ai et de coefficients
stœchiométriques algébriques νi :

∆rG =
N∑

i=1

νi µi =
N∑

i=1

νiµ
0
i +RT

N∑

i=1

νi ln ai = ∆rG
0 +RT lnQ où Q =

N∏

i=1

a
νi
i
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Appliquée à la demi-équation (E1), cette relation devient :

∆rG1 = ∆rG
0
1 +RT ln

(
aFe2+

aFe3+

)

2. Étant donné que ∆rG0
1 = −F E0

1 , l’identité précédente s’écrit aussi :

∆rG1 = −F E0
1 +RT ln 10× log

(
aFe2+

aFe3+

)

−F ×
[

E0
1 +

RT ln 10

F log

(

aFe3+

aFe2+

)]

On reconnaît alors la loi de Nernst appliquée à la demi-équation :

Fe3+ + e− = Fe2+

dont le potentiel vaut :

EI = E0
1 +

RT ln 10

F log

(
aFe3+

aFe2+

)

⇒ ∆rG1 = −F EI

3. De même, à la demi-équation :
Fe2+ + 2 e = Fe (E2)

est associée une enthalpie libre :

∆rG2 = ∆rG
0
2 +RT ln

(
aFe

aFe2+

)

= ∆rG
0
2 −RT ln 10× log

(
aFe2+

aFe

)

= −2F E0
2 −RT ln 10× log

(
aFe2+

aFe

)

= −2F EII

où EII = E0
2 +

RT ln 10

2F log

(
aFe2+

aFe

)

est le potentiel du couple Fe2+/Fe, prévu par la loi de

Nernst.

4. La réaction d’équation-bilan :
2 Fe3+ + Fe ⇌ 3 Fe2+ (13)

a pour enthalpie libre :

∆rG =

N∑

i=1

νi µi = 3µFe2+ − 2µFe3+ − µFe

tandis que ∆rG1 et ∆rG2 s’écrivent :

∆rG1 = µFe2+ − µFe3+ et ∆rG2 = µFe − µFe2+

On remarque alors que :

2∆rG1 −∆rG2 = 3µFe2+ − µFe = ∆rG = −A

où A désigne l’affinité chimique de la réaction d’équation-bilan (13). Par suite :

−A = −2F EI + 2F EII ⇒ A = 2F × (EI − EII)

5. Le diagramme potentiel-pH du fer montre que l’existence de Fe3+ est conditionnée par l’inégalité :
EI > E1, tandis que celle de Fe suggère queEII 6 E2. Or, étant donné queE1 > E2, la coexistence
de Fe3+ et de Fe dans un même milieu implique que :

EI > EII ⇒ A > 0

La réaction d’équation-bilan (13) est donc amenée à évoluer dans le sens de formation de Fe2+, jusqu’à
disparition quasi totale d’un des deux réactifs Fe3+ ou Fe. Cette étude montre que des espèces, dont les
domaines de stabilité sont disjoints, ne peuvent coexister de manière stable dans un même milieu.

6. Un litre d’une solution à 0,1 mol ·L−1 d’ions Fe3+ contient n1 = 0,1 mole d’ions Fe3+. En revanche,
une masse m = 1,12 g de poudre de fer contient :

n2 =
m

M
=

1,12

56
= 0,02 mole de Fe
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Compte tenu des conclusions de la question précédente, il va se produire la réaction :

2 Fe3+

0,1
0,06

+ Fe
0,02
≃ 0

⇌ 3 Fe2+

0
0,06

Ainsi, le milieu réactionnel contient simultanément Fe2+ et Fe3+, ce qui n’est possible qu’au voisinage
de la frontièreE1. Du reste, la loi de Nernst prévoit que le potentiel du couple Fe3+/Fe2+ (seul présent
dans le milieu réactionnel) vaut :

EI = E0
1 + 0,06 log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

= E0
1 ⇒ EI = 0,77 V = E1

Superposons maintenant les diagrammes potentiel-pH de l’eau et du fer :

E (V)

1,0

pH
5 10

0,5

0

1,5

-0,5
Fe(OH)2

Fe3+

Fe

Fe2+

Fe(OH)3

-1

H
2O

O
2

H
2

H
2O

Conformément à la conclusion énoncé à la page (1234), la superposition de ces dia-
grammes nous amène à prévoir que :

• le fer n’est pas stable dans l’eau car, quel que soit le pH, son domaine de stabilité
est disjoint de celui de l’eau. C’est pourquoi, en milieu acide il se produit la réaction
d’équation :

2H+ + Fe ⇌ H2 + Fe2+

alors qu’en milieu basique on peut observer la réaction d’équation-bilan :

2H2O + Fe ⇌ H2 + Fe(OH)2

La cinétique de cette réaction est cependant suffisamment faible pour que le fer
métallique puisse être introduit momentanément dans l’eau sans être corrodé.

• les domaines de stabilité de Fe(II) sont disjoints de celui de O2, gaz présent en
grande quantité dans l’air et dans l’eau. Par conséquent, Fe(II) est instable lorsqu’il
est abandonné à l’air libre ou en solution aqueuse ; il est oxydé en Fe(III) selon les
réactions d’équation :

O2 + 4H3O+ + 4Fe2+ ⇌ 6H2O + 4Fe3+ (milieu basique)
O2 + 2H2O + 4Fe(OH)2 ⇌ 4Fe(OH)3 (milieu acide)
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8.1.3.6 Diagramme du zinc

Les étudiants de la filière PSI doivent connaître le diagramme potentiel-pH du zinc.
Quant aux étudiants des autres filières, ils pourront s’entraîner à construire ce dia-
gramme, à titre d’exercice.
On connaît les valeurs numériques :

• du produit de solubilité pKs = 17 de l’hydroxyde de zinc Zn(OH)2(sol), insoluble
dans l’eau ;

• de la constante de formation Kf = 1015,5 du complexe Zn(OH)2−4 , soluble en
solution aqueuse :

Zn2+ + 4HO−
⇌ Zn(OH)2−4

• du potentiel standard E0 = −0,76 V associé au couple Zn2+/Zn, à pH = 0 ;

• du produit ionique de l’eau : Ke = 10−14 à 298 K.

On adoptera la convention selon laquelle la concentration totale de l’élément zinc dis-
sous dans l’eau vaut C0 = 10−2 mol · L−1.
Compte tenu des données numériques fournies ci-dessus, le diagramme du zinc por-
tera sur Zn(II) : Zn2+, Zn(OH)2(sol), Zn(OH)2−4 et sur Zn(0) : Zn. C’est pourquoi le
diagramme cherché présentera la structure esquissée ci-dessous :

dox

Zn

pH1

+II

0

Zn2+
Zn(OH)2(Sol)

Zn(OH)4
2−

pH2

E1 E2 E3

Apparaissent alors deux valeurs du pH qui délimitent trois domaines de stabilité de
Zn(II) :

• Lorsque pH = pH1, le precipité de Zn(OH)2(sol) apparaît, en conséquence de quoi
l’équilibre de précipitation impose :

Ks =
[
Zn2+

] [
HO−

]2

où la convention adoptée s’écrit :
[
Zn2+

]
+
[
Zn(OH)2−4

]
= C0 = 10−2 mol · L−1 (14)

et se simplifie lorsque pH = pH1 :

[
Zn2+

]
= C0 ⇒ Ks = C0 ×

[
HO−

]2
= C0 ×

(

10−14

[
H+
]

)2

⇒ −pKs = logC0 + 2× (pH1 −14)

⇒ pH1 = 14− 1

2
(pKs + logC0) = 14− 1

2
× (17− 2)

c’est-à-dire : pH1 = 6,5 .

• à pH = pH2, l’existence du précipité impose encore :

Ks =
[
Zn2+

] [
HO−

]2
(15)
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mais la convention adoptée conduit à :
[
Zn2+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
Zn(OH)2−4

]
= C0 ⇒

[
Zn(OH)2−4

]
≃ C0

Quant au complexe Zn(OH)2−4 , sa constante de formation est définie par :

Kf =

[
Zn(OH)2−4

]

[
Zn2+

] [
HO−

]4 =
C0

[
Zn2+

] [
HO−

]4 ⇒
[
Zn2+

]
=

C0

Kf

[
HO−

]4

Ce faisant, l’équation (15) devient :

Ks =
C0

Kf

[
HO−

]2 =
C0

Kf
×
( [

H+
]

10−14

)2

⇒ −pKs = logC0 − logKf + 2× (14− pH2)

⇒ pH2 = 14 +
1

2
(logC0 − logKf + pKs) = 14 +

1

2
× (−2− 15,5 + 17)

soit encore : pH2 = 13,75 .

La connaissance de pH1 et pH2 permet désormais d’établir les expressions des fron-
tières E1, E2, E3 qui séparent les domaines de stabilité de Zn(II) et de Zn(0).

• Lorsque pH 6 pH1, le couple Zn(II)/Zn(0) est décrit par la demi-équation :

Zn2+ + 2 e− = Zn

dont la loi de Nernst prévoit le potentiel :

E1 = E0
1 + 0,03 log

[
Zn2+

]

avec :
[
Zn2+

]
+
[
Zn(OH)2−4

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

= C0 ⇒
[
Zn2+

]
= C0 pour pH < pH1

C’est pourquoi :

E1 = E0 + 0,03 logC0 = −0,76− 0,06 ⇒ E1 = −0,82 V

• Lorsque pH1 6 pH 6 pH2, le potentiel du couple Zn(II)/Zn(0) est à nouveau
fourni par la loi de Nernst : E2 = E0 + 0,03 log

[
Zn2+

]
, dans laquelle il n’est

cependant plus possible de remplacer
[
Zn2+

]
par C0, en raison de la présence du

précipité Zn(OH)2(sol). En revanche, cette présence se traduit par un équilibre entre

Zn2+ et Zn(OH)2, décrit par le produit de solubilité :

Ks =
[
Zn2+

] [
HO−

]2
=
[
Zn2+

]
×
(

10−14

[
H+
]

)2

⇒
[
Zn2+

]
= Ks ×

( [
H+
]

10−14

)2

⇒ log
[
Zn2+

]
= −pKs + 2× (14− pH)

⇒ E2 = E0 + 0,03× (28− pKs)− 0,06× pH
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c’est-à-dire, numériquement :

E2 = −0,76 + 0,03× (28− 17)− 0,06 pH ⇒ E2 = −0,43− 0,06× pH

Remarque – L’identité :

E2(pH1) = −0,43− 0,06× 6,5 = −0,82 V ⇒ E2(pH1) = E1

confirme la continuité de la frontière cherchée, en pH = pH1.

• Pour pH > pH2, l’espèce dissoute prédominante est le complexe Zn(OH)2−4 , au-
quel cas l’équation (14) devient :

[
Zn2+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
Zn(OH)2−4

]
= C0 ⇒

[
Zn(OH)2−4

]
≃ C0

Or, dans l’expression du potentiel E3 associé au couple Zn(II)/Zn(0) :

E3 = E0 + 0,03 log
[
Zn2+

]

apparaît la concentration des ions Zn2+, en équilibre avec les ions Zn(OH)2−4 . C’est
pourquoi :

Kf =

[
Zn(OH)2−4

]

[
Zn2+

] [
OH−

]4 =
C0

[
Zn2+

] [
HO−

]4

⇒
[
Zn2+

]
=
C0

Kf
×
( [

H+
]

10−14

)4

⇒ log
[
Zn2+

]
= logC0 − logKf + 4× (14− pH)

⇒ E3 = E0 + 0,03× (logC0 − logKf + 4× 14)− 0,12× pH

il s’ensuit que :

E3 = −0,76+0,03×(−2−15,5+4×14)−0,12 pH ⇒ E3 = 0,395− 0,12× pH

Remarque – On pourra à nouveau s’assurer que :
{
E2(pH2) = −0,43− 0,06× 13,75 = −1,255 V
E3(pH2) = 0,395− 0,12× 13,75 = −1,255 V

assurent la continuité de la frontière cherchée, en pH = pH2 = 13,75.

En conclusion, le diagramme potentiel-pH du zinc est caractérisé par les frontières
suivantes :

pH 6 6,5 ⇒ E
(
Zn2+/Zn

)
= E1 = −0,82 V

6,5 6 pH 6 13,75 ⇒ E (Zn(OH)2/Zn) = E2 = −0,43− 0,06× pH

pH > 13,75 ⇒ E
(
Zn(OH)2−4 /Zn

)
= E3 = 0,395− 012× pH

à partir desquelles est obtenu le diagramme ci-dessous :
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E (V)

-1,0

pH
5 10

-1,5

0

-0,5

Zn

Zn2+
Zn(OH)2

Zn(OH)4
2−

H
2

H +

Sur ce diagramme, le domaine de stabilité de l’eau a aussi été tracé partiellement (pour
le couple H+/H2) de manière à montrer la dissociation de ce domaine avec celui de Zn.
Par conséquent, quelle que soit la valeur du pH, le zinc est instable en milieu aqueux,
ce que traduisent les deux équations-bilan :

Zn + 2H+
⇌ Zn2+ + H2 en milieu acide

Zn + 2HO− + 2H2O ⇌ Zn(OH)2−4 + H2 en milieu basique

8.1.3.7 Diagramme du cuivre

On connaît :

• les potentiels standard des couples suivants :

E0(Cu2+/Cu) = E0
1 = 0,16 V E0(Cu+/Cu) = E0

2 = 0,52 V

• les produits de solubilité de Cu(OH)2(sol) et de Cu2O(sol) :

Cu(OH)2(sol) ⇌ Cu2+ + 2HO− pKs1 = 20

Cu2O(sol) + H2O ⇌ 2Cu+ + 2HO− pKs2 = 30

•
RT ln 10

F ≃ 0,06 V.

On impose également que la concentration totale du cuivre dissous vaut :
[
Cu2+

]
+
[
Cu+

]
= C0 = 10−2 mol · L−1 (16)

On conviendra également que sur la frontière du cuivre à deux degrés d’oxydation
différents, les concentrations des espèces dissoutes sont égales.
Les données ainsi fournies font apparaître l’élément cuivre :

• au degré d’oxydation (+II) dans Cu2+ et Cu(OH)2(sol) ;

• au degré d’oxydation (+I) dans Cu+ et Cu2O(sol) ;

• au degré d’oxydation (0) dans Cu.

On peut alors soupçonner le cuivre de présenter un diagramme potentiel-pH, dont la
structure ressemble à :
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Cu(OH)2
E1

E2

E
pH

Cu+

E4

Cu

Cu2+

E3

E5

pH2

Cu2O

pH1

où :

• pH1 désigne la valeur du pH auquel apparaît le précipité Cu(OH)2(sol), c’est-à-
dire :

[
Cu2+

] [
HO−

]2
= Ks1

Or, dans le domaine de stabilité de Cu(II), la concentration
[
Cu+

]
est négligeable ;

l’identité (16) se simplifie :

[
Cu2+

]
≃ C0 ⇒ C0 ×

(

10−14

[
H+
]

)2

= Ks1 ⇒ logC0 + 2× (pH1 −14) = −pKs1

⇒ pH1 = 14− 1

2
(pKs1 + logC0) = 14− 1

2
× (20− 2)

⇒ pH1 = 5

• pH2 est la valeur du pH à laquelle apparaît Cu2O, en raison de quoi :
[
Cu+

]2 [
HO−

]2
= Ks2

Quant à la relation (16), elle se simplifie dans le domaine de stabilité de Cu(I) :

[
Cu2+

]
≃ 0 ⇒

[
Cu+

]
≃ C0 ⇒ C0 ×

10−14

[
H+
] =

√

Ks2

⇒ logC0 − 14 + pH2 = −1

2
pKs2

⇒ pH2 = 14− logC0 −
1

2
pKs2 = 14 + 2− 1

2
× 30

⇒ pH2 = 1

Il convient maintenant de déterminer les expressions des frontières entre les espèces
Cu(II), Cu(I) et Cu(0).

• La frontière E1 sépare les domaines de stabilité de Cu2+ et de Cu+ :

(E1) : Cu2+ + e− = Cu+ ⇒ E1 = E0
1 + 0,06 log

([
Cu2+

]

[
Cu+

]

)

Or, cette frontière est définie par l’identité :
[
Cu2+

]
=
[
Cu+

]
, en conséquence de

quoi :

E1 = E0
1 = 0,16 V
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• La frontière E3 sépare également les domaines de stabilité de Cu(II) et de Cu(I).
C’est pourquoi :

E3 = E0
1 + 0,06 log

([
Cu2+

]

[
Cu+

]

)

Or, la frontièreE3 est caractérisée par l’absence de Cu+, ce qui simplifie la relation
(16) :

[
Cu2+

]
≃ C0 = 10−2 mol · L−1

En outre, la présence de Cu2O(sol) se traduit par :

[
Cu+

]2 [
HO−

]2
= Ks2 ⇒

[
Cu+

]
=

√
Ks2

[
HO−

] =

√
Ks2

10−14
×
[
H+
]

(17)

Par suite :

E3 = E0
1 + 0,06 log

(

C0 × 10−14

√
Ks2

[
H+
]

)

= E0
1 + 0,06×

(

logC0 − 14 +
1

2
pKs2

)

+ 0,06× pH

= 0,16 + 0,06× (−2− 14 +
1

2
× 30) + 0,06× pH

⇒ E3 = 0,10 + 0,06× pH

Remarque – L’identité :

E3(pH2) = 0,1 + 0,06× 1 = 0,16 V = E1

assure la continuité de la frontière Cu(II)/Cu(I) en pH = pH2.

• La frontière E4 est donnée, pour les mêmes raisons, par :

E4 = E0
1 + 0,06 log

([
Cu2+

]

[
Cu+

]

)

où, conformément au résultat (17) :

[
Cu+

]
=

√
Ks2

[
H+
]

10−14
pour pH > 1

et, pour pH > pH1 = 5, la présence de Cu(OH)2 impose :

[
Cu2+

] [
HO−

]2
= Ks1 ⇒

[
Cu2+

]
=

Ks1

(10−14)
2 ×

[
H+
]2
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Ainsi :

E4 = E0
1 + 0,06 log

(

Ks1

[
H+
]

10−14
√
Ks2

)

= E0
1 + 0,06×

(

14 +
1

2
pKs2 − pKs1

)

− 0,06× pH

= 0,16 + 0,06×
(

14 +
1

2
× 30− 20

)

− 0,06× pH

⇒ E4 = 0,70− 0,06× pH

Remarque – On s’assurera à nouveau que :

E4(pH1) = 0,7− 0,06× 5 = 0,4 V et E3(pH1) = 0,1 + 0,06× 5 = 0,4 V

confirme la continuité de la frontière Cu(II)/Cu(I) en pH = pH1.

• La frontière E2, qui sépare les domaines de stabilité de Cu(I) et Cu(0), est associée
à l’équation :

Cu+ + e− = Cu (E2)

La loi de Nernst fournit alors :

E2 = E0
2 + 0,06 log

[
Cu+

]

Quant à la relation (16), elle se simplifie dans le cas où la seule espèce dissoute est
Cu+ :

[
Cu+

]
= C0 = 10−2 mol · L−1 ⇒ E2 = 0,52 + 0,06× log

(
10−2

)

⇒ E2 = 0,40 V

• Pour les mêmes raisons, la loi de Nernst fournit l’équation de la frontière E5 :

E5 = E0
2 + 0,06 log

[
Cu+

]

mais, pour pH > pH2, la présence de Cu2O se traduit par l’équation :

Ks2 =
[
Cu+

]2 [
HO−

]2 ⇒
[
Cu+

]
=

√
Ks2

[
HO−

] =

√
Ks2

10−14
×
[
H+
]

⇒ E5 = E0
2 + 0,06 log

(√
Ks2

10−14
×
[
H+
]
)

⇒ E5 = E0
2 + 0,06×

(

14− 1

2
pKs2

)

− 0,06× pH

c’est-à-dire :

E5 = 0,52 + 0,06×
(

14− 1

2
× 30

)

− 0,06× pH

⇒ E5 = 0,46− 0,06× pH
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Remarque – La continuité de la frontière entre les domaines de stabilité de Cu(I)
et Cu(0) est assurée par l’identité :

E5(pH2) = 0,46− 0,06× 1 = 0,40 V = E2

Compte tenu de ce qui précède, le diagramme potentiel-pH du cuivre devrait présenter
l’allure suivante ;

E (V)

pH

0,5

10
0

Cu Cu
2+

Cu(OH)
2

Cu
2O

Cu+

51

E1

E3

E4

E2

E5

Cu

Cu2+

Cu
2O

Cu

Cu 2
O

Cu+ Cu
2O

Cu 2
O

pH0

Cependant, ce diagramme montre que, pour pH < pH0 (intersection des courbes E3

et E5), le cuivre au degré d’oxydation (+I) : Cu+ ou Cu2O n’est pas stable car son
domaine de stabilité est en fait représenté par deux domaines disjoints. Évaluons, au
préalable pH0 :

E3(pH0) = E5(pH0) ⇒ 0,1 + 0,06× pH0 = 0,46− 0,06× pH0

⇒ pH0 =
0,46− 0,1

0,12
= 3

Ce faisant, pour pH < 3, l’absence de Cu(I) dans le milieu génère une nouvelle fron-
tière entre les domaines de stabilité de Cu(II) et de Cu :

Cu2+ + 2 e− = Cu (E6)

La somme des quations (E1) et (E2) fournissant (E6) :

(E1) Cu2+ + e− = Cu+

(E2) Cu+ + e− = Cu
(E6) Cu2+ + 2 e− = Cu

il en va de même des enthalpies libres standard ∆rG
0
i des équations (Ei), auxquelles

sont associés les potentiels standard E0
i :

∆rG
0
6 = ∆rG

0
1 +∆rG

0
2 ⇒ −2F E0

6 = −F E0
1 −F E0

2

⇒ E0
6 =

E0
1 + E0

2

2
=

0,16 + 0,52

2
⇒ E0

6 = 0,34 V

Par conséquent, la frontière caractéristique du couple Cu2+/Cu a pour équation :

E6 = E0
6 + 0,03 log

[
Cu2+

]
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où
[
Cu2+

]
= C0 = 10−2 mol · L−1, conformément à l’identité (16) :

E6 = 0,34− 0,03× 2 = 0,28 V

Remarque – On constate que les valeurs :






E3(pH0) = 0,1 + 0,06× 3 = 0,28 V
E5(pH0) = 0,46− 0,06× 3 = 0,28 V
E6 = 0,28 V

confirment l’existence d’un point commun aux frontières E3, E5 et E6 en pH0 = 3.
Finalement, le diagramme potentiel-pH du cuivre présente l’allure suivante :

E (V)

Cu2+

Cu

E3 Cu(OH)2

1 5
pH

10

0,5

0

E5

E4

E6

Cu2O

8.1.4 Diagrammes d’Ellingham

8.1.4.1 Construction des diagrammes

Soit M un métal et MpOq un de ses oxydes. On convient d’écrire l’équation-bilan de
l’oxydation de M relativement à une mole de O2 (ce qui signifie que le coefficient
stœchiométrique de O2 vaut 1) :

2p

q
M + O2 ⇌

2

q
MpOq

Pour simplifier les calculs qui suivent, cette équation sera simplement notée :

αM + O2 ⇌ βMpOq (18)

Par exemple, l’oxydation de l’aluminium sera notée :

4

3
Al + O2 ⇌

2

3
Al2O3

L’enthalpie libre standard de l’équation (18) dépend de la température T conformé-
ment à la loi :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0(T )− T ×∆rS
0(T )
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Définition 3 L’approximation d’Ellingham consiste à négliger les variations de l’en-
thalpie standard ∆rH

0 et de l’entropie standard ∆rS
0 en fonction de la température.

Dans le cadre de cette approximation, ∆rH
0 et ∆rS

0 peuvent être calculés à la tem-
pérature T0 = 298 K pour laquelle les valeurs numériques des enthalpies standard de
formation ∆fH

0 et des entropies molaires standard S0 sont connues :

∆rH
0 = β∆fH

0 (MpOq)− α∆fH
0 (M) car ∆fH

0
[
O2(gaz)

]
= 0

et :

∆rS
0 = β S0 (MpOq)− αS0 (M)− S0 (O2)

On admettra, par la suite, que l’approximation d’Ellingham sera justifiée dans tout le
domaine de température étudié. Il s’ensuit que :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0 (19)

Le diagramme d’Ellingham consiste à représenter, pour un ou plusieurs systèmes
M/MpOq, la courbe ∆rG

0(T ).

Remarque – En l’absence de changement d’état, l’expression (19) montre que la
courbe tracée dans le diagramme d’Ellingham est un segment de droite, que certains
énoncés appellent « droite d’Ellingham ».

8.1.4.2 Cas du changement d’état

Considérons une réaction chimique d’équation-bilan :

α1 X1 + · · ·+ αr Xr ⇌ αr+1 Xr+1 + · · ·+ αN XN (20)

dont l’une des espèces (Xj par exemple) subit un changement d’état à la température
T12 :

X(1)
j ⇌ X(2)

j (21)

Ce changement d’état est caractérisé par sa chaleur latente molaire :

L12 = ∆12H
0 = ∆fH

0
[

X(2)
j

]

−∆fH
0
[

X(1)
j

]

Ce faisant :

• lorsque T < T12, Xj se présente dans la phase (1), auquel cas l’enthalpie libre
standard associée à la réaction d’équation (20) vaut :

∆rG
0
1(T ) = ∆rG

0(T < T12) = ∆rH
0
1 − T ×∆rS

0
1

où :

∆rH
0
1 =

N∑

i6=j

νi∆fH
0 [Xi] + νj ∆fH

0
[

X(1)
j

]

et :

∆rS
0
1 =

N∑

i6=j

νi S
0 [Xi] + νj S

0
[

X(1)
j

]
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• lorsque T > T12, l’espèce Xj étant sous la forme X(2)
j , l’équation (20) a pour

enthalpie standard :

∆rG
0
2(T ) = ∆rG

0(T > T12) = ∆rH
0
2 − T ×∆rS

0
2

avec :

∆rH
0
2 =

N∑

i6=j

νi∆fH
0 [Xi] + νj ∆fH

0
[

X(2)
j

]

et :

∆rS
0
2 =

N∑

i6=j

νi S
0 [Xi] + νj S

0
[

X(2)
j

]

Les expressions de ∆rH
0
2 , ∆rH

0
1 et L12 montrent que :

∆rH
0
2 −∆rH

0
1 = νj ×

{

∆fH
0
[

X(2)
j

]

−∆fH
0
[

X(1)
j

]}

= νj × L12

⇒ ∆rH
0
2 = ∆rH

0
1 + νj L12 (22)

tandis que l’entropie standard de la réaction (21) vaut

∆12S
0 =

L12

T12
= S0

[

X(2)
j

]

− S0
[

X(1)
j

]

Ainsi :

∆rS
0
2 −∆rS

0
1 = νj ×

{

S0
[

X(2)
j

]

− S0
[

X(1)
j

]}

= νj
L12

T12
(23)

⇒ ∆rS
0
2 = ∆rS

0
1 + νj

L12

T12
(24)

Ce faisant, l’expression de ∆rG
0
2 = ∆rH

0
2 − T ×∆rS

0
2 s’écrit :

∆rG
0
2(T ) =

(
∆rH

0
1 + νj L12

)
− T ×

(

∆rS
0
1 + νj

L12

T12

)

= ∆rH
0
1 − T ×∆rS

0
1

︸ ︷︷ ︸

∆rG0
1(T )

+νj L12 ×
(

1− T

T12

)

Cette identité révèle la continuité de la fonction ∆rG
0(T ) :

lim
T→T12

[
∆rG

0
2(T )

]
= lim
T→T12

[
∆rG

0
1(T )

]

de sorte qu’un changement d’état se traduit, dans le diagramme d’Ellingham, par un
changement de pente (∆rS

0
1 6= ∆rS

0
2 ), la courbe demeurant continue.
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On donne, pour le zinc, les grandeurs thermodynamiques suivantes :

• enthalpies standard de formation (∆fH
0) et entropies molaires standard (S0) à

298 K :

Zn(sol) ZnO(sol) O2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) 0 −350,5 0

S0 (en J · K−1 · mol−1) 41,6 43,7 205,2

• Température et chaleur latente de fusion de Zn :

Tfus = 693 K et Lfus = 6,7 kJ · mol−1

• Température et chaleur latente de vaporisation du zinc :

Tvap = 1180 K et Lvap = 114,8 kJ · mol−1

1. Déterminer les expressions de l’enthalpie libre standard ∆rG
0(T ) de la réaction

d’oxydation du zinc, pour T allant de 100 K à 2 000 K.
On écrira les équations-bilan des réactions correspondantes.

2. Vérifier, à l’aide des expressions ainsi trouvées, la continuité de la fonction
∆rG

0(T ) aux températures Tfus et Tvap.

3. Représenter le diagramme d’Ellingham du système ZnO/Zn.

Réponse

1. Dans la gamme de température envisagée, le zinc peut changer d’état, auquel cas il convient de distin-
guer trois cas :

• Pour 100 K 6 T < 693 K, le zinc et son oxyde sont solides et participent à la réaction d’équation :

2Zn(sol) + O2 ⇌ 2ZnO(sol) (équation α)

Dans le but de représenter le diagramme d’Ellingham, et sauf mention contraire explicite, il est
impératif d’affecter à O2 le coefficient stœchiométrique 1.

Ce faisant, l’enthalpie et l’entropie standard valent :

∆rH
0
α = 2∆fH

0
[
ZnO(sol)

]
−∆fH

0 [O2]− 2∆fH
0
[
Zn(sol)

]
= −701 kJ · mol−1

et :

∆rS
0
α = 2S0

[
ZnO(sol)

]
− S0 [O2]− 2S0

[
Zn(sol)

]

= 2× 43,7− 205,2− 2× 41,6 = −201 J · K−1 · mol−1

C’est pourquoi :

∆rG
0
α(T ) = ∆rG

0(T < Tfus) = ∆rH
0
α − T ×∆rS

0
α

⇒ ∆rG
0
α(T ) = −701.103 + 201× T (en J · mol−1)

• Pour 693 K < T < 1 180 K l’oxyde de zinc demeure solide, tandis que Zn se présente sous forme
liquide ; la réaction d’oxydation du zinc a pour équation-bilan :

2Zn(liq) + O2 ⇌ 2ZnO(sol) (réaction β)

Soit (γ) la réaction qui rend compte de la fusion du zinc à Tfus :

Zn(sol) ⇌ Zn(liq) (équation γ)

dont l’enthalpie standard s’identifie à Lfus et l’entropie standard vaut :

∆rS
0
γ =

Lfus

Tfus
=

6,7.103

693
= 9,7 J · K−1 · mol−1

⇒ ∆rG
0
γ(T ) = 6,7.103 − 9,7× T (en J · mol−1)

Or, les équations (α), (β) et (γ) sont linéairement dépendantes :
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2 (γ) 2Zn(sol) ⇌ 2Zn(liq)
(β) 2Zn(liq) + O2 ⇌ 2ZnO(sol)

(α) 2Zn(sol) + O2 ⇌ 2ZnO(sol)

De ce fait :

∆rG
0
α(T ) = 2∆rG

0
γ(T ) + ∆rG

0
β(T ) ⇒ ∆rG

0
β(T ) = ∆rG

0
α(T )− 2∆rG

0
γ(T )

⇒ ∆rG
0
β(T ) =

(
−701.103 + 201× T

)
− 2×

(
6,7.103 − 9,7× T

)

⇒ ∆rG
0
β(T ) = −714,4.103 + 220,4× T

Remarque – Il était possible d’accéder à ce résultat directement à l’aide des relations (22) et
(24), dans lesquelles νj = −2 pour Zn :

∆rH
0
β = ∆rH

0
α − 2Lfus = −701.103 − 2× 6,7.103 = −714,4.103 J · mol−1

et :

∆rS
0
β = ∆rS

0
α − 2

Lfus

Tfus
= −201− 2× 6,7.103

693
= −220,3 J · mol−1

c’est-à-dire :

∆rG
0
β(T ) = ∆rH

0
β − T ×∆rS

0
β = −714,4.103 + 220,3× T

• Pour 1 180 K < T 6 2 000 K le zinc, sous forme gazeuse, participe à l’équilibre :

2Zn(gaz) + O2 ⇌ 2ZnO(sol) (équation δ)

Afin de déterminer les valeurs de l’enthalpie standard ∆rG0
δ et de l’entropie standard ∆rS0

δ de
cet équilibre, il est possible d’utiliser directement les identités (22) et (24) :

∆rH
0
δ = ∆rH

0
β + νi × Lvap et ∆rS

0
δ = ∆rS

0
β + νi ×

Lvap

Tvap

où νi = −2 est le coefficient stœchiométrique de Zn dans les équations (β) et (δ). Ce faisant :

∆rH
0
δ = −714,4.103 − 2× 114,8.103 = −944.103 J · mol−1

et :

∆rS
0
δ = −220,3− 2× 114,8.103

1 180
= −414,9 J · K−1 · mol−1

d’où il s’ensuit que :
∆rG

0
δ(T ) = −944.103 + 414,9× T

2. Le zinc subit des changements d’état à :

• Tfus = 693 K, avec :
{

∆rG0
α(Tfus) = −701.103 + 201× 693 = −561,7.103 J · mol−1

∆rG0
β(Tfus) = −714,4.103 + 220,3× 693 = −561,7.103 J · mol−1

ce qui montre que la courbe ∆rG0(T ) est continue à la température Tfus = 693 K.

• Tvap = 1180 K, avec :

{
∆rG0

β(Tvap) = −714,4.103 + 220,3× 1 180 = −454,4.103 J · mol−1

∆rG0
δ(Tvap) = −944.103 + 414,9× 1 180 = −454,4.103 J · mol−1

Ces résultats confirment bien la continuité de la fontion ∆rG0(T ) en T = Tvap.

3. Les expressions obtenues pour ∆rG0
α(T ), ∆rG0

β(T ) et ∆rG0
δ(T ) conduisent au diagramme d’Ellin-

gham suivant pour le zinc :



1258 Chapitre 8
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)
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8.1.4.3 Interprétation du diagramme

Afin de simplifier les notations, nous conviendrons d’écrire M un métal et MO son
oxyde, de sorte que l’équation-bilan (18) s’écrit :

αM + O2

(2)
⇌
(1)

βMO (25)

Précisons également ce qui est représenté dans le diagramme d’Ellingham d’un sys-
tème M/MO. Pour cela, notons Q le quotient de réaction associé à l’équation (25) et

R le rapport : R =
PO2

P0
de la pression partielle en dioxygène (en bar) par la pression

standard P0 = 1 bar.

• Si M et MO sont des phases condensées (liquides ou solides) :

Q =
P0

PO2

=
1

R

de sorte qu’à l’équilibre, R = R(E), avec :

∆rG
0(T ) = −RT lnQ = RT ln [R(E)]

Ce faisant, la courbe (D) qui représente ∆rG
0(T ) est aussi la représentation gra-

phique de la fonction RT lnR lorsque l’équilibre est atteint. C’est pourquoi on
considérera désormais que le diagramme d’Ellingham d’un système M/MO est
une représentation de f(T ) = RT lnR en fonction de T :

T 

∆rG
0 

M
MON 

f(T) = RT lnR

E 

(D)
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Soit N un point extérieur à (D), pour lequel le système chimique décrit par l’équa-
tion (25) a pour affinité chimique :

A = A0 −RT lnQ = −∆rG
0(T ) +RT ln [R(N)]

= RT ln [R(N)]−RT ln [R(E)]

où R(N) désigne la valeur de R en N . Plusieurs cas peuvent alors se présenter :
• siN se trouve au dessus deE, A > 0 montre que la réaction (25) est totalement

déplacée dans le sens (1) :

le domaine situé au dessus de (D) correspond au domaine d’existence
exclusive de l’oxyde MO.

Remarque – Il ne s’agit pas d’un domaine de prédominence de MO car, tant
que l’affinté chimique A est positive, la réaction est déplacée dans le sens (1)
jusqu’à la disparition de M.

• siN est situé en dessous deE, A < 0 montre que l’équilibre est déplacé dans le
sens (2) de formation de M, jusqu’à disparition complète de MO, ce qui signifie
aussi que :

tous les points situés en dessous de (D) se trouvent dans un domaine
d’existence exclusive de M.

• pour tout point E qui appartient à (D), A = 0 signifie que l’équilibre (25) est
établi :

les points de la courbe ∆rG
0(T ) décrivent un équilibre entre M et son

oxyde MO.

• Si M ou MO sont des gaz
Ce cas se rencontre, notamment, pour le système C/CO :

2C + O2 ⇌ 2CO (26)

En notant PCO la pression partielle de CO et ∆rG
0(T ) l’enthalpie libre standard

de la réaction (26), l’affinité chimique du système C/CO vaut :

A = A0 −RT lnQ = −∆rG
0 −RT lnQ

où Q =

(
PCO

P0

)2

×
(
P0

PO2

)

=
1

R ×
(
PCO

P0

)2

soit encore :

A = −∆rG
0 +RT lnR− 2RT ln

(
PCO

P0

)

Pour qu’un point E du segment de droite
(D), d’équation ∆rG

0(T ), soit représentatif
de l’équilibre, il faut s’assurer que A s’anulle
lorsque :

∆rG
0(T ) = RT lnR(E) T 

∆rG
0(T) 

C
CO

f(T) = RT lnR

E 

(D)

Ainsi, pour conserver au diagramme d’Ellingham une signification sans équivoque,
on admettra que PCO = P0 = 1 bar :
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Au dessus de (D) se trouve le domaine de prédominance de CO, tandis
que celui de C est situé en dessous de (D).

Remarque – Il s’agit ici de domaines de prédominance et non de domaines d’exis-
tence exclusive car, conformément à l’expression de A, la pression partielle PCO

peut s’ajuster de manière à ce que A soit nul ailleurs que sur (D) ; il n’y a pas
disparition totale de C ou de CO.

8.1.4.4 Application du diagramme

Considérons deux systèmes M1/M1O et M2/M2O :

α1 M1 + O2 ⇌ β1 M1O (E1) et α2 M2 + O2 ⇌ β2 M2O (E2)

dont les enthalpies libres standard ∆rG
0
1(T ) et ∆rG

0
2(T ) sont représentées dans un

même diagramme d’Ellingham :

(D1)
A

B

M 2
O

M 2

M1O

M1

M1O + M2

M1O
M1

M 2
O

M 2

C

T

I

TI T

M2O + M1

(D2)

∆rG
0(T)1

∆rG
0(T)2

RT lnR

Soit I le point d’intersection des courbes D1 et D2 (cf. diagramme ci-dessus) qui re-
présentent des états équilibres chimiques. Plaçons-nous, dans un premier temps, à une
température T < TI , pour laquelle D1 se trouve au dessus de D2. Nous pouvons ainsi
distinguer trois domaines :

• au dessus de D1 et D2 (point A), seuls les oxydes M1O et M2O peuvent coexister ;

• en dessous de D1 et D2, les métaux M1 et M2 sont les seules espèces stables ;

• entre D1 et D2 (pointB), ce diagramme montre que les espèces M1 et M2O peuvent
coexister de manière stable. Envisageons, par exemple, une réaction d’équation :

β1 M1O + α2 M2

(2)
⇌
(1)

α1 M1 + β2 M2O (E3)

d’enthalpie libre standard ∆rG
0
3(T ) et d’affinité chimique :

A(T ) = A0(T )−RT lnQ = −∆rG
0
3(T ) car Q = 1

Or, les équations (E1), (E2) et (E3) sont linéairement dépendantes :

(E1) α1 M1 + O2 ⇌ β1 M1O
(E3) β1 M1O + α2 M2 ⇌ α1 M1 + β2 M2O
(E2) α2 M2 + O2 ⇌ β2 M2O
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Aussi, de l’identité : (E2) = (E1) + (E3) découle la relation :

∆rG
0
2(T ) = ∆rG

0
1(T ) + ∆rG

0
3(T ) ⇒ A(T ) = ∆rG

0
1(T )−∆rG

0
2(T )

Le diagramme d’Ellingham révèle alors que :

pour T < TI ,∆rG
0
1(T ) > ∆rG

0
2(T ) ⇒ A(T ) > 0

ce qui signifie aussi que la réaction (E3) est totalement déplacée dans le sens (1) de
formation de M1 et de M1O.
Évidemment, les conclusions s’inversent pour T > TI , puisque ∆rG

0
1(T ) devient

inférieur à ∆rG
0
2(T ) : A(T ) < 0 montre que la réaction (E3) est déplacée dans le

sens (2) de formation de M1O et de M2.

En conclusion :

• Pour que deux espèces coexistent de manière stable, il faut que leurs do-
maines d’existence (ou de prédominance) aient une intersection non vide.

• Deux espèces réagissent l’une avec l’autre si leurs domaines d’existence
(ou de prédominance) sont disjoints.

Remarque – Conformément à la signification des courbes D1 et D2, le point I cor-
respond à un état d’équillibre dans lequel M1, M1O, M2 et M2O coexistent de manière
stable.

On donne, pour le carbone, ses oxydes et l’oxygène, l’enthalpie standard de
formation ∆fH

0 et l’entropie molaire standard S0 à 298 K :

C(sol) O2(gaz) CO(gaz) CO2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) 0 0 −110,5 −393,5

S0 (en J · K−1 · mol−1) 5,7 205 197,6 213,6

1. Écrire les équations d’oxydation du carbone en CO puis en CO2, rapportées à une
mole de dioxygène, ainsi que l’équation d’oxydation de CO en CO2 (avec la même
contrainte).

2. Déterminer les expressions ∆rG
0
1(T ), ∆rG

0
2(T ) et ∆rG

0
3(T ) des enthalpies libres

standard des trois réactions précédentes.

3. Tracer ces trois courbes dans un diagramme d’Ellingham pour T ∈ [0 ; 2 000 K] et
calculer la valeur Ti de la température T au point d’intersection I des trois courbes.

4. En utilisant ce diagramme, déterminer les domaines de prédominance de C, CO,
CO2 en distinguant les cas T > Ti et T < Ti.
Représenter alors le diagramme en y faisant figurer les domaines de prédominance
de C, CO et CO2.

5. Quel doit être le rapport des pressions partielles
PO2

PCO2

qui assure la stabilité du

carbone C, à la température ordinaire T = 298 K ?

On prendraR = 8,314 J·K−1 ·mol−1 comme valeur numérique de la constante molaire
des gaz parfaits.
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Réponse

1. Les réactions d’oxydation mentionnées par l’énoncé sont décrites par les équations-bilan :

2C + O2 ⇌ 2CO (E1)
C + O2 ⇌ CO2 (E2)

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (E3)
2. Les données numériques relatives à C, CO et CO2 permettent le calcul de l’enthalpie standard et l’en-

tropie standard de chacune des équations (Ei) :

∆rH
0
1 = 2∆fH

0 (CO)− 2∆fH
0 (C)−∆fH

0 (O2) = −2× 110,5.103 = −221.103 J · mol−1

∆rS
0
1 = 2S0 (CO)− 2S0 (C)− S0 (O2) = 2× 197,6− 2× 5,7− 205 = 178,8 J · K−1 · mol−1

∆rH
0
2 = ∆fH

0 (CO2)−∆fH
0 (C)−∆fH

0 (O2) = −393,5.103 J · mol−1

∆rS
0
2 = S0 (CO2)− S0 (C)− S0 (O2) = 213,6− 5,7− 205 = 2,9 J · K−1 · mol−1

∆rH
0
3 = 2∆fH

0 (CO2)− 2∆fH
0 (CO)−∆fH

0 (O2)

= −2× 393,5.103 + 2× 110,5.103 = −566.103 J · mol−1

∆rS
0
3 = 2S0 (CO2)− 2S0 (CO)− S0 (O2) = 2× 213,6− 2× 197,6− 205

= −173 J · K−1 · mol−1

Il s’ensuit que :






∆rG0
1(T ) = −221.103 − 178,8× T

∆rG0
2(T ) = −393,5.103 − 2,9× T

∆rG0
3(T ) = −566.103 + 173× T

3. Dans un diagramme d’Ellingham, où l’on porte RT ln

(
PO2

P0

)

= f(T ) en ordonnées, les courbes

∆rG0
1(T ), ∆rG0

2(T ) et ∆rG0
3(T ) caractérisent les équilibres (E1), (E2) et (E3) à condition que les

pressions partielles PCO et PCO2 valent 1 bar.

T (K)

∆rG
0(T)

-200

CO

1000

-400

-500

-600

-300

2000500 1500
f(T)

C

CO2

C

CO

C

CO
C

CO2

CO 2

CO 2

CO

2

∆rG
0(T)1

∆rG
0(T)3

Les segments de droite d’équation ∆rG0
1(T ) et ∆rG0

2(T ) se coupent en un point I , dont l’abscisse
vérifie :

∆rG
0
1(Ti) = ∆rG

0
2(Ti) ⇒ −221.103 − 178,8× Ti = −393,5.103 − 2,9× Ti

⇒ Ti =
393,5.103 − 221.103

178,8− 2,9
= 980,7 K

En remarquant que :

∆rG
0
1(Ti) = ∆rG

0
2(Ti) = ∆rG

0
3(Ti) = −396,3.103 J · mol−1

on prouve alors que I est le point d’intersection commun aux trois courbes ∆rG0
1(T ), ∆rG0

2(T ) et
∆rG0

3(T ).
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4. Le diagramme d’Ellingham précédent montre que :

• pour T < Ti, le monoxyde de carbone CO présente deux domaines de prédominance disjoints ; il
n’est pas stable, si bien que seul l’équilibre entre C et CO2, décrit par ∆rG0

2(T ) peut être envisagé ;

• pour T > Ti, les courbes ∆rG0
3(T ) et ∆rG0

1(T ) délimitent les domaines de prédominance de C,
CO et CO2, qui sont confirmés par la courbe ∆rG0

2(T ).

Ce faisant, le diagramme d’Ellingham du carbone présente l’allure simplifiée suivante :

T (K)-200
1000

-400

-500

-600

-300

2000500 1500
f(T)

CO2

C

CO

A

TA

5. À la température TA = 298 K, l’ensemble des pointsA qui correspondent à la stabilité de C se trouvent
en dessous de la courbe ∆rG0

2(T ) :

f(TA) 6 ∆rG
0
2(TA) ⇒ RTA ln

(
PO2

P0

)

6 −393,5.103 − 2,9× TA

⇒ ln

(
PO2

P0

)

6
−393,5.103 − 2,9× 298

8,314× 298

⇒ PO2 6 P0 exp (−159,2) = 7.10−70 Pa

Une telle valeur montre qu’à la température ordinaire de 298 K, le carbone n’est pas stable en présence
de dioxygène (à condition toutefois de considérer que PCO2 = 1 bar) ; le carbone brûle dans l’air !

8.2 Cinétique de l’oxydo-réduction

8.2.1 Présentation des courbes intensité-potentiel

8.2.1.1 Montage expérimental

Nous verrons, dans la prochaine section (page 1269) pourquoi l’intensité i du courant
qui arrive à une électrode est proportionnelle à la vitesse de la réaction électrochimique
impliquant le couple Ox/Red :

Red ⇌ Ox + n e− (27)

Afin d’étudier l’intensité i du courant1 qui arrive à une électrode, on réalise le montage
suivant à trois électrodes :

1Par convention, i sera compté positivement lorsque le courant électrique arrive à l’électrode de travail
(qui est alors une anode) et négativement dans le cas contraire (l’électrode de travail est alors une cathode).
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i
mAmV

électrode de travail (T)

U

électrode de référence (R)

électrolyte

électrode auxilliaire (A)

Ce montage comporte :

• une électrode de référence, dont le potentiel Eréf est fixé par sa constitution ; dans
la pratique, il peut s’agir :

• d’une électrode au calomel, saturée (ECS), pour laquelle Eréf ≃ 0,24 V :

Hg(liq)|Hg2Cl2(sol)|KClsaturé

• d’une électrode au chlorure d’argent, pour laquelle Eréf ≃ 0,20 V :

Ag(sol)|AgCl(sol)|KClsaturé

• d’une électrode au sulfate mercureux (Eréf ≃ 0,64 V), au cas où l’électrolyte
contiendrait des ions susceptibles de réagir avec les ions chlorure des deux élec-
trodes précédentes :

Hg(liq)|Hg2SO4(sol)|K2SO4saturé

• une électrode de travail dont le potentielE se mesure à l’aide d’un millivoltmètre :

U = E − Eréf ⇒ E = U + Eréf

La valeur de E impose une valeur de i, dont on représente graphiquement la dé-
pendance en fonction de E.

Remarque – L’impédance du millivoltmètre est choisie assez grande de manière à
négliger légitimement le courant qui le traverse ; cette contrainte assure d’une part
que le milliampèremètre mesure une intensité très voisine de i et permet, d’autre
part, de s’affanchir de toute d.d.p. ohmique consécutive à un passage de courant
entre les électrodes (T ) et (R) ; la tension ainsi mesurée représente la force contre-
électromotrice de la cellule.

• d’une source de tension, qui fixe la valeur de E ;

• d’une électrode auxiliaire (ou contre-électrode) qui assure le passage du courant
dans l’électrolyte.

8.2.1.2 En l’absence de diffusion

La courbe intensité-potentiel (i− E) présente l’allure suivante :
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E

i

Red     Ox

Red     Ox

Eeq

On montrera, dans la suite, que la valeur E = Eeq qui annule i est celle prévue par la
loi de Nernst :

Eeq = E0 (Ox/Red) +
RT ln 10

nF log

(
[Ox]
[Red]

)

Remarque – Ox se trouve à droite de la courbe i−E car les valeurs deE supérieures
à Eeq définissent le domaine de prédominance de Ox.

Définition 4 On appelle surtension la différence :

η = E − Eeq

Dans le cas de systèmes rapides, on constate que i prend une valeur appréciable dès
que E 6= Eeq. Or, puisque i est proportionnel à la vitesse v de la réaction (27), une telle
observation revèle que cette réaction se produit rapidement dès que η 6= 0.
En revanche, la courbe intensité-potentiel d’un système lent présente un intervalle
E ∈ [Ea, Ec] dans lequel l’intensité i du courant est négligeable :

E

i

Red     Ox

Red     Ox

Eeq

ηaηc

EaEc

De ce fait, il n’est pas possible de déterminer, expérimentalement, la valeur Eeq de E
pour laquelle i = 0. Dans un tel diagramme apparaissent :

• une surtension anodique :

ηa = Ea − Eeq ⇒ Ea = Eeq + ηa avec ηa > 0

au dessus de laquelle (E > Ea) i devient positif et mesurable ;

• une surtension cathodique ηc < 0 :

ηc = Ec − Eeq ⇒ Ec = Eeq + ηc

en dessous de laquelle i devient négatif et mesurable.
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Remarque – Dans de nombreux exercices, on confondraEeq avec le potentiel standard
E0 du couple Ox/Red.

Parfois, le milieu réactionnel ne contient que l’une des espèces Ox ou Red (par exemple
lorsque l’une des entités est gazeuse), auquel cas les courbes i−E prennent les allures
suivantes :

E

i

Red     Ox

Red     Ox

Eeq

Red seul

E

i

Eeq

Ox seul

SYSTEME RAPIDE

Red seul Ox seul

E

i

Red     Ox

Eeq Ea
E

i

Red     Ox

EeqEc

SYSTEME LENT

8.2.1.3 Phénomènes de diffusion

La vitesse d’une réaction qui se produit à une électrode est souvent limitée par la vitesse
à laquelle les espèces dissoutes dans l’électrolyte peuvent atteindre l’électrode. Cette
limitation se traduit alors par l’existence d’un palier pour le courant :

E

i

Red     Ox

Red     Ox
Eeq

Red seul

E

i

Eeq

Ox seul

irℓ

ioℓ

SYSTEME RAPIDE
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irℓ

ioℓRed seul Ox seul

E

i

Red     Ox

Eeq Ea
E

i

Red     Ox

EeqEc

SYSTEME LENT

Les amplitudes de ces paliers : |irℓ| = irℓ et |iol| = −iol sont proportionnelles aux
concentrations respectives de Red ou de Ox dans la solution.
Lorsque les espèces Ox et Red sont simultanément présentes en solution, les courbes
intensité-potentiel présentent les allures suivante :

E

i

Red     Ox

Eeq

Système rapide

irℓ

ioℓ

E1/2

Red     Ox

Red     Ox

ioℓ

E

i

Eeq

Ec

Red     Ox

Ea

Système lent

i1/2

Définition 5 On appelle potentiel de demi-vague le potentiel E1/2 pour lequel l’in-
tensité du courant prend la valeur :

i1/2 =
irℓ + iol

2
=

|irℓ| − |iol|
2

⇒ E = E1/2

Lorsque les espèces Ox et Red diffusent, dans l’électrolyte, de manières comparables,
on montre (voir page 1277) que :

E1/2 = E0 (Ox/Red)

8.2.1.4 Cas du solvant ou de l’électrode

Les phénomènes de diffusion ne concernent évidemment pas les solvants ou les élec-
trodes, dont les courbes intensité-potentiel ne sont alors pas limitées par un palier de
courant. En deuxième année de classe préparatoire, seules les solutions aqueuses sont
étudiées, c’est-à-dire l’eau qui, comme solvant, apparaît comme :

• le réducteur du couple O2/H2O :

2H2O ⇌ O2 + 4H+ + 4 e−

Aussi, sans préjuger de la rapidité du système dont le réducteur est l’eau, les dia-
grammes intensité-potentiel seront toujours limités, en milieu aqueux, par la courbe
suivante :
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i

E 

H2O O2

• l’oxydant du couple H2O/H2 :

2H2O + 2 e− ⇌ H2 + 2HO−

À nouveau, en l’absence d’information concernant la rapidité du système dont H2O
est l’oxydant, les diagrammes intensité-potentiel seront toujours limités, en milieu
aqueux, par la courbe suivante :

i

E 

H2OH2

Remarque – Les courbes précédentes sont tracées en ne considérant que les branches
anodique ou cathodique séparément ; l’état gazeux de O2 et de H2 justifie cette repré-
sentation.

8.2.1.5 Facteurs influençant la cinétique électrochimique

La nature rapide ou lente d’un système redox dépend essentiellement :

• de l’électrode utilisée. Par exemple, la courbe intensité-potentiel du couple H+/H2

présente une surtension cathodique ηc qui croît du platine (ηc ≃ 0) au mercure
(ηc ≃ −2 V) :

i

E 

graphite

H+H2

H+H2
H+H2

H+H2

(Pt)(Au)(Hg)

• du couple redox composant le système. Par exemple, sur une électrode de fer, les
couples H2/H2O et Na+/Na présentent des surtensions cathodiques respectives
ηa = −1,2 V et η′c = −2,7 V :
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i

E (V)0-1,2-2,7

H2OH2

Na+Na

• de l’état de surface des électrodes, dont on cherche à éliminer les impuretés (par
oxydation vigoureuse) ainsi que les substances éventuellement adsorbées (par po-
lissage).

8.2.2 Intensité et vitesse de réaction
8.2.2.1 Réaction à l’électrode
Considérons une électrode, à laquelle arrive un
courant d’intensité i, à laquelle correspond un
nombre δne de moles d’électrons pendant dt :

i = F δne
dt

, où le Faraday F = 96 500 C · mol−1

représente la charge (en valeur absolue) portée
par une mole d’électrons. En notant Redeℓ et Oxeℓ
les espèces réductrice et oxydante d’un couple re-
dox Ox/Red, qui atteignent l’électrode, le flux
d’électrons observé provient de la réaction élec-
trochimique d’équation-bilan :

i

électrode

Redeℓ Oxeℓ

δne

Redeℓ
n1

n1 − dξ

kc
⇌
ka

Oxeℓ
n2

n2 + dξ

+ n e−

ndξ

(28)

La vitesse v de cette réaction sera supposée vérifier le critère de Van’t Hoff :

v = ka [Red]eℓ − kc [Ox]eℓ (29)

où [Red]eℓ et [Ox]eℓ sont les concentrations des espèces Red et Ox au voisinage de
l’électrode.

Définition 6 La réaction chimique, d’avancement ξ, qui se produit à une électrode de
surface S, présente une vitesse :

v =
1

S

dξ

dt

De fait, pendant la période dt, la réaction électrochimique libère un nombre
δne = ndξ de moles d’électrons, auquel cas la vitesse de cette réaction vérifie :

v =
1

S

dξ

dt
avec dξ =

1

n
δne =

1

nF idt

⇒ v =
1

nFS i⇒ i = nFS × v
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Cette relation montre que l’intensité i du courant reçu par l’électrode est proportion-
nelle à la vitesse de la réaction (28).
En outre, la relation (29) révèle que :

i = nFS × (ka [Red]eℓ − ke [Ox]eℓ) (30)

On recontrera également, dans la littérature scientifique, cette expression sous la
forme :

i = ia − ic avec ia = nFS ka [Red]eℓ et ic = nFS kc [Ox]eℓ

où ia et ic sont appelés courant anodique (qui arrive à l’électrode) et courant catho-
dique (celui qui en part).

Remarque – L’expression (30) définit aussi une densité de courant de charges j, telle
que :

i = j × S avec j = nF (ka [Red]eℓ − kc [Ox]eℓ)

8.2.2.2 Relation de Butler-Volmer

Il a été établi, en thermodynamique de l’oxydo-réduction, que la réaction d’équation-
bilan :

Oxeℓ + n e− ⇌ Redeℓ

présentait une enthalpie libre ∆+G et une entalpie libre standard ∆+G
0, liées au po-

tentiel E de l’électrode et au potentiel standard E0 du couple Ox/Red :

∆+G = −nF E et ∆+G
0 = −nF E0

Ce faisant, la réaction d’équation-bilan :

Redeℓ
kc
⇌
ka

Oxeℓ + n e− (31)

est aussi caractérisée par une enthalpie libre ∆rG
0 et une enthalpie libre standard

∆rG
0 telles que :

∆rG = −∆+G = nF E et ∆rG
0 = −∆+G

0 = nF E0

Par suite, son quotient de réaction Q =
aOx

aRed
vérifie :

∆rG = ∆rG
0 +RT lnQ⇒ nF E = nF E0 +RT lnQ

Dans la suite, sauf mention contraire2, on supposera les espèces Oxeℓ et Redeℓ en so-
lution aqueuse suffisamment diluée pour que l’on puisse poser :

Q =
[Ox]eℓ
[Red]eℓ

= exp

[
nF
RT

(
E − E0

)
]

(32)

En outre, les constantes cinétiques ka et kc sont supposées dépendre de E, de sorte
que si E > E0, la réaction (31) favorise l’apparition de Oxeℓ, tandis que si E < E0,
l’apparition de Redeℓ est favorisée :

ka > kc si E > E0 et ka < kc si E < E0

2Les cas où l’oxydant ou le réducteur est le solvant ou l’électrode seront traités ultérieurement.
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C’est pourquoi nous admettrons qu’il existe des constantes positives k0, A et A′ telles
que :

ka = k0 exp
[
A×

(
E − E0

)]
et kc = k0 exp

[
−A′ ×

(
E − E0

)]

Or, lorsque l’équilibre (31) est atteint, [Ox]eℓ, [Red]eℓ et E prennent des valeurs res-
pectives [Ox](eq)

eℓ , [Red](eq)
eℓ et Eeq telles que :

v = 0 ⇒ ka [Red](eq)
eℓ − kc [Ox](eq)

eℓ = 0

⇒ Qeq =
[Ox](eq)

eℓ

[Red](eq)
eℓ

=
ka
kc

⇒ Qeq = exp
[
(A+A′)× (Eeq − E0)

]

Du reste, à l’équilibre, la relation (32) devient :

Qeq = exp

[
nF
RT

×
(
Eeq − E0

)
]

⇒ A+A′ =
nF
RT

Il existe donc un nombre α positif (avec α < 1) permettant de poser :

A =
αnF
RT

et A′ =
(1− α)nF

RT

de manière à ce que :

ka = k0 × exp

[
αnF
RT

×
(
E − E0

)
]

et kc = k0 × exp

[
(α− 1)nF

RT
×
(
E − E0

)
]

La relation de Butler-Volmer se déduit alors de la loi (30) :

i = nFSk0
{

[Red]eℓ e
αnF
RT (E−E0) − [Ox]eℓ e

(α−1)nF

RT (E−E0)
}

(33)

8.2.3 Phénomènes de diffusion
8.2.3.1 Densité de courant de matière

On supposera que les électrolytes Xi qui interviennent à l’électrode proviennent d’une
solution dans laquelle leur concentration [Xi]sol demeure constante. Cependant, leur
concentration devient [Xi]eℓ au voisinage de l’électrode, supposée plane et de section
S.

x

électrode

[Xi]eℓ

δni

Ji

x

(S)ey

ex

ez

dS
[Xi]

[Xi]sol

δi0
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La migration de Xi dans la solution est alors décrite par un vecteur densité de courant
de particules3 ~Ji = Ji(x)~ex, lié au nombre δni de moles de particules qui traversent
une surface S pendant dt, en se dirigeant vers l’électrode :

δni
dt

= −Ji(x)× S = −
∫∫

(S)

~Ji · d~S

En outre, la loi de Fick précise que :

Ji = −Di
∂ [Xi]
∂x

(34)

où Di est la diffusivité de Xi dans le milieu.
Quant à la conservation de l’espèce Xi, elle est décrite par l’équation :

∂Ji
∂x

+
∂ [Xi]
∂t

= 0 ⇒ −Di
∂2 [Xi]
∂x2

+
∂ [Xi]
∂t

= 0

Nous supposerons enfin établi le régime stationnaire, c’est-à-dire :

∂ [Xi]
∂t

= 0 ⇒ ∂2 [Xi]
∂x2

= 0

en conséquence de quoi il existe des constantes λ et µ telles que :

[Xi] = λx+ µ

On admet classiquement que, pour x supérieur à une valeur δi, la concentation de Xi
prend la valeur [Xi]sol (le domaine compris dans l’intervalle xi 6 δi est appelé couche
de diffusion). Ces hypothèses fournissent des conditions aux limites :

x = 0 ⇒ [Xi] = [Xi]eℓ ⇒ µ = [Xi]eℓ ⇒ [Xi] = λx+ [Xi]eℓ

et :

x = δi ⇒ [Xi] = [Xi]sol ⇒ [Xi]sol = λ δi + [Xi]eℓ ⇒ λ =
[Xi]sol − [Xi]eℓ

δi

Il s’ensuit que :

[Xi] =
[Xi]sol − [Xi]eℓ

δi
× x+ [Xi]eℓ

L’expression (34) de la loi de Fick devient par conséquent :

Ji = Di
[Xi]eℓ − [Xi]sol

δi
= βi × ([Xi]eℓ − [Xi]sol)

où βi =
Di

δi
est une constante caractéristique de la diffusion de Xi

3On veillera à ne pas confondre la densité de courant de particules J (en mol · s−1 ·m−2) avec la densité
de courant électrique j (en C · s−1 · m−2).
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De cette étude, il découle que les espèces Ox et Red sont soumises, au voisinage de
l’électrode, à des phénomènes de diffusion décrits par :

JOx = −δnOx

S dt
= βOx × ([Ox]eℓ − [Ox]sol)

JRed = −δnRed

S dt
= βRed × ([Red]eℓ − [Red]sol)

(35)

8.2.3.2 Étapes d’une réaction à une électrode

De ce qui précède, il ressort qu’au voisinage de l’électrode se produisent :
• la diffusion de Ox et Red, décrite par les relations (35) ;
• le transfert d’électrons, responsable du passage du courant électrique d’intensité i

(compté positivement lorsque ce courant arrive à l’électrode). Ce phénomène est
décrit par l’équation-bilan :

Red
kc
⇌
ka

Ox + n e− (avancement ξ)

et fournit :

i = nFS × (ka [Red]eℓ − kc [Ox]eℓ) avec i = nF dξ

dt

i

électrode

Redeℓ

Oxeℓ

δne

Redsol

ka

kc

Oxsol

solutioncouche de
diffusion

δnOx

δnRed

Ce faisant, les quantités nRed et nOx de Red et de Ox à l’électrode varient, pendant dt,
de :

dnRed = δnRed − dξ et dnOx = δnOx + dξ

Or, en régime stationnaire établi, dnRed et dnOx sont nuls, de sorte que :

δnRed

dt
=

dξ

dt
⇒ S βRed ([Red]sol − [Red]eℓ) =

i

nF (36)

et :
δnOx

dt
= − dξ

dt
⇒ S βOx ([Ox]sol − [Ox]eℓ) = − i

nF (37)

Un courant limite peut apparaître lorsque le soluté disparaît totalement à l’électrode,
c’est-à-dire lorsque [Red]eℓ = 0 ou [Ox]eℓ = 0. On notera ainsi irℓ et ioℓ les valeurs
limites correspondantes :

irℓ
nF = S βRed [Red]sol ⇒ irℓ = nFS βRed [Red]sol > 0 (38)
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tandis que :

− ioℓ
nF = S βOx [Ox]sol ⇒ ioℓ = −nFS βOx [Ox]sol < 0 (39)

Compte tenu des signes de irℓ et ioℓ, les équations (36) et (37), s’écrivent aussi :

i

nF =
|irℓ|
nF − SβRed [Red]eℓ ⇒ [Red]eℓ =

|irℓ| − i

nFS βRed

et :

− i

nF =
|ioℓ|
nF − SβOx [Ox]eℓ ⇒ [Ox]eℓ =

i+ |ioℓ|
nFS βOx

Or, l’intensité i du courant qui arrive à l’électrode vérifie la loi (30), c’est-à-dire :

i = nFS (ka [Red]eℓ − kc [Ox]eℓ) =
ka
βRed

(|irℓ| − i)− kc
βOx

(i+ |ioℓ|) (40)

⇒ i×
(

1 +
ka
βRed

+
kc
βOx

)

=
ka
βRed

|irℓ| −
kc
βOx

|ioℓ| (41)

8.2.4 Courbes intensité-potentiel
La relation (41) montre que i dépend de E par l’intermédiaire des constantes ciné-
tiques :

ka = k0 × exp

[
αnF
RT

(
E − E0

)
]

et kc = k0 × exp

[
(α− 1)nF

RT

(
E − E0

)
]

que l’on pourra simplement écrire :
{

ka = k0 e
αχ

kc = k0 e
(α−1)χ

avec χ =
nF
RT

(
E − E0

)

auquel cas, il apparaît que :

i =

k0

βRed
|irℓ| eαχ − k0

βOx
|ioℓ| e(α−1)χ

1 +
k0

βRed
eαχ +

k0

βOx
e(α−1)χ

(42)

Nous examinerons, ci après, l’influence de la diffusion et de la vitesse de transfert de
charge sur l’allure des courbes intensité-potentiel.

8.2.4.1 Limitation due au transfert de charge

Supposons que la constante k0 soit très inférieure à βRed et βOx, ce qui revient à négliger

le phénomène de diffusion car, lorsque βi =
Di

δi
devient très grand, cela signifie que

la diffusion n’est pas un facteur limitant (soit parce que δi est très petit : la couche de
diffusion est négligeable, soit parce que la diffusivité Di est très importante). Dans ces
conditions, la relation (41) se simplifie :

1 +
ka
βRed

+
kc
βOx

≃ 1 ⇒ i ≃ ka
βRed

|irℓ| −
kc
βOx

|ioℓ| (43)
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La représentation graphique de i(E), obtenue en choisissant α = 0,5, E0 = 1 V et
k0 = 1 SI, présente l’allure suivante :

i

0 E

Rappelons que l’intensité i du courant d’électrode est lié à l’avancement de la réaction,
d’équation :

Redeℓ
(2)
⇌
(1)

Oxeℓ + n e−

par la loi : i = nF dξ

dt
. Aussi, lorsque i est positif,

dξ

dt
> 0 montre que la réaction

se déroule dans le sens (1) tandis que i < 0 révèle que
dξ

dt
< 0, ce qui signifie que la

réaction se déroule dans le sens (2) :

Redeℓ
(1)→ Oxeℓ + n e− pour i > 0

Oxeℓ + n e−
(2)→ Redeℓ pour i < 0

ce dont on rend compte sur le diagramme intensité-potentiel :

i

0 E

Red Ox

Red Ox

En outre, la loi (43) :

i =
ka
βRed

|irℓ| −
kc
βOx

|ioℓ|

montre que i s’annule pour une valeur Eeq de E telle que :

ka
βRed

|irℓ| =
kc
βOx

|ioℓ|
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c’est-à-dire, en tenant compte des expressions (38) et (39) de |irℓ| et de |ioℓ| :
{

|irℓ| = nFS βRed [Red]sol

|ioℓ| = nFS βOx [Ox]sol
⇒ ka [Red]sol = kc [Ox]sol

‘ ⇒ [Ox]sol
[Red]sol

=
ka
kc

=
k0 e

αnF
RT (Eeq−E

0)

k0 e
(α−1)nF

RT (Eeq−E0)

⇒ [Ox]sol
[Red]sol

= exp

[
nF
RT

(
Eeq − E0

)
]

⇒ Eeq = E0 +
RT

nF ln

(
[Ox]sol
[Red]sol

)

On retiendra ainsi que :

le courant d’électrode s’annule lorsque le potentiel E y prend la valeur Eeq

prévue par la loi de Nernst :

Eeq = E0 +
RT ln 10

nF log

(
[Ox]sol
[Red]sol

)

8.2.4.2 Limitation due à la diffusion

Lorsque la diffusion est un facteur cinétiquement limitant, au moins un des coefficients

βi =
Di

δi
est très faible devant ka et kc. Par exemple, si ka ≫ βRed et kc ≫ βOx, la

relation (41) se simplifie :

i×
(
ka
βRed

+
kc
βOx

)

≃ ka
βRed

|irℓ| −
kc
βOx

|ioℓ|

⇒ i ≃ |irℓ|

1 +
βRed

βOx
× kc

ka

− |ioℓ|
βOx

βRed
× ka

kc
+ 1

c’est-à-dire, en posant :
{
ka = k0 e

αχ

kc = k0 e
(α−1)χ et χ =

nF
RT

(
E − E0

)

il s’ensuit que :

i =
|irℓ|

1 +
βRed

βOx
e−χ

− |ioℓ|
βOx

βRed
eχ + 1

(44)

Cette expression conduit à :

lim
E≫E0

i = lim
χ≫0

i = |irℓ| et lim
E≪E0

i = lim
χ≪0

i = − |ioℓ|

et révèle ainsi l’existence de paliers de diffusion dans les courbes intensité-potentiel :
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i

E

Eeq

E1/2

|ioℓ|

|irℓ|

À nouveau, le potentiel Eeq auquel i s’annule est celui de la loi de Nernst.
En outre, on appelle potentiel de demi-vague la grandeur E1/2 pour laquelle

i = i1/2 =
|irℓ| − |ioℓ|

2
. La relation (44) indique que i = i1/2 lorsque :

βOx

βRed
eχ = 1 ⇒ χ =

nF
RT

(
E1/2 − E0

)
= ln

(
βRed

βOx

)

⇒ E1/2 = E0 +
RT

nF ln

(
βRed

βOx

)

Ainsi, si les coefficients de diffusion βRed et βOx sont du même ordre de grandeur ;

E1/2 ≃ E0 (45)

Remarque – Si, de surcroît, les paliers de diffusion sont symétriques par rapport à
l’axe des abscisses (|irℓ| = |ioℓ|), on observe que :

Eeq = E1/2 ≃ 0

8.2.4.3 Cas du solvant ou du métal

Considérons maintenant le cas où l’une des espèces, par exemple Red, soit le solvant
ou l’électrode métallique. Il paraît clair que cette espèce ne sera pas affectée par la
diffusion. En outre, la vitesse de réaction à l’électrode :

Redeℓ
kc
⇌
ka

Oxeℓ + n e−

suit la loi (29) dans laquelle la dégénérescence de l’ordre par rapport à Redeℓ conduit
à :

v = ka − kc [Ox]eℓ

Par conséquent, l’électrode reçoit le courant d’intensité :

i = nFS × v = nFSka − nFS kc [Ox]eℓ (46)

En outre, le régime stationnaire est décrit par l’équation (37) :

i = nFS βOx × ([Ox]eℓ − [Ox]sol)
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laquelle s’écrit :

i = nFS βOx [Ox]eℓ − |ioℓ| avec |ioℓ| = nFS βOx [Ox]sol

⇒ [Ox]eℓ =
i+ |ioℓ|
nFS βOx

Ce faisant, l’équation (46) devient :

i = nFS ka −
kc
βOx

(i+ |ioℓ|) ⇒ i×
(

1 +
kc
βOx

)

= nFS ka −
kc
βOx

|ioℓ| (47)

Remarquons dès à présent que i est nul pour une valeur Eeq de E telle que :

nFS ka =
kc
βOx

|ioℓ| =
kc
βOx

× nFS βOx [Ox]sol

= kc × nFS [Ox]sol
⇒ ka = kc × [Ox]sol

⇒ k0 e
αnF
RT (Eeq−E

0) = k0 e
(α−1)nF

RT (Eeq−E
0) × [Ox]sol

⇒ exp

[
nF
RT

(
Eeq − E0

)
]

= [Ox]sol

c’est-à-dire pour la valeur du potentiel prévue par la loi de Nernst :

Eeq = E0 +
RT ln 10

nF × log [Ox]sol

En outre, l’équation (47) conduit à une expression de i :

i =
nFS ka

1 +
kc

βOx

− kc
βOx

× |ioℓ|

1 +
kc

βOx

que l’on peut simplifier en posant :

ka = k0 e
αχ et kc = k0 e

(α−1)χ où χ =
nF
RT

(
E − E0

)

Il apparaît ainsi que :

i =
nFS k0 eαχ

1 +
k0

βOx
e(α−1)χ

− |ioℓ|

1 +
βOx

k0
e(1−α)χ

avec 1− α > 0

Par conséquent :

• lorsque E ≫ E0 :

χ≫ 0 ⇒ i ≃ nFS k0 eαχ
1

− k0
βOx

|ioℓ| e−(1−α)χ

⇒ i ≃ nFS k0 eαχ pour E ≫ E0
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• lorsque E ≪ E0 :

χ≪ 0 ⇒ i ≃ nFS βOx e
χ − |ioℓ|

1
⇒ i ≃ − |ioℓ| pour E ≪ E0

Ces informations conduisent au tracé du diagramme intensité-potentiel ci-dessous :

i

EEeq|ioℓ|
0

8.2.4.4 Cas d’une espèce seule

Considérons un électrolyte dans lequel seul Red est l’espèce électroactive (tout se passe
comme si Ox était absent du milieu). La réaction électrochimique :

Redeℓ
kc
⇌
ka

Oxeℓ + n e−

produit alors un courant dont l’intensité se déduit de la loi (30) :

i = nFS ka [Red]eℓ ⇒ [Red]eℓ =
i

nFS ka
(48)

tandis que le transport de matière, décrit par l’équation (36), ne concerne que l’espèce
Red :

i = nFS βRed ([Red]sol − [Red]eℓ)

= |irℓ| − nFS βRed [Red]eℓ où |irℓ| = nFS βRed [Red]sol

De l’expression (48) de [Red]eℓ il ressort alors que :

i = |irℓ| −
βRed

ka
i⇒ i =

|irℓ|

1 +
βRed

ka

soit encore :

i =
|irℓ|

1 +
βRed

k0
e−αχ

où χ =
nF
RT

×
(
E − E0

)

• Pour une valeur assez grande de E − E0 :

lim
χ≫0

i = |irℓ|

• Pour une valeur assez petite de E − E0 :
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lim
χ≪0

i = 0

d’où se déduit l’allure de la courbe intensité-potentiel :

i

E

|irℓ|

0

Intéressons-nous, maintenant, à un milieu duquel l’espèce Red est absente. La réaction
d’équation :

Redeℓ
kc
⇌
ka

Oxeℓ + n e−

est à l’origine du courant qui parvient à l’électrode, dont l’intensité est donnée par la
relation (30) :

i = −nFS kc [Ox]eℓ ⇒ [Ox]eℓ = − i

nFS kc

En outre, l’équation (37) rend compte de la diffusion de l’espèce Ox dans le milieu :

i = nFS βOx × ([Ox]eℓ − [Ox]sol)

= nFS βOx × [Ox]eℓ − |ioℓ| où |ioℓ| = nFS βOx [Ox]sol

Par conséquent :

i = −βOx

kc
i− |ioℓ| ⇒ i = − |ioℓ|

1 +
βOx

kc

⇒ i = − |ioℓ|

1 +
βOx

k0
e(1−α)χ

avec χ =
nF
RT

(
E − E0

)
et 1− α > 0

Ce résultat conduit à :

lim
χ≫0

i = 0 ⇒ i ≃ 0 pour E ≫ E0

et :

lim
χ≪0

i = − |ioℓ| ⇒ i ≃ − |ioℓ| pour E ≪ E0

L’allure de la courbe intensité-potentiel se déduit de ces expressions asymptotiques :
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i

E

|ioℓ|

0

8.2.4.5 Système irréversible

Un système irréversible se comporte comme si les réactions :

Red
ka→ Ox + n e− et Ox + n e−

kc→ Red

se produisaient dans des gammes de potentiel E différentes ; le diagramme intensité-
potentiel associé correspond à la superposition des deux diagrammes précédents :

Red     Ox

E

i

Eeq

Red     Ox

ηaηc

ia

ic

Dans ce modèle, on admet qu’un courant nul apparaît pour une valeur E = Eeq.
Le courant i prend alors des valeurs appréciables (ia et ic) aux valeurs respectives
E = Eeq + ηa (ηa > 0) et E = Eeq + ηc (ηc < 0), où ηa et ηc sont les surtensions
anodique et cathodique.

8.3 Élaboration et protection des métaux
Bien que cette section ne soit pas intégrée aux programmes des étudiants de MP, ceux-
ci pourront aborder les sujets qui y sont développés comme des illustrations et appli-
cations directes des notions précédentes.

8.3.1 Pyrométallurgie du zinc
Dans la nature, le zinc se présente sous forme de minerai composé, pour moins de
20%, de blende (ZnS), d’autres sulfures métalliques (notamment le sulfure de plomb
en quantité comparable à celle de ZnS) et d’une gangue (carbonates de calcium, de ma-
gnésium... ). Industriellement, le traitement du minerai de zinc s’effectue en plusieurs
étapes, décrites ci-après.

8.3.1.1 Extraction et grillage de la blende

Après concassage et broyage, la blende est isolée de sa gangue et d’une grande par-
tie des autres sulfures métalliques par une opération appelée flottation. Il s’agit d’une
solution aqueuse, pourvue d’agents tension-actifs, dans laquelle barbotte de l’air. Le
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minerai, finement divisé, y est introduit en suspension, ce qui permet de récupérer le
concentré qui peut contenir de 60% à 90% de blende). Ce dernier subit alors, entre
800˚C et 1 000˚C, une étape de grillage, au cours de laquelle ZnS réagit avec le dioxy-
gène :

2ZnS(sol) + 3O2(gaz)

(2)
⇌
(1)

2ZnO(sol) + 2SO2(gaz) (49)

Des enthalpies standard de formation ∆fH
0 (en kJ · mol−1) et des entropies molaires

standard S0 (en J · K−1 · mol−1) des espèces suivantes :

ZnS(sol) O2(gaz) ZnO(sol) SO2(gaz)

∆fH
0 −206,0 0 −350,5 −296,8

S0 57,7 205,2 38,9 248,2

se déduisent les valeurs de l’enthalpie standard de la réaction (49) :

∆rH
0 = 2∆fH

0 (SO2) + 2∆fH
0 (ZnO)− 2∆fH

0 (ZnS)− 3∆fH
0 (O2)

= −2× 296,8− 2× 350,5 + 2× 206 = −882,6 kJ · mol−1

et de son entropie standard :

∆rS
0 = 2S0 (SO2) + 2S0 (ZnO)− 3S0 (O2)− 2S0 (ZnS)

= 2× 248,2 + 2× 38,9− 3× 205,2− 2× 57,7 = −156,8 J · K−1 · mol−1

Par suite, l’enthalpie libre standard de la réaction (49) :

∆rG
0 = −882,6.103 + 156,8× T

est fortement négative pour des températures inférieures à 5 629 K, ce qui traduit une
forte propension de cette réaction à évoluer dans le sens (1) de la production de l’oxyde
de zinc ZnO.

En outre, la forte valeur négative de ∆rH
0 révèle que cette réaction est exothermique :

la chaleur qu’elle produit suffit à l’auto-entretenir.

Quant au dioxyde de soufre (SO2), produit au cours de cette étape, il est essentiellement
destiné aux unités de synthèse de l’acide sulfurique (H2SO4).

8.3.1.2 Réduction de l’oxyde de zinc

La réduction de ZnO, issu du grillage de la blende, s’opère dans un haut fourneau dont
le principe est illustré par l’exercice suivant.
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On fournit les valeurs numériques :

• des enthalpies standard de formation (∆fH
0) et des entropies molaires standard

(S0) des espèces suivantes :

Zn(sol) ZnO(sol) O2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) 0 −350,5 0

S0 (en J · K−1 · mol−1) 41,6 43,7 205,2

• de la température du fusion du zinc (Tfus) ainsi que sa chaleur latente molaire de
fusion (Lfus) :

Tfus = 693 K Lfus = 6,7 kJ · mol−1

• de la température de vaporisation du zinc (Tvap) et de la chaleur latente molaire
associée (Lvap) :

Tvap = 1180 K Lvap = 114,8 kJ · mol−1

On admettra que les enthalpies standard et les entropies standard des réactions sont
indépendantes de la température (approximation d’Ellingham).

1. Écrire les équations, que l’on notera respectivement (Efus) et (Evap), de fusion et de
vaporisation du zinc.
Déterminer les expressions, en fonction de la température T , des enthalpies libres
standard ∆fusG

0(T ) et ∆vapG
0(T ) des réactions d’équation (Efus) et (Evap).

2. On s’intéresse aux réactions d’oxydation du zinc :

2Zn(sol) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol) (équation Eα)

2Zn(liq) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol) (équation Eβ)

2Zn(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol) (équation Eγ)

Déterminer les expressions des enthalpies libres standard ∆rG
0
α(T ), ∆rG

0
β(T ),

∆rG
0
γ(T ) des réactions (Eα), (Eβ) et (Eγ), en fonction de la température T .

3. On rappelle (voir exercice de la page 1262) les expressions ∆rG
0
i (T ) (en J ·mol−1)

qui conduisent au diagramme d’Ellingham du carbone :

• pour T 6 980,7 K :

(E1) C + O2 ⇌ CO2 ∆rG
0
1(T ) = −393,5.103 − 2,9× T

• pour T > 980,7 K :

(E2) 2C + O2 ⇌ 2CO ∆rG
0
2(T ) = −221.103 − 178,8× T

(E3) 2CO + O2 ⇌ 2CO2 ∆rG
0
3(T ) = −566.103 + 173× T

Représenter, sur le même graphe, les diagrammes d’Ellingham du carbone et du
couple Zn/ZnO, pour une température T variant de 0 à 2 000 K.
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4. À l’aide de ce diagramme, trouver les températures à partir desquelles peuvent se
produire les réductions :

ZnO + C ⇌ Zn + CO et ZnO + CO ⇌ Zn + CO2

On précisera, dans chacun des cas, l’état physique du zinc.

5. Montrer que, pour T < 1 550 K, la présence de CO2 pourrait compromettre la ré-
duction de ZnO par C. Pour éviter qu’un tel phénomène ne se produise, on introduit
un excès de carbone.

Réponse

1. La fusion du zinc est décrite par l’équation :

Zn(sol) ⇌ Zn(liq) (équation Efus)

dont l’enthalpie standard ∆fusH
0 s’identifie à Lfus = 6,7 kJ · mol−1 et dont l’entropie standard vaut :

∆fusS
0 =

Lfus

Tfus
=

6,7.103

693
= 9,668 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, l’enthalpie libre standard de la réaction de fusion du zinc vaut (en J · mol−1) :

∆fusG
0(T ) = ∆fusH

0 − T ×∆fusS
0 = 6,7.103 − 9,668× T

Quant à la vaporisation du zinc, elle correspond à la réaction :

Zn(liq) ⇌ Zn(gaz) (équation Evap)

d’enthalpie standard ∆vapH0 = Lvap = 114,8 kJ · mol−1 et d’entropie standard :

∆vapS
0 =

Lvap

Tvap
=

114,8.103

1 180
= 97,29 J · K−1 · mol−1

Par suite, la vaporisation du zinc a pour enthalpie libre standard (en J · K−1 · mol−1) :

∆vapG
0(T ) = ∆vapH

0 − T ×∆vapS
0 = 114,8.103 − 97,29× T

2. Selon la valeur de la température T , l’oxydation du zinc par O2 est donnée par l’une des équations
suivantes :

• pour T 6 Tfus = 693 K :

2Zn(sol) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol) (équation Eα)

dont l’enthalpie standard vaut :

∆rH
0
α = 2∆fH

0
[
ZnO(sol)

]
− 2∆fG

0
[
Zn(sol)

]
−∆fH

0
[
O2(gaz)

]

= −2× 350,5 = −701 kJ · mol−1

et dont l’entropie standard vaut :

∆rS
0
α = 2S0

[
ZnO(sol)

]
− 2S0

[
Zn(sol)

]
− S0

[
O2(gaz)

]

= 2× 43,7− 2× 41,6− 205,2 = −201 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, la réaction d’équation (Eα) a pour enthalpie libre standard (en J · mol−1) :

∆rG
0
α(T ) = ∆rH

0
α − T ×∆rS

0
α = −701.103 + 201× T

• pour T ∈ [Tfus = 693 K, Tvap = 1180 K] :

2Zn(liq) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol) (équation Eβ )

On remarque alors que les équations (Eα), (Eβ) et (Efus) sont linéairement dépendantes :

(Eβ) 2Zn(liq) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol)
2 (Efus) 2Zn(sol) ⇌ 2Zn(liq)

(Eα) 2Zn(sol) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol)
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Ainsi, de la relation : (Eβ) + 2 (Efus) = (Eα), il ressort que :

∆rG
0
β(T ) = ∆rG

0
α(T )− 2∆fusG

0(T )

=
(
−701.103 + 201× T

)
− 2×

(
6,7.103 − 9,668× T

)

⇒ ∆rG
0
β(T ) = −714,4.103 + 220,3× T (en J · mol−1)

Remarque – Pour T = Tfus, on s’assurera de la continuité de la courbe ∆rG0(T ) en calculant :
{

∆rG0
α(693 K) = −701.103 + 201× 693 = −561,7 kJ · mol−1

∆rG0
β(693 K) = −714,4.103 + 220,3× 693 = −561,7 kJ · mol−1

• pour T > 1 180 K :

2Zn(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol) (équation Eγ )

À nouveau, l’équation (Eβ) apparaît comme une combinaison linéaire des équations (Eγ) et
(Evap) :

(Eγ) 2Zn(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol)
2 (Evap) 2Zn(liq) ⇌ 2Zn(gaz)

(Eβ) 2Zn(liq) + O2(gaz) ⇌ 2ZnO(sol)

en conséquence de quoi :

(Eβ) = (Eγ) + 2 (Evap) ⇒ ∆rG
0
β(T ) = ∆rG

0
γ(T ) + 2∆vapG

0(T )

⇒ ∆rG
0
γ(T ) = ∆rG

0
β(T )− 2∆vapG

0(T )

⇒ ∆rG
0
γ(T ) =

(
−714,4.103 + 220,3× T

)
− 2×

(
114,8.103 − 97,29× T

)

⇒ ∆rG
0
γ(T ) = −944.103 + 414,9× T (en J · mol−1)

Remarque – Pour s’assurer de la continuité de la fonction ∆rG0(T ) en T = Tvap = 1180 K, il
suffit de comparer :

∆rG
0
β(1 180 K) = −714,4.103 + 220,3× 1 180 = −454,4 kJ · mol−1

et :
∆rG

0
γ(1 180 K) = −944.103 + 414,9× 1 180 = −454,4 kJ · mol−1

3. Le diagramme d’Ellingham du carbone et du couple Zn/ZnO présente l’allure suivante, pour T allant
de 0 à 2 000 K :
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4. Pour que la réaction de ZnO avec C puisse se produire, il suffit que les domaines de prédominance (ou
d’existence) de ces espèces soient disjoints. Le diagramme ci-desus révèle que cette configuration se
produit à droite du point I (d’abscisse TI ) d’intersection des segments correspondants aux réactions
(E2) et (Eγ), c’est-à-dire :

∆rG
0
γ(T ) > ∆rG

0
2(T ) ⇒ −944.103 + 414,9× T > −221.103 − 178,8× T

⇒ T >
944.103 − 221.103

414,9 + 178,8
= 1 218 K

De même, la séparation des domaines de prédominence (ou d’existence) de ZnO et de CO garantit la
réduction de ZnO par CO. Le diagramme ci-dessus montre qu’à droite du point J , cette séparation est
assurée, à partir de quoi :

∆rG
0
γ(T ) > ∆rG

0
3(T ) ⇒ −944.103 + 414,9× T > −566.103 + 173× T

⇒ T >
944.103 − 566.103

414,9− 173
= 1 563 K

Dans ces deux cas, le zinc se présente sous forme gazeuse, car T > 1 180 K.

5. D’après ce qui précède, lorsque 1 218 K < T < 1 550 K, la réduction de ZnO par le carbone, se
déroule selon l’équation :

ZnO(sol) + C ⇌ Zn(gaz) + CO

Or, le diagramme précédent montre également que, pour T < TJ = 1563 K, les domaines d’existence
(ou de prédominance) de Zn(gaz) et de CO2 sont disjoints, auquel cas le zinc, produit à l’issue de la
réaction précédente, pourrait réagir avec CO2 :

Zn(gaz) + CO2 ⇌ ZnO(sol) + CO

Cette réaction doit par conséquent être inhibée, ce qui justifie l’emploi d’un excès de carbone, afin de
favoriser l’équilibre de Boudouard :

CO2 + C ⇌ 2CO

Bien que la technologie des hauts fourneaux ne soit pas exigible des étudiants, elle
permet cependant de relier l’étude précédente à son application dans l’industrie :

CO

zone (1)

zone (2)

zone (3)

air à 920 - 950°C

vers
réfrigérant

CO
     vers combustion

laitier vers 1250°C

air à 920 - 950°C

plomb
liquide

Le gueulard est alimenté en ZnO et en carbone (coke préchauffé), lequel réagit avec
l’oxygène de l’air, dans la zone (1) :

C + O2 → CO2 puis CO2 + C → 2CO
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Ces réactions, exothermiques, permettent à la température de monter aux environs de
1 000˚C (1 270 K), température à laquelle la réduction de ZnO peut se produire dans la
zone (2). À l’issue de cette réaction (zone 3), des gaz (8% de Zn(gaz), 11% de CO2, 25%
de CO, 1% de H2, 55% de N2) à 1 020˚C sont récupérés, lesquels sont mis au contact
d’une pluie de plomb liquide à 600˚C. La solution (Zn + Pb) ainsi formée, appelée
plomb d’œuvre, est ensuite envoyée dans un réfrigérant où la température est maintenue
à une valeur voisine de 400˚C, valeur à laquelle la solubilité du zinc dans le plomb
décroît fortement (2% de Zn pour 98% de Pb). Le zinc ainsi séparé (zinc d’œuvre) est
ensuite envoyé vers une unité où l’affinage est obtenu par distillation fractionnée.

8.3.2 Hydrométallurgie

8.3.2.1 Application des diagrammes potentiel-pH

On s’intéresse, dans ce qui suit, à la fabrication du zinc par voie hydrométallurgique.
Dans ce procédé, l’oxyde ZnO (obtenu à l’issue du grillage de la blende) subit les
traitements suivants :

• La lixiviation acide

La lixiviation consiste à solubiliser une espèce afin de la traiter, en solution aqueuse,
à des fins industrielles. En ce qui concerne ZnO(sol), cette lixiviation est réalisée par
l’acidité d’une solution aqueuse, selon l’équation :

ZnO(sol) + 2H+
(aq) → Zn2+

(aq) + H2O

Cependant, au cours de cette opération, de nombreuses impuretés sont simultané-
ment solubilisées (Fe2+, Fe3+, Cu2+, ...), qu’il convient d’éliminer au cours des
étapes suivantes. Nous simplifierons l’étude au cas où Fe2+, Fe3+, Cu2+ sont les
seules impuretés à éliminer.

• La lixiviation neutre

Cette opération consiste à éliminer l’élément fer de la solution aqueuse. Pour
l’interpréter, nous supposerons que le fer dissous se trouve à une concentra-
tion totale C1 = 10−2 mol · L−1, dix fois moindre que celle du zinc dissous
(C0 = 0,1 mol · L−1).

Le diagramme potentiel-pH du fer est établi dans l’exercice de la page 1304 :

E1 = 0,77 V E4 = 0,27− 0,06 pH
E2 = −0,47 V E5 = −0,06− 0,06 pH
E3 = 1,09− 0,18 pH
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E (V)

Fe3+

Fe

Fe2+
Fe(OH)3

1

1,0

0,5

0

-0,5

5
pH

10

Fe(OH)2

-1,0

14

E1

E4

E3

E2 E5

tandis que celui du zinc a été développé dans la section de la page 1245 :

E1 = −0,79 V E2 = −0,43− 0,06 pH

E (V)

1
0

-0,5

5
pH

10

-1,0

14

Zn2+

Zn(OH)2

Zn

E1
E2

La superposition de ces deux diagrammes :

E (V)

Fe3+

Fe

Fe2+
Fe(OH)3

1

1,0

0,5

0

-0,5

5
pH

10

Fe(OH)2

-1,0

14

Zn2+

Zn(OH)2

Zn

révèle que :

• les ions Fe3+ sont facilement transformés en précipité Fe(OH)3 dès que le pH
devient voisin de 2 ;

• les ions Fe2+ et Zn2+ précipitent respectivement en Fe(OH)2 et Zn(OH)2 à
des pH voisins. Aussi, pour éviter la précipitation de Zn(OH)2 (on cherche à
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conserver Zn2+ en solution), il convient de transformer préalablement les ions
Fe2+ en ions Fe3+. Cette oxydation peut être réalisée par des oxydants (l’air,
MnO2, ...) ou directemet à l’aide de ZnO :

ZnO + 2Fe2+ + 2H+ → Zn + 2Fe3+ + H2O

À l’issue de ce traitement oxydant, le pH est amené à une valeur proche de 5, de
sorte que le milieu contient Zn2+ en solution (également Cu2+) tandis que le fer,
sous forme de Fe(OH)3(sol), est éliminé par décantation.

• La cémentation
Si l’on admet que le cuivre ne précipite pas pour pH 6 5, il reste en solution avec
Zn2+, ce qui impose son élimination.
Son diagramme potentiel-pH, issu de l’étude réalisée à la page 1248 (où la concen-
tration totale des espèces dissoutes est prise égale à Ct = 10−2 mol · L−1, c’est-à-
dire dix fois moindre que celle du zinc) :

E1 = 0,28 V pour pH 6 3
{
E2 = 0,10 + 0,06 pH
E4 = 0,46− 0,06 pH

pour 3 6 pH 6 5

E3 = 0,70− 0,06 pH pour pH > 5

peut être superposé à celui du zinc :

E (V)

Cu

Cu2+

Cu2O

1

0,5

0

-0,5

5
pH

10

Cu(OH)2

-1,0

14

Zn2+

Zn(OH)2

Zn

E2 E3

E4

E1

Le diagramme ainsi obtenu :

• confirme que, pour pH < 5, l’élément cuivre est totalement dissous sous forme
d’ions Cu2+ ;

• le zinc métallique est un réducteur de Cu2+ (en milieu acide) :

Zn + Cu2+ → Zn2+ + Cu

Cette dernière propriété est alors exploitée au cours de la cémentation : de la poudre
de zinc est introduite dans le milieu issu de la deuxième lixiviation ; la poudre ré-
agit avec les ions métalliques (Cu2+ ou autres impuretés solubles, telles que Ni2+,
Mn2+, ...) qui sont réduits en poudre métallique. La solution, ensuite filtrée, procure
un filtrat constitué essentiellement de sulfate de zinc en solution aqueuse (H2O, H+,
SO2−

4 et Zn2+).
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8.3.2.2 Application des courbes intensité-potentiel

Le zinc métallique est extrait de la solution précédente par électrolyse. Cependant, le
choix des électrodes est capital pour éviter que se produise l’électrolyse de l’eau.

• À l’anode (en plomb) ne peut se produire que l’oxydation de l’eau :

H2O → 1

2
O2 + 2H+ + 2 e− (à l’anode)

• À la cathode peuvent se produire a priori plusieurs réactions de réduction :

• la réduction de Zn2+ :

Zn2+ + 2 e− → Zn

réalisée sur une cathode en aluminium, pour laquelle la surtension cathodique
du couple Zn2+/Zn est nulle.
Les ions Zn2+ étant dilués dans une solution aqueuse, la courbe intensité-
potentiel de Zn2+/Zn présente un palier de diffusion et possède un potentiel
d’équilibre (lorsque i = 0) proche du potentiel standard du couple Zn2+/Zn :
E0 = −0,76 V.
Bien que cette électrode se recouvre de zinc métallique, ses propriétés électro-
chimiques demeurent inchangées.

• la réduction des ions H+ :

2H+ + 2 e− → H2

qui peut être observée, avec une surtension cathodique ηc < −0,76 V.

Les ions SO2−
4 ne participant à aucune réaction d’oxydo-réduction, la courbe intensité-

potentiel de la solution présente l’allure suivante :

-0,76

i

E (V)
1,80

H2 H+

Zn2+Zn

H2O O2

i1

-i1

i2

-i2

e1

e2

La tension u appliquée entre les électrodes :

u = e+ r × i

où e désigne la force contre-électromotrice de la cellule, r sa résistance interne et i
l’intensité du courant qui y circule :
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• doit être supérieure à 1,8 − (−0,76) = 2,56 V pour permettre la circulation d’un
courant i1 non nul ;

• ne doit pas être trop importante, sans quoi l’électrolyse de l’eau serait observée
(avec i = i2 et e = e2 sur le diagramme ci-dessus).

Enfin, le zinc métallique déposé sur la cathode est récupéré par pelage mécanique, puis
est fondu en lingots de grande pureté (99,99% de zinc).

8.3.3 Phénomènes de corrosion
8.3.3.1 Thermodynamique de la corrosion

Définition 7 On appelle corrosion l’oxydation d’un métal qui se tranforme en ions
solubles, de concentration supérieure ou égale à 10−6 mol · L−1.

Selon cette définition, un métal M subit une oxydation :

M → Mm+ +m e−

tandis qu’un agent oxydant (Ox) se réduit :

Ox + n e− → Red

Selon que l’oxydant se présente en phase gazeuse (O2, Cl2, ...) ou en solution (H+, ...),
on distingue la corrosion sèche de la corrosion humide.

Définition 8 La corrosion est différentielle lorsqu’elle provient d’une inhomogénéité
du milieu :

• existence d’un gradient de température ;

• contact entre deux métaux ;

• teneur variable en agent oxydant (corrosion par aération différentielle dans le cas
du dioxygène) ;

• contraintes mécaniques (zones d’écrouissage, ...)

La corrosion est, en revanche, homogène lorsqu’elle se produit de manière homogène
sur la surface du métal.

1. Corrosion galvanique
Lorsque deux métaux, de potentiels stan-
dard différents, sont reliés électriquement,
ils agissent comme les électrodes d’une pile,
en présence d’eau. Par exemple, la réunion
d’une électrode de zinc (E0 = −0,76 V pour
Zn2+ + 2 e− → Zn) et d’une életrode de
cuivre (E0 = 0,34 V pour l’équation
Cu2+ + 2 e− → Cu) provoque une oxyda-
tion de l’anode de zinc, où se produit la ré-
action d’équation :

Cu

i

e−Zn

Zn2+

Zn → Zn2+ + 2 e−

À l’électrode de cuivre est observée la réduction de l’eau :

2H2O + 2 e− → H2 + 2 HO−
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car les ions Cu2+ (qui pourraient être réduits en Cu) sont absents du milieu réac-
tionnel. On peut ainsi conclure que :

au contact d’une solution aqueuse, un phénomène de corrosion peut se pro-
duire lorsque deux métaux sont électriquement liés : c’est le métal le plus
réducteur (de potentiel standard le plus bas) qui se corrode.

Cette corrosion est observée, dans la pratique, aux jonctions de canalisations réali-
sées avec deux métaux différents (par exemple du zinc et du cuivre).

solution aqueuse
(H2O + O2 + ions)

Zn2+

tuyau en zinc

tuyau en cuivre

H2OO2

i

Le zinc passe en solution (se corrode) tandis que le cuivre joue le rôle de cathode :

2H2O + 2 e− → H2 + 2,HO−

2. Corrosion par aération différentielle
Le diagramme potentiel-pH du fer, établi à la page 1370, présente l’allure suivante :

E (V)

15

1
Fe3+

Fe2+

HFeO2-1 Fe
−

pH

H+

Fe2O3

0
5 10

H
2O
O2

H
2

En y figurant également celui de l’eau, on constate que le fer n’est pas stable dans
l’eau :

• en milieu acide, le fer se transforme en ions Fe2+ ;

• en milieu neutre oxygéné, le fer peut se tranformer en ions Fe2+ ou, éventuel-
lement, en oxyde Fe2O3 (rouille).

Dans ce dernier cas, l’agent oxydant (O2), est impliqué dans une réduction d’équa-
tion :

O2 + 2H2O + 4 e− → 4HO−
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dont le potentiel suit la loi de Nernst :

E = E0 +
0,06

4
× log

(

PO2
[
HO−

]4

)

et où la pression partielle d’oxygène gazeux est proportionnelle à la concentration
d’oxygène dissous :

[
O2(aq)

]
. C’est pourquoi, lorsque cette concentration n’est pas

homogène, une pile peut apparaître :

i

e−

Fe2+
[O2]1 [O2]2 > [O2]1

E2 > E1E1

électrodes de fer

solution aqueuse :
eau + O2 + ions

L’existence d’un gradient de concentration [O2] se traduit par l’inhomogénéité du
potentiel E de la solution auqueuse ; l’électrode de fer immergée dans la région de
plus fort potentiel (E2) se comporte comme une cathode :

O2 + 4H+ + 4 e− → 2H2O

tandis que l’autre électrode, portée à un potentiel (E1) plus faible, devient une
anode, où se produit la corrosion :

Fe → Fe2+ + 2 e−

On retiendra ainsi que :

dans une solution aqueuse oxygénée de manière inhomogène, la corro-
sion du fer se produit dans la zone la moins oygénée.

La corrosion différentielle est à l’origine de divers phénomènes observés dans la
vie courante :

• La quille d’un bateau est immergée dans la zone la moins oxygénée de l’eau de
mer ; c’est à ce niveau que la corrosion du fer y est la plus importante.

• Le fond d’une rayure pratiquée sur une pièce de fer, dans laquelle s’est dépo-
sée de l’eau, est la zone la moins aérée ; la corrosion y est d’autant plus sévère
qu’elle agrave le phénomène en creusant davantage cette zone, jusqu’à la rup-
ture de la pièce.

Fe2+

zone de corrosion

eau

H2O

O2

e−

pièce en fer
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• Autour d’une goutte d’eau, la corrosion du fer se manifeste par une auréole de
fer à la périphérie de la goutte :

Fe

Fe2+

oxydes
H2O

O2

e−

La corrosion du fer, plus importante dans la zone la plus profonde, produit
des ions Fe2+ qui, par migration, rejoignent la périphérie de la goutte, où ils
s’oxydent à nouveau au contact de O2 (le diagramme potentiel-pH du fer pré-
voit la formation de l’oxyde Fe2O3, de couleur rouille).

8.3.3.2 Cinétique de la corrosion

Le diagramme potentiel-pH du fer suggère les réactions qui peuvent être envisagées du
seul point de vue thermodynamique.

E (V)

Fe3+

Fe2+

HFeO2

Fe

−

pH
CORROSION

CORROSION

PASSIVATION

IMMUNITE

Fe2O3

0

On y distingue :

• une zone de passivation qui correspond à la formation, en surface, d’un oxyde
(Fe2O3) dont l’imperméabilité à l’eau assure la protection du fer ; un clou en fer
peut être passivé par immersion dans l’acide nitrique fumant ; il devient insensible
aux agents oxydants.

• une zone d’immunité, dans laquelle le fer solide est stable. Pour opérer dans cette
zone, un faible potentiel, assurant la stabilité du fer, doit être imposé par un géné-
rateur de tension.

• deux zones de corrosion, où le fer métallique peut être oxydé en ions solubles ; la
corrosion du fer s’y produit.

Cependant, des limites cinétiques peuvent contrarier certaines réactions, pourtant ther-
modynamiquement possibles. Ainsi, pour un pH voisin de 6, le diagramme intensité-
potentiel du fer dans l’eau présente l’allure suivante :
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i

EPASSIVATION

H2O O2

Fe2+Fe

Ea EcEb

H2 H2O

On peut remarquer, dans ce diagramme que :

• pour Ea < E < Eb (le potentiel Ea, pour lequel i = 0, est appelé potentiel
d’abandon), la corrosion du fer provient de la réaction : Fe → Fe2+ + 2 e− ;

• pour Eb < E < Ec, le courant i est nul : la couche d’oxyde Fe2O3 se comporte
comme un isolant (c’est la passivation du fer) ;

• si le potentiel de l’anode est assez élevé (E > Ec), on peut y observer un dégage-
ment de dioxygène, traduisant l’oxydation de l’eau sur le fer ;

• pour E < Ea, la réduction de l’eau sur le fer produit du dihydrogène.

De même, le diagramme intensité-potentiel du système {Cu + Zn} en milieu aqueux
permet d’interpréter la corrosion galvanique du zinc :

Cu

i

Zn

Zn2+

O2

H2O Zn Zn2+

Zn Zn2+

Cu Cu2+

i

i

E

O2H2O

V

-i

Les deux électrodes étant portées au même potentiel V , un courant d’intensité i arrive
à l’anode, tandis qu’un courant d’intensité −i arrive à la cathode. C’est pourquoi on
observe les réactions électrochimiques suivantes :

à l’anode : Zn → Zn2+ + 2 e−

à la cathode : O2 + 4H+ + 4 e− → 2H2O

8.3.3.3 Protection contre la corrosion

L’étude précédente montre que l’on peut protéger un métal de la corrosion par diverses
méthodes :
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• en isolant, physiquement, le métal de l’eau, de l’oxygène ou de tout autre agent
oxydant, par des vernis ou peintures (anti-rouille comme celles au minium Pb3O4).
Cette protection est généralement retenue pour les ouvrages métalliques tels que
les ponts, pylônes ...

• en déposant une couche de métal plus électropositif (de potentiel standard plus
faible), par exemple le zinc, qui protégera le métal par un phénomène de corrosion
galvanique : en cas de rayure, l’eau atteindra le métal et restera au contact du zinc
qui s’oxydera en ions Zn2+ :

Zn2+

eau

H2O
O2

e−

Zn Zn

rayure

métal à
protéger

Cette protection demeure efficace tant qu’il reste du zinc.
Quant à la couche de zinc, elle peut être déposée par électrozinguage (une élec-
trolyse permet d’obtenir une couche de métal protecteur) ou par galvanisation (le
métal à protéger est plongé dans le métal protecteur en fusion).

• Certains métaux sont protégés spontanément par passivation : l’oxyde issu de leur
corrosion est assez imperméable pour les isoler de agents oxydants. Tel est le cas
de l’aluminium (l’alumine : Al2O3 constitue une couche protectrice transparente et
imperméable), l’or (son oxyde est également transparent et imperméable), le cuivre
(qui se recouvre d’hydrocarbonate de cuivre II, aussi appelé vert de gris ...)

• par dépot d’une couche d’un métal moins électropositif. Par exemple, un alliage
contenant moins de 1% de nickel et de chrome est à l’origine de l’acier inoxydable :
le nichel s’oxyde en Cr2O7 qui, par passivation, protège l’acier. Cependant, une
telle protection reste vulnérable aux rayures.

• par l’ajout d’une anode sacrificielle : un métal plus réducteur que le fer (par
exemple une électrode de zinc ou de magnésium) assure la protection galvanique
du fer :

Zn2+

eau

H2O

O2

e−

anode en zinc

objet en fer

Ce mode de protection s’est généralisé sur les bateaux, pipe-lines, ... dont on rem-
place l’anode sacrificielle dès qu’elle s’est complètement oxydée.

• par protection cathodique : on amène, à l’aide d’un générateur de tension, le fer
dans un domaine d’immunité (le diagramme potentiel-pH du fer révèle l’existence
d’un tel domaine pour les faibles valeurs du potentiel) :
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terre

pièce en fer

anode inerte

Cette méthode est privilégiée pour la protection des canalisations enterrées dans le
sol, dont la compostion et la nature ne peuvent être connues à chaque instant.

• par protection anodique : connectée à la borne positive d’un générateur, la pièce
métallique est portée à un potentiel suffisamment élevé pour l’amener dans son
domaine de passivation ; l’aluminium anodisé est ainsi protégé par la formation
d’alumine à sa surface.
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• 218 Lycée du Parc, Lyon
5 min.

Potentiels standard MP-PC-PSI-PT

On donne les potentiels standard des couples suivants, à pH = 0 :

E0
(
IO−

3 /I2(aq)

)
= E0

1 = 1,19 V et E0
(
I2(aq)/I−

)
= E0

2 = 0,62 V

En réalité, l’iode est complexé sous forme I−3 , selon une réaction d’équation :

I2(aq) + I− ⇌ I−3

Sachant que E0
(
I−3 /I−

)
= E0

3 = 0,54 V, calculer la constante de l’équilibre de com-
plexation.

• 219 Lycée Pissarro, Pontoise
10 min.

Constante d’équilibre redox MP-PC-PSI-PT

Lors du dosage du diiode en solution aqueuse, par une solution de thiosulfate de so-
dium, l’ion thiosulfate S2O2−

3 est oxydé en ion tétrathionate S4O2−
6 .

1. Écrire l’équation de la réaction d’oxydo-réduction entre une mole de diiode et le
thiosulfate de sodium.

2. Calculer la constante d’équilibre de la réaction en justifiant le résultat. Cette réac-
tion peut-elle servir à une réaction de dosage ? Comment observer la fin d’un tel
dosage ?

3. L’eau de Javel est une solution d’hypochlorite de sodium (Na+ + ClO−) et de chlo-
rure de sodium (Na+ + Cl−). Sur une bouteille d’eau de Javel commerciale est
inscrite la recommandation suivante :

AU CONTACT D’UN ACIDE OU DE DÉTAR-
TRANTS, DÉGAGE UN GAZ TOXIQUE.

(a) Quel est le gaz formé en milieu acide ? écrire l’équation de la réaction.

(b) En considérant que le potentiel redox du couple ClO−/Cl− est supérieur à celui
du couple O2/HO−, écrire l’équation de la réaction possible de transformation
des ions hypochlorite sur l’eau en milieu basique.

Pourquoi peut-on conserver l’eau de Javel ?

Données :

•
RT ln 10

F = 0,06 V à 298 K ;

• Potentiels standard de certains couples :

HClO/Cl2 . . . . . . . . . E0
1 = 1,53 V

Cl2(aq)/Cl− . . . . . . . . E0
2 = 1,46 V

I2(aq)/I− . . . . . . . . . . . E0
3 = 0,62 V

S4O2−
6 /S2O2−

3 . . . . . E0
4 = 0,08 V
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• 220 Lycée du Parc, Lyon
10 min.

Potentiels standard MP-PC-PSI-PT

Calculer les potentiels standard des couples CuCl/Cu et Cu2+/CuCl.
Données :

• potentiels standard à 298 K :

E0
(
Cu+/Cu

)
= E0

1 = 0,52 V E0
(
Cu2+/Cu+

)
= E0

2 = 0,16 V

• produit de solubilité de CuCl : pKs = 6,7 ;

• on prendra :
RT ln 10

F = 0,06 V.

• 221 Lycée Henri Wallon, Valenciennes
20 min.

Loi de Nernst MP-PC-PSI-PT

On supposera les solutions suffisamment diluées pour confondre activité et concentra-
tion des solutés.
Toutes les grandeurs thermodynamiques sont données à 298 K, température supposée
constante dans l’ensemble de l’exercice.

On prendra : 2,3× RT

F = 0,06 V.

On réalise une pile comprenant une électrode d’argent plongeant dans 100 mL d’une
solution de nitrate d’argent (Ag+ + NO−

3 ) à 10−3 mol · L−1 (compartiment (1))
et une électrode de zinc plongeant dans 100 mL d’une solution de sulfate de zinc
(Zn2+ + SO2−

4 ) à 0,1 mol · L−1 (compartiment (2)).

1. Faire le schéma de la pile.

2. Déterminer les polarités de la pile et calculer sa force électromotrice e.

3. Écrire l’équation de la réaction chimique qui se produit dans la pile lorsque celle-ci
débite un courant électrique dans le circuit extérieur.
Déterminer sa constante d’équilibre. Conclure.

4. Calculer les concentrations des ions Ag+ dans (1) et Zn2+ dans (2) lorsque
e = 1,35 V.

Données : potentiels standard des couples redox :

E0
(
Ag+/Ag

)
= E0

1 = 0,80 V E0
(
Zn2+/Zn

)
= E0

2 = −0,76 V

• 222 Lycée Hoche, Versailles
20 min.

Piles électrochimiques MP-PC-PSI-PT

1. On sature de l’eau pure en hydroxyde de nickel Ni(OH)2(sol) ; le pH vaut alors 8,4.
Calculer le produit de solubilité pKs de Ni(OH)2.

2. On construit maintenant la pile suivante :

(−) Ni|Ni(OH)2(sol) saturé ||Cu2+ à C0 = 10−2 mol · L−1|Cu (+)

Sa force électromotrice vaut e = 0,68 V.



1300 Chapitre 8

Connaissant les potentiels standard :

E0
(
Cu2+/Cu

)
= E0

1 = 0,34 V et E0
(
Ni2+/Ni

)
= E0

2 = −0,23 V

calculer le produit de solubilité pKs de Ni(OH)2.
3. On s’intéresse à une autre pile :

(−) Ni|Ni2+ à C0 = 10−2 mol·L−1+NH3 à 2 mol·L−1||Cu2+ à C0 = 10−2 mol·L−1|Cu (+)

Sa force électromotrice vaut e′ = 0,91 V.
En considérant qu’il ne se forme que le complexe Ni (NH3)

2+
6 , donner la valeur de

la constante pKd de dissociation de ce complexe (il s’agit de la constante globale
de dissociation en Ni2+ et NH3).

4. Calculer les concentrations des espèces en équilibre dans la solution obtenue en
mettant, dans un litre d’eau pure, 0,01 mole de Ni(OH)2(sol) et 2 moles de NH3.

On prendra : pKd = 8,75 et pKs = 17.
On ne tiendra pas compte du caractère basique de NH3.

• 223 Concours Commmun Polytechnique
30 min.

Potentiels d’électrodes PSI

Les activités des solutés seront assimilées au rapport
Csoluté

C0
, en prenantC0 = 1 mol · L−1.

1. Proposer un schéma réaliste d’une électrode de référence au calomel saturée en
KCl, notée dans la suite ECS. Faire figurer, en particulier, les diverses espèces in-
tervenant dans le couple redox mis en jeu. Le calomel est le chlorure de mercure
(I) : Hg2Cl2(sol).

2. Cette électrode sert de référence. Quelle caractéristique doit posséder une telle élec-
trode ?

3. Le potentiel électrochimique d’une espèce Azi , noté µ̃Azi , s’exprime par la rela-
tion :

µ̃Azi = µAzi + Zi F φAzi

dans laquelle µAzi est le potentiel chimique de l’espèce Azi , Zi le nombre algé-
brique de charges élémentaires (pour une espèce non chargée : Zi = 0), φAzi le
potentiel électrique, supposé uniforme, de la phase dans laquelle se trouve cette
espèce et F la constante de Faraday.
Le potentiel électrochimique de l’électron dans un métal M donné, noté µ̃e(M) est
posé égal à µ̃e(M) = −F φM. Dans cette expression, µe(M) est considéré constant
quel que soit le métal M et φM est le potentiel électrique du métal, supposé uni-
forme, dans lequel se trouve l’électron.
Pour un système mettant en jeu des espèces, électron compris, intervenant dans un
équilibre électrochimique, la relation

∑

i

νi µ̃i = 0 est vérifiée, νi étant le coeffi-

cient stœchimétrique de l’espèce (i).
Soit l’équilibre électrochimique qui a lieu à une électrode métallique de cuivre :

Cu2+ + 2 e−(Cu) = Cu
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dans laquelle e−(Cu) représente un électron du métal Cu.

Le métal est au potentiel φCu et la solution au potentiel φS .
Établir l’expression donnant φCu − φS en fonction des potentiels chimiques stan-
dard, du potentiel de l’électron dans Cu et de l’activité de Cu2+.

4. L’électrode de référence au calomel saturée peut être étudiée de la même façon.

(a) En considérant l’équilibre électrochimique faisant intervenir les espèces ma-
joritaires, établir la relation donnant φHg − φS (ECS) en fonction des potentiels
chimiques standard, du potentiel chimique de l’électron et de l’activité des ions
chlorure ; φS (ECS) est le potentiel électrique de la solution contenue à l’intérieur
de l’électrode.

(b) Montrer que, dans le cas d’une solution saturée en KCl, cette différence de
potentiel est constante.

5. Soit le montage suivant :

Solution de Cu2+, notée SG

Fil de cuivre

ECS

Solution de Cu2+, notée SD

Voltmètre

Un voltmètre permet de mesurer la différence de potentiel entre le mercure de
l’ECS de droite et le mercure de l’ECS de gauche : φHgD − φHgG .
Cette différence de potentiel peut se mettre sous la forme :

µ = φHgD − φS (ECS)D + φS (ECS)D − φSD
+ φSD

− φCu + φCu − φSG

+φSG
− φS (ECS)G + φS (ECS)G − φHgG

Exprimer cette différence en fonction des concentrations des ions Cu2+ dans
les compartiments de gauche et de droite. Les potentiels de jonction liquide
φS (ECS) − φS , où φS (ECS) est le potentiel électrique de la solution interne à
l’ECS et φS le potentiel électrique de la solution dans laquelle elle plonge, seront
négligés.

6. Le compartiment de droite contient 20 mL d’une solution de Cu2+ à
1,0.10−3 mol · L−1 et 20 mL d’ammoniac à 4 mol · L−1 ; le compartiment
de gauche contient 20 mL d’une solutoin de Cu2+ à 1,0.10−3 mol · L−1 et 20 mL
d’une solution d’ammoniac à 2 mol · L−1. La différence de potentiel, mesurée à
18˚C, vaut alors 3,61.10−2 V.
Cette différence de potentiel est interprétée par la formation d’un complexe très
stable, de formule Cu (NH3)

2+
x . En justifiant les approximations effectuées, en dé-

duire la valeur de x.

7. Le même montage est repris, le compartiment de droite contient 20 mL d’une
solution de Cu2+ à 1,0.10−3 mol · L−1 et 20 mL d’une solution d’ammoniac à
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2 mol · L−1 ; le compartiment de gauche contient 20 mL d’une solution de Cu2+ à
1,0.10−3 mol · L−1 et 20 mL d’eau. La valeur de la différence de potentiel est alors
de 3,59.10−1 V. En déduire la valeur de la constante de formation du complexe.

Dans les calculs, on prendra
RT ln 10

F ≃ 0,06 V à 18˚C.

• 224 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
30 min.

Piles électrochimiques MP-PC-PSI-PT

Données :

• Potentiels standard (à pH = 0 et 25˚C) :

couple Ag+/Ag. . . . . . . . . . . E0
1 = 0,80 V

couple O2/H2O . . . . . . . . . . . E0
2 = 1,23 V

• Produit de solubilité :

Ag2SO3(sol) ⇌ 2Ag+ + SO2−
3 pKs = 13,5 Ks = 3,2.10−14

• Constantes d’acidité :
H2SO3/HSO−

3 . . . . . . . . . . . . pKa1 = 2,0
HSO−

3 /SO2−
3 . . . . . . . . . . . . . pKa2 = 7,0

• Équilibre de dissolution :

SO2(gaz) + H2O ⇌ H2SO3(aq) pK = −0,20

À l’échelle du laboratoire, il existe des cellules potentiométriques permettant l’analyse
de compositions gazeuses. La mesure de la teneur en dioxyde et trioxyde de soufre dans
les gaz est intéressante puisqu’elle peut permettre l’étude des phénomènes de pollution.
Les piles permettant ces mesures font intervenir des métaux de transition et sont, en
général, à électrolyte solide (domaine étendu à des températures expérimentales).
L’étude se fera, afin de simplifier, par analogie avec une pile classique (les solides sont

purs et, pour les solutés, on confondra activité et rapport
ci
c0

, ci étant la concentration

de l’espèce (i) et c0 la concentration de référence égale à 1 mol · L−1), fonctionnant à
température ambiante et permettant la mesure de la teneur en dioxyde de soufre :

Ag(sol)|Ag2SO3(sol)|Ag+
(aq),SO2−

3 (aq)|SO2(gaz),O2(gaz)| Pt(sol)

À gauche : couple Ag+/Ag de potentiel standard E0
1

À droite : couple O2/H2O de potentiel standard E0
2

1. Déterminer la solubilité de Ag2SO3 en négligeant les propriétés basiques de l’ion
sulfite SO2−

3 .

2. Déterminer la solubilité de Ag2SO3 dans un milieu tamponné à pH = 4,0 en pren-
nant en compte les propriétés basiques de l’ion sulfite. Pouvait-on prévoir qualita-
tivement ce résultat ?

3. Écrire les demi-équations d’oxydo-réduction et l’équation-bilan de la réaction glo-
bale du fonctionnement de la pile en considérant la polarité selon les conventions
habituelles et en justifiant le choix des espèces majoritaires (on pourra considérer
que PSO2

= 1 bar).
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4. Exprimer la force électromotrice de la pile en fonction de E0
1 , E0

2 , PO2
, PSO2

, P0

(pression standard égale à 1 bar), pK, pKs, pKa1 et pKa2.

On utilisera la donnée :
RT

F ln y ≃ 0,06× log y.

5. Calculer la force électromotrice en considérant que PO2
= PSO2

= 1,0 bar.

6. En réalité, la cellule galvanique utilisée comprend un électrolyte solide et fonc-
tionne entre 700 et 800 K afin de permettre l’analyde d’un mélange gazeux des
composés O2, SO2 et SO3 :

Ag(sol)|Ag2SO3(sol),Na2SO4(sol)|SO3(gaz),SO2(gaz),O2(gaz)|Pt(sol)

On considère les demi-équations d’oxydo-réduction de chaque demi-pile, sans tenir
compte de la polarité :

À gauche : Ag+ + e− = Ag potentiel standard E0
1

À droite : SO3 +
1

2
O2 + 2 e− = SO2−

4 potentiel standard E0
3

Quel est le couple redox de la demi-pile de droite ?

7. On considère également l’équilibre (50), de constante thermodynamique K2, en
phase gazeuse :

SO3 ⇌ SO2 +
1

2
O2 (50)

Exprimer la force électromotrice de la pile en fonction de E0
1 , E0

3 , PSO2
, PO2

, P0,
aAg+ , aSO2−

4
et K2 (la variable aX représente l’activité de l’espèce X).

• 225 Lycée Charlemagne, Paris
10 min.

Diagrammes potentiel-pH MP-PC-PSI-PT

On donne, ci-après, le diagramme potentiel-pH du chrome à 25˚C, la concentration des
espèces dissoutes étant de 1 mol · L−1.

On prend ici :
RT ln 10

F = 0,06 V à 298 K.

On rappelle que, pour les couples d’oxydo-réduction de l’eau, le potentiel (exprimé en
volts) varie en fonction du pH selon les lois :

O2(gaz)/H2O E = 1,23− 0,06 pH
H+

(aq)/H2(gaz) E = −0,06 pH
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E (V)

Cr3+

Cr(sol)

Cr2O7

1

1,0

0,5

0

-0,5

7 pH14

-1,0

2-
(aq)

CrO4
2-
(aq)

(aq)

Cr2+(aq)

Cr2O3(sol)

1. Parmi les six espèces figurant sur le diagramme ci-dessus, quelles sont celles qui
sont thermodynamiquement stables dans l’eau, à tout pH ? Quelles sont celles qui
sont thermodynamiquement instables, à tout pH ?

2. On constate, exprimentalement, que le chrome métallique n’est apparemment pas
attaqué par l’eau dans un vaste domaine de pH (entre pH = 3 et pH = 14). Quel
nom porte ce phénomène ? Quelle en est la cause probable ?

3. Calculer la pente du segment séparant les domaines de Cr2O3 et CrO2−
4 .

• 226 Concours Polytechnique
15 min.

Diagrammes potentiel-pH MP-PC-PSI-PT

On donne, à 298 K, les enthalpies libres molaires standard de formation suivantes :

∆fG
0
(
Fe2+

)
= −78,9 kJ · mol−1 et ∆fG

0
(
Fe3+

)
= 4,6 kJ · mol−1

On donne :

• F = 96 500 C · mol−1 pour le Faraday ;

•
RT ln 10

F ≃ 0,059 V ;

• les produits de solubilité

Ks1 = 2,6.10−39 pour Fe(OH)3 et Ks2 = 4,8.10−17 pour Fe(OH)2

• R = 8,314 J · K−1 · mol−1 pour la constante molaire des gaz parfaits.

1. Trouver les valeurs des potentiels standard des couples Fe3+/Fe2+.

2. Établir le diagramme potentiel-pH du fer, pour une concentration totale de fer dis-
sous égale à Ct = 0,1 mol · L−1.
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• 227 Lycée Hoche, Versailles
20 min.

Diagrammes potentiel-pH MP-PC-PSI-PT

On donne les potentiels standard des couples de l’iode suivants :

IO−
3 /I2(aq) : E0

1 = 1,20 V

I2(aq)/I− : E0
2 = 0,62 V

Établir le diagramme potentiel-pH du système de l’iode pour une concentration totale
d’iode atomique dissous : [I]total = C0 = 0,1 mol · L−1.

• 228 Concours Centrale
30 min.

Diagrammes potentiel-pH MP-PC-PSI-PT

1. Tracer le diagramme potentiel-pH du couple S(0)/S(-II).

2. Tracer également le diagramme potentiel-pH des couples du chlore. Pour ce
tracé, on conviendra que les concentrations des espèces dissoutes sont égales à
C1 = 1 mol · L−1 à la frontière séparant les domaines d’existence de ces espèces.

3. Superposer les deux diagrammes précédents.

4. On fait barboter du dichlore Cl2 dans une solution de H2S à C0 = 0,1 mol · L−1.
Que se passe-t-il ?

Données numériques :

• Potentiels standard à pH = 0 et à 298 K :

S(sol)/H2S . . . . . . . . . E0
1 = 0,1 V

HClO/Cl2(aq) . . . . . . E0
2 = 1,6 V

Cl2(aq)/Cl− . . . . . . . . E0
3 = 1,39 V

• Constantes d’acidité à 298 K :
H2S/HS− . . . . . . . . . pKa1 = 7,0
HS−/S2− . . . . . . . . . . pKa2 = 13,0
HClO/ClO− . . . . . . . pKa3 = 7,5

• 229 Lycée du Parc, Lyon
40 min.

Diagrammes potentiel-pH MP-PC-PSI-PT

Le mercure existe sous trois degrés d’oxydation : 0, +I, +II. L’ion mercure (I) est un
ion diatomique et l’on a deux systèmes redox :

Hg2+2 (aq) + 2 e− = 2Hg(liq) E0
1 = 0,79 V

2Hg2+
(aq) + 2 e− = Hg2+

2 (aq) E0
2 = 0,91 V

Dans le problème, la température est fixée à T = 298 K et l’on prendra
2,3RT

F = 0,06 V.

En faisant varier le pH d’une solution acide (pH = 0) renfermant des ions mercure (II)
Hg2+

(aq), on observe la formation d’un précipité blanc qui est de l’oxyde de mercure (II)
HgO, suivant la réaction d’équation :

Hg2+
(aq) + 2HO−

⇌ HgO(sol) + H2O
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À la température considérée, le produit de solubilité de HgO est Ks = 4.10−26 et le
produit ionique de l’eau est Ke = 10−14.

1. À quel pH (noté pH1) l’oxyde de mercure (II) commence-t-il à précipiter
lorsque l’on fait croître le pH d’une solution initialement à pH = 0 et renfermant
10−2 mol · L−1 d’ions mercure (II) ?

2. Calculer la valeur du potentiel d’électrode E1 délimitant les domaines de prédo-
minance des espèces chimiques telles que Hg2+

2 (aq) et Hg(liq), la concentration en

Hg2+
2 (aq) étant constante et égale à C0 = 10−2 mol · L−1.

3. (a) Exprimer la variation du potentiel du couple associant les degrés d’oxydation
(+II) et (+I) du mercure en fonction du pH, lorsque initialement à pH = 0, les
concentrations des espèces dissoutes sont égales à 10−2 mol · L−1 :

• dans le cas où pH < pH1 (noté E2) ;

• dans le cas où pH > pH1 (noté E3), préciser la valeur de E0
3 .

(b) Calculer le pH (noté pH2) pour lequel le potentiel du couple Hg(+II)/Hg(+I)
est égal à E1.

(c) Tracer l’allure du diagramme potentiel-pH dans la région : 0 < pH < pH2.

4. À T = 298 K, on met en présence, dans l’eau, de l’oxyde de mercure (II) HgO(sol)
et du mercure Hg(liq).

(a) En s’aidant du diagramme potentiel-pH précédent, préciser quelles sont les es-
pèces et les couples susceptibles d’exister.

(b) Écrire l’équation de la réaction globale d’oxydo-réduction susceptible de se
produire entre les différentes espèces.

(c) Exprimer le potentiel (noté E4) pour pH > pH2.

(d) Représenter le diagramme potentiel-pH du mercure pour pH ∈ [0, 7].

5. (a) Calculer le potentiel standard du couple Hg2+(aq)/Hg(liq), noté E0
5 .

(b) En déduire la valeur de la constante d’équilibre, à T = 298 K, de la réaction
d’équation :

Hg2+(aq) + Hg(liq) ⇌ Hg2+
2 (aq)

• 230 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
40 min.

Diagramme potentiel-pH MP-PC-PSI-PT

On donne les valeurs numériques suivantes, à 25˚C :

• Potentiels standard :

E0
(
Fe2+/Fe

)
= E0

1 = −0,44 V E0
(
Fe3+/Fe2+

)
= E0

2 = 0,77 V

• Produits de solubilité :

Fe(OH)2(sol) ⇌ Fe2+ + 2HO− . . . . . pKs1 = 15

Fe(OH)2(sol) ⇌ HFeO−
2 + H+ . . . . . . pKs2 = 18,3

1

2
Fe2O3(sol) +

3

2
H2O ⇌ Fe3+ + 3HO− . . . . . pKs3 = 43

• Produit ionique de l’eau : Ke = 10−14 ;
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• On prendra :
RT ln 10

F ≃ 0,06 V.

1. Déterminer le potentiel standard du couple Fe3+/Fe à 25˚C.
2. Représenter le diagramme potentiel-pH d’un système faisant intervenir les espèces :

Fe, Fe2+, Fe3+, Fe2O3, Fe(OH)2 et HFeO−
2 (ion ferrite).

On admettra que la concentration totale de l’élément fer dissous vaut
Ct = 10−6 mol · L−1.
On expliquera, avec soin, les phénomènes qui se produisent pour 9,39 < pH < 12,56.

• 231 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Diagrammes d’Ellingham MP-PC-PSI-PT

La chaux est préparée à partir de calcaire, considéré ici comme du carbonate de calcium
pur, par décomposition thermique de CaCO3 libérant du dioxyde de carbone gazeux.
Cette réaction se pratique dans un four à chaux. Elle peut être discutée à l’aide du
diagramme de variation d’enthalpie libre standard de formation présenté ci-dessous :

T (K)
600 1000 1400 1800

∆rG
0 (kJ.mol-1)

-400

-800

-1200

CaO(sol)

CaCO3(sol)

CO2(gaz)

Évolution, en fonction de la température, de l’enthalpie libre standard de for-

mation de la chaux et du carbonate de calcium solides ainsi que du dioxyde de

carbone gazeux.

1. Pourquoi la courbe de ce diagramme relative à CO2(gaz) a-t-elle une pente nulle
alors que celles relatives à CaO(sol) et CaCO3(sol) ont une pente positive ?

2. Préciser le phénomène qui produit la rupture de pente vers 1 750 K sur les courbes
relatives à CaO(sol) et CaCO3(sol), en expliquant pourquoi la pente est supérieure
aux températures les plus élevées.

3. Extraire du diagramme la température où les deux solides peuvent coexister à la
pression partielle de CO2 égale à P0 = 1 bar.

4. Les fours à chaux sont des réacteurs ouverts, fonctionnant à la pression atmosphé-
rique. Pourquoi leur température de travail est-elle de 1 500 K ?

• 232 Lycée Charlemagne, Paris
20 min.

Diagrammes d’Ellingham MP-PC-PSI-PT

1. Le trioxyde de chrome (VI)
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Ce composé est utilisé dans la synthèse des rubis artificiels, solutions solides d’alu-
mine et d’oxyde de chrome (III). On étudie sa stabilité à l’air libre.
On considère la réaction suivante :

4CrO3(sol) ⇌ 2Cr2O3(sol) + 3O2(gaz)

(a) Calculer l’enthalpie standard et l’entropie standard de cette réaction, puis son
enthalpie libre standard à 300 K.

(b) Montrer que le trioxyde de chrome est instable à 300 K en présence d’air (on
prendra PO2

= 0,2 bar dans l’air). Que doit-il advenir, théoriquement, d’un
cristal de trioxyde de chrome laissé à l’air ambiant ?
On donne : RT ln 0,2 ≃ −4 kJ · mol−1 à 300 K.

(c) Montrer, sans calcul supplémentaire, que cette instabilité demeure si
T > 300 K.

2. Étude de la réduction de Cr2O3 par Al
Cette réduction constitue l’étape-clé de la métallurgie du chrome. Si Moissan, en
1893, mit au point la réduction de l’oxyde de chrome par le carbone, c’est Goldsch-
midt qui découvrit l’aluminothermie qui, seule, permettait de préparer de grandes
quantités de chrome pur. Étudions, avec les moyens actuels, les aspects thermody-
namiques de ette réaction.

(a) Le diagramme d’Ellingham des systèmes Cr2O3/Cr et Al2O3/Al est fourni,
entre 300 K et 2 500 K :

T (K)0
500

-1000

1000 2500

-500

2000

∆rG
0 (kJ.mol-1)

1500

A

C

B

Al2O3/Al

Cr2O3/C
r

N

Ce diagramme présente l’enthalpie libre standard de formation des oxydes (de
chrome ou d’aluminium) pour une mole de dioxygène, en fonction de la tem-
pérature.
Écrire les équations-bilan donnant la réaction de formation de chaque oxyde
avec la convention adoptée.

(b) Aux point A, B et C, on observe un faible changement de pente. À quel phéno-
mène physique correspond chacun de ces points ? Donner le sens de variation
de la pente, lorsque T augmente, pour le point B, grâce à un raisonnement
qualitatif que l’on exposera clairement.
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(c) Calculer la pente du segment NB, puis celle du segment BC.

Étude de la réaction de réduction
On précise qu’à l’état solide ou liquide, les espèces Al, Al2O3, Cr, Cr2O3 sont
totalement non miscibles.

(d) Écrire l’équation-bilan de la réduction d’une mole de Cr2O3, oxyde de chrome
(III) par l’aluminium, à 300 K.

(e) L’enthalpie standard de cette réaction vaut : −560 kJ · mol−1. Utiliser le dia-
gramme pour déterminer le signe de l’affinité chimique de cette réaction, à
toute température. Conclure sur la possibilité thermodynamique de la réduc-
tion de l’oxyde de chrome (III) par l’aluminium et sur l’évolution du système
lorsqu’on part des espèces Cr2O3 et Al.

Données numériques :

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;

• pression de référence : P0 = 105 Pa ;

• température de fusion (Tfus en ˚C) et de vaporisation (Tvap en ˚C) de quelques corps
purs :

Nom Formule Tfus Tvap

Aluminium. . . . . . . . . . Al 660 2 520
Alumine . . . . . . . . . . . . Al2O3 2 050 2 980
Chrome . . . . . . . . . . . . . Cr 1 910 2 670
Oxyde de chrome (III) Cr2O3 2 440 4 000

• enthalpies standard de formation (∆fH
0 en kJ · mol−1), entropies molaires stan-

dard (S0 en J ·K−1 ·mol−1), enthalpies standard de fusion (∆fusH
0 en kJ ·mol−1)

et enthalpies standard de vaporisation (∆vapH
0 en kJ ·mol−1). Ces grandeurs ther-

modynamiques sont supposées indépendantes de la température :

Formule ∆fH
0 S0 ∆fusH

0 ∆vapH
0

Al(sol) 0 27 10 290
Al2O3(sol) −1 700 51 110 –
Cr(sol) 0 24 20 350
CrO3(sol) −590 73 – –
Cr2O3(sol) −1 140 81 – –
O2(gaz) 0 205 – –

• 233 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Diagrammes d’Ellingham MP-PC-PSI-PT

Le silicium peut être obtenu par réduction de la silice solide, SiO2. Cette réduction est
étudiée à l’aide des diagrammes d’Ellingham.

1. En quoi consiste l’approximation d’Ellingham ?

2. Les droites d’Ellingham ont été tracées (ci-dessous) pour le carbone et ses oxydes
(droites 1, 2 et 3). Attribuer chacune des droites à un couple en fonction du signe
de la pente.
En déduire les domaines d’existence ou de prédominance des différentes espèces,
ainsi que le diagramme d’Ellingham des différents couples.
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3. Donner les équations des droites (ou segments) d’Ellingham pour le silicium dans
le domaine de température [0 K ; 2 000 K]. Ces segments sont représentés sur la
figure suivante (droite 4).

4. Pour quelle température et avec quel réducteur peut-on obtenir du silicium ? sous
quelle forme physique ce dernier est-il récupéré ?

T (K)

-100

200

-200

-800

1000

-700

0

-400

-500

-600

-300

∆rG
0 (kJ.mol-1)

2000

(3)

(1)

(4)

(2)

Données numériques :

• Enthalpies standard de formation et entropies molaires standard à 298 K :

Composé ∆fH
0 en kJ · mol−1 S0 en J · K−1 · mol−1

Si(sol) – 19
SiO2(sol) −910 40

C(sol) – 6
O2(gaz) – 205
CO(gaz) −110 200
CO2(gaz) −390 210

• Température de fusion du silicium : Tfus = 1683 K ;

• Enthalpie standard de fusion du silicium : ∆fusH
0 = 46 kJ · mol−1 à 1 683 K.

• 234 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
20 min.

Diagrammes d’Ellingham MP-PC-PSI-PT

Données numériques :

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;

• pression standard : P0 = 1 bar ;

• enthalpies standard de formation (∆fH
0) et entropies molaires standard (S0) :



Oxydo-réduction 1311

∆fH
0 (en kJ · mol−1) S0 (en J · K−1 · mol−1)

Nb(sol) . . . . . . 0 36,5
Nb2O5(sol) . . . −1 900 137
O2(gaz) . . . . . . 0 205
Al(sol) . . . . . . . 0 28,3
Al(liq) . . . . . . . 10,6 39,6
Al2O3(sol) . . . −1 680 50,9

1. Diagramme d’Ellingham

(a) Qu’est-ce que d’un diagramme d’Ellingham ? Qu’appelle-t-on approximation
d’Ellingham ? Comment cette approximation se traduit-elle géométriquement
sur un diagramme d’Ellingham ?

Le diagramme d’Ellingham des couples Nb2O5/Nb (courbe 1), Al2O3/Al (courbe
2) et CO/C (courbe 3) est donné ci-dessous :

T (K)300 500 1100 1700

k
J
.m

ol
-1

-700

-900

-1100

-500

-300

(1)

700 900 1300 1500 1900

-600

-800

-1000

-400

-200

-1200

(3)

(2)
A

(b) Le point A de la courbe (2) est un point anguleux (ce qui se voit mal, compte
tenu des échelles du diagramme).
Proposer une interprétation et calculer numériquement sa température, TA, en
utilisant les données thermodynamiques.

(c) Dans tout le domaine de température considéré, CO est gazeux et C est solide.
Interpréter le signe de la pente de la courbe (3).

2. Exploitation du diagramme

(a) Réduction de l’oxyde par le carbone

• Dans quel domaine de température peut-on obtenir du niobium en rédui-
sant Nb2O5 par le carbone ?

• Écrire l’équation-bilan traduisant cette réaction (avec un coefficient stœ-
chiométrique de 1 pour Nb2O5).

• S’agit-il d’une réaction endo– ou exothermique ?

• Quelles conclusions pratiques peut-on tirer de ces résultats ?

(b) Justifier, à l’aide du diagramme que, dans tout le domaine de température, on
peut également obtenir Nb(sol) par l’aluminium et écrire l’équation-bilan cor-
respondante (avec un coefficient stœchiométrique de 1 pour Nb2O5(sol)).
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• 235 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Diagrammes d’Ellingham MP-PC-PSI-PT

L’oxyde de thallium est utilisé dans la fabrication de verre à indice de réfraction élevé.

1. Vérifier que l’entropie standard de fusion du thallium à 304˚C est de l’ordre de
7 J · K−1 · mol−1, valeur que l’on utilisera par la suite.

2. Écrire l’équation-bilan de la réaction (E1) de formation de l’oxyde de thallium
Tl2O solide à partir du thallium (solide ou liquide) et du dioxygène gazeux. Le
coefficient stœchiométrique du dioxygène sera pris égal à 1.

3. Rappeler en quoi consiste l’approximation d’Ellingham.

4. Donner l’expression de l’enthalpie libre standard ∆rG
0
1 associée à la réaction (E1)

entre 300 K et 1 500 K, en se plaçant dans l’approximation d’Ellingham.

5. Calculer, à 300 K et à 1 500 K, la valeur de la pression de dioxygène à l’équilibre.
Comment appelle-t-on cette pression ? En déduire la forme stable du thallium à
300 K et à 1 500 K, sous une pression de dioxygène de 21 300 Pa.
On pourra prendre R = 8 J · K−1 · mol−1 (constante molaire des gaz parfaits) et
1 bar = 105 Pa.

6. Tracer le graphe décrivant l’évolution de ∆rG
0
1 en fonction de T sur l’intervalle de

température 300 K–1 500 K. Superposer la droite correspondant à l’oxydation (E2)
du cuivre (Cu) solide en oxyde (CuO) solide, entre 300 K et 1 350 K, toujours pour
une mole de dioxygène gazeux :

∆rG
0
2(T ) = −312 + 0,192× T (en kJ · mol−1)

7. Dans quel domaine de température le cuivre métal peut-il réduire l’oxyde de thal-
lium Tl2O ? Écrire l’équation-bilan de la réaction correspondante.

Données numériques :

• Enthalpie molaire standard de fusion du thallium :

∆fusH
0 = 4 kJ · mol−1 à 304˚C

• Température de fusion du thallium sous P0 = 1 bar : Tfus = 304˚C.

• Enthalpies standard de formation (∆fH
0) et entropies molaires standard (S0) à

300 K :

Tl2O(sol) Tl(sol) O2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) −180 0 0

S0 (en J · K−1 · mol−1) 125 65 206

• 236 Lycée Kléber, Strasbourg
10 min.

Courbes intensité-potentiel MP-PC-PSI

À l’aide du montage schématisé ci-dessous, on réduit totalement, sur une cathode de
mercure, une solution acide contenant du chlorure de zinc (Zn2+ + 2Cl−), du chlorure
de nickel (Ni2+ + 2Cl−) et du chlorure de cuivre (Cu2+ + 2Cl−). Lorsque l’électro-
lyse des ions métalliques est finie, on coupe le courant et on constate les phénomènes
suivants :



Oxydo-réduction 1313

• même si la solution ne contient pas d’oxygène dissous, le zinc (amalgamé au mer-
cure de la cathode) repasse en solution ;

• le cuivre amalgamé n’est pas redissous en l’absence d’oxygène dissous, mais il
repasse en solution si l’on introduit de l’oxygène dans la solution ;

• le nickel (amalgamé lui aussi) n’est jamais redissous spontanément.

i

pont salin

platine

isolant

solution

mercure

référence

Prévoir la position des courbes intensité-potentiel de ces systèmes sur mercure et ex-
pliquer les phénomènes observés.

• 237 Concours du CAPES
15 min.

Courbes intensité-potentiel MP-PC-PSI

Le zinc est préparé industriellement par dépot électrolytique du métal sur une élec-
trode en aluminium, à partir d’une solution aqueuse de sulfate de zinc (II) et d’acide
sulfurique. L’anode est une électrode de plomb recouverte d’oxyde de plomb PbO2(sol).
L’ion sulfate n’intervient pas dans les conditions de l’électrolyse.

1. Quelles réactions électrochimiques peut-on attendre lors de cette électrolyse, à
chaque électrode ?
Sachant que, sur l’aluminium, la surtension de réduction de H+ est de l’ordre de
−1 V et que la surtension de réduction de l’ion Zn2+ est très faible, justifier l’em-
ploi du métal aluminium pour former la cathode.

2. (a) Quelle caractéristique d’une réaction d’oxydo-réduction peut être étudiée par
les courbes intensité-potentiel ?
Pourquoi indique-t-on l’intensité ou la densité de courant sur l’un des axes ?

(b) Dessiner l’allure des courbes intensité-potentiel correspondant aux différentes
réactions envisagées.
Conclure sur les réactions mises en jeu aux deux électrodes.

(c) Le courant anodique peut-il présenter un palier de diffusion ? Le courant catho-
dique peut-il présenter un palier de diffusion ? Justifier l’existence éventuelle
d’un tel palier.

(d) Justifier que la tension appliquée ne doive pas être très importante. Que se
passerait-il si l’on appliquait une tension de l’ordre de 5 V ?

3. Dans les conditions industrielles, la surface totale de la cathode d’aluminium
est S = 3,2 m2. Un courant d’intensité I = 115 000 A parcourt le bain pendant
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∆t = 24 h. Déterminer la masse de zinc déposée et l’épaisseur de la couche de
zinc obtenue.

Données :

• Potentiel standard à pH = 0 et à 298 K :

E0
(

H+
(aq)/H2(gaz)

)

= 0,00 V

E0
(
O2(gaz)/H2O(liq)

)
= 1,23 V

E0
(

Zn2+(aq)/Zn
)

= −0,76 V

• Faraday : F = 96 500 C · mol−1.

• Masse molaire atomique du zinc : M = 65,4 g · mol−1.

• Masse volumique du zinc : ρ = 7,14.103 kg · m−3.

• 238 Concours Commun Polytechnique
30 min.

Courbes intensité-potentiel MP-PC-PSI

On met du cuivre impur (contenant également du plomb et de l’argent) à l’anode d’une
cellule d’électrolyse, dont la cathode est composée d’acier inoxydable. On représente
le diagramme intensité-potentiel ci-dessous :

i

E 
0

Pb Pb2+

Pb Pb2+

Ag Ag+

Ag Ag+

Cu Cu2+

Cu Cu2+

1. Écrire la(les) réaction(s) observée(s) à l’anode.

2. Même question à la cathode.

• 239 Concours Centrale
15 min.

Diagrammes intensité-potentiel MP-PC-PSI

On réalise le montage schématisé ci-dessous :
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i
mAmV

électrode de travail (Ag)

E

électrode de référence

solution S

contre-électrode

En fonction de l’électrolyte contenu dans la solution S , on enregistre les courbes de
polarisation (intensité-potentiel) suivantes :

E

[Ag+]=10-3 mol.L-1

0,62 V

i

E

[Cl−]=10-3 mol.L-1

0,38 V

i

E

[Br−]=10-3 mol.L-1

0,26 V

i

Aucun dégagement gazeux n’est observé à l’anode.

1. Commenter les courbes et attribuer une réaction électrochimique aux diverses par-
ties de ces courbes.

2. Évaluer :

(a) le potentiel standard du couple Ag+/Ag ;

(b) le produit de solubilité de AgCl(sol) ;

(c) le produit de solubilité de AgBr(sol).

• 240 Concours Commun Polytechnique
20 min.

Courbes intensité-potentiel MP-PC-PSI

Le dichlore est obtenu par électrolyse d’une solution aqueuse concentrée de chlorure de
sodium (la saumure). Celle-ci doit être traitée préalablement à l’aide de carbonate ou
de chlorure de baryum afin d’éliminer les ions sulfate, puis à l’aide de soude et de car-
bonate de sodium pour éliminer les ions calcium, magnésium et autres ions métalliques
gênants.
Il existe différents procédés :

• cellules à diaphragme, non étudiées dans ce problème ;

• cellules à membranes ;

• cellules à cathode de mercure.

Données : potentiels standard, à 25˚C et à pH = 0 :

E0 (O2/H2O) = 1,23 V E0
(
Cl2/Cl−

)
= 1,39 V

E0
(
H+/H2

)
= 0,00 V E0

(
Na+/Na

)
= −2,71V
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I- Étude préliminaire

1. D’après les valeurs des potentiels standard, quelles sont les demi-équations
d’oxydo-réduction possibles à l’anode ? à la cathode ?

2. À quelle réaction d’oxydo-réduction pourrait-on s’attendre au cours de l’électrolyse
en l’absence de surtension au niveau des électrodes ?

II- Procédé à cellules à membranes

Un schéma de principe d’une cellule à membrane, à compléter, est représenté ci-après :

vers circuit de 
concentration

(7)

saumure diluée
vers circuit

de concentration

(4)

(6)

(3)

(5)

(1)

(2)

saumure
saturée

membrane H2O

Les anodes sont de type DSA (Dimensionally Stables Anodes) en titane recouvert
d’oxydes de titane et de ruthénium, les cathodes sont en nickel. La séparation entre
les compartiments cathodique et anodique est constituée de membranes cationiques
(perméables aux cations) très peu conductrices. Ces membranes sont des polymères
perfluorosulfoniques ou perfluorocarboxyliques.
On obtient les courbes densité de courant-potentiel suivantes :

E (V)1

O2HO−

20-1

5

-5

-2

j (kA.m-2)

Cl2Cl−

H2OH2
Na+Na

1. Quelle est la réaction qui a effectivement lieu dans ce procédé pour une valeur de
densité de courant n’excédant pas les limites du tracé des courbes ?

2. À l’aide des courbes densité de courant-potentiel, donner un nom à chacun des
numéros (1) à (8) du schéma de principe.
La densite de courant j utilisée dans ce procédé est égale à 4 kA · m−2.
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3. Quelle est la valeur de la tension appliquée aux bornes de l’électrolyseur pour ce
procédé.

Le dichlore produit sort des cellules à 90˚C. Il est saturé en vapeur d’eau. Il est donc
refroidi (condensation de la majeure partie de la vapeur d’eau) puis séché avec de
l’acide sulfurique concentré dans des tours à garnissage. Le dichlore est transporté
liquéfié, comprimé à 3,5 bar.

III- Procédé à cellules à cathodes de mercure

Chaque cellule fait 25 à 30 m2 de surface sur 30 cm de hauteur. Elle contient environ
250 anodes DSA. Leur durée de vie est de 5 à 8 ans. La cathode est constituée d’un lit
de mercure (3 à 4 tonnes par cellule) situé sur un plan incliné au fond de la cellule. Les
anodes sont disposées parallèlement à la surface du mercure, à une distance de l’ordre
de 1 cm. La vitesse d’écoulement du mercure est d’environ 1 m · s−1 et la consomma-
tion du mecure est de l’ordre de 10 g par tonne de dichlore. Une unité de production
moyenne de 250 000 t de dichlore par an nécessite l’utilisation d’une centaine de cel-
lules.
Du fait de la présence de la cathode au mercure et des anodes DSA, on obtient les
courbes densité de courant-potentiel suivantes :

E (V)1 20-1

5

-5

-2

j (kA.m-2)

O2HO−

Cl2Cl−

H+H2

Na+Na(Hg)

-3

1. Quelle est la réaction qui a lieu réellement dans la cellule à électrolyse pour une
valeur de densité de courant n’excédant pas les limites du tracé des courbes ?

2. Sachant que la tension appliquée est de 4 V, quelle est la densité de courant qui
circule dans le circuit ?

L’amalgame Na(Hg) qui s’écoule par gravité (du fait du plan incliné) est envoyé dans
un décompresseur (cylindre en acier, garni à l’intérieur de morceaux de graphite) où,
par réaction avec de l’eau adoucie, on régénère le mercure et on obtient de la soude et
du dihydrogène.

3. Écrire l’équation-bilan de cette réaction.

Le mercure est recyclé ; la lessive de soude formée (NaOH de concentration égale à
740 g · L−1) est évacuée par le trop plein.

4. Comparer les avantages est les inconvénients des deux procédés étudiés dans cet
exercice.
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• 241 Concours Centrale-Supélec
30 min.

Courbes intensité-potentiel MP-PC-PSI

Le montage ci-dessous permet le relevé de courbes intensité-potentiel de systèmes élec-
trochimiques ; l’électrode de travail est une électrode de platine. Par convention, un
courant anodique est positif et un courant cathodique est négatif.

i
mAmV

électrode de travail 

E

électrode de référence (ECS)

contre-électrode

0,15

i

E (V)
1,2

0,6
0

Indications :

• potentiels redox standard à 25˚C :

H+/H2 : 0,00 V Sn4+/Sn2+ : 0,15 V (en milieu HCl)
I2(aq)/I− : 0,62 V O2/H2O : 1,23 V

• pour l’iode au degré d’oxydation zéro, on ne tiendra compte que de l’espèces I2 et
pas du tout de l’espèce I3− ;

• les couples H+/H2 et I2(aq)/I− sont des systèmes électrochimiques rapides sur
électrode de platine ;

• les couples Sn4+/Sn2+ et O2/H2O sont des systèmes électrochimiques lents sur
électrode de platine (on donne l’ordre de grandeur des surtensions en valeur abso-
lue : 0,1 V).

1. Étude des courbes intensité-potentiel

(a) Qu’appelle-t-on système électrochimique rapide ? système électrochimique
lent ? Donner l’allure des courbes i− E correspondantes.

(b) Lorsque la solution aqueuse (acidifiée à pH = 0) contient, comme espèces
électrochimiques : H+, I−, I2 et Sn4+ (en concentrations comparables), l’allure
de la courbe i− E est celle donnée ci-dessus.
Interpréter l’allure de cette courbe. On identifiera les réactions électrochimiques
mises en jeu.

(c) Donner l’allure de la courbe i − E lorsque la solutoin aqueuse (à pH = 0)
contient, comme espèces électroactives : H+, Sn2+, Sn4+ et I− (les concentra-
tions des espèces Sn2+, Sn4+ et I− sont comparables).
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(d) Même question si la solution (à pH = 0) contient H+, Sn4+ et I− (les concen-
trations des espèces Sn4+ et I− sont comparables).

2. Titrage suivi par potentiométrie à courant nul
On veut titrer une solution contenant des ions Sn2+ par une solution de diiode.
On utilise la méthode classique de potentiométrie à intensité nulle. L’électrode de
mesure est en platine et le pH de la solution est maintenu à 0.

On note c0 la concentration en Sn2+, V0 le volume de cette solution, c la concen-
tration de la solution de I2, V le volume versé, Veq le volume versé à l’équivalence.

On pose : x =
V

Veq
.

(a) Donner l’allure de la variation du potentiel E de l’électrode de platine au cours
du titrage, en fonction de x. Calculer la valeur de E pour x = 0,5.

(b) Lorsqu’on effectue ce titrage expérimentalement, on observe que le potentiel
n’est pas stable avant l’équivalence ; le relevé de mesures n’est possible
qu’après l’équivalence. Expliquer pourquoi en vous servant des courbes i − E
de la question 1.

3. Titrage suivi par potentiométrie à courant imposé
Pour améliorer le titrage, on fait passer un courant (très faible et constant), l’élec-
trode de platine jouant le rôle d’anode ; les variations de concentration des diffé-
rentes espèces tiennent essentielement à la réaction de titrage, la microélectrolyse
réalisée ne formant et ne consommant aucune espèce, car l’intensité choisie est très
faible. Expliquer l’intérêt de cette méthode.

• 242 Concours E3A
30 min.

Corrosion et protection des métaux MP-PC-PSI

L’objet de cet exercice est d’étudier sous quelles conditions de température et de pres-
sion un métal M peut être oxydé suivant la réaction :

métal + O2 ⇌ oxyde (51)

Le tracé du diagramme d’Ellingham de l’argent et de l’aluminium (pour une mole de
dioxygène) est reproduit sur la figure ci-dessous.

T (K)
500 1000 1500 2000

∆rG
0
  et RT ln(PO2/P0) (kJ.mol-1)

-600

-900

-1200

-300

300

0

F

F

Al

Ag
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1. Rappeler les conditions de l’approximation d’Ellingham.

Que représentent, sur le diagramme, l’ordonnée à l’origine et la pente d’une droite ?
Comment explique-t-on le changement d’une pente sur une courbe d’Ellingham ?

2. Dans l’intervalle de température [298 K, 2 200K], exprimer l’enthalpie libre stan-
dard de la réaction d’oxydation du nickel en fonction de la température, pour une
mole de dioxygène, en se plaçant dans l’approximation d’Ellingham.

Tracer, sur le diagramme précédent (que l’on reproduira) celui correspondant au
nickel sur cet intervalle de températures.

3. Quelles sont les conséquences d’une augmentation de température à pression
constante, puis d’une augmentation de pression à température constante, sur cet
équilibre (justifier qualitativement la réponse) ?

4. Sur le même graphique, tracer le graphe de RT ln

(
PO2

P0

)

en fonction de la tem-

pérature, pour les deux pressions partielles suivantes :

PO2
= 0,2 bar et PO2

= 10−10 bar avec P0 = 1 bar

5. En utilisant l’affinité chimique, retrouver les domaines d’existence du métal et de
l’oxyde sur le diagramme d’Ellingham, pour une pression partielle de dioxygène
de 10−10 bar.

6. Évaluer, en utillisant la figure ci-dessus et en reportant les éventuels tracés :

(a) pour l’argent, la température d’équilibre d’oxydation dans l’air ;

(b) pour le nickel et l’aluminium, la pression de dioxygène à l’équilibre, appelée
pression de corrosion, à 1 600 K.

Il est rappelé que l’air, sous une pression de 1 bar et à la température de 298 K,
renferme 20% de dioxygène.

7. Expliquer pourquoi la plupart des métaux subissent dans l’air une oxydation à la
température ambiante.

8. Ces métaux subissant l’oxydation dans l’air doivent être protégés. Citer deux mé-
thode usuelles pour éviter ce phénomène.

Données numériques :

• constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;

• enthalpies standard de formation (∆fH
0 en kJ·mol−1) à 298 K, entropies molaires

standard (S0 en J · K−1 · mol−1) à 298 K, températures de fusion (Tf en K) et
enthalpies standard de fusion (∆fusH

0 en kJ · mol−1) à Tfus :

∆fH
0 S0 Tfus ∆fusH

0

Ag(sol) 0 42,5 1 235 11,3
Ag2O(sol) −31,0 121,3 – –

Ni(sol) 0 29,9 1 725 17,6
NiO(sol) −244,6 38,0 2 263 –
Al(sol) 0 28,3 933 10,9

Al2O3(sol) −1 676,0 50,9 2 320 –
O2(gaz) 0 205,2 – –
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• 243 Concours ESTP - ENSAM
60 min.

Pyrométallurgie du plomb MP-PC-PSI-PT

La fusion et la réduction des agglomérés de l’opération de grillage sont assurés dans
un four à cuve, dont les parois sont constituées de caissons refroidis à l’eau.
L’aggloméré de PbO et le coke sont chargés alternativement (à une température de
423 K) dans la zone supérieure du four ; rencontrant les gaz chauds venant de la base
du four, ils se réchauffent jusqu’à environ 773 K au détriment des gaz qui sortent du
gueulard à 650 K. À partir de 773 K débute la réduction de PbO par le monoxyde
de carbone pour se terminer vers 1 273 K ; au delà, près des tuyères, prédomine la
réduction directe de PbO par le carbone.
L’analyse des gaz (CO, CO2), à la partie supérieure du four, permet de contrôler la
bonne marche de la réduction ; on relève ainsi (composition molaire) : pour CO, des
valeurs comprises entre 7% et 14% et, en parallèle, pour CO2, entre 21,9% et 14,5%.
Après la fusion de la charge et réduction de PbO, on obtient du plomb (liquide) brut, dit
plomb d’œuvre qui, après séparation des scories par décantation, s’écoule vers l’atelier
d’affinage.

Tambour mélangeur

M
in

er
ai

C
al

ca
ir

e

S
il
ic

e

F
on

d
an

t
fe

rr
eu

x

SOUFFLAGE
GRILLAGE

PbO aggloméré

Coke

Refroidissement eau

Plomb d'oeuve

Refroidissement air

REDUCTION

FOUR A CUVE

SO2

1. Étude préliminaire

(a) Expliquer le rôle joué par le coke dans cette opération.

Étudions au préalable les réactions suivantes :
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2Pb(sol) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol) (E1)
2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol) (E2)
2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(liq) (E3)

puis les réactions :

2C(sol) + O2(gaz) ⇌ 2CO(gaz) (E4)
C(sol) + O2(gaz) ⇌ CO2(gaz) (E5)

(b) Déterminer les enthalpies libres standard ∆rG
0
i (T ), en fonction de la tem-

pérature, pour le couple Pb/PbO (on envisagera les divers états physiques pos-
sibles du plomb et de son oxyde), puis celles relatives à l’oxydation du carbone,
dans l’approximation d’Ellingham. On considérera l’intervalle de température
300− 1 500 K.

(c) Représenter ∆rG
0
i (T ) = f(T ) pour les réactions (E1) à (E5) sur un dia-

gramme.
Placer les points caractéristiques du plomb et de son oxyde et vérifier la conti-
nuité des tracés en ces points.

2. Réduction directe par le carbone

(a) À partir de quelle température la réduction directe par le carbone :

PbO + C ⇌ Pb + CO (E6)

est-elle possible dans les conditions standard (on posera, pour simplifier, que
l’activité de C, Pb et PbO est voisine de l’unité) ?

(b) Verifier l’exactitude de vos résultats sur le diagramme d’Ellingham que vous
avez construit.

(c) Quelle inégalité doit alors vérifier la pression partielle de monoxyde de carbone,
par rapport à la température ?

(d) En vous plaçant dans les conditions de marche du four, vers 1 323 K et compte
tenu de la composition des gaz au gueulard, pouvez-vous affirmer que les condi-
tions réductrices sont remplies ou non ?

3. Réduction par le monoxyde de carbone
La partie essentielle de l’opération est une réduction de PbO par CO, selon la réac-
tion :

PbO + CO ⇌ Pb + CO2 (E7)

(a) En vous aidant du diagramme d’Ellingham, ou à partir de l’évaluation de l’en-
thalpie libre standard ∆rG

0
7(T ), discuter la possibilité de réaliser la réduction

(E7).
(b) Écrire la condition générale d’existence de cette réaction ; on désignera respec-

tivement par PCO et PCO2
les pressions partielles des fractions gazeuses et par

aPb et aPbO l’activité du plomb et de son oxyde.

On désire vérifier qu’aux températures régnant dans le four, le pouvoir réducteur
reste suffisant pour que la réduction de PbO démarre vers 773 K (l’activité de Pb et
PbO peut être assimilée à l’unité).

(c) Déterminer si la condition de réduction est satisfaite.
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Considérons maintenant la fin du cycle de réduction : la température atteint
1 273 K ; le plomb d’œuvre renferme 95% de plomb et les scories (5% de plomb
non réduit). Dans ces conditions, on prendra aPb = 0,95 et aPbO = 0,054.

(d) La réaction de réduction continue-t-elle à se développer ?

Données numériques :

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,314 J · K−1 · mol−1.

• Enthalpies standard de formation (∆fH
0 en kJ ·mol−1) et entropies molaires stan-

dard (S0 en J · K−1 · mol−1), à 298 K :

Espèce ∆fH
0 S0

O2(gaz) . . . . . . 0 205,0
CO(gaz) . . . . . . −110,5 197,9
CO2(gaz) . . . . . −393,6 213,8
C(sol) . . . . . . . . 0 5,7
Pb(sol) . . . . . . . 0 64,9
PbO(sol) . . . . . −217,9 69,4

• Changements d’état du plomb :

• point de fusion (1 bar) : Tfus(Pb) = 600 K ;

• point de vaporisation (1 bar) : Tvap(Pb) = 2 013K ;

• enthalpie molaire de fusion à 600 K (1 bar) : ∆fusH
0(Pb) = 4,8 kJ · mol−1 ;

• enthalpie molaire de vaporisation à 2 013 K (1 bar) : ∆vapH
0(Pb) = 178 kJ · mol−1.

• Changements d’état de PbO :

• point de fusion (1 bar) : Tfus(PbO) = 1 159 K ;

• point de vaporisation (1 bar) : Tvap(PbO) = 1 745K ;

• enthalpie molaire de fusion à 1 159 K (1 bar) : ∆fusH
0(PbO) = 11,7 kJ · mol−1 ;

• enthalpie molaire de vaporisation à 1 745 K (1 bar) : ∆vapH
0(PbO) = 213,4 kJ · mol−1.

• 244 Concours de l’agrégation
90 min.

Métallurgie du fer MP-PC-PSI

I- Étude thermodynamique des oxydes de fer

1. Écrire, en les rapportant à la consommation d’une mole de dioxygène, les réactions
d’oxydation :

• de Fe en FeO (réaction α) ;

• de FeO en Fe3O4 (réaction β) ;

• de Fe3O4 en Fe2O3 (réaction γ).

2. Pour chacune des réactions, établir la relation ∆rG
0(T ) donnant les variations de

l’enthalpie libre standard en fonction de la température.

3. Sur un diagramme, tracer les droites représentant les variations de ∆rG
0
α, ∆rG

0
β

et ∆rG
0
γ en fonction de la température.
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4. Déduire de la lecture du diagramme que FeO est instable en dessous d’une tem-
pérature T1 que l’on calculera. Quel est l’équilibre existant à la température T1 ?
Compléter le diagramme en traçant la droite correspondant à la réaction de l’oxy-
gène sur le fer pour des températures inférieures à T1.

5. Préciser les réactions successives qui interviennent lors de la réduction de Fe2O3 :

(a) pour T < T1 ;

(b) pour T > T1.

II- Réduction des oxydes de fer par le monoxyde de carbone

On s’intéresse à la réduction des oxydes de fer par le monoxyde de carbone, réducteur
industriel susceptible de s’oxyder selon :

CO +
1

2
O2 ⇌ CO2

∆rG
0(T ) = −282,8.103 + 86,8× T (en J · mol−1)

1. Réduction de l’oxyde ferrique par CO
La première étape de la préparation du fer est la réduction de Fe2O3 en Fe3O4.
À l’aide des données thermodynamiques, montrer qu’à 400˚C, une faible pression
partielle en CO suffit pour que cette réaction soit totale.

2. Réduction de l’oxyde magnétique

(a) Compte tenu de l’étude précédente, expliquer dans quelles conditions de tem-
pérature la réduction de Fe3O4 par CO est susceptible de conduire :

• directement au fer ;

• à l’oxyde ferreux (réaction λ), lui-même réductible en fer (réaction µ).

(b) On ne s’intéresse qu’aux réactions (λ) et (µ), à la température de 650˚C.

• Pour chacune des deux réactions, calculer la constante d’équilibre.

• Quel est le pourcentage en monoxyde de carbone dans la phase gazeuse en
équilibre :

• avec Fe3O4 et FeO ?

• avec FeO et Fe ?

Pour simplifier les calculs, on arrondira les constantes d’équilibre aux valeurs
entières les plus proches.

3. Intervention de l’équilibre de Boudouard
Aux températures envisagées, il est nécessaire de tenir compte de l’équilibre de
dismutation du monoxyde de carbone :

2CO ⇌ C + CO2 ∆rG
0(T ) = −170,6.103 + 174,4× T (en J · mol−1)

(a) Calculer la constante d’action de masse de cet équilibre à 650˚C. En déduire la
composition du mélange gazeux, en équilibre avec du carbone, sous une pres-
sion totale de 1 bar.

(b) En supposant que les états d’équilibre s’établissent suffisamment vite, indiquer
les réactions qui se produisent vers 650˚C, lorsque Fe3O4 est soumis à l’action
de CO.
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4. Influence de la température
Des calculs analogues permettent de déterminer la composition du mélange
CO/CO2 (xCO représente le pourcentage en CO) en équilibre avec les solides, sous
la pression atmosphérique normale, à d’autres températures :

Phases solides xCO à 700˚C xCO à 750˚C
C . . . . . . . . . . . 58,8% 76,8%
Fe3O4 + FeO 29,0% 25,5%
FeO + Fe . . . . 52,2% 55,8%

(a) Pour chacun des équilibres, justifier la variation de la composition de la phase
gazeuse lorsque la température augmente.

(b) Pour simplifier, on suppose que, pour chaque équilibre, le pourcentage en CO
varie linéairement avec la température.

En s’aidant d’un diagramme faisant intervenir la température et le rapport
xCO2

xCO
(des fractions molaires en CO2 et en CO), préciser les phénomènes qui se pro-
duisent lorsque l’oxyde Fe3O4 est soumis à l’action d’un mélange CO/CO2

(en équilibre avec du carbone), pour des températures comprises entre 650˚C et
750˚C.

III- Préparation des fontes et des aciers

La figure ci-dessous donne le schéma d’un haut fourneau et précise la température
régnant dans les différentes zones.

A

300

température (°C)

zone 1

zone 2

zone 3

zone 4

400

700

1000

C

B

C

B
D

E

1. Indiquer brièvement le fonctionnement du haut fourneau. On précisera, en particu-
lier :

• ce qui est introduit en A et B ;

• ce qui est recueilli en C, D et E.

2. Compte tenu de l’étude thermodynamique, indiquer la nature de la réaction pré-
pondérante de réduction des oxydes de fer dans les zones 1, 2 et 3.

Données numériques :

• Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J · K−1 · mol−1 ;
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• Grandeurs thermodynamiques standard, supposées indépendantes de la tempéra-
ture :

Corps Fe(sol) FeO(sol) Fe3O4(sol) Fe2O3(sol) O2(gaz)

∆fH
0 (en kJ · mol−1) 0 −259,6 −1 091,2 −810,9 0

S0 (en J · K−1 · mol−1) 27,2 67,1 178,8 106,5 205,0
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• 218 Lycée du Parc, Lyon

Les couples I2(aq)/I− et I−3 /I− ont pour équations :

I2(aq) + 2 e− = 2 I− (E2)
I−3 + 2 e− = 3 I− (E3)

La réaction de complexation, d’équation :

I2(aq) + I− ⇌ I−3 (E)

apparaît alors comme une combinaison linéaire des deux premières :

I2(aq) + 2 e− = 2 I− (E2)
3 I− = I−3 + 2 e− (E3)

I2(aq) + I− ⇌ I−3 (E)

C’est pourquoi l’enthalpie libre standard, ∆rG
0, de cette réaction s’exprime aisément

en fonction des enthalpies libres standard ∆rG
0
2 et ∆rG

0
3 de (E2) et (E3) :

∆rG
0 = ∆rG

0
2 −∆rG

0
3 où

{
∆rG

0
2 = −2FE0

2

∆rG
0
3 = −2FE0

3

Du reste, la constante K0 de formation du complexe I−3 vérifie :

∆rG
0 = −RT lnK0 ⇒ −RT lnK0 = −2FE0

2 + 2FE0
3

⇒ lnK0 =
2F
RT

(
E0

2 − E0
3

)

⇒ logK0 =
2F

RT ln 10

(
E0

2 − E0
3

)
≃ 2

0,06

(
E0

2 − E0
3

)

Par conséquent :

K0 = 10
1

0,03 (E
0
2−E

0
3) = 10(0,62−0,54)/0,03 ⇒ K0 = 464

• 219 Lycée Pissarro, Pontoise

1. La demi-équation associée au couple I2/I− s’écrit :

I2 + 2 e− = 2 I− (E3)

tandis que celle associée au couple S4O2−
6 /S2O2−

3 s’écrit :

S4O2−
6 + 2 e− = 2S2O2−

3 (E4)

La combinaison linéaire de ces équations conduit à l’équation-bilan de la réaction
qui se produit entre I2 et S2O2−

3 :

(E3) I2 + 2 e− = 2 I−

−(E4) 2S2O2−
3 = S4O2−

6 + 2 e−

(E3)− (E4) I2 + 2S2O2−
3 ⇌ 2 I− + S4O2−

6 (E5)
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2. Étant donné que (E5) = (E3) − (E4), il en va de même des enthalpies libres stan-
dard :

∆rG
0
5 = ∆rG

0
3 −∆rG

0
4

c’est-à-dire, en notant K0
5 la constante de l’équilibre (E5) :

−RT lnK0
5 = −2F E0

3 + 2F E0
4 ⇒ RT ln 10

F logK0
5 = 2

(
E0

3 − E0
4

)

⇒ K0
5 = 102×(E0

3−E
0
4)/0,06

Application numérique :

K0
5 = 10(0,62−0,08)/0,03 ⇒ K0

5 = 1018

La valeur numérique de K0
5 est suffisamment grande pour que la réaction d’équa-

tion (E5) soit considérée comme totale et soit par conséquent utilisable en vue d’un
dosage. Dans ce cas, l’utilisation de l’empois d’amidon est préconisée pour révéler
la fin du dosage : il forme avec I2(aq) un complexe bleu très foncé, qui disparaît
avec I2(aq) lorsque le dosage est achevé.

3. (a) En milieu acide, l’ion ClO− se transforme en HClO, qui est l’oxydant du
couple HClO/Cl2. Par suite, on peut craindre un dégagement de dichlore (gaz
toxique) si l’eau de Javel est employée en milieu acide. Les couples HClO/Cl2
et Cl2/Cl− étant associés aux demi-équations :

2HClO + 2H+ + 2 e− = Cl2 + 2H2O (E0
1 = 1,53 V)

Cl2 + 2 e− = 2Cl− (E0
2 = 1,46 V)

L’équation-bilan de l’action d’un acide sur l’eau de Javel s’écrit :

HClO + Cl− + H+
⇌ Cl2 + H2O

avec, pour constante d’équilibre :

K0 = 10(E
0
1−E

0
2)/0,03 = 215

(b) Le couple ClO−/Cl2 est associé, en milieu basique, à la demi-équation :

ClO− + H2O + 2 e− = Cl− + 2HO−

tandis que le couple O2/HO− est associé à la demi-équation :

O2 + 2H2O + 4 e− = 4HO−

Aussi, en considérant que le potentiel du couple ClO−/Cl− est supérieur à celui
du couple O2/HO−, il se produit une réaction dont l’équation-bilan découle
d’une combinaison linéaire des deux demi-équations :

2ClO− + 2H2O + 4 e− = 2Cl− + 4HO−

4HO− = O2 + 2H2O + 4 e−

c’est-à-dire :

2ClO−
⇌ 2Cl− + O2
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Bien que cette réaction soit thermodynamiquement possible, sa faible vitesse
rend la décomposition de ClO− imperceptible. C’est donc une limitation ci-
nétique qui permet la conservation de l’eau de Javel (conservation néanmoins
limitée dans le temps).

• 220 Lycée du Parc, Lyon

Les réactions d’équation :

Cu+ + e− = Cu (E1)
Cu2+ + e− = Cu+ (E2)

CuCl ⇌ Cu+ + Cl− (E3)

ont pour enthalpies libres standard respectives :

∆rG
0
1 = −F E0

1 ∆rG
0
2 = −F E0

2 ∆rG
0
3 = −RT lnKs

Considérons le couple CuCl/Cu, décrit par l’équation :

CuCl + e− = Cu + Cl− (E4)

de potentiel standard E0
4 et donc d’enthalpie libre standard ∆rG

0
4 = −F E0

4 . La
somme des équations (E1) et (E3) :

Cu+ + e− = Cu (E1)
CuCl ⇌ Cu+ + Cl− (E3)

CuCl + e− = Cu + Cl− (E4)

permet de remarquer que :

(E4) = (E1) + (E3) ⇒ ∆rG
0
4 = ∆rG

0
1 +∆rG

0
3

⇒ −F E0
4 = −F E0

1 −RT lnKs

⇒ E0
4 = E0

1 +
RT

F lnKs = E0
1 +

RT ln 10

F logKs

⇒ E0
4 = E0

1 − 0,06 pKs

Application numérique : :

E0
4 = 0,52− 0,06× 6,7 ⇒ E0

4 = 0,12 V

Soit, maintenant, le couple Cu2+/CuCl d’équation :

Cu2+ + Cl− + e− = CuCl (E5)

de potentiel standard E0
5 et d’enthalpie libre standard ∆rG

0
5 = −F E0

5 . En remar-
quant que la somme des équations (R3) et (R5) conduit à l’équation (R2) :

CuCl ⇌ Cu+ + Cl− (R3)
Cu2+ + Cl− + e− = CuCl (R5)

Cu2+ + e− = Cu+ (R2)
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on obtient :

(R3) + (R5) = (R2) ⇒ ∆rG
0
3 +∆rG

0
5 = ∆rG

0
2 ⇒ −RT lnKs −F E0

5 = −F E0
2

⇒ E0
5 = E0

2 − RT

F lnKs = E0
2 − RT ln 10

F × logKs

⇒ E0
5 = E0

2 + 0,06 pKs

Application numérique : :

E0
5 = 0,16 + 0,06× 6,7 ⇒ E0

5 = 0,56 V

• 221 Lycée Henri Wallon, Valenciennes

1. Outre les demi-piles dans lesquelles les électrodes d’argent et de zinc adoptent les
potentiels E1 et E2, la pile possède également un pont salin qui assure l’électro-
neutralité des solutions contenues dans les compartiments (1) et (2).

Electrode d'argent

(1) (2)

E1 E2

Electrode de zinc

Pont salin

Solution contenant
Ag+ à 10-3 mol.L-1

Solution contenant
Zn2+ à 0,1 mol.L-1

2. Dans la pile, il faut distinguer les couples redox mis en jeu dans chaque demi-pile :

• Dans le compartiment (1), Ag+ et Ag sont mis en présence, en conséquence de
quoi l’équation :

Ag+ + e− = Ag

fournit le potentiel :

E1 = E0
1 + 0,06 log

(
aAg+

aAg

)

= E0
1 + 0,06 log

[
Ag+

]

= 0,8 + 0,06 log
(
10−3

)
⇒ E1 = 0,62 V

• Dans le compartiment (2), Zn2+ et Zn sont réunis :

Zn2+ + 2e− = Zn

de manière à ce que :

E2 = E0
2 + 0,03 log

(
aZn2+

aZn

)

= E0
2 + 0,03 log

[
Zn2+

]

= −0,76 + 0,03× log(0,1) ⇒ E2 = −0,79 V

Ce calcul montre que E1 > E2, d’où l’on déduit que :
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l’argent constitue la borne positive de la pile, dont la borne né-
gative est en zinc.

Ce faisant, la f.é.m. de cette pile est définie par :

e = |E1 − E2| = |0,62 + 0,79| ⇒ e = 1,41 V

3. De ce qui précède, on déduit que lorsque la pile est reliée à un circuit électrique, un
courant i circule, de la borne positive à la borne négative, dans ce circuit :

(1)

e−

(2)

i

Zn
e−

(+) (−)

Ag

Ag+ Zn2+

Circuit

C’est pourquoi :

• à la cathode d’argent se produit une réduction :

Ag+ + e− = Ag (à la cathode)

• à l’anode se produit une oxydation du zinc :

Zn = Zn2+ + 2 e− (à l’anode).

Par suite, lorsque cette pile débite, la réaction d’équation :

2Ag+ + Zn
2
⇌
1

2Ag + Zn2+ (52)

se produit dans le sens (1). Tant que l’équilibre n’est pas atteint, chaque mole de
Zn consommée s’accompagne d’un transfert de ν = 2 moles d’électrons dans le
circuit électrique. Par conséquent, cette réaction a pour constante d’équilibre :

K0 = 10
ν

0,06×(E
0
1−E

0
2) = 10(0,8+0,76)/0,03 ⇒ K0 = 1052

Une telle constante suffit à montrer que la réaction (52) est presque totale.

4. L’équation-bilan de la réaction globale :

2Ag+

10−3

10−3 − 2ξ

+ Zn ⇌ 2Ag+ + Zn2+

0,1
0,1 + ξ

montre que :
[
Ag+

]
= 10−3 − 2ξ et

[
Zn2+

]
= 0,1 + ξ

auquel cas les potentiels E1 et E2 vérifient la loi de Nernst :

E1 = E0
1 + 0,06 log

[
Ag+

]
= 0,8 + 0,06 log

(
10−3 − 2ξ

)
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et :
E2 = E0

2 + 0,03 log
[
Zn2+

]
= −0,76 + 0,03 log (0,1 + ξ)

Ce faisant, la force électromomtrice de la pile est définie par :

e = |E1 − E2| ⇒ E1 − E2 = ±e

soit encore :

1,56 + 0,03 log

[
(10−3 − 2ξ)2

0,1 + ξ

]

= ±1,35

c’est-à-dire :
(10−3 − 2ξ)2

0,1 + ξ
= 10−7 ou

(10−3 − 2ξ)2

0,1 + ξ
= 10−97 (53)

Dans le premimer cas, l’équation s’écrit aussi :

10−6 − 4.10−3 ξ + 4 ξ2 = 10−8 + 10−7 ξ ⇒ 4 ξ2 − 4.10−3 ξ + 9,9.10−7 = 0

si l’on néglige 10−7 devant 10−3. Par suite, le discriminent réduit de cette équation
du second degré :

∆′ = 4.10−6 − 4× 9,9.10−7 = 4.10−8

conduit aux solutions :

ξ1 =
2.10−3 +

√
4.10−8

4
= 5,5.10−4 mol · L−1

et :

ξ2 =
2.10−3 −

√
4.10−8

4
= 4,5.10−4 mol · L−1

Cependant, l’équation-bilan de la réaction révèle que
[
Ag+

]
= 10−3 − 2ξ doit

demeurer positif, c’est-à-dire que ξ < 5.10−4 mol · L−1. C’est pourquoi on ne re-
tiendra que la solution :

ξ2 = 4,5.10−4 mol · L−1

auquel cas :
[
Ag+

]
= 10−3 − 2ξ2 = 10−4 mol · L−1 et

[
Zn2+

]
= 0,1 + ξ2 ≃ 0,1 mol · L−1

Quant à la seconde des équations (53), elle conduit à :
(
10−3 − 2ξ

)2

0,1 + ξ
= 10−97 ≃ 0 ⇒ ξ ≃ 5.10−4 mol · L−1

d’où il découle que :
[
Zn2+

]
= 0,1 + ξ ≃ 0,1 mol · L−1

tandis que la constante K0 de la réaction fournit :

K0 =

[
Zn2+

]

[
Ag+

]2 ⇒
[
Ag+

]
=

√
[
Zn2+

]

K0
=

√

0,1

1052
⇒
[
Ag+

]
= 3.10−27 mol · L−1
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• 222 Lycée Hoche, Versailles

1. La saturation de la solution est décrite par l’équilibre :

Ni(OH)2(sol) ⇌ Ni2+ + 2HO−

en vertu duquel, si l’autoprotolyse de l’eau est négligeable :
[
Ni2+

]
=

1

2

[
HO−

]

Ce faisant, l’équilibre impose :

Ks =
[
Ni2+

] [
HO−

]2
=

1

2

[
HO−

]3 ⇒ pKs = − logKs = log 2−3 log
[
HO−

]

où :

pH = 8,4 ⇒
[
HO−

]
= 10−14+8,4 = 10−5,6 mol · L−1

⇒ pKs = log 2 + 3× 5,6 = 17,1

2. L’anode de la pile se trouve au potentiel au couple :

Ni2+/Ni : Ni2+ + 2 e− = Ni

soit : E2 = E0
2 + 0,03 log

[
Ni2+

]
.

Or, les ions Ni2+ sont obtenus par saturation de la solution :

Ni(OH)2(sol) ⇌ Ni2+ + 2HO−

C’est pourquoi, en négligeant l’autoprotolyse de l’eau :
[
HO−

]
= 2

[
Ni2+

]

de sorte qu’à l’équilibre :

Ks =
[
Ni2+

] [
HO−

]2
= 4

[
Ni2+

]3 ⇒
[
Ni2+

]
=

(
Ks

4

)1/3

⇒ E2 = E0
2 + 0,03 log

(
Ks

4

)1/3

= E0
2 − 0,01 pKs − 0,01 log 4

En outre, la cathode de cuivre plonge dans un milieu qui contient Cu2+ ; le couple :

Cu2+/Cu : Cu2+ + 2 e− = Cu

impose alors le potentiel :

E1 = E0
1 + 0,03 log

[
Cu2+

]
= E0

1 − 0,06 car
[
Cu2+

]
= 10−2 mol · L−1

Il apparaît ainsi, aux bornes de la pile, la force électromotrice :

e = E1 − E2 = E0
1 − 0,06− E0

2 + 0,01 pKs + 0,01 log 4

⇒ pKs =
e+ E0

2 − E0
1 + 0,06

0,01
− log 4 =

0,68− 0,23− 0,34 + 0,06

0,01
− log 4

⇒ pKs = 16,4
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3. À l’anode de la pile proposée, le potentiel est imposé par le couple :

Ni2+/Ni : Ni2+ + 2 e− = Ni

auquel cas l’anode adopte le potentiel fourni par la loi de Nernst :

E2 = E0
2 + 0,03 log

[
Ni2+

]

Or, les ions Ni2+ réagissent avec l’ammoniac de manière à former un complexe :

Ni2+

C0

ε

+ 6NH3

2
2− 6C0

⇌ Ni (NH3)
2+
6

0
C0

À l’issue de cette réaction :
[

Ni (NH3)
2+
6

]

= C0 = 0,01 mol·L−1 et [NH3] = 2−0,06 = 1,94 mol·L−1 = C1

Ainsi, la constante Kd de dissociation du complexe fournit-elle :

Kd =

[
Ni2+

]
[NH3]

6

[

Ni (NH3)
2+
6

] =
[
Ni2+

]
× C6

1

C0
⇒
[
Ni2+

]
=
Kd C0

C6
1

⇒ E2 = E0
2 + 0,03 log

(
Kd C0

C6
1

)

= E0
2 + 0,03× (logC0 − 6 logC1 − pKd)

En outre, le potentiel de la cathode, où se produit la demi-réaction :

Cu2+ + 2 e− = Cu avec
[
Cu2+

]
= C0 = 0,01 mol · L−1

est aussi donné par la loi de Nernst :

E1 = E0
1 + 0,03 logC0

Par conséquent, la force électromotrice de cette pile vaut :

e′ = E1 − E2 = E0
1 − E0

2 + 0,03× (6 logC1 + pKd)

⇒ pKd =
e′ + E0

2 − E0
1

0,03
− 6 logC1 =

0,91− 0,23− 0,34

0,03
− 6 log(1,94)

⇒ pKd = 9,6

4. Ni(OH)2(sol) peut réagir avec NH3 selon l’équation-bilan :

Ni(OH)2(sol) + 6NH3 ⇌ Ni (NH3)
2+
6 + 2HO−

dont la constante d’équilibre vaut :

K =

[

Ni (NH3)
2+
6

] [
HO−

]2

[NH3]
6 =

[

Ni (NH3)
2+
6

]

[NH3]
6 [Ni2+

] ×
[
Ni2+

] [
HO−

]2

=
Ks

Kd
= 10−17+8,75 = 5,62.10−9
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Une telle constante permet de prévoir que l’avancement de la réaction est très
faible :

Ni(OH)2(sol)

0,01
0,01− ε

+ 6NH3

2
2− 6ε

⇌ Ni (NH3)
2+
6

0
ε

+ 2HO−

≃ 2ε

où
[
HO−

]
≃ 2

[

Ni (NH3)
2+
6

]

si l’on néglige l’autoprotolyse de l’eau. C’est pour-

quoi, dans la suite des calculs, nous supposerons que :

•
[
HO−

]
≫ 10−7 mol · L−1 (l’autoprotolyse de l’eau est négligée) ;

• [NH3] ≃ 2 mol · L−1 si ε≪ 0,33 mol·L−1 et en ignorant le caractère basique
de NH3.

Ce faisant, la constante de cet équilibre vaut :

K =

[

Ni (NH3)
2+
6

] [
HO−

]2

[NH3]
6 =

4
[

Ni (NH3)
2+
6

]3

[NH3]
6

⇒
[

Ni (NH3)
2+
6

]

=
3

√

K [NH3]
6

4
=

3

√

5,62.10−9 × 64

4

⇒
[

Ni (NH3)
2+
6

]

= 4,5.10−3 mol · L−1

⇒
[
HO−

]
= 2

[

Ni (NH3)
2+
6

]

= 9.10−3 mol · L−1

⇒
[
H+
]
=

10−14

[
H+
] =

10−14

9.10−3
= 1,1.10−12 mol · L−1

Quant au produit de solubilité de Ni(OH)2(sol), il s’écrit :

Ks =
[
Ni2+

] [
HO−

]2 ⇒
[
Ni2+

]
=

Ks
[
HO−

]2 =
10−17

(9.10−3)
2

⇒
[
Ni2+

]
= 1,2.10−13 mol · L−1

On s’assurera aisément de la légitimité des hypothèses émises :
[
HO−

]
= 9.10−3 mol · L−1 ≫ 10−7 mol · L−1

et :

ε =
[

Ni (NH3)
2+
6

]

= 4,5.10−3 ⇒ [NH3] = 2−6ε = 1,973 mol·L−1 ≃ 2 mol·L−1

• 223 Concours Commun Polytechnique

1. La partie active d’une électrode de référence au calomel saturée en KCl comporte :
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• une électrode de platine, qui plonge dans du mercure li-
quide ;

• du calomel (Hg2Cl2), au contact du mercure ;

• une sollution saturée de chlorure de potassium.

Ainsi, cette électrode met en jeu le couple Hg2Cl2/Hg,
d’équation :

Pt

Hg

Hg2Cl2

KCl

Hg2Cl2 + 2 e− = 2Hg + 2Cl− (54)

2. Pour servir comme référence, il est nécessaire que l’électrode de platine adopte un
potentiel dont la valeur ne dépend pas de la solution dans laquelle est immergée
l’ECS.

3. L’équilibre électrochimique : Cu2+ + 2 e−(Cu) = Cu est atteint lorsque :
∑

i

νi µ̃i = 0 ⇒ µ̃Cu − µ̃Cu2+ − 2 µ̃e(Cu) = 0

⇒ µCu − (µCu2+ + 2FφS)− 2 [µe(Cu)−FφCu] = 0

où φS désigne le potentiel de la solution qui contient les ions Cu2+. Par suite :

2F (φCu − φS) = µCu2+ + 2µe(Cu)− µCu

= µ0
Cu2+ +RT ln aCu2+ + 2µe(Cu)−

(
µ0

Cu +RT ln aCu
)

c’est-à-dire :

φCu − φS =
µ0

Cu2+ − µ0
Cu

2F + 2
µe(Cu)

F +
RT

2F ln

(
aCu2+

aCu

)

(55)

où aX représente l’activité de l’espèce X.
4. (a) De la même manière, l’établissement de l’équilibre (54) est soumis à la loi :

∑

i

νi µ̃i = 0 ⇒ 2 µ̃Hg + 2 µ̃Cl− − µ̃Hg2Cl2 − 2 µ̃e(Hg) = 0

⇒ 2µHg + 2 (µCl− −FφS (ECS))− µHg2Cl2 − 2 [µe(Hg)−FφHg] = 0

En remarquant que :

µHg = µ0
Hg +RT ln aHg = µ0

Hg car aHg = 1

µCl− = µ0
Cl− +RT ln aCl−

µHg2Cl2 = µ0
Hg2Cl2 +RT ln aHg2Cl2 = µ0

Hg2Cl2 car aHg2Cl2 = 1

il vient alors :

2F (φHg − φS (ESC))+2µ0
Hg−µ0

Hg2Cl2 +2µ0
Cl− −2µe(Hg)+2RT ln aCl− = 0

soit encore :

φHg − φS (ESC) =
µ0

Hg2Cl2 − 2µ0
Hg − 2µ0

Cl−

2F +
µe(Hg)

F − RT

F ln aCl− (56)
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(b) Une solution saturée en KCl est obtenue par mise en solution du sel :

KCl ⇌ K+ + Cl−

de sorte que les activités de K+ et de Cl− vérifient :

aK+ = aCl− car
[
K+
]
=
[
Cl−

]

Or, la saturation suppose atteint l’équilibre chimique entre KCl, K+ et Cl− ; la
constante Ks (produit de solubilité) s’identifie au quotient de réaction :

Ks =
aK+ × aCl−

aKCl
= (aCl−)

2 car aKCl = 1

⇒ aCl− =
√

Ks

Dans ces conditions, φHg − φS (ESC) demeure constant.

5. Notons :

• ∆φ1 = φHgD − φS (ESC)D , dont l’expression est donnée par le résultat (56) ;

• ∆φ2 = φSD
− φCu, dont l’identité (55) révèle que :

∆φ2 = −∆rG
0

2F − 1

2F×
[

µe(Cu) +RT ln

(
aCu2+

aCu

)]

avec aCu2+ =

[
Cu2+

]

D

C0

où ∆rG
0 = µ0

Cu2+ − µ0
Cu est l’enthalpie standard de la demi-équation :

Cu = Cu2+ + 2 e− ;

• ∆φ3 = φCu − φSG
qui s’écrit, compte tenu de la relation (55) :

∆φ3 =
∆rG

0

2F +
1

2F

[

µe(Cu) +RT ln

([
Cu2+

]

G

C0 aCu

)]

• ∆φ4 = φS (ESC)G −φHgG que l’on peut également exprimer à l’aide du résultat
(56), auquel cas on constate que :

∆φ4 = −∆φ1

si la solution est saturée en KCl.

C’est pourquoi, en négligeant les potentiels de jonction φS (ECS) − φS :

U = ∆φ1 +
[
φS (ECS)D − φSD

]
+∆φ2 +∆φ3 +

[
φSG

− φS (ECS)G

]
+∆φ4

= ∆φ1 +∆φ2 +∆φ3 +∆φ4 où ∆φ4 = −∆φ1

= ∆φ2 +∆φ3 =
RT

2F ln

([
Cu2+

]

G

C0 aCu

)

− RT

2F ln

([
Cu2+

]

D

C0 aCu

)

Par conséquent :

U = φHgD − φHgG =
RT

2F ln

([
Cu2+

]

G
[
Cu2+

]

D

)

(57)

6. Initialement :
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• le compartiment de droite contient 20.10−3 × 10−3 = 2.10−5 mole d’ions
Cu2+ et 20.10−3 × 4 = 8.10−2 mole d’ammoniac, qui réagissent de manière
quasi quantitative :

Cu2+

2.10−5

ε

+ xNH3

8.10−2

≃ 8.10−2

⇌ Cu (NH3)
2+
x

0
2.10−5

Le volume total de cette solution étant de 40 mL = 4.10−2 L, il s’ensuit qu’à
l’équilibre :

[NH3]D ≃ 8.10−2

4.10−2
= 2 mol·L−1 et

[

Cu (NH3)
2+
x

]

D
=

2.10−5

4.10−2
= 5.10−4 mol·L−1

Or, l’établissement de cet équilibre impose l’identité du quotient de réaction et
de la constante Kf de formation du complexe :

[

Cu (NH3)
2+
x

]

D
[
Cu2+

]

D
[NH3]

x
D

= Kf ⇒
[
Cu2+

]

D
=

[

Cu (NH3)
2+
x

]

D

Kf [NH3]
x
D

• le compartiment de gauche contient, quant à lui : 20.10−3 × 10−3 = 2.10−5 mole
de Cu2+ et 20.10−3 × 2 = 4.10−2 mole de NH3 ; il s’y produit la réaction de
complexation :

Cu2+

2.10−5

ε′

+ xNH3

4.10−2

≃ 4.10−2

⇌ Cu (NH3)
2+
x

0
2.10−5

Dans le volume V = 40 mL = 4.10−2 L, les concentrations à l’équilibre valent
par conséquent :

[NH3]G =
4.10−2

4.10−2
= 1 mol·L−1 et

[

Cu (NH3)
2+
x

]

G
=

2.10−5

4.10−2
= 5.10−4 mol·L−1

et vérifient :
[

Cu (NH3)
2+
x

]

G
[
Cu2+

]

G
[NH3]

x
G

= Kf ⇒
[
Cu2+

]

G
=

[

Cu (NH3)
2+
x

]

G

Kf [NH3]
x
G

En remarquant que
[

Cu (NH3)
2+
x

]

G
=
[

Cu (NH3)
2+
x

]

D
, on obtient alors :

[
Cu2+

]

G
[
Cu2+

]

D

=

(
[NH3]D
[NH3]G

)x

= 2x

Par suite, la relation (57) conduit à :

U =
RT

2F ln (2x) = x× RT ln 2

2F
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où l’énoncé fournit :
RT

F ln 10 = 0,06 V ⇒ RT

F =
0,06

ln 10
⇒ U = x× 0,06× ln 2

2 ln 10

⇒ x = U × ln 10

0,03× ln 2
= 3,61.10−2 × ln 10

0,03× ln 2

⇒ x = 4

7. Le compartiment de droite a maintenant la composition intiale du compartiment de
gauche précédente. C’est pourquoi, à l’équilibre, les ions Cu2+ y ont pour concen-
tration :

[
Cu2+

]

D
=

[

Cu (NH3)
2+
x

]

Kf [NH3]
x avec

{ [

Cu (NH3)
2+
x

]

= 5.10−4 mol · L−1

[NH3] = 1 mol · L−1

En revanche, dans le compartiment de gauche, les ions Cu2+ subissent une simple
dilution à l’issue de laquelle leur concentration passe à la valeur :

[
Cu2+

]

G
= 5.10−4 mol · L−1

Aussi, le résultat (57) devient :

U =
RT

2F ln

([
Cu2+

]

G
[
Cu2+

]

D

)

=
RT

2F ln

(
5.10−4

5.10−4
×Kf

)

=
RT

2F lnKf

=
0,06

2 ln 10
lnKf = 0,03 logKf

⇒ Kf = 10
U

0,03 = 100,359/0,03 ⇒ Kf = 1011,97

• 224 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

1. La mise en solution du sulfite d’argent est décrite par l’équilibre :

Ag2SO3 ⇌ 2Ag+

2s1

+ SO2−
3
s1

(58)

où s1 désigne la solubilité de Ag2SO3, lorsqu’on néglige les propriétés basiques de
SO2−

3 . Or, la saturation de la solution impose l’identité :

[
Ag+

]2 [
SO2−

3

]
= Ks ⇒ 4 s31 = Ks ⇒ s1 =

3

√

Ks

4

⇒ s1 =
3

√

10−13,5

4
⇒ s1 = 2.10−5 mol · L−1

2. Les valeurs des constantes d’acidité pKa1 = 2 et pKa2 = 7 permettent le tracé du
diagramme de prédominance des espèces H2SO3, HSO−

3 et SO2−
3 :

HSO3
-

pH

H2SO3 SO3
2-

5 6 7 81 2 3 4
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qui montre qu’en milieu tamponné à pH = 4, HSO−
3 est l’espèce soufrée prédomi-

nante. Ce faisant, l’équation (58) montre que la solubilité s2 de Ag2SO3 vérifie :
[
Ag+

]
= 2 s2 et s2 = [H2SO3] +

[
HSO−

3

]
+
[
SO2−

3

]
≃
[
HSO−

3

]

Or, par définition, la constante Ka2 vaut :

Ka2 =

[
SO2−

3

] [
H+
]

[
HSO−

3

] ⇒
[
SO2−

3

]
=
Ka2 ×

[
HSO−

3

]

[
H+
] =

Ka2
[
H+
] × s2

Par suite, le produit de solubilité de Ag2SO3 est défini par :

Ks =
[
Ag+

]2 [
SO2−

3

]
= 4s42 ×

Ka2
[
H+
] s2 ⇒ s2 =

3

√

Ks

[
H+
]

4Ka2

Application numérique :

s2 =
3

√

3,2.10−14 × 10−4

4× 10−7
⇒ s2 = 2.10−4 mol · L−1

L’inégalité : s2 ≫ s1 confirme qu’à pH = 4, les ions SO2−
3 sont transformés

en ions HSO−
3 , de sorte qu’à ce pH, la concentration

[
SO2−

3

]

2
est plus faible

que celle,
[
SO2−

3

]

1
, calculée en l’absence de propriétés basiques. C’est pourquoi :

[
Ag+

]
= s =

Ks
[
SO2−

3

] est d’autant plus grand que le milieu est acide (tout se passe

comme si les ions SO2−
3 disparaissaient sous forme HSO−

3 et H2SO3, en retardant
par cet effet la saturation du milieu).

3. Compte tenu de la notation de la pile :

Ag(sol)|Ag2SO3(sol)|Ag+
(aq),SO2−

3 (aq)|SO2(aq),O2(gaz)|Pt(sol)

cette dernière peut être représentée de la manière suivante :

e−

Ag2SO3

iE1 E2

e−
Ag Pt

Ag++ SO3
2-

O2
SO2

H2O

Dans ces conditions :

• l’anode est matérialisée par l’électrode d’argent (en notation conventionnelle,
l’écriture d’une pile commence par l’anode) en contact avec le sulfite d’argent
Ag2SO3 solide. La demi-équation correspondante s’écrit :

2Ag + SO2−
3 = Ag2SO3 + 2 e−



Oxydo-réduction 1341

Cependant, le diagramme de prédominance des espèces soufrées montre que la
présence simultanée de l’acide SO2 et de la base SO2−

3 dans le milieu conduit
à une réaction d’équation-bilan :

SO2 + H2O + SO2−
3 ⇌ 2HSO−

3

auquel cas HSO−
3 est l’espèce soufrée présente majoritairement en solution.

C’est pourquoi la demi-équation de la réaction qui se produit à l’anode s’écrit
plutôt :

2Ag + HSO−
3 = Ag2SO3 + H+ + 2 e− (à l’anode) (E1)

• la cathode de platine plonge dans une solution aqueuse chargée en dioxygène ;
la demi-équation de la réaction qui s’y produit s’écrit :

O2 + 4 e− + 4H+ = 2H2O (à la cathode) (E2)

Remarque – Conformément à la question 2. les espèces HSO−
3 , Ag2SO3 et

H+ peuvent coexister dans une solution acide.

La combinaison linéaire des équations (E1) et (E2) :

2 (E1) 4Ag + 2HSO−
3 ⇌ 2Ag2SO3 + 2H+ + 4 e−

(E2) O2 + 4 e− + 4H+ = 2H2O

fournit l’équation-bilan de la réaction globale de fonctionnement de la pile :

4Ag + 2HSO−
3 + O2 + 2H+

⇌ 2Ag2SO3 + 2H2O

4. Le potentiel E1 de l’anode est celui du couple Ag(I)/Ag(0), dont on connaît le
potentiel standard E0

1 associé à la demi-équation :

Ag+ + e− = Ag

Par conséquent, en notant aX l’activité d’une espèce X, la loi de Nernst impose :

E1 = E0
1 + 0,06 log

(
aAg+

aAg

)

= E0
1 + 0,03 log

(
a2Ag+

a2Ag

)

(59)

Or, les constantes Ks et Ka2 sont définies par :

Ks =
a2Ag+ aSO2−

3

aAg2SO3

⇒ a2Ag+ = Ks ×
aAg2SO3

aSO2−
3

et :

Ka2 =
aH+ aSO2−

3

aHSO2−
3

⇒ aSO2−
3

= Ka2 ×
aHSO−

3

aH+

⇒ a2Ag+ =
Ks

Ka2
× aH+

aHSO−
3

× aAg2SO3

Ainsi, en tenant compte des valeurs des activités des espèces solides (aAg = 1 et
aAg2SO3

= 1), la relation (59) fournit :
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E1 = E0
1 + 0,03 log

(

Ks

Ka2
× aH+

aHSO−
3

)

dont on s’assurera de la compatibilité avec la demi-équation (E1), pour laquelle le
potentiel standard du couple Ag/Ag2SO3 vaut :

E0 (Ag/Ag2SO3) = E0
1 + 0,03 log

(
Ks

Ka2

)

Quant à la cathode, sa demi-équation (E2) montre qu’elle adopte le potentiel :

E2 = E0
2 +

0,06

4
log
(
aO2

a4H+

)
= E0

2 + 0,03 log
(√
aO2

× a2H+

)

Ainsi, la force électromotrice de la pile vaut :

e = E2 − E1 = E0
2 − E0

1 + 0,03 log

(√
aO2

aH+ aHSO−
3
× Ka2

Ks

)

Enfin, la constante d’acidité :

Ka1 =
aHSO−

3
aH+

aH2SO3

⇒ aH+ aHSO−
3
= Ka1 × aH2SO3

associée à la constante de l’équilibre de dissolution :

K =
aH2SO3

aSO2

⇒ aH2SO3 = K × aSO2

⇒ aH+ aHSO−
3
= Ka1K × aSO2

conduisent à :

e = E0
2 − E0

1 + 0,03 log

(√
aO2

× Ka1Ka2K

Ks
× aSO2

)

c’est-à-dire, compte tenu des définitions des activités des espèces gazeuses :

e = E0
2 − E0

1 + 0,03 (pKs − pKa1 − pKa2 − pK) + 0,03 log

(√

PO2

P0
× PSO2

P0

)

5. En considérant que PO2
= PSO2

= P0 = 1 bar, cette relation devient :

e = E0
2 − E0

1 + 0,03 (pKs − pKa1 − pKa2 − pK)

= 1,23− 0,8 + 0,03× (13,5− 2− 7 + 0,2) ⇒ e = 0,57 V

6. Dans la demi-pile de droite, le soufre présente les degrés d’oxydation :

(+VI) dans SO3 et (+VI) dans SO2−
4

ce qui signifie que, dans la demi-équation :

SO3 +
1

2
O2 + 2 e− = SO2−

4 (60)
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l’élément soufre conserve son degré d’oxydation et subit donc ni oxydation ni ré-
duction.
En revanche, l’élément oxygène a pour degrés d’oxydation :

(-II) dans SO3 et dans SO2−
4 et (0) dans O2

ce qui suffit à montrer que la demi-équation (60) correspond à la réduction de l’élé-
ment oxygène :

SO3+   O2 + 2 e− = SO4
2−1

2(-II) (-II)(0)

réduction

En conclusion, cette demi-équation est caractéristique du couple : O2/SO2−
4 .

7. L’anode de la demi-pile de gauche réunit le couple Ag(+I)/Ag(0) :

Ag+ + e− = Ag

auquel cas son potentiel vaut :

E1 = E0
1 + 0,06 log

(
aAg+

aAg

)

où aAg = 1

⇒ E1 = E0
1 + 0,03 log

(

a2Ag+

)

De même, la loi de Nernst prévoit que l’expression du potentiel de la cathode, siège
de la demi-équation (60), vaut :

E3 = E0
3 + 0,03 log

(

PSO3

P0
×
√

PO2

P0
× 1

aSO2−
4

)

Or, l’équilibre (50) :

SO3(gaz) ⇌ SO2(gaz) +
1

2
O2(gaz)

a pour constante :

K2 =
PSO2

PSO3

×
√

PO2

P0
⇒ PSO3

=
PSO2

K2

√

PO2

P0

⇒ E3 = E0
3 + 0,03 log

(

PSO2

K2 P0
× 1

aSO2−
4

× PO2

P0

)

Ce faisant, la force électromotrice de la pile a pour expression :

e = E1 − E3 = E0
1 − E0

3 + 0,03 log

(

a2Ag+ × aSO2−
4

× K2 P
2
0

PSO2 PO2

)

• 225 Lycée Charlemagne, Paris

1. Afin de déterminer la stabilité, dans l’eau, des diverses espèces contenant du
chrome, il convient de représenter le domaine de stabilité de l’eau, lequel est
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compris entre les courbes d’équations :

E (O2/H2O) = 1,23− 0,06 pH et E
(
H+/H2

)
= −0,06 pH

E (V)

Cr3+

Cr(sol)

Cr2O7

1

1,0

0,5

0

-0,5

7 pH14

pH1

-1,0

2-
(aq)

CrO4
2-
(aq)

(aq)

Cr2+(aq)

Cr2O3(sol)

pH2

O
2

H
2O

H
2

H+

Ce faisant :

• les espèces stables à tout pH sont celles dont une partie du domaine de prédomi-
nance est inclus dans le domaine de stabilité de l’eau (grisé sur le diagramme),
pour tout pH délimitant leur domaine de prédominance ; il s’agit de :

CrO2−
4 (aq) Cr3+(aq) Cr2O3(sol)

• les espèces instables, à tout pH, sont celles dont le domaine de prédominance
est disjoint du domaine de stabilité de l’eau, à tout pH, c’est-à-dire :

Cr2+(aq) Cr(sol)

• une espèce stable dans l’eau, dans un domaine de pH limité, présente une partie
de son domaine de prédominance en dehors du domaine de stabilité de l’eau :

Cr2O2−
7 (aq) est instable dans l’eau pour pH < pH1 (cf. diagramme ci-

dessus) mais y demeure stable lorsque pH1 < pH < pH2.

2. D’après le diagramme précédent, le chrome métallique ne devrait pas être stable
dans l’eau. Son inertie apparente provient néanmoins de la passivation, phénomène
par lequel Cr est oxydé en Cr2O3, lequel oxyde se dépose à la surface du métal en
une couche solide imperméable à l’eau. Le métal, ainsi isolé de son agent oxydant
(H+), est protégé de la corrosion.

3. Le couple CrO2−
4 /Cr2O3 est lié par la demi-équation :

2CrO2−
4 + 10H+

(aq) + 6 e− = Cr2O3(sol) + 5H2O

dont la loi de Nernst donne le potentiel E en fonction du potentiel standard E0 de
ce couple :

E = E0 +
0,06

6
log
([

CrO2−
4

]2 ×
[
H+
]10
)

⇒ E = E0 + 0,02 logC0 − 0,1× pH = E0 − 0,1× pH
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car, sur la frontière séparant les espèces CrO2−
4 et Cr2O3, seul CrO2−

4 est dissous
et est donc présent en solution à la concentration C0 = 1 mol · L−1.
Du reste, l’expression E(pH) montre que le segment de droite figurant cette fron-
tière a pour pente :

dE

d pH
= −0,1 V

• 226 Concours Polytechnique

1. L’enthalpie libre standard associée la demi-équation :

Fe3+ + e− = Fe2+ (61)

vaut :
∆rG

0
1 = ∆fG

0(Fe2+)−∆fG
0(Fe3+) = −74,3 kJ · mol−1

auquel cas le potentiel standard E0
1 du couple Fe3+/Fe2+ vérifie :

∆rG
0
1 = −FE0

1 ⇒ E0
1 =

74 300

96 500
⇒ E0

1 = 0,770 V pour Fe3+/Fe2+

De même, la réaction d’équation : Fe2+ + 2 e− = Fe a pour enthalpie libre stan-
dard :

∆rG
0
2 = ∆fG

0(Fe)
︸ ︷︷ ︸

=0

−∆fG
0(Fe2+) = 78,9 kJ · mol−1

car Fe(sol) est dans son état de référence standard, dont l’enthalpie libre et l’enthal-
pie standard de formation sont nulles. C’est pourquoi le potentiel standard E0

2 du
couple Fe2+/Fe vérifie :

∆rG
0
2 = −2F E0

2 ⇒ E0
2 = − 78 900

2× 96 500
⇒ E0

2 = −0,409 V pour Fe3+/Fe

2. Le recensement des espèces mentionnées par l’énoncé, qui contiennent l’élément
fer, fait apparaître celui-ci :

• au degré d’oxydation (III) dans Fe3+ et Fe(OH)3 ;

• au degré d’oxydation (II) dans Fe2+ et Fe(OH)2 ;

• au degré d’oxydation (0) dans Fe.

Par conséquent, le diagramme potentiel-pH doit présenter la structure schématisée
ci-dessous :

Fe(OH)2

E1

E2

Fe3+

E4

Fe

Fe2+
E3

E5

Fe(OH)3pH1

pH2
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• La frontière qui sépare les domaines de stabilité de Fe3+ et Fe(OH)3 est donnée
par la valeur pH1 du pH à laquelle apparaît le précipité Fe(OH)3, auquel cas :

Ks1 =
[
Fe3+

] [
HO−

]3
pour Fe(OH)3 ⇌ Fe3+ + 3HO−

Or, la convention selon laquelle la concentration totale de fer dissous vaut
Ct = 0,1 mol · L−1 :

[
Fe3+

]
+
[
Fe2+

]
= Ct (62)

se simplifie dans le domaine de stabilité de Fe(III) :

[
Fe3+

]
≃ Ct ⇒ Ks1 = Ct ×

[
HO−

]3
= Ct ×

(

10−14

[
H+
]

)3

⇒ pH1 = 14 +
1

3
× (logKs1 − logCt)

⇒ pH1 = 14 +
1

3
×
[
log
(
2,5.10−39

)
− log(0,1)

]

⇒ pH1 = 1,47

• Dans le domaine de stabilité de Fe(II), il existe une valeur pH2 du pH à partir
de laquelle apparaît le précipité Fe(OH)2 :

Ks2 =
[
Fe2+

] [
HO−

]2
pour Fe(OH)2 ⇌ Fe2+ + 2HO−

En outre, dans ce domaine, les ions Fe3+ sont quasi inexistants, ce qui simplifie
l’équation (62) :

[
Fe2+

]
≃ Ct ⇒ Ks2 = Ct ×

(

10−14

[
H+
]

)2

⇒ logKs2 = logCt + 2× (pH2 −14)

⇒ pH2 = 14 +
1

2
(logKs2 − logCt)

⇒ pH2 = 14 +
1

2
×
[
log
(
4,8.10−17

)
+ 1
]

⇒ pH2 = 6,34

Enfin, le diagramme potentiel-pH du fer sera accessible dès que seront connues les
expressions des frontières qui délimitent les domaines de stabilité de Fe(III), de
Fe(II) et de Fe(0).

• Frontière E1

Pour pH < pH1, le couple Fe(III)/Fe(II) est représenté par la demi-équation :

Fe3+ + e− = Fe2+

dont le potentiel est donné par la loi de Nernst :

E1 = E0
1 + 0,059× log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

où E0
1 = 0,770 V
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Or, sur une frontière, les concentrations des espèces dissoutes sont égales :
[
Fe3+

]
+
[
Fe2+

]
=
Ct
2

⇒ E1 = E0
1 = 0,770 V

• Frontière E3

Le couple Fe(III)/Fe(II) est encore caractérisé par le potentiel :

E3 = E0
1 + 0,059× log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

sur une frontière qui correspond à une solution contenant seulement des ions
Fe2+ (le fer III est présent sous forme d’hydroxyde insoluble), d’où l’on déduit
que :

[
Fe2+

]
+
[
Fe3+

]

︸ ︷︷ ︸

=0

= Ct ⇒
[
Fe2+

]
≃ Ct = 0,1 mol · L−1

En outre, l’existence de Fe(OH)3(sol) impose :

Ks1 =
[
Fe3+

] [
HO−

]3 ⇒
[
Fe3+

]
=

Ks1
[
HO−

]3 = Ks1 ×
( [

H+
]

10−14

)3

(63)

Par suite :

E3 = E0
1 + 0,059× log




Ks1

Ct
×
( [

H+
]

10−14

)3




= E0
1 + 0,059× (logKs1 − logCt) + 3× 0,059× (14− pH)

= 0,770 + 0,059×
[
log
(
2,6.10−39

)
+ 1 + 3× 14

]
− 3× 0,059× pH

⇒ E3 = 1,030− 0,177× pH

Remarque – La comparaison de E1 = 0,770 V avec :

E3(pH1) = 1,030− 0,177× 1,47 = 0,770 V

suffit à confirmer la continuité de la frontière Fe(III)/Fe(II) en pH = pH1.

• Frontière E4

Pour pH > pH2 = 6,34 Fe(III) et Fe(II) se présentent sous formes d’hy-
droxydes insolubles Fe(OH)3(sol) et Fe(OH)2(sol). C’est pourquoi

[
Fe3+

]
est

donné par la relation (63) :

[
Fe3+

]
= Ks1 ×

( [
H+
]

10−14

)3

tandis que :

Ks2 =
[
Fe2+

] [
HO−

]2 ⇒
[
Fe2+

]
=

Ks2
[
HO−

]2 = Ks2 ×
( [

H+
]

10−14

)2

(64)
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Ainsi, la loi de Nernst, appliquée au couple Fe(III)/Fe(II), devient-elle :

E4 = E0
1 + 0,059 log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

= E0
1 + 0,059 log

(

Ks1

Ks2
×
[
H+
]

10−14

)

= E0
1 + 0,059× (14 + logKs1 − logKs2)− 0,059× pH

= 0,77 + 0,059×
[
14 + log

(
2,6.10−39

)
− log

(
4,8.10−17

)]
− 0,059× pH

ce qui conduit finalement à :

E4 = 0,282− 0,059× pH

Remarque – On s’assure de la continuité de la frontière Fe(III)/Fe(II) en
pH = pH2 en comparant :

E3(pH2) = 1,030− 0,177× 6,34 = −0,092 V

et :
E4(pH2) = 0,282− 0,059× 6,34 = −0,092 V

• Frontière E2

Le couple Fe2+/Fe, de demi-équation : Fe2++2 e− = Fe, présente le potentiel :

E2 = E0
2 +

0,059

2
log
[
Fe2+

]

Or, dans le domaine de stabilité de Fe2+, l’identité (62) devient :
[
Fe3+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
Fe2+

]
= Ct ⇒

[
Fe2+

]
≃ Ct = 0,1 mol · L−1

Par conséquent :

E2 = −0,409 +
0,059

2
log(0,1) ⇒ E2 = −0,438 V

• Frontière E5

Le potentiel du couple Fe(II)/Fe(0) est à nouveau donné par la loi de Nernst :

E5 = E0
2 +

0,059

2
log
[
Fe2+

]

où, lorsque pH > pH2, la concentration
[
Fe2+

]
est exprimée par la relation

(64) :

[
Fe2+

]
= Ks2 ×

( [
H+
]

10−14

)2

⇒ E5 = E0
2 +

0,059

2
log

(

Ks2 ×
[
H+
]2

10−28

)

⇒ E5 = −0,409 +
0,059

2
× (28 + logKs2)− 0,059× pH

d’où il découle que :

E5 = −0,064− 0,059× pH
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Remarque – La détermination de :

E5(pH2) = −0,064− 0,059× 6,34 = −0,438 V = E2

confirme la continuité de la frontière Fe(III)/Fe(0) en pH = pH2.

E (V)

E2

Fe3+

E4

Fe

Fe2+

E3

E5

Fe(OH)3

1

1,0

0,5

0

-0,5

5
pH

10

E1

Fe(OH)2

• 227 Lycée Hoche, Versailles

Dans l’ion IO−
3 , le degré d’oxydation x de l’élément I vérifie :

x− 6 = −1 ⇒ x = +5

tandis que dans les espèces I2 et I−, l’iode a pour degrés d’oxydation respectifs 0 et
−1. C’est pourquoi les espèces IO−

3 , I2 et I− seront présentées dans l’ordre suivant :

I−
I2

IO3
−

E2

E1

E

à condition toutefois que les courbes frontières E1(pH) et E2(pH) soient telles que
E1(pH) > E2(pH). Il s’agit désormais d’établir les expressions analytiques de ces
courbes :

• Pour le couple IO−
3 /I2, la demi-équation :

2 IO−
3 + 12H+ + 10 e− = I2 + 6H2O (R1)
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est associée au potentiel donné par la loi de Nernst :

E1 = E0
1 +

0,06

10
log

([
IO−

3

]2 [
H+
]12

[I2]

)

= E0
1 +

0,06

10
log

([
IO−

3

]2

[I2]

)

+
0,06

10
× 12 log

[
H+
]

= E0
1 +

0,06

10
log

([
IO−

3

]2

[I2]

)

− 0,072× pH

Or, la contentration totale de l’iode atomique dissous est définie par :
[
I−
]
+ 2 [I2] +

[
IO−

3

]
= C0 = 0,1 mol · L−1 (65)

car à chaque mol · L−1 de I2 correspondent 2 mol · L−1 d’iode atomique. Quant à
la frontière séparant les espèces IO−

3 et I2, elle est caractérisée par :
• l’absence de I− : 2 [I2] +

[
IO−

3

]
= 0,1 mol · L−1 ;

• l’égalité des concentrations atomiques :

2 [I2] =
[
IO−

3

]
⇒ 2

[
IO−

3

]
= 0,1 mol · L−1 ⇒

[
IO−

3

]
= 0,05 mol · L−1

⇒ 4 [I2] = 0,1 mol · L−1 ⇒ [I2] = 0,025 mol · L−1

Par suite :

E1 = 1,2 +
0,06

10
log

[
(0,05)2

0,025

]

− 0,072× pH

⇒ E1 = 1,194− 0,072× pH

• Quant au couple I2/I−, de demi-équation :

I2 + 2 e− = 2 I− (R2)

son potentiel vaut :

E2 = E0
2 + 0,03 log

(

[I2]
[
I−
]2

)

De plus, la relation (65) devient :
[
I−
]
+ 2 [I2] = 0,1 mol · L−1

car, à la frontière entre les espèces I− et I2, la concentration en ions iodate IO−
3

peut être négligée. Enfin, cette frontière est définie par l’égalité des concentrations
atomiques de l’élément iode, ce qui se traduit par :

[
I−
]
= 2 [I2] ⇒ 2

[
I−
]
= 0,1 ⇒

[
I−
]
= 0,05 mol · L−1

⇒ 4 [I2] = 0,1 ⇒ [I2] = 0,025 mol · L−1

C’est pourquoi :

E2 = E0
2 + 0,03 log

[
0,025

(0,05)2

]

⇒ E2 = 0,65 V
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Les expressions de E1 et de E2 conduisent à une première ébauche du diagramme
potentiel-pH cherché :

I−

I2

IO3
−

E2

E1

E (V)

pH
5

1,0

10

0,5

0

1,5

I2 A

Cependant, ce diagramme révèle que les courbes E1 et E2 se coupent au point A, dont
le pHA vérifie :

E1 = E2 ⇒ 1,194− 0,072× pHA = 0,65 ⇒ pHA =
1,194− 0,65

0,072
= 7,25

Pour pH > pHA, la « règle du gamma » montre que I2 n’est
plus une espèce stable dès que E2 devient supérieur à E1 : I2
subit une dismutation, d’équation-bilan :

3 I2 + 3H2O ⇌ IO−
3 + 6H+ + 5 I−

Par suite, lorsque pH > pHA, seules les espèces IO−
3 et I− sont

stables en milieu aqueux, avec pour équation :

I−I2

IO3
−

E2

E1

E

I2

IO−
3 + 6H+ + 6 e− = I− + 3H2O (R3)

Or, une combinaison linéaire des équations (R1) et (R2) :

2 IO−
3 + 12H+ + 10 e− = I2 + 6H2O (R1)

I2 + 2 e− = 2 I− (R2)
2 IO−

3 + 12H+ + 12 e− = 2 I− + 6H2O 2 (R3)

permet d’écrire : 2 (R3) = (R1) + (R2). Il en va de même des enthalpies libres
standard associées à ces équations :

2∆rG
0
3 = ∆rG

0
1 +∆rG

0
2

où :






∆rG
0
3 = −6FE0

3

∆rG
0
2 = −2FE0

2

∆rG
0
1 = −10FE0

1

⇒ 12E0
3 = 10E0

1 + 2E0
2

⇒ E0
3 =

5E0
1 + E0

2

6
=

5× 1,2 + 0,62

6
= 1,10 V
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Ainsi, la loi de Nernst appliquée à l’équation (R3) conduit à :

E3 = E0
3 + 0,01 log

([
IO−

3

] [
H+
]6

[
I−
]

)

= 1,1 + 0,01 log

(

[IO3]
−

[
I−
]

)

− 0,06× pH

Enfin, en négligeant [I2] (pour pH > pHA), la loi de conservation exprimée par l’équa-
tion (65) devient :

[
I−
]
+
[
IO−

3

]
= 0,1 mol · L−1 ⇒

[
I−
]
=
[
IO−

3

]
= 0,05 mol · L−1

Finalement :

E3 = 1,1− 0,06 × pH pour pH > 7,25

décrit la frontière entre les domaines de prédominance de IO−
3 et de I2 :

I−

IO3
−

E2

E1

E (V)

pH
5

1,0

10

0,5

0

1,5

I2 A

E3

• 228 Concours Centrale

1. Les valeurs pKa1 et pKa2 des constantes d’acidité des couples acido-basiques
H2S/HS− et HS−/S2− conduisent au diagramme de prédominance suivant :

H2S
pH

HS−
7,0

S2−

13,0

En outre, dans ces molécules, le soufre se trouve au même degré d’oxydation (-II),
tandis que seul S(sol) présente un degré d’oxydation nul, dans la liste des données
numériques fournies par l’énoncé. Par suite, on peut d’ores et déjà esquisser l’allure
du diagramme potentiel-pH des couples S(0)/S(-II) :

E3E1 E2

H2S

pH

HS−

7,0

S2−

13,0

E
S

Ce diagramme révèle alors trois frontières qu’il faut désormais décrire analytique-
ment.

• La frontière E1 sépare les domaines d’existence de H2S et S, impliqués dans la
demi-équation :

S + 2H+ + 2 e− = H2S (66)
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et pour laquelle la loi de Nernst prévoit que :

E1 = E0
1 + 0,03 log

([
H+
]2

[H2S]

)

= E0
1 − 0,03 log [H2S]− 0,06× pH

L’énoncé n’indique pas la convention choisie pour définir les frontières du dia-
gramme ; le candidat est libre de définir la convention qu’il adopte (mais il doit
le faire avec soin). Or, la dernière question montre que l’on s’intéressera, ulté-
rieurement, à une solution contenant initialement C0 = 0,1 mol · L−1 de H2S.
C’est pourquoi on conviendra que la concentration totale de l’élément soufre en
solution vaut C0 :

[H2S] +
[
HS−

]
+
[
S2−

]
= C0 = 0,1 mol · L−1 (67)

Notamment, pour pH < 7, l’identité précédente mène à :

[H2S] ≃ C0 ⇒ E1 = E0
1 − 0,03 logC0 − 0,06 pH = 0,1 + 0,03− 0,06 pH

⇒ E1 = 0,13− 0,06× pH

• La frontière E2 est également fournie par la loi de Nernst, appliquée à l’équa-
tion (66) :

E2 = E0
1 + 0,03 log

([
H+
]2

[H2S]

)

Cependant, pour 7 < pH < 13, l’espèce HS− est majoritaire, ce qui se traduit
pour l’équation (67) par :

[
HS−

]
≃ C0 = 0,1 mol · L−1

La définition de la constante d’acidité Ka1 conduit alors à :

Ka1 = 10−7 =

[
HS−

] [
H+
]

[H2S]
=
C0

[
H+
]

[H2S]
⇒ [H2S] =

C0

Ka2

[
H+
]

⇒ E2 = E0
1 + 0,03 log

(
Ka2

C0

[
H+
]
)

⇒ E2 = E0
1 − 0,03× (pKa2 + logC0)− 0,03 pH

⇒ E2 = 0,1− 0,03× (7− 1)− 0,03× pH

soit, finalement :

E2 = −0,08− 0,03 pH

• L’équation (66) fournit également E3 = E0
1 + 0,03 log

([
H+
]2

[H2S]

)

, où H2S

n’est pas connu a priori. C’est pourquoi on simplifie l’équation (67) pour
pH > 13 :

[
S2−

]
≃ C0 = 0,1 mol · L−1, tandis que les constantes d’acidité
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Ka1 et Ka2 conduisent à :

Ka1 ×Ka2 =

[
HS−

] [
H+
]

[H2S]
×
[
S2−

] [
H+
]

[
HS−

] =
C0

[H2S]
×
[
H+
]2

⇒ [H2S] =
C0

Ka1Ka2
×
[
H+
]2

⇒ E3 = E0
1 + 0,03 log

(
Ka1Ka2

C0

)

= 0,1 + 0,03 log

(
10−20

0,1

)

⇒ E3 = −0,47 V

Il est préférable de vérifier les calculs à l’aide de la continuité de la fron-
tière entre S(0) et S(-II). Cette continuité doit s’observer d’une part en
pH = pH1 = 7 :

E1(pH1) = 0,13−0,06×7 = −0,29 V et E2(pH1) = −0,08−0,03×7 = −0,29 V

et d’autre part en pH = pH2 = 13 :

E2(pH2) = −0,08− 0,03× 13 = −0,47 V et E3(pH2) = E2 = −0,47 V

Il est dès lors possible de tracer le diagramme potentiel-pH du soufre :

E (V)

E1

E2

S

HS−
E3

H2S

1

0,5

0

-1

-0,5

5
pH

10

S2−

2. L’énoncé mentionne des espèces contenant l’élément chlore :

• au degré d’oxydation (+I) : HClO, ClO− ;

• au degré d’oxydation (0) : Cl2 ;

• au degré d’oxydation (-I) : Cl−

où HClO/ClO− est un couple acido-basique dont le diagramme de prédominance
présente l’allure suivante :

pH

ClO−

pKa3=7,5

HClO

On peut donc représenter d’ores et déjà la structure du diagramme potentiel-pH du
du chlore :
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pH

ClO−

pH3=7,5

HClO

E3

E2

Cl2

Cl−

Il convient alors de déterminer les expressions des frontières qui séparent les do-
maines d’existence de ces différentes espèces :

• Pour pH 6 pH3 = 7,5, la demi-équation associée au couple HClO/Cl2 :

2HClO + 2H+ + 2 e− = Cl2 + 2H2O (E2)

fournit le potentiel E2 du couple Cl(I)/Cl(0), conformément à la loi de Nernst :

E2 = E0
2 + 0,03 log

(

[HClO]
2 [H+

]2

[Cl2]

)

Or, l’énoncé préconise de définir cette frontière en choisissant :

[HClO] = [Cl2] = C1 = 1 mol · L−1

auquel cas il reste : E2 = E0
2 − 0,06 pH = 1,6− 0,06× pH

• Quelle que soit la valeur du pH, le couple Cl(0)/Cl(-I) est représenté par la
demi-équation :

Cl2 + 2 e− = 2Cl− (E3)

pour laquelle la loi de Nernst prévoit que :

E3 = E0
3 + 0,03 log

(

[Cl2]
[
Cl−

]2

)

= E0
3

car l’énoncé recommande de définir la frontière E3 en posant :

[Cl2] =
[
Cl−

]
= C1 = 1 mol · L−1

Par conséquent : E3 = E0
3 = 1,39 V .

On peut tracer dès à présent ces deux frontières pour pH 6 7,5 :
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E (V)

E2

Cl−

HClO

E3

Cl2

1

1,5

1
5

pH

pH0=3,5 V

HClO

Cl−
Cl2

Cl2

On constate alors que les frontières E2 et E3 se coupent pour une valeur pH0 de
pH qui vérifie :

E2 = E3 ⇒ 1,6− 0,06 pH0 = 1,39 ⇒ pH0 =
1,6− 1,39

0,06
= 3,5

Lorsque pH > pH0, les domaines d’existence du dichlore sont disjoints, ce qui
traduit son instabilité : comme oxydant du couple Cl2/Cl− et comme réducteur du
couple HClO/Cl2, le dichlore subit une dismutation :

Cl2 + 2H2O = 2HClO + 2H+ + 2 e−

Cl2 + 2 e− = 2Cl−

2Cl2 + 2H2O ⇌ 2HClO + 2Cl− + 2H+

Il convient alors, à partir de pH = pH0, de tenir compte de l’absence de Cl2 dans
le diagramme potentiel-pH, qui adopte de fait la structure suivante :

pH

ClO−

pH0=3,5

HClO
E5E4

Cl−

7,5E

De nouvelles frontières apparaissent ainsi :

• Pour 3,5 6 pH 6 7,5, le couple Cl(I)/Cl(-I) est représenté par la demi-
équation :

HClO + H+ + 2 e− = Cl− + H2O (E4)

dont le potentiel standard sera notéE0
4 = E0

(
HClO/Cl−

)
. Or, l’équation (E4)

est une combinaison linéaire des équations (E2) et (E3) :

(E2) 2HClO + 2H+ + 2 e− = Cl2 + 2H2O
(E3) Cl2 + 2 e− = 2Cl−

(E2) + (E3) 2HClO + 2H+ + 4 e− = 2Cl− + 2H2O

En remarquant que 2× (E4) = (E2) + (E3), on déduit que les enthalpies libres
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standard ∆rG
0
i est équations (Ei) vérifient :

2∆rG
0
4 = ∆rG

0
2 +∆rG

0
3 avec







∆rG
0
4 = −2F E0

4

∆rG
0
2 = −2F E0

2

∆rG
0
3 = −2F E0

3

Il s’ensuit que :

E0
4 =

E0
2 + E0

3

2
=

1,6 + 1,39

2
= 1,495 V

de sorte que la loi de Nernst, appliquée à l’équation (E4), fournit :

E4 = E0
4 + 0,03 log

(

[HClO]
[
H+
]

[
Cl−

]

)

= E0
4 − 0,03 pH

car, sur la frontière E4 : [HClO] =
[
Cl−

]
= C1. Finalement :

E4 = 1,495− 0,03× pH

Remarque – Les identités :






E2(pH0) = 1,6− 0,06× 3,5 = 1,39 V

E3(pH0) = 1,39 V

E4(pH0) = 1,495− 0,03× 3,5 = 1,39 V

confirment que les trois frontières sont concourantes au point d’abscisse
pH0 = 3,5.

• Pour pH > 7,5, le couple Cl(I)/Cl(-I) est encore représenté par la demi-
équation (E4), auquel cas la loi de Nernst impose :

E5 = E0
4 + 0,03 log

(

[HClO]
[
H+
]

[
Cl−

]

)

Il n’est cependant plus possible de poser, dans ce cas, [HClO] = C0 car, lorsque
pH > 7,5 = pKa3, le dichlore au degré d’oxydation (+I) existe essentiellement
sous forme d’ions ClO−. C’est pourquoi la convention imposée par l’énoncé
se traduit par :

[
ClO−

]
=
[
Cl−

]
= C1 = 1 mol · L−1. Du reste, la constante

d’acidité Ka3 est définie par :

Ka3 =

[
ClO−

] [
H+
]

[HClO]
= C1 ×

[
H+
]

[HClO]
⇒ [HClO] = C1 ×

[
H+
]

Ka3

⇒ E5 = E0
4 + 0,03 log

(

C1 ×
[
H+
]2

C1 ×Ka3

)

c’est-à-dire :

E5 = E0
4 + 0,03 pKa3 − 0,06 pH = 1,495 + 0,03× 7,5− 0,06× pH

⇒ E5 = 1,72− 0,06× pH
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Remarque – Les identités :

E5(pH3) = 1,72−0,06×7,5 = 1,27 V et E4(pH3) = 1,495−0,03×7,5 = 1,27V

confirment la continuité de la frontière Cl(+I)/Cl(-I).

En résumé, le diagramme potentiel-pH du chlore est décrit par les frontières sui-
vantes :







E2 = E (HClO/Cl2) = 1,6− 0,06× pH

E3 = E
(
Cl2/Cl−

)
= 1,39 V

pour pH 6 3,5

E4 = E
(
HClO/Cl−

)
= 1,495− 0,03× pH pour 3,5 6 pH 6 7,5

E5 = E
(
ClO−/Cl−

)
= 1,72− 0,06× pH pour pH > 7,5

et présente donc l’allure suivante :

E (V)

E2

Cl−

HClO
E3

Cl2

1

1,5

1
5

pH
10

E4

E5

ClO−

3. La superposition de ces diagrammes fournit :
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E (V)

Cl−

HClO
Cl2

1

1

0
5

pH
10

ClO−

HS−H2S S2−

S

4. Une solution de H2S, à la concentration C0 = 0,1 mol ·L−1, présente un pH voisin
de :

pH =
1

2
(pKa1 − logC0) = 4

auquel cas le diagramme précédent montre que Cl2 se dismute selon l’équation-
bilan :

Cl2 + H2O ⇌ HClO + Cl− + H+

Outre la production de HClO et de Cl−, cette dismutation est responsable de la
production des ions H+ qui rendent rapidement le pH de la solution suffisamment
acide pour que le dichlore introduit par barbotage ne subisse plus cette dismutation.
Dès lors, Cl2 et H2S sont mis en contact alors que leurs domaines d’existence sont
disjoints. Ils réagissent alors conformément aux équations :

Cl2 + 2 e− = 2Cl−

H2S = S + 2H+ + 2 e−

Cl2 + H2S ⇌ S + 2H+ + 2Cl−

Si le barbotage de Cl2 est prolongé, H2S peut se transformer complètement en
soufre, tandis que les ions H+ adoptent une concentration

[
H+
]
= 0,2 mol · L−1,

ce qui confère au milieu un pH de valeur :

pH = − log(2C0) = 0,7

• 229 Lycée du Parc, Lyon

1. Le produit de solubilité de HgO(sol) est défini comme la constante Ks de l’équi-
libre :

HgO(sol) + H2O ⇌ Hg2+(aq) + 2HO− (E)

auquel cas : Ks =
[
Hg2+

] [
HO−

]2
. Notamment, dans une solution qui contient

initialement C0 = 10−2 mol · L−1 d’ions Hg2+, la précipitation de HgO(sol) com-



1360 Chapitre 8

mence dès que :

Ks = C0 ×
(

Ke
[
H+
]

)2

⇒ Ke
[
H+
] =

(
Ks

C0

)1/2

⇒ logKe
︸ ︷︷ ︸

−14

+pH1 =
1

2
log

(
Ks

C0

)

⇒ pH1 = 14 +
1

2
log

(
4.10−26

10−2

)

⇒ pH1 = 2,3

2. Les espèces Hg2+2 (aq)/Hg(liq) :

Hg2+2 (aq) + 2 e− = 2Hg(liq) (E1)

imposent un potentiel donné par la loi de Nernst :

E1 = E0
1 + 0,03 log

[
Hg2+

2

]

Or, l’énoncé précise que la frontière entre les domaines d’existence de ces espèces
est caractérisée par une concentration

[
Hg2+

2

]
= C0 = 10−2 mol · L−1 constante,

auquel cas :
E1 = 0,79 + 0,03 log

(
10−2

)
⇒ E1 = 0,73 V

3. (a) Dans le cas où pH < pH1, les espèces Hg2+
2 et Hg2+ sont dissoutes :

2Hg2+
(aq) + 2 e− = Hg2+

2 (aq) (E2)

et le potentiel du couple Hg2+/Hg2+
2 vérifie la loi de Nernst :

E2 = E0
2 + 0,03 log

([
Hg2+

]2

[
Hg2+

2

]

)

Les domaines de prédominance de ces espèces sont séparés par une frontière
caractérisée par :

[
Hg2+

]
= C0 = 10−2 mol · L−1 et

[
Hg2+

2

]
= C0, de sorte

que :

E2 = E0
2 + 0,03 logC0 = 0,91 + 0,03 log

(
10−2

)

⇒ E2 = 0,85 V pour pH < pH1

En revanche, dès que pH > pH1, le mercure au degré d’oxydation II préci-
pite sous forme HgO, espèce alors en contact avec les ions Hg2+

2 demeurés en
solution. L’équation :

2HgO + 4H+ + 2 e− = Hg2+
2 + 2H2O (E3)

donne à loi de Nernst la forme :

E3 = E0
3 + 0,03 log

[[
H+
]4

C0

]

= E0
3 − 0,03 logC0 − 0,12 pH (68)

où le potentiel standard E0
3 du couple HgO/Hg2+

2 reste à calculer. Or, en notant
(Ee) l’équation chimique traduisant l’autoprotolyse de l’eau :

H2O ⇌ H+ + HO− (Ee)
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on remarque que la combinaison linéaire des équations (E3) et (Ee) :

(E3) 2HgO + 4H+ + 2 e− = Hg2+
2 + 2H2O

4 (Ee) 4H2O ⇌ 4H+ + 4HO−

(E3) + 4 (Ee) 2HgO + 2 e− + 2H2O = Hg2+
2 + 4HO−

et celle des équations (E2) et (E) :

(E2) 2Hg2+ + 2 e− = Hg2+
2

2 (E) 2HgO + 2H2O ⇌ 2Hg2+ + 4HO−

(E2) + 2 (E) 2HgO + 2 e− + 2H2O = Hg2+
2 + 4HO−

conduisent à la même équation-bilan : (E3) + 4 (Ee) = (E2) + 2 (E). Il en va
alors de même des enthalpies libres standard associées à ces réactions :

∆rG
0
3 + 4∆rG

0
e = ∆rG

0
2 + 2∆rG

0

où : ∆rG
0
3 = −2F E0

3 , ∆rG
0
e = −RT lnKe, ∆rG

0
2 = −2F E0

2 et
∆rG

0 = −RT lnKs. Il s’ensuit que :

−2F E0
3 − 4RT lnKe = −2F E0

2 − 2RT lnKs

⇒ E0
3 = E0

2 +
2RT

2F ln

(
Ks

K2
e

)

c’est-à-dire :

E0
3 = E0

2 +
RT ln 10

F ln

(
Ks

K2
e

)

= E0
2 + 0,06 log

(
Ks

K2
e

)

On trouve ainsi :

E0
3 = 0,91 + 0,06 log

(
4.10−26

10−28

)

⇒ E0
3 = 1,07 V

ce qui donne à la relation (68) la forme suivante :

E3 = 1,07− 0,03 log
(
10−2

)
− 0,12 pH ⇒ E3 = 1,13− 0,12× pH

(b) Pour pH < pH1, le potentiel du couple Hg(+II)/Hg (+I) vaut E2 = 0,85V et
ne peut donc pas s’identifier à E1 = 0,73 V. En revanche, pour pH > pH1, ces
potentiels sont égaux pour une valeur pH2 de pH telle que :

E3 = E1 ⇒ 1,13− 0,12 pH2 = 0,73 ⇒ pH2 =
1,13− 0,73

0,12
⇒ pH2 = 3,3

(c) Compte tenu de ce qui précède, pour pH < pH2, les espèces Hg2+, HgO, Hg2+2
et Hg peuvent être rangées de la manière suivante :

Hg2
2+

E2

E1

E
pH

Hg2+ HgO
E3

Hg

pH1

ce qui se traduit par le diagramme ci-dessous, dans lequel les frontières E1, E2

et E3 délimitent les domaines d’existence (ou de prédominance) des espèces
contenant l’élément mercure :
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Hg2
2+

E2

E1

Hg2+
HgO

E3

Hg

E (V)

pH

1,0

1

0,9

2 4 50 3

0,7

0,6

0,5

0,8

6 7

4. (a) Mis dans l’eau, HgO présente des propriétés basiques décrites par l’équation :

HgO + H2O ⇌ Hg2+ + 2HO−

Aussi, cette solution aqueuse présente nécessairement un pH supérieur à 7. Or,
le diagramme précédent révèle que, pour pH > 3,3 seules les espèces HgO et
Hg sont prédominantes.

(b) Le couple HgO/Hg est associé à l’équation :

HgO + 2H+ + 2 e− = Hg + H2O (E4)

(c) Si E0
4 désigne le potentiel standard de ce couple, l’enthalpie standard de la

réaction d’équation (E4) vérifie :

∆rG
0
4 = −2F E0

4

Or, l’équation (E4) peut être obtenue par combinaison linéaire des équations
(E1) et (E3) :

(E1) Hg2+
2 + 2 e− = 2Hg

(E3) 2HgO + 4H+ + 2 e− = Hg2+
2 + 2H2O

(E1) + (E3) 2HgO + 4H+ + 4 e− = 2Hg + 2H2O

En remarquant ainsi que : 2 (E4) = (E1 + (E3), on est amené à poser :

2∆rG
0
4 = ∆rG

0
1 +∆rG

0
3 ⇒ −4F E0

4 = −2F E0
1 − 2FE0

3

⇒ E0
4 =

E0
1 + E0

3

2
=

0,79 + 1,07

2
= 0,93 V

Ce faisant, la loi de Nernst permet d’exprimer le potentiel du couple HgO/Hg :

E4 = E0
4 + 0,03 log

[
H+
]2 ⇒ E4 = 0,93− 0,06× pH

(d) La courbe E4(pH) représente la frontière séparant les domaines d’existence de
HgO et de Hg et complète ainsi le diagramme potentiel-pH du mercure pour
pH > pH2 = 3,3 :
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Hg2
2+

E2

E1

Hg2+

HgO
E3

Hg

E (V)

pH

1,0

1

0,9

2 4 50 3

0,7

0,6

0,5

0,8

6 7

E4

5. (a) Le couple Hg2+/Hg est associé à la demi-équation :

Hg2+ + 2 e− = Hg (E5)

dont l’enthalpie libre standard vaut ∆rG
0
5 = −2FE0

5 . Or, les équations (E1) et
(E2) :

(E1) Hg2+
2 + 2 e− = 2Hg

(E2) 2Hg2+ + 2 e− = Hg2+
2

(E1) + E2 2Hg2+ + 4 e− = 2Hg
permettent de retrouver l’équation (E5) par combinaison linéaire :

2 (E5) = (E1) + (E2)

Il en va de même des enthalpies libres standard de ces réactions :

2∆rG
0
5 = ∆rG

0
1 +∆rG

0
2 ⇒ −4F E0

5 = −2FE0
1 − 2FE0

2

⇒ E0
5 =

E0
1 + E0

2

2
=

0,79 + 0,91

2
⇒ E0

5 = 0,85 V

(b) Notons (E6) l’équation-bilan :

Hg2+ + Hg ⇌ Hg2+
2 (E6)

de constante d’équilibre K0
6 . On remarque alors que :

(E1) Hg2+2 + 2 e− = 2Hg
(E6) Hg2+ + Hg ⇌ Hg2+2

(E1) + (E6) Hg2+ + 2 e− = Hg
c’est-à-dire que : (E1) + (E6) = (E5). Par conséquent :

∆rG
0
1 +∆rG

0
6 = ∆rG

0
5 ⇒ −2FE0

1 −RT lnK0
6 = −2FE0

5

⇒ E0
1 +

RT ln 10

2F × logK0
6 = E0

5

⇒ logK0
6 =

2

0,06

(
E0

5 − E0
1

)
car

RT ln 10

F ≃ 0,06 V

⇒ K0
6 = 10(E

0
5−E

0
1)/0,03

Application numérique :

K0
6 = 10(0,85−0,79)/0,03 ⇒ K0

6 = 100
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• 230 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Soient les demi-équations :

Fe2+ + 2 e− = Fe (E1)
Fe3+ + e− = Fe2+ (E2)
Fe3+ + 3 e− = Fe (E)

La somme (E1) + (E2) permet de retrouver l’équation (E), auquel cas il en va de
même des enthalpies libres standard :

(E) = (E1) + (E2) ⇒ ∆rG
0 = ∆rG

0
1 +∆rG

0
2

c’est-à-dire, en notantE0 le potentiel standard du couple Fe3+/Fe et F le Faraday :

−3F E0 = −2F E0
1 −F E0

2 ⇒ E0 =
2E0

1 + E0
2

3
=

−0,88 + 0,77

3

soit encore :

E0
(
Fe3+/Fe

)
= E0 = −0,04 V

2. Classons, dans un premier temps, les espèces contenant l’élément fer aux divers
degrés d’oxydation :

• Dans Fe3+ et Fe2O3, le fer apparaît au degré d’oxydation III, tandis que l’équa-
tion :

1

2
Fe2O3(sol) +

3

2
H2O ⇌ Fe3+ + 3HO−

met en évidence les propriétés basiques de Fe2O3, avec :

Ks3 =
[
Fe3+

] [
HO−

]3
=
[
Fe3+

]
× K3

e
[
H+
]3 ⇒

[
Fe3+

]
=
Ks3

K3
e

×
[
H+
]3

(69)

• Les espèces Fe2+, Fe(OH)2 et HFeO−
2 contiennent l’élément fer au degré

d’oxydation II. Quant aux équations :

Fe(OH)2(sol) ⇌ HFeO−
2 + H+ et Fe(OH)2(sol) ⇌ Fe2+ + 2HO−

elles montrent que Fe(OH)2 présente des propriétés acides dans le couple
Fe(OH)2/HFeO−

2 et des propriétés basiques dans le couple Fe2+/Fe(OH)2.
En outre, les produits de solubilité respectifs Ks2 et Ks1, associés à ces
équations, sont définis par :

Ks2 =
[
HFeO−

2

] [
H+
]

(70)

et :

Ks1 =
[
Fe2+

] [
HO−

]2
=
[
Fe2+

]
× K2

e
[
H+
]2 ⇒

[
Fe2+

]
=
Ks1

K2
e

×
[
H+
]2

(71)

En conclusion, les espèces mentionnées par l’énoncé se classent de la manière sui-
vante :
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Fe(OH)2Fe2+ HFeO2
−

+III

+II

0

Fe3+ Fe2O3

Fe

degré d'oxydation

basicité croissante

Sachant que la concentration totale du fer dissous vaut Ct = 10−6 mol · L−1 :
[
Fe3+

]
+
[
Fe2+

]
+
[
HFeO−

2

]
= Ct (72)

il convient de déterminer les valeurs du pH permettant les apparitions (ou dispari-
tions) des solides Fe2O3(sol) et Fe(OH)2(sol).

• Dans le domaine de prédominance de Fe(III), l’équation (72) se simplifie :
[
Fe3+

]
+
[
Fe2+

]
+
[
HFeO−

2

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

= Ct ⇒
[
Fe3+

]
≃ Ct

de sorte que Fe2O3 apparaît à une valeur pH1 du pH telle que l’équation (69)
s’écrit :

Ct =
Ks3

K3
e

×
[
H+
]3 ⇒ logCt = −pKs3 + 3× 14− 3 pH1

⇒ pH1 = 14− 1

3
(pKs3 + logCt) = 14− 1

3
× (43− 6)

⇒ pH1 = 1,67

• Lorsque Fe2+ est l’espèce prédominante, l’équation (72) devient :
[
Fe3+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
Fe2+

]
+
[
HFeO−

2

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

= Ct ⇒
[
Fe2+

]
≃ Ct

tandis que la relation (71) montre que Fe(OH)2 apparaît dès que le pH prend
une valeur pH2 telle que :

Ct =
Ks1

K2
e

×
[
H+
]2 ⇒ logCt = −pKs1 + 2× 14− 2× pH2

⇒ pH2 = 14− 1

2
(pKs1 + logCt) = 14− 1

2
× (15− 6)

⇒ pH2 = 9,5

• Dans le domaine de prédominance de HFeO−
2 , c’est-à-dire lorsque :

[
Fe3+

]
+
[
Fe2+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
HFeO−

2

]
= Ct ⇒

[
HFeO−

2

]
≃ Ct

le solide Fe(OH)2(sol) apparaît lorsque le pH prend une valeur pH3 qui permet



1366 Chapitre 8

d’écrire l’équation (70) sous la forme :

Ks2 = Ct ×
[
H+
]

⇒ −pKs2 = logCt − pH3

⇒ pH3 = logCt + pKs2 = −6 + 18,3

⇒ pH3 = 12,3

En conclusion, le diagramme potentiel-pH du fer doit présenter une structure sem-
blable à la suivante :

Fe(OH)2Fe2+ HFeO2
−

E2

12,3

Fe3+ Fe2O3

Fe

E1

E4E3

E6

E5

1,67

9,5

E7

• Frontière du couple Fe(III)/Fe(II)
Le couple Fe(III)/Fe(II) est décrit par la demi-équation :

Fe3+ + e− = Fe2+

dont la loi de Nernst prévoir un potentiel :

E = E0
2 + 0,06 log

([
Fe3+

]

[
Fe2+

]

)

(73)

• Lorsque pH < pH1 = 1,67, les espèces Fe2+ et Fe3+ sont dissoutes et de
même concentration sur la frontière E2. C’est pourquoi :

[
Fe3+

]
=
[
Fe2+

]
⇒ E2 = E0

2 = 0,77 V

• Si 1,67 < pH < 9,5, l’élément fer en solution se présente exclusivement
sous forme d’ions Fe2+, d’où il s’ensuit que :

[
Fe2+

]
= Ct = 10−6 mol · L−1

En revanche, Fe(III) se trouve sous forme d’oxyde Fe2O3, de sorte que
[
Fe3+

]
est donné par l’identité (69) :

[
Fe3+

]
=
Ks3

K3
e

×
[
H+
]3

De fait, la relation (73) devient :

E3 = E0
2 + 0,06× log

(

Ks3

K3
e

×
[
H+
]3

ct

)

= E0
2 + 0,06× (3× 14− logCt − pKs3)− 0,18 pH

= 0,77 + 0,06× (3× 14 + 6− 43)− 0,18× pH

⇒ E3 = 1,07− 0,18× pH
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• Pour 9,5 < pH < 12,3, l’espèce Fe(III) se présente encore sous forme
d’oxyde Fe2O3, ce qui a pour conséquence :

[
Fe3+

]
=
Ks3

K3
e

×
[
H+
]3

tandis que Fe(II) compose l’hydroxyde Fe(OH)2, pour lequel la relation
(71) révèle que :

[
Fe2+

]
=
Ks1

K2
e

×
[
H+
]2

Par conséquent, l’identité (73) devient :

E4 = E0
2 + 0,06 log

(

Ks3

[
H+
]3

K3
e

× K2
e

Ks1

[
H+
]2

)

= E0
2 + 0,06× (14 + pKs1 − pKs3)− 0,06× pH

= 0,77 + 0,06× (14 + 15− 43)− 0,06× pH

⇒ E4 = −0,07− 0,06× pH

• Lorsque pH > 12,3, la concentration des ions Fe3+ est encore donnée par :
[
Fe3+

]
=
Ks3

K3
e

×
[
H+
]3

alors que Fe(II) se présente sous forme d’ions HFeO−
2 , dont la concentra-

tion vérifie l’équation (72) :
[
Fe3+

]
+
[
Fe2+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
HFeO−

2

]
= Ct ⇒

[
HFeO−

2

]
≃ Ct

Afin d’exprimer
[
Fe2+

]
en fonction de

[
HFeO−

2

]
, il convient de calculer

la constante de l’équilibre qui lie ces deux espèces :

HFeO−
2 + 3H+

⇌ Fe2+ + 2H2O

La loi d’action de masse conduit alors à :

K =

[
Fe2+

]

[
HFeO−

2

] [
H+
]3 =

[
Fe2+

] [
HO−

]2

[
HO−

]2 [
H+
]2

× 1
[
HFeO−

2

] [
H+
] =

Ks1

K2
e Ks2

c’est-à-dire :

[
Fe2+

]
=

Ks1

K2
e Ks2

×
[
HFeO−

2

] [
H+
]3

=
Ks1 Ct

[
H+
]3

K2
e Ks2

(74)

Par suite, l’identité (73) devient :

E5 = E0
2 + 0,06 log

(

Ks3

[
H+
]3

K3
e

× K2
e Ks2

Ks1 Ct
[
H+
]3

)

= E0
2 + 0,06× (14 + pKs1 − logCt − pKs3 − pKs2)

= 0,77 + 0,06× (14 + 15 + 6− 43− 18,3) ⇒ E5 = −0,81 V
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• Frontière du couple Fe(II)/Fe(0)

• Lorsque pH < 9,5, Fe(II) se trouve exclusivement sous forme d’ions Fe2+,
auquel cas le couple fe(II)/fe(0) est décrit par la demi-équation :

Fe2+ + 2 e− = Fe

dont le potentiel est donné par la loi de Nersnt :

E = E0
1 + 0,03 log

[
Fe2+

]
(75)

Notamment, dans cette gamme de pH, la relation (72) se simplifie :
[
Fe3+

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

+
[
Fe2+

]
+
[
HFeO−

2

]

︸ ︷︷ ︸

≃0

= Ct ⇒
[
Fe2+

]
≃ Ct

ce qui conduit à :

E1 = E0
1 + 0,03 logCt = −0,44 + 0,03× 6 ⇒ E1 = −0,62 V

• Pour 9,5 < pH < 12,3, le fer Fe(II) se trouve sous la forme d’hydroxyde
Fe(OH)2, auquel cas la relation (71) fournit :

[
Fe2+

]
=
Ks1

K2
e

[
H+
]2

Ainsi, l’identité (75) devient-elle :

E6 = E0
1 + 0,03 log

(
Ks1

K2
e

[
H+
]2
)

= E0
1 + 0,03× (28− pKs1)− 0,06× pH

= −0,44 + 0,03× (28− 15)− 0,06× pH

⇒ E6 = −0,05− 0,06× pH

• Lorsque pH > 12,3, l’espèce Fe(II) se présente sous la forme d’ions ferrite
HFeO−

2 , en raison de quoi la concentration en ions Fe2+ est donnée par la
relation (74) :

[
Fe2+

]
=

Ks1 Ct
K2
e Ks2

[
H+
]3

Il s’ensuit que :

E7 = E0
1 + 0,03 log

(
Ks1 Ct
K2
e Ks2

×
[
H+
]3
)

= E0
1 + 0,03× (28 + pKs2 − pKs1 + logCt)− 0,09× pH

= −0,44 + 0,03× (28 + 18,3− 15− 6)− 0,09× pH

⇒ E7 = 0,32− 0,09× pH

Une première tentative de représentation du diagramme potentiel-pH conduit alors
à la figure ci-dessous :
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E (V)

10 15

1

1,67

Fe3+

Fe2+

HFeO2-1 Fe
E4

E7

E1

E3

E2

E6

E5

12,39,5

−

pH

Fe2O3

0
5

Il apparaît cependant un domaine (entre les pH voisins de 9,5 et de 12,5), où les
frontières entre les espèces Fe(III)/Fe(II) et Fe(II)/Fe(0) se croisent. Pour com-
prendre la signification de ce croisement, on peut représenter schématiquement les
positions relatives des frontières concernées pour des pH auxquels se produit le
phénomène :

Fe2+ HFeO2

Fe
E1

−

 Pour pH < 9,5

E3
Fe2+ HFeO2

−

Fe2O3

Fe
E6

 Pour 9,5 < pH < 12,3

E4
Fe2O3

Fe(OH)2

Fe(OH)2

Fe
E7

 Pour pH > 12,3

E5
Fe2O3

Ces chémas montrent que :

• Fe2+ subit une dismutation en Fe et Fe2O3 ;

• la dismution de Fe(OH)2 produit Fe et Fe2O3 ;

• Fe et Fe2O3 sont également les produits de la dismutation de HFeO−
2 .

Il apparaît ainsi que, dans le domaine [pHI , pHII] où se croisent les frontières
Fe(III)/Fe(II) et Fe(II)/Fe(0), seuls Fe et Fe2O3 peuvent coexister de manière stable.
Or, ces frontières se coisent une première fois pour une valeur pHI du pH telle que :

E1(pHI) = E3(pHI) ⇒ −0,62 = 1,07− 0,18× pHI

⇒ pHI =
1,07 + 0,62

0,18
= 9,39

tandis qu’elles se croisent à nouveau pour une seconde valeur pHII du pH telle que :

E7(pHII) = E5(pHII) ⇒ 0,32− 0,09× pHII = −0,81

⇒ pHII =
0,32 + 0,81

0,09
= 12,56
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Ainsi, pour pH ∈ [pHI , pHII], seules les espèces Fe(III) et Fe(0) sont présentes
(sous forme respectives de Fe2O3 et Fe), dont le potentiel E8 de la frontière est
donné par la loi de Nernst :

E8 = E0 +
0,06

3
log
[
Fe3+

]
pour Fe3+ + 3 e− = Fe et E0 = −0,04 V

Du reste, la concentration
[
Fe3+

]
vérifie l’égalité (69) :

[
Fe3+

]
=
Ks3

K3
e

[
H+
]3 ⇒ E8 = E0 + 0,02 log

(
Ks3

K3
e

[
H+
]3
)

⇒ E8 = E0 + 0,02× (3× 14− pKs3)− 0,06× pH

⇒ E8 = −0,04 + 0,02× (3× 14− 43)− 0,06× pH

Par conséquent, lorsque pHI 6 pH 6 pHII, la frontière qui sépare les espèces
Fe2O3 et Fe est décrite par la relation :

E8 = −0,06 + 0,06× pH

Finalement, le diagramme potentiel-pH du fer présente l’allure suivante :

E (V)

15

1

1,67

Fe3+

Fe2+

HFeO2-1 Fe
E7

E1

E3

E2

E8
E5

9,39

−

pH10,56

Fe2O3

0
5

• 231 Concours Commun Polytechique

1. Soit Ca(ref) l’état standard de référence du calcium à une température T (solide,
liquide ou gaz), qui ne peut être précisé avec les informations fournies par
l’énoncé. Les équations-bilan des réactions de formation de CO2(gaz), CaO(sol) et
de CaCO3(sol) sont écrites en respectant deux contraintes : les réactifs doivent se
présenter dans leur état standard de référence et le coefficient stœchiométrique des
produits vaut 1 :

• Réaction de formation de CO2(gaz) :

C(sol) + O2(gaz) ⇌ CO2(gaz) (réaction α)

où C(sol) désigne le carbone graphite (forme allotropique stable du carbone so-
lide).
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La somme des coefficients stœchiométriques algébriques des espèces gazeuses
valant : ∆νg = 1− 1 = 0, il s’ensuit que l’entropie standard ∆fS

0 de cette
réaction (proportionnelle à ∆νg) est presque nulle. De fait, la courbe :

∆fG
0
α(T ) = ∆fH

0
α − T ×∆fS

0
α ≃ ∆fH

0
α

présente une pente nulle sur le diagramme.

• Réaction de formation de CaO(sol) :

Ca(ref) +
1

2
O2(gaz) ⇌ CaO(sol) (réaction β)

Si l’état standard de référence du calcium est solide ou liquide, l’entropie stan-
dard ∆fS

0
β de cette réaction présente le même signe que :

∆νg = −1

2
⇒ ∆fS

0
β < 0 = −

∣
∣∆fS

0
β

∣
∣

Si l’état standard de référence du calcium est gazeux, l’entropie standard ∆fS
0
β

a le même signe que :

∆νg = −1− 1

2
< 0 ⇒ ∆fS

0
β < 0 ⇒ ∆fS

0
β = −

∣
∣∆fS

0
β

∣
∣

Par conséquent, l’enthalpie libre standard de cette réaction :

∆fG
0
β(T ) = ∆fH

0
β − T ×∆fS

0
β = ∆fH

0
β + T ×

∣
∣∆fS

0
β

∣
∣

dépend linéairement de la température, avec une pente positive.

• Réaction de formation de CaCO3(sol) :

Ca(ref) + C(sol) +
3

2
O2(gaz) ⇌ CaCO3(sol) (réaction γ)

À nouveau, le signe de l’entropie standard ∆fS
0
β est le même que :

∆νg = −3

2
si Ca(ref) = Ca(sol) ou Ca(liq) sinon ∆νg = −5

2
si Ca(ref) = Ca(gaz)

de sorte que :
∆fS

0
γ < 0 ⇒ ∆fS

0
γ = −

∣
∣∆fS

0
γ

∣
∣

Par suite, la représentation graphique de l’enthalpie libre standard :

∆fG
0
γ(T ) = ∆fH

0
γ − T ×∆fS

0
γ = ∆fH

0
γ + T ×

∣
∣∆fS

0
γ

∣
∣

est un segment de droite dont la pente est positive.

2. La rupture de pente observée pour les courbes ∆fG
0
β(T ) et ∆fG

0
γ provient d’une

discontinuité des entropies standard ∆fS
0
β et ∆fS

0
γ consécutive à un changement

d’état de Ca. Pour simplifier les équations, notons Ca(1) et Ca(2) deux états du cal-
cium pour T < T12 ≃ 1 750 K et pour T > T12. La réaction de changement d’état :

Ca(1) ⇌ Ca2 (réaction δ)
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est caractérisée par une chaleur latente L12 > 0, qui permet d’en définir l’enthalpie
standard et l’entropie standard :

∆rH
0
δ = L12 et ∆rS

0
δ =

L12

T12
> 0

La représentation graphique de l’enthalpie libre standard ∆fG
0(T ) de formation

d’un oxyde de calcium doit donc tenir compte des valeurs relatives de T et T12 :

• Pour T 6 T12 ≃ 1 750 K, la formation de l’oxyde de calcium :

Ca(1) + pO2 ⇌ CaO2p (réaction ε)

a pour entropie standard ∆rS
0
ε de sorte que la pente de la courbe :

∆rG
0
ε(T ) = ∆rH

0
ε − T ×∆rS

0
ε

vaut pε = −∆rS
0
ε .

• Pour T > T12, la formation de l’oxyde de calcium :

Ca(2) + pO2 ⇌ CaO2p (réaction φ)

a, en revanche, pour enthalpie standard : ∆rH
0
φ et pour entropie standard ∆rS

0
φ

et donc pour enthalpie libre standard :

∆rG
0
φ(T ) = ∆rH

0
φ − T ×∆rS

0
φ

La pente de ce segment vaut par conséquent pφ = −∆rS
0
φ. Or, l’équation (ε)

est aussi la somme des équations (δ) et (φ) :

(δ) Ca(1) ⇌ Ca(2)
(φ) Ca(2) + pO2 ⇌ CaO2p

(ε) Ca(1) + pO2 ⇌ CaO2p

en concéquence de quoi :

(δ) + (φ) = (ε) ⇒ ∆rS
0
δ +∆rS

0
φ = ∆rS

0
ε

⇒ ∆rS
0
φ = ∆rS

0
ε −∆rS

0
δ = ∆rS

0
ε −

L12

T12

⇒ pφ = pε +
L12

T12
> pε

car la chaleur latente L12 est positive (il s’agit de l’enthalpie standard de la
réaction Ca(sol) ⇌ Ca(liq) ou de la réaction Ca(liq) ⇌ Ca(gaz)). Il s’ensuit que
la pente du segment ∆rG

0(T ) est supérieure aux températures les plus élevées.

3. Les solides CaO(sol) et CaCO3(sol) ne peuvent coexister que si la réaction d’équa-
tion :

CaO(sol) + CO2(gaz) ⇌ CaCO3(sol) (réaction λ)

atteint un état d’équilibre. Or, l’enthalpie libre standard de cette réaction peut se
déterminer en fonction des enthalpies libres standard de formation :

∆rG
0
λ = ∆fG

0 (CaCO3)−∆fG
0 (CaO)−∆fG

0 (CO2)

= ∆rG
0
γ −∆rG

0
β −∆rG

0
α
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La courbe ∆rG
0
λ(T ) se déduit alors des trois autres :

T (K)600 1000
1400 1800

∆rG
0 (kJ.mol-1)

-400

-800

-1200

CaO(sol)

CaCO3(sol)

CO2(gaz)

-100

100

(α)
(β)

(γ)

(λ)

En outre, l’affinité chimique de la réaction (λ) vaut :

Aλ(T ) = A0
λ(T )−RT lnQ

où A0
λ(T ) = −∆rG

0
λ(T ) et où le quotient de réaction est défini par :

Q =
P0

PCO2

⇒ Aλ(T ) = −∆rG
0
λ(T ) +RT ln

(
PCO2

P0

)

Ainsi, dans un milieu où PCO2
= P0 = 1 bar, Aλ(T ) s’identifie à −∆rG

0
λ(T ),

tandis que l’équilibre entre CaO(sol) et CaCO3(sol) est atteint lorsque Aλ(T ) = 0,
c’est-à-dire lorsque ∆rG

0
λ(T ) = 0. Le diagramme précédent montre que cette si-

tuation se présente pour T ≃ 1 350 K .

4. Le diagramme ci-dessus révèle qu’en choisissant T > 1 350 K, ∆rG
0
λ(T ) est po-

sitif, de sorte que −∆rG
0
λ(T ) < 0. En outre, à la pression atmosphérique, CO2

représente moins de 1% de l’air, de manière à ce que PCO2
≪ P0 = 1 bar. Il s’en-

suit que :

Aλ(T ) = −∆rG
0
λ(T ) +RT ln

(
PCO2

P0

)

< 0

ce qui montre que la réaction (λ) est déplacée vers la formation de CaO (c’est-à-
dire de la chaux). Ce déplacement est d’autant plus marqué que T est grand, aussi
le choix de 1 500 K est-il le fruit d’un compromis entre le rendement chimique et
le coût que représente l’augmentation de la température.

• 232 Lycée Charlemagne, Paris

1. Le trioxyde de chrome (VI)

(a) La réaction, d’équation :

4CrO3(sol) ⇌ 2Cr2O3(sol) + 3O2(gaz) (équation E)
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a pour enthalpie standard :

∆rH
0 = 2∆fH

0
[
Cr2O3(sol)

]
+ 3∆fH

0
[
O2(gaz)

]
− 4∆fH

0
[
CrO3(sol)

]

= −2× 1 140 + 4× 590 = 80 kJ · mol−1

et pour entropie standard :

∆rS
0 = 2S0

[
Cr2O3(sol)

]
+ 3S0

[
O2(gaz)

]
− 4S0

[
CrO3(sol)

]

= 2× 81 + 3× 205− 4× 73 = 485 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, son enthalpie libre standard vaut :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0 = 80.103 − 485× T (en J · mol−1)

et, notamment, à 300 K :

∆rG
0
300 = 80.103 − 485× 300 = −65,5 kJ · mol−1

(b) Le quotient de réaction associé à (E) : Q =

(
PO2

P0

)3

conduit à l’expression de

son affinité chimique :

A(T ) = −∆rG
0(T )−RT

(
PO2

P0

)3

où
PO2

P0
= 0,2

= −∆rG
0(T )− 3RT ln 0,2

En l’occurence :

A300 = 65,5.103 + 3× 4.103 = 77,5.103 J · K−1 · mol−1

⇒ A300 > 0

Le signe de A300 montre que (E) est déplacé vers la formation de Cr2O3, tant
que PO2

ne varie pas (ce qui est le cas dans l’air). Par conséquent :

CrO3 est instable à 300 K

ce qui signifie qu’un cristal de trioxyde de chrome laissé à l’air ambiant est sus-
ceptible de se transformer complètement en Cr2O3, avec toutefois une cinétique
qui n’est pas indiquée dans l’énoncé.

(c) L’expression trouvée pour A(T ) conduit à :

dA
dT

= − d∆rG
0

dT
− 3R ln

(
PO2

P0

)

où ∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0

= ∆rS
0 − 3R ln

(
PO2

P0

)

= 485− 3× 8,31× ln(0,2)

⇒ dA
dT

= 525,1 > 0

Cette relation prouve que A(T ) est une fonction croissante de T , ce qui se
traduit par :

∀T > 300 K, A(T ) > A300 > 0
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c’est-à-dire que l’instabilité de CrO3(sol) demeure, voire s’accentue, lorsque
T > 300 K.

2. Étude de la réduction de Cr2O3 par Al
(a) Associée à une mole de dioxygène, la formation des oxydes de chrome ou d’alu-

minium s’écrit :
4

3
Cr + O2 ⇌

2

3
Cr2O3 (équation E1)

4

3
Al + O2 ⇌

2

3
Al2O3 (équation E2)

(b) Aux points A, B et C, les courbes ∆rG
0(T ) changent de pente ; des hange-

ments d’état s’y produisent, que l’on peut identifier à l’aide des températures
de fusion et de vaporisation fournies par l’énoncé :

T (K)0
500 1000 250020001500

Al(sol) Al(liq)

Cr(sol) Cr(liq)

Cr2O3(sol)

Al2O3(sol) Al2O3(liq)

TA TCTB

Ce diagramme permet d’isoler les phénomènes qui se produisent aux points A,
B et C :

• en B, fusion de l’aluminium : Al(sol) ⇌ Al(liq) (équation E3) ;

• en C, fusion de l’alumine : Al2O3(sol) ⇌ Al2O3(liq) ;

• en A, fusion du chrome : Cr(sol) ⇌ Cr(liq).

Ainsi, au point B s’observe la fusion de l’aluminium, de sorte que :

• pour T < TB , l’équation (E2) s’écrit :

4

3
Al(sol) + O2 ⇌

2

3
Al2O3(sol) (équation Eα)

d’entropie standard :

∆rS
0
α =

2

3
S0
[
Al2O3(sol)

]
− S0 [O2]−

4

3
S0
[
Al(sol)

]

• pour T > TB , l’équation (E2) devient :

4

3
Al(liq) + O2 ⇌

2

3
Al2O3(sol) (équation Eβ)

dont l’entropie standard vaut :

∆rS
0
β =

2

3
S0
[
Al2O3(sol)

]
− S0 [O2]−

4

3
S0
[
Al(liq)

]
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On remarque alors que :

∆rS
0
α −∆rS

0
β =

4

3

{
S0
[
Al(sol)

]
− S0

[
Al(liq)

]}
> 0

car la phase solide est plus structurée que la phase liquide ce qui a pour consé-
quence :

S0
[
Al(sol)

]
< S0

[
Al(liq)

]

Or, la courbe ∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0 a pour pente p = −∆rS

0, ce
qui conduit à :

pβ − pα = −∆rS
0
β +∆rS

0
α > 0 ⇒ pβ > pα (76)

(c) Le segment NB, représentatif de l’équation (Eα) :

4

3
Al(sol) + O2 ⇌

2

3
Al2O3(sol)

est décrit par la fonction :

∆rG
0
α(T ) = ∆rH

0
α − T ×∆rS

0
α

dont la pente vaut :

pα =
d∆rG

0
α

dT
= −∆rS

0
α

= −2

3
S0
[
Al2O3(sol)

]
+ S0 [O2] +

4

3
S0
[
Al(sol)

]

= −2

3
× 51 + 205 +

4

3
× 27

⇒ pα =
d∆rG

0
α

dT
= 207 J · K−1 · mol−1

Quant au segment de droite BC, relatif à l’équation (Eβ) :

4

3
Al(liq) + O2 ⇌

2

3
Al2O3(sol)

il est décrit par l’équation : ∆rG
0
β = ∆rH

0
β − T ×∆rS

0
β en conséquence de

quoi sa pente vaut :

pβ =
d∆rG

0
β

dT
= −∆rS

0
β

On remarque, du reste, que les équations (Eα), (Eβ) et (E3) sont linéairement
dépendantes :

4
3 (E3) 4

3 Al(sol) ⇌
4
3 Al(liq)

(Eβ) 4
3 Al(liq) + O2 ⇌

2
3 Al2O3(sol)

(Eα) 4
3 Al(sol) + O2 ⇌

2
3 Al2O3(sol)



Oxydo-réduction 1377

Aussi, de l’équation :
4

3
(E3) + (Eβ) = (Eα), il découle que :

∆rS
0
β = ∆rS

0
α − 4

3
∆rS

0
3

= −pα − 4

3
× ∆fusH

0(Al)
Tfus(Al)

= −207− 4

3
× 10.103

933
= −221,3 J · K−1 · mol−1

d’où il ressort que le segment BC a pour pente :

pβ = −∆rS
0
β = 221,3 J · K−1 · mol−1

Remarque – La comparaison des deux valeurs numériques obtenues pour pα
et pβ confirment le résultat (76) :

pβ > pβ

Étude de la réaction de réduction

(d) La réduction d’une mole de Cr2O3 par Al s’écrit, à 300 K :

Cr2O3(sol) + 2Al(sol) ⇌ Al2O3(sol) + 2Cr(sol) (équation E4)

car, à cette température, toutes les espèces sont solides.

(e) Notons ∆rG
0
1(T ) et ∆rG

0
2(T ) les expressions de l’enthalpie libre standard des

réactions (E1) et (E2) :

4

3
Cr + O2 ⇌

2

3
Cr2O3 (équation E1)

4

3
Al + O2 ⇌

2

3
Al2O3 (équation E2)

T (K)0
500

-1000

1000 2500

-500

2000

∆rG
0 (kJ.mol-1)

1500

A

C

B
N

Al2O3

Cr2O3

Al

Cr

∆rG
0
1

∆rG
0
2

Les équations (E1), (E2) et (E4) apparaissent alors comme linéairement dépen-
dantes :
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(E1) 4
3 Cr + O2 ⇌

2
3 Cr2O3

2
3 (E4) 2

3 Cr2O3 +
4
3 Al ⇌

2
3 Al2O3 +

4
3 Cr

(E2) 4
3 Al + O2 ⇌

2
3 Al2O3

Ainsi, la relation : (E2) =
2

3
(E4)+ (E1) indique comment sont liées les enthal-

pies libres standard :

∆rG
0
2 =

2

3
∆rG

0
4 +∆rG

0
1 ⇒ ∆rG

0
4 =

3

2
×
(
∆rG

0
2 −∆rG

0
1

)

et conduit donc à l’expression de l’affinité chimique standard de la réaction
(E4) :

A0
4 = −∆rG

0
4 =

3

2
×
(
∆rG

0
1 −∆rG

0
2

)

dont le quotient de réaction vaut :

Q =
aAl2O3

× a2Cr

aCr2O3
× a2Al

= 1

car, les solides étant non miscibles, leurs activités ai valent 1. Par suite, la réac-
tion (E4) a pour affinité chimique :

A4 = A0
4 −RT lnQ⇒ A4 =

3

2
×
(
∆rG

0
1 −∆rG

0
2

)
> 0

puisque le diagramme d’Ellingham précédent révèle que ∆rG
0
1(T ) > ∆rG

0
2(T )

pour toute température T . La réaction (E4) est donc totalement déplacée vers
la formation de Al2O3 et de Cr, ce qui signifie aussi que la réduction de Cr2O3

par Al est thermodynamiquement possible à toute température.

Remarque – Cette conclusion pouvait découler directement du diagramme
d’Ellingham des systèmes Cr/Cr2O3 et Al/Al2O3 : les domaines d’existence
de Al et de Cr2O3 étant disjoints à toute température, la réaction :

Cr2O3 + 2Al → Al2O3 + 2Cr

est totalement déplacée vers la réduction de Cr2O3 en Cr.

• 233 Concours Commun Polytechnique

1. L’approximation d’Ellingham consiste à considérer que l’enthalpie standard ∆rH
0

et l’entopie standard ∆rS
0 d’une réaction (E) sont indépendantes de la tempéra-

ture T . Ce faisant, la représentation graphique de l’enthalpie libre standard de (E) :
∆rG

0(T ) = ∆rH
0 − T ×∆rS

0 est un segment de droite.

2. Considérons les équilibres suivants :

• C + O2 ⇌ CO2, dont ∆rH
0 et ∆rS

0 valent :

∆rH
0
I = ∆fH

0 (CO2) = −390 kJ · mol−1

et :

∆rS
0
I = S0 (CO2)−S0 (C)−S0 (O2) = 210−6−205 = −1 J ·K−1 ·mol−1



Oxydo-réduction 1379

La droite d’Ellingham correspondante a pour équation :

∆rG
0
I (T ) = −390.103 + T pour C + O2 ⇌ CO2

• 2C + O2 ⇌ 2CO, tel que :

∆rS
0
II = 2∆fH

0 (CO) = −220 kJ · mol−1

et :

∆rS
0
II = 2S0 (CO)− 2S0 (C)− S0 (O2)

= 2× 200− 2× 6− 205 = 183 J · K−1 · mol−1

de sorte que la droite d’Ellingham a pour équation :

∆rG
0
II(T ) = −220.103 − 183× T pour 2C + O2 ⇌ 2CO

• 2CO + O2 ⇌ 2CO2, d’entropie et d’enthalpie standard :

∆rH
0
III = 2∆fH

0 (CO2)−2∆fH
0 (CO) = −2×390+2×110 = −560 kJ·mol−1

et :

∆rS
0
III = 2S0 (CO2)− S0 (O2)− 2S0 (CO)

= 2× 210− 205− 2× 200 = −185 kJ · mol−1

d’où l’on déduit que :

∆rG
0
III(T ) = −560.103 + 185× T pour 2CO + O2 ⇌ 2CO2

Les droites d’Ellingham précédentes on des pentes de signe différents, ce qui per-
met une distinction rapide des courbes fournies par l’énoncé :

T 

∆rG
0

CO

CO2

C

C

C

C

CO

CO

CO

CO2

CO2

CO2

(1)

(3)

(2)

• Le couple CO2/C présente une droite d’Ellingham de pente négligeable, de
même que la courbe (2).

• Le couple CO/C, dont le diagramme d’Ellingham présente une pente
−∆rS

0
II < 0, est représenté par la courbe (3).

• Le couple CO2/CO est représenté, dans le diagramme d’Ellingham, par la
courbe (1) dont la pente positive est la seule compatible avec le coefficient
directeur −∆rS

0
III = 185 > 0 de ∆rG

0
III(T ).

Remarque – Si l’on s’en tenait aux simples signes de ∆rS
0 pour répondre à cette

question, il suffirait d’évaluer la somme ∆νg des coefficients stœchiométriques al-
gébriques des espèces gazeuses qui interviennent dans les équations-bilan :
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• C(sol) + O2(gaz) ⇌ CO2(gaz) ⇒ ∆νg = 0, ce qui signifie que ∆rS
0
I est nul

(car ∆rS
0 présente le même signe que ∆νg) ; la courbe (2) convient au couple

CO2/CO.

• 2C(sol) + O2(gaz) ⇌ 2CO(gaz) ⇒ ∆νg = 2 − 1 = +1. Le signe de ∆rS
0
II

est alors positif, tandis que la courbe (3) est la seule à présenter une pente
négative, c’est-à-dire de même signe que −∆rS

0
II.

• 2CO(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2CO2(gaz) ⇒ ∆νg = 2 − 2 − 1 = −1 montre
que la droite d’Ellingham du couple CO/CO2 est celle de pente positive, car
∆rS

0
III < 0 ⇒ −∆rS

0
III > 0.

Ayant identifié les courbes (1), (2) et (3), nous remarquons que les domaines
d’existence ou de prédominance de CO sont disjoints pour une température
T < T1, telle que :

∆rG
0
II(T1) = ∆rG

0
III(T1) ⇒ −220.103 − 183× T1 = −560.103 + 185× T1

⇒ T1 =
560.103 − 220.103

185 + 183
⇒ T1 = 924 K

De ce fait, pour T < T1, CO n’est pas stable et seul le couple CO2/CO (courbe
2) peut rendre compte des domaines de prédominance du carbone et de CO2. En
revanche, pour T > T1, la prédominance de CO est assurée entre les courbes (1) et
(3), ce qui fournit le diagramme d’Ellingham suivant :

T (K)

-100

200

-200

-800

1000

-700

0

-400

-500

-600

-300

∆rG
0 (kJ.mol-1)

2000

(3)

(1)

C

(2) CO

CO2

T1 = 924

3. Dans l’intervalle d’étude : T ∈ [0, 2 000 K], le silicium est susceptible d’un chan-
gement d’état, dont il faut tenir compte dans son diagramme d’Ellingham :

• Pour T < Tfus, l’oxydation du silicium est correctement décrite par l’équation :

Si(sol) + O2(gaz) ⇌ SiO2(sol) (Eα)

dont l’enthalpie standard vaut :

∆rH
0
α = ∆fH

0
(
SiO2(sol)

)
−∆fH

0
(
Si(sol)

)
−∆fH

0
(
O2(gaz)

)

= −910.103 J · mol−1



Oxydo-réduction 1381

et l’entropie standard prend la valeur :

∆rS
0
α = S0

(
SiO2(sol)

)
− S0

(
Si(sol)

)
− S0

(
O2(gaz)

)

= 40− 19− 205 = −184 J · K−1 · mol−1

C’est pourquoi son enthalpie libre standard est donnée par :

∆rG
0
α(T ) = ∆rH

0
α − T ×∆rS

0
α = −910.103 + 184× T

• Dès que T > Tfus = 1683 K, l’oxydation de Si est décrite par l’équation-bilan :

Si(liq) + O2(gaz) ⇌ SiO2(sol) (Eβ)

dont l’enthalpie standard ∆rH
0
β et l’entropie standard ∆rS

0
β doivent être dé-

terminées. Dans ce but, l’énoncé donne l’enthalpie standard ∆fusH
0 = ∆rH

0
γ

de la réaction de fusion du silicium :

Si(sol) ⇌ Si(liq) (Eγ)

En remarquant que la somme des équations (Eβ) et (Eγ) donne l’équation (Eα) :

Si(liq) + O2(gaz) ⇌ SiO2(sol) (Eβ)

Si(sol) ⇌ Si(liq) (Eγ)

Si(sol) + O2(gaz) ⇌ SiO2(sol) (Eα)
on peut conlure que :

∆rH
0
β +∆fusH

0 = ∆rH
0
α ⇒ ∆rH

0
β = ∆rH

0
α −∆0

fus = −910.103 − 46.103

⇒ ∆rH
0
β = −956.103 J · mol−1

et que :
∆rS

0
β +∆rS

0
γ = ∆rS

0
α ⇒ ∆rS

0
β = ∆rS

0
α −∆rS

0
γ

avec :

∆rS
0
γ =

∆fusH
0

Tfus
⇒ ∆rS

0
β = −184− 46.103

1 683
= −211,3 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, l’enthalpie libre standard d’oxydation du silicium est donnée
par :

∆rG
0
β(T ) = ∆rH

0
β − T ×∆rS

0
β = −956.103 + 211,3× T

Remarque – On peut vérifier que :
{

∆rG
0
α(Tfus) = −910.103 + 184× 1 683 = −600 kJ · mol−1

∆rG
0
β(Tfus) = −956.103 + 211,3× 1 683 = −600 kJ · mol−1

assure la continuité de ∆rG
0(T ) pour le système SiO2/Si.

La courbe ∆rG
0(T ) pour ce système est représentée par la courbe (4) sur le dia-

gramme d’Ellingham :
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(2)

T (K)

-100

200

-200

-800

1000

-700

0

-400

-500

-600

-300

∆rG
0 (kJ.mol-1)

2000

(3)

(1)

(4)
C

CO

CO2

SiO2

Si(sol)

Si (liq)

Ti = 1867 K

I

SiO2

C

4. Le diagramme d’Ellingham précédent montre que, pour obtenir du silicium à partir
de SiO2 et d’un réducteur Red, il faut que les domaines d’existence (ou de pré-
dominance) de SiO2 et de Red soient disjoints (de manière à ce que Red et SiO2

puissent réagir). Ces domaines (grisés sur le diagramme ci-dessus) apparaissent à
partir de la température Ti du point d’intersection I des courbes (3) et (4) :

∆rG
0
β(T ) > ∆rG

0
II(T ) ⇒ −956.103 + 211,3× T > −220.103 − 183× T

⇒ T >
956.103 − 220.103

211,3 + 183
= 1 867 K

Dans ce domaine de température, le silicium obtenu est alors liquide.

• 234 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

1. Diagramme d’Ellingham

(a) Soit une réaction d’oxydation d’une entité X en son oxyde (noté XO pour sim-
plifier), dont l’équation :

αX + O2 ⇌ β XO (77)

présente O2 avec un coefficient stœchiométrique égal à 1.

On note Q son quotient de réaction et ∆rG
0(T ) son enthalpie libre standard,

telle que :

∆rG
0(T ) = −RT lnQe

lorsque, l’équilibre étant réalisé, Q adopte la valeur Qe.
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Le diagramme d’Ellingham du système XO/X
consiste à représenter la courbe −RT lnQ en
fonction de T ; la courbe (D), d’équation :
∆rG

0(T ) = −RT lnQe, représente les points
M pour lesquels l’équilibre (77) est atteint.
L’approximation d’Ellingham consiste à ad-
mettre que l’enthalpie standard ∆rH

0 et l’en-
tropie standard ∆rS

0 de la réaction (77) sont
indépendantes de la température.

T 

∆rG
0(T) 

X
XO

 -RT lnQ

M 

(D)

Dans le cadre de cette approximation, l’ensemble (D) des points caractéris-
tiques de l’équilibre entre X et XO est un segment de droite d’équation :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0

(b) Sur le segment proposé par l’énoncé, le point A est relatif au système
Al2O3/Al ; la discontinuité de la pente qui est observée en ce point traduit
alors une discontinuité de ∆rS

0, consécutive à un changement d’état. Celui-ci
pourrait concerner Al ou Al2O3, mais l’énoncé ne mentionne que l’aluminium
dans deux états physiques. C’est pourquoi, en notant TA la température T au
point A, il convient de distinguer deux situations :

• Si T < TA, l’aluminium se présente sous forme solide, de sorte que son
oxydation est décrite par l’équation :

4

3
Al(sol) + O2(gaz) ⇌

2

3
Al2O3(sol)

dont l’enthapie standard vaut :

∆rH
0
1 =

2

3
∆fH

0
[
Al2O3(sol)

]
− 4

3
∆fH

0
[
Al(sol)

]
−∆fH

0 [O2]

= −2

3
× 1 680 = −1 120 kJ · mol−1

et l’entropie standard vaut :

∆rS
0
1 =

2

3
S0
[
Al2O3(sol)

]
− 4

3
S0
[
Al(sol)

]
− S0 [O2]

=
2

3
× 50,9− 4

3
× 28,3− 205 = −208,8 J · K−1 · mol−1

Aussi, l’enthalpie libre standard de cette réaction d’oxydation a pour ex-
pression :

∆rG
0
1(T ) = −1 120.103 + 208,8× T (en J · mol−1)

• Lorsque T > TA, l’aluminium liquide participe à la réaction d’oxydation :

4

3
Al(liq) + O2(gaz) ⇌

2

3
Al2O3(sol)

d’enthalpie standard :

∆rH
0
2 =

2

3
∆fH

0
[
Al2O3(sol)

]
− 4

3
∆fH

0
[
Al(liq)

]
− S0 [O2]

= −2

3
× 1 680− 4

3
× 10,6 = −1 134 kJ · mol−1
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et d’entropie standard :

∆rS
0
2 =

2

3
S0
[
Al2O3(sol)

]
− 4

3
S0
[
Al(liq)

]
− S0 [O2]

=
2

3
× 50,9− 4

3
× 39,6− 205 = −223,9 J · K−1 · mol−1

son enthalpie libre standard vaut donc :

∆rG
0
2(T ) = −1 134.103 + 223,9× T (en J · mol−1)

Le diagramme d’Ellingham fourni par l’énoncé confirme la continuité de la
fonction ∆rG

0(T ) en T = TA, ce qui se traduit par :

∆rG
0
1(TA) = ∆rG

0
2(TA)

⇒ −1 120.103 + 208,8× TA = −1 134.103 + 223,9× TA

⇒ TA =
1134.103 − 1 120.103

223,9− 208,8
= 927 K

Remarque – Il est facile de contrôle la compatibilité de cette valeur avec celle
déductible du diagramme d’Ellingham.

(c) Le système C/CO est caractérisé par l’équation-bilan d’oxydation :

2C(sol) + O2(gaz) ⇌ 2CO(gaz) (équation E3)

dont les coefficients stœchiométriques affectés aux espèces gazeuses varie de :

∆νg = 2− 1 = 1

Ainsi, l’entropie standard ∆rS
0
3 de cette réaction ayant le même signe que

∆νg , nous savons que :

∆rS
0
3 > 0 ⇒ ∆rS

0
3 =

∣
∣∆rS

0
3

∣
∣

Par suite, la courbe (3), décrite analytiquement par l’expression :

∆rG
0
3(T ) = ∆rH

0
3 − T ×

∣
∣∆rS

0
3

∣
∣

présente une pente
d∆rG

0
3

dT
= −

∣
∣∆rS

0
3

∣
∣ < 0.

2. Exploitation du diagramme

(a) Réduction de l’oxyde par le carbone

Représentons, sur le diagramme d’Ellingham, les domaines de prédominance
(ou d’existence) de Al, Nb, C et leurs oxydes :
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T (K)300 500 1100 1700

k
J
.m

ol
-1

-700

-900

-1100

-500

-300

(1)

700 900 1300 1500 1900

-600

-800

-1000

-400

-200

-1200

(3)

(2)
A

CO
C

Nb
Nb2O5

Al2O3

Al

B Nb2O5

C

Ce faisant, la réduction de Nb2O5 par C peut être prévue : cette réaction se pro-
duit dans une gamme de température pour laquelle les domaines d’eixtence (ou
de prédominence) de Nb2O5 et de C sont disjoints. Le diagramme montre que
cette réaction se produit à partir de la température TB ≃ 1 500 K du point d’in-
tersection B des courbes (1) et (3) ; les espèces Nb et CO sont alors obtenues :

pour T > 1 500 K : Nb2O5 + 5C ⇌ 5CO + 2Nb (équation E4)

Rappelons que la courbe (1), relative à la réaction d’équation :

4

5
Nb + O2 ⇌

2

5
Nb2O5 (équation E5)

présente une enthalpie libre standard qui fait intervenir l’enthalpie standard
∆rH

0
5 :

∆rG
0
5(T ) = ∆rH

0
5 − T ×∆rS

0
5

Or, en remarquant que les réactions (E3), (E4) et (E5) sont linéairement dépen-
dantes :

2
5 (E4) 2

5 Nb2O5 + 2C ⇌ 2CO + 4
5 Nb

(E5) 4
5 Nb + O2 ⇌

2
5 Nb2O5

(E3) 2C + O2 ⇌ 2CO

il ressort que :

2

5
∆rH

0
4 +∆rH

0
5 = ∆rH

0
3 ⇒ ∆rH

0
4 =

5

2
×
(
∆rH

0
3 −∆rH

0
5

)

où ∆rH
0
3 représente l’ordonnée à l’origine de la courbe (3) et ∆rH

0
5 celle de la

courbe (1). Le diagramme d’Ellingham suggène alors que ∆rH
0
3 est supérieur

à ∆rH
0
5 , d’où il découle que :

∆rH
0
4 > 0

c’est-à-dire que :

la réaction d’équation (E4) est endothermique.

En conséquence, la réduction de Nb2O5 par C ne pourra pas s’auto-entretenir :
pour se produire, elle consomme de la chaleur, ce qui provoquera une diminu-
tion de la température du milieu ambiant, pouvant atteindre la température TB
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en dessous de laquelle cette réaction n’est plus possible. En outre, la nature en-
dothermique de cette réaction lui interdit de produire l’énergie nécessaire à son
déroulement.

(b) Le diagramme d’Ellingham reproduit ci-avant permet, de surcroît, de prévoir la
réduction possible de Nb2O5 par Al : les domaines d’existence de ces espèces
étant disjoints à toute température, leur réaction est totale et produit Al2O3 ainsi
que Nb (dont les domaines d’existence sont communs) selon l’équation :

Nb2O5 +
10

3
Al → 5

3
Al2O3 + 2Nb

• 235 Concours Commun Polytechnique

1. La fusion du thallium, qui se produit à la température Tfus = 577 K, est décrite par
l’équation :

Tl(sol) ⇌ Tl(liq) (équation Eγ)

dont l’enthalpie standard vaut :

∆rH
0
γ = ∆fusH

0 = 4 kJ · mol−1

et dont l’entropie standard vaut :

∆rS
0
γ =

∆fusH
0

Tfus
=

4.103

577
⇒ ∆rS

0
γ = 6,93 ≃ 7 J · K−1 · mol−1

De ces valeurs découle l’expression de l’enthalpie libre standard de fusion du thal-
lium (dans le cadre de l’approximation d’Ellingham) :

∆rG
0
γ = ∆rH

0
γ − T ×∆rS

0
γ = 4.103 − 7× T (en J · mol−1)

2. L’oxydation du thallium par le dioxygène est décrite par l’équation-bilan :

4Tl + O2(gaz) ⇌ 2Tl2O(sol) (E1)

3. L’approximation d’Ellingham consiste à négliger l’influence de la température T
sur l’enthalpie standard ∆rH

0 et sur l’entropie standard d’une réaction (E). Ce
faisant, l’enthalpie libre standard ∆rG

0 de (E) dépend de manière affine de la
température :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0

4. Étant donné la fusion du thallium qui se produit à Tfus = 577 K, l’écriture de
l’équation (E1) requiert la distinction de deux cas :

• Si T < 577 K, le thallium est solide, de sorte que l’équation (E1) s’écrit :

4Tl(sol) + O2(gaz) ⇌ 2Tl2O(sol) (équation Eα)

L’enthalpie standard de cette réaction vaut :

∆rH
0
α = 2∆fH

0
[
Tl2O(sol)

]
− 4∆fH

0
[
Tl(sol)

]
−∆fH

0
[
O2(gaz)

]

= −2× 180 = −360 kJ · mol−1
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et son entropie standard vaut :

∆rS
0
α = 2S0

[
Tl2O(sol)

]
− 4S0

[
Tl(sol)

]
− S0

[
O2(gaz)

]

= 2× 125− 4× 65− 206 = −216 J · K−1 · mol−1

Par suite :

∆rG
0
1(T < 577 K) = ∆rG

0
α = −360.103 + 216× T (en J · mol−1)

• Si T > 577 K, le thallium étant liquide, l’équation (E1) devient :

4Tl(liq) + O2(gaz) ⇌ 2Tl2O(sol) (équation Eβ)

Étant donné que les équations (Eα), (Eβ) et (Eγ) sont linéairement dépen-
dantes :

(Eβ) 4Tl(liq) + O2(gaz) ⇌ 2Tl2O(sol)

4 (Eγ) 4Tl(sol) ⇌ 4Tl(liq)

(Eα) 4Tl(sol) + O2(gaz) ⇌ 2Tl2O(sol)

l’enthalpie libre standard ∆rG
0
β vérifie :

∆rG
0
α = ∆rG

0
β + 4∆rG

0
γ ⇒ ∆rG

0
β = ∆rG

0
α − 4∆rG

0
γ

⇒ ∆rG
0
β =

(
−360.103 + 216× T

)
− 4×

(
4.103 − 7× T

)

⇒ ∆rG
0
1(T > 577 K) = ∆rG

0
β = −376.103 + 244× T (en J · mol−1)

Ces expressions permettent le calcul de :
{

∆rG
0
α(300 K) = −295 kJ · mol−1

∆rG
0
α(577 K) = −235 kJ · mol−1

et

{
∆rG

0
β(577 K) = −235 kJ · mol−1

∆rG
0
β(1 500 K) = −10 kJ · mol−1 (78)

ce qui confirme la continuité de la courbe ∆rG
0
1(T ) en T = 577 K.

5. Soient ∆rG
0
1(T ) l’enthalpie libre standard de la réaction (E1) et Q son quotient de

réaction. Son affinité chimique vaut alors :

A1 = −∆rG
0
1(T )−RT lnQ = −∆rG

0
1(T ) +RT

[
P (T )

P0

]

(79)

où P (T ) désigne la pression partielle de O2. Notamment, lorsque l’équillibre (E1)
est établi, la pression P (T ) (alors appelée pression de corrosion) prend une valeur
Pe(T ) qui annule A1(T ) :

−∆rG
0
1(T ) +RT ln

[
Pe(T )

P0

]

= 0 ⇒ Pe(T ) = P0 exp

[
∆rG

0
1(T )

RT

]

Compte tenu des expresions de ∆rG
0
1(T ), on obtient alors :

Pe(300 K) = P0 × exp

[
∆rG

0
α(300 K)

RT

]

= 105 × exp

(

−295.103

8× 300

)

⇒ Pe(300 K) = 4,1.10−49 Pa
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et :

Pe(1 500 K) = P0 × exp

[

∆rG
0
β(1 500 K)

RT

]

= 105 × exp

(

− 104

8× 1 500

)

⇒ Pe(1 500 K) = 43 460 Pa

La relation entre Pe(T ) et ∆rG
0
1(T ) permet d’écrire l’identité (79) sous la forme

suivante :

A1(T ) = −RT
[
Pe(T )

P0

]

+RT ln

[
P (T )

P0

]

= RT

[
P (T )

Pe(T )

]

Ce résultat montre que :
• lorsque P (T ) > Pe(T ), A1(T ) > 0 signifie que la réaction (E1) est totalement

déplacée vers la formation de Tl2O qui devient la forme stable du thallium ;
• en revanche, P (T ) < Pe(T ) affecte à A1(T ) un signe négatif qui se traduit par

un déplacement de la réaction (E1) vers la formation totale de Tl qui est alors
la forme stable du thallium.

Ces arguments conduisent par conséquent à conclure que :

pour une pression P (T ) = 21 300 Pa telle que :

P (300 K)
︸ ︷︷ ︸

21 300 Pa

> Pe(300 K)
︸ ︷︷ ︸

4,1.10−49 Pa

et P (1 500 K)
︸ ︷︷ ︸

21 300 Pa

< Pe(1 500 K)
︸ ︷︷ ︸

43 460 Pa

l’oxyde de thallium Tl2O est stable à 300 K tandis qu’à 1 500 K, le tal-
lium liquide Tl(liq) est stable.

6. Étant donné que :

∆rG
0
2(T ) = −312 + 0,192× T ⇒

{
∆rG

0
2(300 K) = −254 kJ · mol−1

∆rG
0
2(1 350 K) = −53 kJ · mol−1

et compte tenu des valeurs (78) de ∆rG
0
1(T ), le diagramme d’Ellingham des

couples CuO(sol)/Cu(sol) et Tl2O/Tl prend l’allure suivante :

T (K)

-100

500

-200

1000
0

-300

∆rG
0 (kJ.mol-1)

1500

(2)

(α)

Tl (sol)

CuO

Tl2O

Tl (liq
)

Cu
(β)
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7. Le cuivre Cu peut réduire Tl2O à condition que les domaines d’existence de ces
deux espèces soient disjoints, afin de réagir selon l’équation-bilan :

Tl2O + Cu → 2Tl + CuO

Or, le diagramme d’Ellingham ci-dessus montre que cette condition n’est respec-
tée qu’au delà d’une température voisine de 1 250 K, pour laquelle le thallium est
liquide, c’est-à-dire pour :

∆rG
0
β(T ) > ∆rG

0
2(T ) ⇒ −376.103 + 244× T > −312.103 + 192× T

⇒ T >
376.103 − 312.103

244− 192
= 1 231 K

• 236 Lycée Kléber, Strasbourg

À l’issue de la réduction des ions métalliques, la solution contient Zn, Ni et Cu amalga-
més, ainsi que H+ et H2O (les ions Cl− ne participent à aucune réaction). Pour qu’un
métal M puisse se redissoudre, il doit être oxydé :

M → M2+ + 2 e−

par un courant anodique ia > 0. Dans ce cas, il doit également se produire une réduc-
tion, à la même électrode de mercure, d’une espèce Ox :

Ox + n e− → Red

ce qui requiert le départ d’un courant ic < 0. Or, l’intensité i du courant qui cir-
cule dans le circuit coupé est nulle, ce qui signifie également que, pour un potentiel
EHg donné (celui pris par l’électrode de mercure) : |ia| = |ic|, de manière à assurer :
i = ia + ic = 0.

i

E 

M M2+

ia 

ic 

Eeq1 Eeq2 

EHg 

i

E 

M M2+

ia 

ic 

Eeq1 Eeq2 

Red Ox

Figure 1 Figure 2

Red Ox

Une réaction d’oxydo-réduction entre M et Ox ne peut donc se produire (figure 1) que
si Eeq1 < Eeq2 (Eeqi désignant le potentiel d’équilibre d’un des systèmes Ox/Red ou
M2+/M), sans quoiEHg ne peut être défini (figure 2). En l’absence de dioxygène, seuls
les ions H+ sont susceptibles de jouer le rôle de Ox :

2H+ + 2 e− → H2

C’est pourquoi les courbes intensité-potentiel des couples Zn2+/Zn, Ni2+/Ni et
Cu2+/Cu sont disposées de la manière suivante par rapport à celle du système
H+/H2 :
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i

E 

Zn Zn2+

ia 

ic 

EHg 

Ni Ni2+

Cu Cu2+
ou

H2 H+

En outre, la présence d’oxygène dans la solution assure l’existence de l’oxydant O2 du
couple O2/H2O :

O2 + 4H+ + 4 e− = 2H2O

La réactivité du cuivre dans une solution oxygénée suggère la localisation des courbes
intensité-potentiel : celle du couple Cu2+/Cu se trouve plus « à gauche » que celle de
O2/H2O, elle-même plus « à gauche » que celle de Ni2+/Ni :

i

E 

ia 

ic 

Ni Ni2+
Cu Cu2+

H2O O2

En conclusion, les courbes intensité-potentiel des différents systèmes sont disposées de
la manière suivante :

i

E 

Ni Ni2+
Cu Cu2+

H2O O2

Zn Zn2+

H+H2

• 237 Concours du CAPES

1. L’énoncé donne la composition de la solution qui subit l’électrolyse :

H+ SO2−
4 H2O Zn2+

Aussi, en l’absence de réactivité des ions sulfate, on peut attendre :
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• une oxydation de l’eau à l’anode :

2H2O → O2 + 4H+ + 4 e−

• des réductions des ions Zn2+ et H+ à la cathode :

Zn2+ + 2 e− → Zn et 2H+ + 2 e− → H2

Remarque – On peut également envisager une réaction électrochimique de l’élec-
trode de plomb :

Pb + 2H2O → PbO2 + 4H+ + 4 e−

Cependant, la couche d’oxyde de plomb isole Pb de l’eau nécessaire au déroule-
ment de cette réaction. Cette passivation est d’ailleurs confirmée par les données
numériques qui omettent toute valeur relative à l’élément plomb.
Compte tenu des surtensions aux électrodes associées aux systèmes O2/H2O,
Zn2+/Zn et H+/H2, les courbes intensité-potentiel de ces couples doivent
présenter les allures suivantes (l’échelle sur l’axe horizontal n’est pas respecté) :

i

E (V) 

H2O O2

Zn Zn2+H+H2

-0,76-1

L’emploi d’une cathode en aluminium est justifié par la grande surtension que le
système H+/H2 y présente ; le système Zn2+/Zn est situé dans le domaine d’élec-
troactivité de l’eau, auquel cas la réduction de Zn2+ est possible en milieu aqueux.

2. (a) Les courbes intensité-potentiel fournissent des informations concernant la ci-
nétique des réactions d’oxydo-réduction ; la vitesse v de ces réactions est pro-
portionnelle à l’intensité du courant ou à sa densité.

(b) Les courbes intensité-potentiel présentées ci-dessus permettent de prévoir qu’il
se produira :

• une oxydation à l’anode : 2H2O → O2 + 4H+ + 4 e−

• une réduction à la cathode : Zn2+ + 2 e− → Zn

(c) À l’anode, la réaction d’oxydation de l’eau peut se produire sans qu’il y ait
diffusion des molécules H2O qui constituent le solvant ; il n’y a pas de palier
de diffusion à l’anode.
En revanche, la cathode est le siège de la réaction électrochimique d’équation :

Zn2+ + 2 e− → Zn

dont le déroulement est limité par la diffusion des ions Zn2+ dans la solution.
Par conséquent, la courbe intensité-potentiel du système Zn2+/Zn présente un
palier de diffusion.
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(d) Compte tenu de ce qui précède, le diagramme intensité-potentiel qui décrit le
fonctionnement de la cellule électrolytique présente l’allure suivante :

i

E (V) 

H2O O2

Zn Zn2+

H+H2

-0,76-1

i1

-i1

i2

-i2

VaVc

U = Va−Vc

1,2

-icℓ

Ce diagramme montre que la réduction de Zn2+ est la seule réaction qui se
produit à la cathode, à condition que l’intensité −i1 demeure supérieure à la
valeur −icℓ du palier de diffusion. De fait, cette contrainte limite la tension que
l’on peut appliquer aux bornes des électrodes. Par exemple, si l’on applique une
tension4 U = Va − Vc supérieure à 1,2− (−1) = 2,2 V, la réduction de H+ se
produit également à la cathode. A fortiori, l’application d’une tension de 5 V est
à proscrire si l’on souhaite éviter un dégagement de dihydrogène à la cathode.

3. La production cathodique du zinc est décrite par l’équation-bilan :

Zn2+

n0
n0 − ξ

+ 2 e− → Zn
0
ξ

dont l’avancement est noté ξ. Cette équation montre que la production de
nZn = ξ moles de zinc solide s’accompagne d’un transfert de ne = 2ξ moles
d’électrons, c’est-à-dire d’une charge q = F ne = 2F ξ, apportée pendant
∆t = 24× 3 600 = 86 400 s par un courant d’intensité :

I =
q

∆t
=

2F ξ

∆t
⇒ nZn = ξ =

I∆t

2F

Ce faisant, pendant 24 h, il se dépose une masse de zinc :

mZn = M × nZn =
IM ∆t

2F =
115.103 × 65,4.10−3 × 86 400

2× 96 500

⇒ mZn = 3367 kg

sur une épaisseur h d’électrode, c’est-à-dire dans un volume V = S × h tel que :

ρ =
mZn

V
=
mZn

Sh
⇒ h =

mZn

ρS
=

3367

7,14.103 × 3,2
⇒ h = 0,15 m

4En l’absence d’indication dans l’énoncé, nous négligeons l’éventuelle surtension anodique ; si le système
O2/H2O était lent (ce qui est probable), les raisonnements ne seraient pas modifiés.
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• 238 Concours Commun Polyechnique

1. Recensons, au préalable, les espèces susceptibles de réagir à l’anode :
• le plomb peut être oxydé : Pb → Pb2+ + 2 e− mais, apparaissant comme im-

pureté dans l’électrode, sa quantité est assez faible pour que la courbe intensité-
potentiel du système Pb2+/Pb soit limitée par un palier.

• le cuivre peut également être oxydé : Cu → Cu2+ + 2 e−. Or, le cuivre
métallique compose l’électrode, en raison de quoi la courbe intensité-potentiel
monte très haut dans le diagramme ;

• l’argent pourrait être oxydé en l’absence de cuivre, dont la courbe intensité-
potentiel interdit le déroulement de la réaction Ag → Ag+ + e−.

i

EPb Pb2+

Cu Cu2+

Ag Ag+

Par conséquent, à l’anode, on observe :

• une oxydation du plomb : Pb → Pb2+ + 2 e− ;

• une oxydation du cuivre : Cu → Cu2+ + 2 e− ;

• la libération d’argent métallique Ag au fur et à mesure de la disparition
de la matrice de cuivre constituant l’électrode.

2. À la cathode peut se produire la réduction d’au moins une espèce présente dans
l’électrolyte : Pb2+, Cu2+, Ag (espèces libérées à l’anode) et H+ (dont l’énoncé
omet la courbe intensité-potentiel) :

• étant présents en grande quantité, les ions Cu2+ subissent une réduction :

Cu2+ + 2 e− → Cu

• les ions Pb2+ subissent éventuellement une réduction :

Pb2+ + 2 e− → Pb

Cette réduction est rendue possible par l’existence d’un palier de diffusion des
ions Cu2+ vers l’électrode ;

• les ions H+ contenus dans l’eau peuvent être réduits selon l’équation :
2H+ + 2 e− → H2 ; l’énoncé ne fournissant pas la courbe intensité-potentiel
de ce système, nous ignorerons cette réaction.

Ce faisant, à la cathode, le diagramme intensité-potentiel présente l’allure suivante :

i
E

Pb Pb2+

Cu Cu2+
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La réunion des deux diagrammes permet alors de comprendre le fonctionnement
de la cellule d’électrolyse :

i

E

Pb Pb2+

Cu Cu2+

u1

Pb Pb2+

Cu Cu2+

u2

-i

-i'

i'

• Si la tension u, aux bornes des électrodes, est assez faible (u1 sur le schéma),
un courant d’intensité i circule dans le circuit et l’on observe :

une réduction de Cu2+ à la cathode : Cu2+ + 2 e− → Cu

Par ce moyen, il est possible de purifier le cuivre que l’on retrouve pur à la
cathode.

• Si la tension u est assez importante (u2 sur le schéma), la cathode peut être le
siège de deux réactions de réduction :

Cu2+ + 2 e− → Cu et Pb2+ + 2 e− → Pb

Un tel dispositif permet de débarasser une pièce de cuivre de l’argent qu’elle
contient : la cathode présente la même composition que l’anode, excepté l’ar-
gent qui demeure dans l’électrolyte.

• 239 Concours Centrale

1. Les trois systèmes présentés contiennent, en commun :

• de l’eau, susceptible de subir une réduction à la cathode (c’est-à-dire pour
i < 0) :

2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− (80)

et une oxydation à l’anode (pour i > 0) :

2H2O → O2 + 4H+ + 4 e−

Les courbes intensité-potentiel associées à ces réactions électrochimiques ne
présentent aucun palier de diffusion car l’eau est le solvant. Du reste, l’absence
de dégagement gazeux à l’anode ne permettra pas de retenir cette dernière ré-
action.

• une électrode d’argent, susceptible de subir une oxydation à l’anode (i > 0) :

Ag → Ag+ + e− (81)

En outre, chacun des système étudiés contient un électrolyte spécifique :
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• Dans la première cellule, les ions Ag+ peuvent subir une réduction à la cathode
(i < 0) :

Ag+ + e− → Ag

Les réactions électrochimiques qui se produisent alors sont :

2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− à la cathode
Ag → Ag+ + e− à l’anode

Ag+ + e− → Ag à la cathode

E
0,62 V

i

Ag      Ag+

Ag      Ag+

H2      H2O

Remarque – L’absence de palier de diffusion observée à l’anode est justifiée
par la nature même de l’électrode : elle contient l’argent susceptible d’être
oxydé, sans migration des atomes dans la solution.

• La deuxième cellule contient, intialement, les espèces H2O, Ag et Cl−. Outre
les réactions décrites par les équations (80) et (81) :

2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− à la cathode
Ag → Ag+ + e− à l’anode

l’ion Cl− peut participer à une réaction d’oxydation à l’anode. Celle d’équa-
tion :

2Cl− → Cl2 + 2 e−

ne peut être retenue puisque aucun dégagement gazeux n’est observé à l’anode.
En revanche, en présence d’ions Cl−, les ions Ag+ produits à l’anode peuvent
former le précipité de AgCl, conformément à l’équation :

Ag + Cl− → AgCl + e− (à l’anode)

Ces trois réactions peuvent alors prendre place dans le diagramme intensité-
potentiel de la cellule :

E

i

Ag      Ag+

H2      H2O

Ag+Cl-       AgCl

0,38 V

• Dans la troisième cellule, les ions Br− remplacent les ions Cl−, dont l’influence
a déjà été étudiée précédemment. C’est pourquoi il se produit, dans cette cellule,
les réactions électrochimiques suivantes :
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2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− (cathode)
Ag → Ag+ + e− (anode)

Ag + Br− → AgBr + e− (anode)
E

i

Ag      Ag+

H2      H2O

Ag+Br-       AgBr

0,26 V

2. (a) Le premier diagramme révèle que le potentiel d’équilibre du couple Ag+/Ag
vaut Ee = 0,62 V. Or, pour un système rapide tel que celui étudié (aucune sur-
tension n’apparaît), ce potentiel s’identifie à celui fourni par la loi de Nernst :

Ee = E = E0(Ag+/Ag) + 0,06 log
[
Ag+

]
pour Ag+ + e− = Ag (E1)

Par conséquent :

E0(Ag+/Ag) = Ee − 0,06 log
[
Ag+

]
= 0,62− 0,06× log

(
10−3

)

⇒ E0(Ag+/Ag) = 0,80 V

(b) Pour les mêmes raisons, le potentiel d’équilibre Ee = 0,38 V s’identifie au
potentiel du couple AgCl/Ag :

Ee = E0 (AgCl/Ag)+0,06 log

(

1
[
Cl−

]

)

pour AgCl+e− = Ag+Cl− (E2)

en conséquence de quoi :

E0(AgCl/Ag) = Ee−0,06 log

(

1
[
Cl−

]

)

= 0,38−0,06×log

(
1

10−3

)

= 0,20 V

Quant à l’équilibre de précipitation de AgCl :

AgCl ⇌ Ag+ + Cl− (E3)

il est caractérisé par le produit de solubilité :

Ks =
[
Ag+

] [
Cl−

]

On peut alors remarquer que la somme des équations (E1) + (E3) conduit à :

(E1) Ag+ + e− = Ag
(E3) AgCl ⇌ Ag+ + Cl−

(E1) + (E3) AgCl + e− = Ag + Cl−

c’est-à-dire : (E1) + (E3) = (E2). Il en va donc de même des enthalpies libres
standard correspondantes :

∆rG
0
1 +∆rG

0
3 = ∆rG

0
2

⇒ −F E0(Ag+/Ag)−RT lnKs = −FE0(AgCl/Ag)

⇒ RT ln 10

F logKs = E0(AgCl/Ag)− E0(Ag+/Ag)
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Aussi, en adoptant la valeur numérique :
RT ln 10

F ≃ 0,06 V, on obtient :

logKs =
1

0,06
× (0,20− 0,80) = −10 ⇒ Ks = 10−10 pour AgCl

(c) Dans la troisième cellule, les ions Br− sont substitués aux ions Cl−, en raison
de quoi les calculs se mènent comme précédemment ; le potentiel standard du
couple AgBr/Ag vaut :

E0(AgBr/Ag) = Ee − 0,06 log

(

1
[
Cl−

]

)

= 0,26− 0,06× 3 = 0,08 V

ce qui conduit à :

logKs =
1

0,06
×
[
E0(AgBr/Ag)− E0(Ag+/Ag)

]
=

1

0,06
× (0,08− 0,8)

= −12 ⇒ Ks = 10−12 pour AgBr

• 240 Concours Commun Polytechnique

I- Étude préliminaire

1. L’énoncé fait état des couples O2/H2O, Cl2/Cl−, H+/H2 et Na+/Na, tandis que
la cellule d’électrolyse est alimentée en espèces Na+, Cl−, H2O et HO−. À l’anode
peuvent se produire des réactions d’oxydation :

• du dichlore, selon la demi-équation :

2Cl− → Cl2 + 2 e− avec E0
(
Cl2/Cl−

)
= 1,39 V

• de l’eau, dont l’énoncé donne le potentiel standard E0
1 = 1,23 V du couple

O2/H2O, associé à la demi-équation :

O2 + 4H+ + 4 e− = 2H2O (E1)

Cependant, en milieu basique, cette équation doit être remplacée par :

O2 + 2H2O + 4 e− = 4HO− (E2)

dont le potentiel standard sera noté E0
2 . En outre, l’équilibre d’autoprotolyse

de l’eau :
H2O ⇌ H+ + HO− (Ee)

est caractérisé par le produit ionique Ke = 10−14 à 25˚C, tandis que la combi-
naison linéaire des équations (E1) et (Ee) :

(E1) O2 + 4H+ + 4 e− = 2H2O
4 (Ee) 4H2O ⇌ 4H+ + 4HO−

(E1) + 4 (Ee) O2 + 2H2O + 4 e− = 4HO−

redonne l’équation (E2) : (E2) = (E1) + 4 Ee. Il en va de même des enthalpies
libres standard associées à ces réactions :

∆rG
0
2 = ∆rG

0
1 + 4∆rG

0
e
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Ainsi, en notant T = 298 K la température, R la constante molaire des gaz
parfaits et F le Faraday :

∆rG
0
2 = −4F E0

2 ∆rG
0
1 = −4F E0

1 ∆rG
0
e = −RT lnKe

C’est pourquoi :

E0
2 = E0

1 +
RT

F lnKe = E0
1 +

RT ln 10

F logKe

= 1,23− 0,06× 14 car
RT ln 10

F ≃ 0,06 V

= 0,39 V

Finalement, l’anode peut aussi être le siège d’une réaction d’oxydation :

4HO− → O2 + 2H2O + 4 e− avec E0
(
O2/HO−

)
= 0,39 V

Quant à la cathode, elle ne peut être le siège que de réactions de réduction :

• de l’élément sodium :

Na+ + e− → Na avec E0
(
Na+/Na

)
= −2,71 V

• de l’élément hydrogène contenu dans l’eau :

(E3) 2H+ + 2 e− = H2 avec E0
3 = 0,00 V

Or, en milieu basique, cette équation doit être remplacée par la combinaison
linéaire de équations (E3) et (Ee) :

(E3) 2H+ + 2 e− = H2

2 (Ee) 2H2O ⇌ 2H+ + 2HO−

(E4) = (E3) + 2 (Ee) 2H2O + 2 e− = H2 + 2HO−

De l’identité : (E4) = (E3)+2 (Ee) découle celle des enthalpies libres standard :

∆rG
0
4 = ∆rG

0
3 + 2∆rG

0
e ⇒ −2F E0

4 = −2F E0
3 − 2RT lnKe

⇒ E0
4 = E0

3 +
RT ln 10

F logKe = 0 + 0,06 log
(
10−14

)

⇒ E0
4 = −0,84 V

C’est pourquoi, à la cathode, il peut également se produire une oxydation de
l’eau :

2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− avec E0 (H2O/H2) = −0,84 V (82)

2. En l’absence de surtension, les courbes densité de courant-potentiel des couples
précédemment rencontrés couperaient l’axe des potentiels en de valeurs proches
des leurs potentiels standard :
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E (V)1 20
-1

5

-5

-2

j (kA.m-2)

O2HO−

Cl2Cl−

H2OH2
Na+Na

0,39 1,39-0,84
-2,71

Par conséquent, l’absence de surtension se traduirait par une simple électrolyse de
l’eau :

4HO− → O2 + 2H2O + 4 e− à l’anode
2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− à la cathode

II- Procédé à cellules à membranes

1. Le diagramme proposé par l’énoncé tient compte des surtensions (essentiellement
celle du couple O2/HO−) :

E (V)1 20
-1

5

-5

-2

j (kA.m-2)

O2HO−

Cl2Cl−

H2OH2

Na+Na

4

-4

Ea=1,6 V

Ec=-1,3 V

De ce fait, il apparaît que l’électrolyse produit du dichlore à l’anode et du dihydro-
gène à la cathode :

2Cl− → Cl2 + 2 e− à l’anode
2H2O + 2 e− → H2 + 2HO− à la cathode

2. À l’aide de ce diagramme, il est possible de compléter le schéma fourni par
l’énoncé :

• (2) est l’anode, qui reçoit le courant électrique délivré par le générateur ;

• (3) est la cathode, d’où part le courant électrique qui circule dans le générateur ;

• (1) est un dégagement de Cl2(gaz) produit à l’anode ;

• (4) est un dégagement gazeux de H2(gaz) produit à la cathode ;

• (7) représente les ions Cl− qui réagissent à l’anode ;
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• (5) désigne le dichlore Cl2(gaz) produit à l’anode ;

• (6) rend compte du transfert d’ions Na+, qui assure la neutralité électrique des
deux compartiments.

3. Ce diagramme montre également que, pour assurer le passage d’un courant de den-
sité j = 4 kA · m−2, l’anode est portée au potentiel Ea = 1,6 V tandis que la ca-
thode est portée au potentiel Ec = −1,3 V. Par conséquent, aux bornes de l’élec-
trolyseur règne une tension :

U1 = Ea − Ec = 2,9 V

III- Procédé à cellules à cathodes de mercure

1. Compte tenu des surtensions observées aux électrodes, il se produit une oxydation
de Cl− à l’anode :

2Cl− → Cl2 + 2 e− (anode)

et une réduction de Na+ à la cathode, avec formation d’un amalgame avec le mer-
cure :

Na+ + Hg + e− → Na(Hg) (cathode)

2. Le diagramme densité de courant-potentiel montre que, pour produire du dichlore à
l’anode, sans produire de dioxygène (4HO− → O2 + 2H2O + 4 e−), il est néces-
saire de maintenir son potentiel à une valeur inférieure à 1,7 V. À cette condition,
s’ajoute celle du rôle symétrique joué par les électrodes : si une densité de courant
j traverse l’anode, la cathode doit être traversée par un courant de densité −j :

E (V)
1 20

-1

5

-5

-2

j (kA.m-2)

O2HO−

Cl2Cl−

H+H2

Na+Na(Hg)

-3
-2,3

U=4 V
1,7

Ce diagramme montre qu’une tension de 4 V (c’est-à-dire 1,7 + 2,3 V) appliquée
aux bornes des électrodes s’accompagne du courant de densité j = 5 kA · m−2.

3. D’après l’énoncé, l’eau réagit pour se transformer en H2 et HO−, conformément à
l’équation (82) :

2H2O + 2 e− → H2 + 2HO−

tandis que le sodium amalgamé est oxydé en ions Na+ :

Na(Hg) → Na+ + e− + Hg

Il se produit alors, dans le décomposeur, une réaction d’oxydo-réduction
d’équation-bilan :
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2H2O + 2Na(Hg) → 2Na+ + 2HO− + H2 + 2Hg

4. Ces deux procédés présentent leurs propres inconvénients :

• le procédé à membrane utilise des membranes dont la fragilité accroît le coût
d’exploitation ;

• le procédé à cathode de mercure emploi du mercure qui, par sa grande toxicité,
représente un réel risque de pollution majeure. En outre, ce procédé requiert
une puissance :

P2 = u× j = 4× 5.103 = 20 kJ · m−2

tandis que le premier procédé consomme :

P1 = 2,9× 4.103 = 11,6 kJ · J−2

• 241 Concours Centrale-Supélec

1. Étude de courbes intensité-potentiel

(a) Soit un couple Ox/Red, de potentiel standard E0, dont l’équation de la réaction
à la cathode s’écrit :

Ox + n e− → Red

et celle à l’anode s’écrit :

Red → Ox + n e−

Un système électrochimique est dit rapide
en l’absence de surtension ; les courants ano-
dique et cathodique sont simultanément nuls
lorsque le potentiel E prend la valeur Ee
prévue par la loi de Nernst.

i

E 

Red Ox

Ee 

Red Ox

En revanche, un système est qualifié de lent lorqu’il existe une surtension ano-
dique ηa et une surtension cathodique ηc telles que i est nul pour un ensemble
de valeurs de E comprises entre Ee + ηa et Ee + ηc :

i

E 

Red Ox

Ee 

Red Ox

ηaηc

(b) Recensons l’ensemble des réactions életrochimiques qui peuvent se produire
lorsque les espèces H+, I−, I2 et Sn4+ sont placées en milieu aqueux ; on
confondra Ee avec E0.
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• H+ peut être réduit par un courant catho-
dique i < 0 qui s’annule pour E = 0 V
(car le système est rapide) :

2H+ + 2 e− → H2

i

E 0

H2 H+

• I− peut être oxydé par un courant ano-
dique (i > 0) dès que E > 0,62 V (le
système est rapide) :

2 I− → I2 + 2 e−

tandis que I2 peut être réduit par un
courant cathodique (i < 0) dès que
E < 0,62 V :

I2 + 2 e− → 2 I−

i

E 0 0,62 V

I2I−

I2I−

• Sn4+ ne peut être que réduit par un cou-
rant cathodique (i < 0), pour un poten-
tiel E inférieur à 0,15 V (système lent) :

Sn4+ + 2 e− → Sn2+

i

E 0
0,15 V

Sn4+Sn2+

• H2O peut être oxydé par un courant ano-
dique (i > 0) pour un potentiel E supé-
rieur à 1,23 V (le système est lent) :

2H2O → O2 + 4H+ + 4 e−

i

E 0 1,23 V

H2O O2

La synthèse de ces phénomènes aboutit à la courbe intensité-potentiel proposée
par l’énoncé :

0,15

i

E (V)
1,2

0,6
0

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

I2I−

H2O O2
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(c) L’ion Sn2+ peut être oxydé par un courant ano-
dique (i > 0) :

Sn2+ → Sn4+ + 2 e−

pour un potentiel E supérieur à 0,15 V.
Cette courbe, associé à celles illustrant les
transformations que H+, Sn4+, I− et H2O
peuvent subir :

i

E 0 0,15 V

Sn4+Sn2+

i

E 

H2 H+

E 
0,15 V

Sn4+Sn2+

i

E 0,62 V

I2I−

i

E 
1,23 V

H2O O2

conduit au diagramme i − E d’une solution aqueuse qui contient H+, Sn2+,
Sn4+ et I− :

0,15

i

E (V)
1,20,60

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

H2O O2

Sn4+Sn2+

(d) De même, les espèces H+, Sn4+, I− et H2O présentent les diagrammes sui-
vants :

i

E 

H2 H+

E 
0,15 V

Sn4+Sn2+

i

E 0,62 V

I2I−

i

E 
1,23 V

H2O O2

0 V

auquel cas une solution aqueuse qui contient H+, Sn4+, I− et H2O a pour dia-
gramme intensité-potentiel :
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0,15

i

E (V)
1,20,60

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

H2O O2

2. Titrage suivi par potentiométrie à courant nul

(a) La solution titrée contient initialement, outre les ions H+ (le pH vaut zéro), des
ions Sn2+, de concentration c0, c’est-à-dire n0 = c0 V0 moles d’ions Sn2+. En
outre, un volume V de solution titrante introduit, dans le milieu réactionnel,
n = c× V moles de I2. Ces deux réactifs sont susceptibles d’interagir confor-
mément aux deux demi-équations :

Sn2+ = Sn4+ + 2 e− (E0
1 = 0,15 V)

I2 + 2 e− = 2 I− (E0
2 = 0,62 V)

I2 + Sn2+
⇌ Sn4+ + 2 I−

d’où est issue l’équation-bilan de l’équilibre, dont la constante vaut :

K0 = 10
2

0,06×(E
0
2−E

0
1) = 1015,7 ≫ 1

La valeur de cette constante justifie que la réaction soit considérée comme to-
tale. En outre, l’équivalence est atteinte dès que :

n = n0 ⇒ c Véq = c0 V0 ⇒ c =
c0 V0
Véq

⇒ c V = c0 V0 ×
V

Véq
= c0V0 × x

Étudions alors l’évolution du potentiel du milieu réactionnel :

• Avant l’équivalence (x < 1) :

Sn2+

c0V0
c0V0 (1− x)

+ I2
x c0V0
≃ 0

⇌ Sn4+

0
x c0V0

+ 2 I−
0

2xc0V0

Aussi, la formule de Nernst appliquée au couple Sn4+/Sn2+ fournit :

E = 0,15 + 0,03 log

([
Sn4+

]

[
Sn2+

]

)
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où :






[
Sn4+

]
=
x c0 V0

V + V0

[
Sn2+

]
=
c0 V0 (1− x)

V + V0

⇒
[
Sn4+

]

[
Sn2+

] =
x

1− x

⇒ E = 0,15 + 0,03 log

(
x

1− x

)

En particulier, lorsque x = 0,5 ;

Ex=0,5 = 0,15 V

• Après l’équivalence (x > 1), le bilan de la réaction s’écrit :

Sn2+

c0V0
≃ 0

+ I2
xc0V0

(x− 1) c0V0

⇌ Sn4+

0
c0V0

+ 2 I−
0

2c0v0

de sorte que :






[I2] =
(x− 1) c0V0

V + V0

[
I−
]
=

2 c0 V0

V + V0

⇒ [I2]
[
I−
]2 =

(x− 1) (V + V0)

4 c0 V0

Ce faisant, la loi de Nernst appliquée au couple I2/I− conduit à :

E = 0,62+0,03 log

(

[I2]
[
I−
]2

)

⇒ E = 0,62 + 0,03 log

[
(x− 1) (V + V0)

4 c0 V0

]

L’ensemble de ces informations fournit l’allure de la courbe E(x) au cours du
dosage :

x

E (V)

10,50

0,15

(b) Avant l’équivalence, le milieu contient H2O, Sn2+, Sn4+, I− et H+ auquel cas
la courbe i− E qui prévaut est celle de la quesion 1.(c) :
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0,15

i

E (V)
1,20,60

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

H2O O2

Sn4+Sn2+

Ce diagramme montre que, pour un courant i nul, le potentiel n’est pas défini :
il peut varier entre 0,15 + 0,1 = 0,25 V et 0,15− 0,1 = 0,05 V, étant donné
que les surtensions sont de l’ordre de 0,1 V. L’instabilité du potentiel ne permet
donc pas d’obtenir expérimentalement la courbe E(x) dans ces conditions.

En revanche, après l’équivalence, le milieu contient les espèces I2, I−, Sn4+,
H+ et H2O, dont la courbe i− E a été tracée dans la question 1.(b) :

0,15

i

E (V)
1,2

0,6
0

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

I2I−

H2O O2

Ce diagramme montre que le potentiel du milieu est fixé par le couple I2/I−,
considéré comme un système rapide.

3. Titrage suivi par potentiométrie à courant imposé

Lorsqu’un courant anodique I0 6= 0 arrive sur l’électrode de platine, le diagramme
i− E montre que le potentiel (E1 ou E2) prend une valeur définie par les courbes
relatives aux couples Sn4+/Sn2+ et I2/I− :



Oxydo-réduction 1407

0,15

i

E (V)
1,20,60

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

H2O O2

Sn4+Sn2+

E1

I0

AVANT L'EQUIVALENCE

i

E (V)
10

H2 H+

Sn4+Sn2+

I2I−

I2I−

H2O O2

I0

E2

APRES L'EQUIVALENCE

Ce faisant, le potentiel étant bien défini pour x < 1 et pour x > 1, il devient
possible de tracer expérimentalement la courbe de dosage E(x).

• 242 Concours E3A

1. L’approximation d’Ellingham consiste à négliger les variations de l’enthalpie stan-
dard ∆rH

0 et de l’entropie standard ∆rS
0 d’une réaction, avec la température.

Cette approximation demeure valable sur un large domaine de températures, à
condition toutefois que :

• ∆rC
0
p =

N∑

i=1

νi C
0
p(Xi) soit assez faible ;

• qu’aucun changement d’état n’intervienne, sans quoi ∆rH
0 et ∆rS

0 subissent
une discontinuité à la température du changement d’état.

Dans le cadre de cette approximation, l’enthalpie libre standard de la réaction varie
selon une loi affine :

∆rG
0(T ) = ∆rH

0 − T ×∆rS
0

dont la représentation graphique est un segment de droite où :
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• l’ordonnée à l’origine ∆rG
0(T = 0) s’identifie à ∆rH

0 ;

• la pente :
d∆rG

0

dT
prend la valeur de −∆rS

0.

Lors d’un changement d’état, ∆rH
0 et ∆rS

0 subissent une discontinuité, ce qui
signifie que la pente d’une courbe d’Ellingham (−∆rS

0) subit également une dis-
continuité.

2. Rapportée à une mole de dioxygène, l’équation-bilan de l’oxydation du nickel
s’écrit :

2Ni + O2 ⇌ 2NiO

où les états physiques de Ni et de NiO dépendent de la température T :

Ni(sol) 1725 K

2263 K

Ni(liq)

NiO(sol) NiO(liq)

298 K 2200 K

Ce faisant, dans l’intervalle T ∈ [298 K, 2 200 K], il convient de distinguer deux
cas :

• Pour T < Tfus = 1725 K, le nickel et son oxyde apparaissent sous formes
solides ; l’équation-bilan :

2Ni(sol) + O2 ⇌ 2NiO(sol) (équation E1)

a pour enthalpie standard :

∆rH
0
1 = 2∆fH

0
[
NiO(sol)

]
−∆fH

0 [O2]− 2∆fH
0
[
Ni(sol)

]

= −2× 244,6 = −489,2.103 J · mol−1

et pour entropie standard :

∆rS
0
1 = 2S0

[
NiO(sol)

]
− S0 [O2]− 2S0

[
Ni(sol)

]

= 2× 38− 205,2− 2× 29,9 = −189 J · K−1 · mol−1

Par conséquent :

∆rG
0
1(T ) = −489,2.103 + 189× T pour T < Tfus = 1725 K

• Pour T > Tfus, le nickel apparaît sous forme liquide, suite à la fusion qui se
produit à la température Tfus :

Ni(sol) ⇌ Ni(liq) (équation E3)

Cette réaction a pour enthalpie standard :

∆rH
0
3 = ∆fusH

0 = 17,6.103 J · mol−1

et pour entropie standard :

∆rS
0
3 =

∆fusH
0

Tfus
=

17,6.103

1 725
= 10,2 J · K−1 · mol−1
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son entropie standard vaut par conséquent :

∆rG
0
3(T ) = 17,6.103 − 10,2× T (en J · mol−1)

Ainsi, pour T > Tfus, l’oxydation du nickel est décrite par l’équation-bilan :

2Ni(liq) + O2 ⇌ 2NiO(sol) ( équation E2)

dont la combinaison linéaire avec l’équation (E2) conduit à l’équation (E1) :

(E2) 2Ni(liq) + O2 ⇌ 2NiO(sol)

2 (E3) 2Ni(sol) ⇌ 2Ni(liq)

(E1) 2Ni(sol) + O2 ⇌ 2NiO(sol)

De l’identité : (E1) = (E2) + 2 (E3) découle alors l’expression ∆rG
0
2(T ) de

l’enthalpie libre standard de la réaction d’équation (E2) :

∆rG
0
1(T ) = ∆rG

0
2(T ) + 2∆rG

0
3(T )

⇒ ∆rG
0
2(T ) = ∆rG

0
1(T )− 2∆rG

0
3(T )

⇒ ∆rG
0
2(T ) =

(
−489,2.103 + 189× T

)

−2×
(
17,6.103 − 10,2× T

)

Finalement :

∆rG
0
2(T ) = −524,4.103 + 209,4× T (pour T > 1 725 K)

Remarque – Les valeurs numériques de :

∆rG
0
1(1 725 K) = −163,2 kJ · mol−1 et ∆rG

0
2(1 725 K) = −163,2 kJ · mol−1

confirment la continuité de la courbe ∆rG
0(T ) en T = Tfus = 1725 K.

La coube d’Ellingham du système Ni/NiO prend alors l’allure suivante :

T (K)
500 1000 1500

2000

∆rG
0
  et RT ln(PO2/P0) (kJ.mol-1)

-600

-900

-1200

-300

300

0

F

F

NiO(sol)

Ni(sol)

Ni(liq)

Ag

Al

3. Les réactions d’oxydation d’un métal M en son oxyde MO, notées :

M + O2 ⇌ MO

sont exothermiques. Par conséquent, les lois de modération des équilibres chi-
miques permettent de prévoir :

• qu’une augmentation de température provoque un déplacement de l’équilibre
dans le sens où la réaction absorbe de la chaleur, c’est-à-dire vers la formation
du métal M ;
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• qu’une augmentation de pression induit un déplacement de l’équilibre dans le
sens d’une diminution de pression dans le milieu réactionnel ; la seul espèce
gazeuse étant O2, ce déplacement est favorable à la formation de l’oxyde MO.

4. Soit f(T ) la fonction qui s’identifie à RT ln

(
PO2

P0

)

.

• Lorsque PO2 = 0,2 bar = 0,2× P0 : f1(T ) = −13,4× T (en J · mol−1) ;

• Lorsque PO2
= 10−10 bar = 10−10×P0 : f2(T ) = −191,3×T (en J ·mol−1).

Sur le diagramme d’Ellingham, les courbes f1(T ) et f2(T ) présentent alors les
allures suivantes :

T (K)500 1000 1500 2000

∆rG
0
  et RT ln(PO2/P0) (kJ.mol-1)

-600

-900

-1200

-300

300

0

F

F

NiO(sol)

Ni(sol)

Ni(liq)

Ag

Al

E

M E1

E2

I

f1(T)

f3(T)

f2(T)

Ag2O

Al2O3

5. Soit N un point d’abscisse T , d’ordonnée f(T ) et soit E celui d’abscisse T et
d’ordonnées ∆rG

0(T ), pour une réaction d’oxydation d’équation-bilan :

M + O2 ⇌ MO

L’affinité chimique de cette réaction vaut :

A(T ) = A0(T )−RT lnQ

où A0(T ) = −∆rG
0(T ), tandis que le quo-

tient de réaction s’écrit :Q =
P0

PO2

. Il s’ensuit

que :

∆rG
0(T)

T

N MO
M

f(T)

f(T)
T

E

A(T ) = −∆rG
0(T ) +RT ln

(
PO2

P0

)

= f(T )−∆rG
0(T )

Apparaissent ainsi trois cas :

• si N et E sont confondus, f(T ) = ∆rG
0(T ) ⇒ A(T ) = 0, ce qui suffit à

montrer que les points de la droite ∆rG
0(T ) sont représentatifs de l’équilibre

de M avec MO ;

• si N est situé au dessus de E, f(T ) > ∆rG
0(T ) ⇒ A(T ) > 0, si bien que

l’équilibre est déplacé dans le sens de formation de MO (il s’agit du domaine
d’existence de l’oxyde) ;

• lorsque N est situé en dessous de E, f(T ) < ∆rG
0(T ) ⇒ A(T ) < 0 montre

que la réaction est déplacée dans le sens de formation de M ; il s’agit du do-
maine d’existence du métal.
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L’application de cette étude au diagramme d’Ellingham représenté ci-dessus
conduit, dans un premier temps, à remarquer l’existence d’un point d’intersection
I entre les courbes f2(T ) et ∆rG

0(T ) pour le nickel solide :

∆rG
0
1(Ti) = f2(Ti) ⇒ −489,2.103 + 189× Ti = −191,3× Ti

⇒ Ti =
489,2.103

189 + 191,3
= 1 286 K

Le diagramme d’Ellingham montre alors que :

• quelle que soit la température, la courbe f2(T ) est située en dessous de la
courbe ∆rG

0(T ) du système Ag2O/Ag et au dessus de la courbe Al2O3/Al,
ce qui signifie que :

pour T < 2 000 K, l’argent métallique est stable tandis que l’alu-
minium n’est stable que sous forme d’oxyde Al2O3.

• pour T < Ti, la courbe f2(T ) se trouve au dessus de la courbe ∆rG
0(T ) du

système NiO/Ni, tandis que la situation s’inverse dès que T > Ti. Par consé-
quent :

tant que T < 1 286 K, l’oxyde de nickel est la forme stable du
nickel, lequel se présente sous forme métallique stable pour des
températures supérieures à 1 286 K.

6. (a) L’oxygène représente 20% de la composition de l’air qui, sous une pression
P0 = 1 bar, soumet alors l’oxygène à une pression partielle PO2

= 0,2P0.
Dans ces conditions, l’équilibre entre Ag et Ag2O dans l’air est représenté,
graphiquement, par l’intersection des courbes f1(T ) et ∆rG

0(T ) rela-
tive à Ag2O/Ag, laquelle intersection est observée sur le graphique, pour
T ≃ 425 K .

(b) L’équilibre entre un métal M et son oxyde est réalisé lorsque la courbe

∆rG
0(T ) de MO/M coupe celle représentative de f(T ) = RT ln

(
PO2

P0

)

,

c’est-à-dire aux points E1 et E2 d’abscisse T = 1600 K (voir le diagramme
précédent).

• Pour le système NiO/Ni, cette intersection se produit lorsque, pour
T = 1600 K :

∆rG
0
1(T ) = RT ln

(
PO2

P0

)

⇒ −489,2.103 + 189× 1 600 = 8,31× 1 600× ln

(
PO2

P0

)

⇒ PO2

P0
= exp(−14) ⇒ PO2

= 8.10−7 bar

Il suffit donc d’une très faible quantité de dioxygène pour provoquer, à
1 600 K, la corrosion du nickel par l’air.

• Pour l’aluminium, le point d’intersection E2 de la courbe ∆rG
0(T ) avec
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f3(T ) apparaît, sur le diagramme (pour T = 1600 K), avec une ordonnée :

f3(1 600 K) ≃ −775.103 ⇒ 8,31× 1 600× ln

(
PO2

P0

)

= −775.103

⇒ PO2

P0
= exp (−58,3) ⇒ PO2

≃ 5.10−26 bar

L’ordre de grandeur de cette valeur numérique montre que l’aluminium est
toujours oxydé en Al2O3 à la température T = 1600 K.

7. À la température ambiante T = 298 K, l’enthalpie libre standard ∆rG
0(298 K)

de la plupart des métaux est très inférieure à −10 kJ · mol−1. C’est pourquoi la
pression de corrosion (pression partielle PO2

qui assure l’équilibre du métal avec
son oxyde) vérifie :

RT ln

(
PO2

P0

)

= ∆rG
0(298 K) ≪ −104 J · mol−1

⇒ PO2

P0
≪ 1,8.10−2 ⇒ PO2

≪ 0,018 bar

Or, dans l’air, la pression partielle de dioxygène (PO2
= 0,2 bar) excède de beau-

coup cette pression de corrosion. De ce fait, dans l’air, la plupart des métaux su-
bissent la corrosion.

8. Protéger un métal de la corrosion liée à l’oxygène de l’air revient donc à isoler ce
métal de l’air (puisque la pression partielle en dioxygène ne peut être maintenue en
permanence inférieure à la pression de corrosion). Pour y parvenir :

• un vernis ou une peinture peuvent être déposés sur le métal ;

• on peut laisser se former l’oxyde (ou provoquer son apparition) à la surface du
métal ; si cet oxyde est imperméable à l’air (c’est le cas du zinc, de l’aluminium,
du cuivre), on réalise ainsi la passivation du métal.

La deuxième méthode assure une meilleure protection que la première, qui reste
vulnérable aux rayures pouvant endommager le revêtement protecteur.

• 243 Concours ESTP - ENSAM

1. Étude préliminaire

(a) Le coke apporte le carbone nécessaire à la synthèse de CO, selon l’équilibre de
Boudouard :

C + CO2 ⇌ 2CO

(b) Dans l’intervalle de températures auxquelles travaille le four (300− 1 500 K),
le plomb et son oxyde peuvent changer d’état :

• Pour T < 600 K, le plomb et son oxyde sont solides, auquel cas la réac-
tion :

2Pb(sol) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol) (E1)

a pour enthalpie standard :

∆rH
0
1 = 2∆fH

0
[
PbO(sol)

]
− 2∆fH

0
[
Pb(sol)

]
−∆fH

0
[
O2(gaz)

]

= −2× 217,9 = −435,8 kJ · mol−1
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et pour entropie standard :

∆rS
0
1 = 2S0

[
PbO(sol)

]
− 2S0

[
Pb(sol)

]
− S0

[
O2(gaz)

]

= 2× 69,4− 2× 64,9− 205 = −196 J · K−1 · mol−1

Ainsi, son enthalpie libre standard vaut-elle :

∆rG
0
1 = ∆rH

0
1 − T ×∆rS

0
1

⇒ ∆rG
0
1(T ) = −435,8.103 + 196× T (en kJ · mol−1)

• Pour 600 K < T < 1 159 K, PbO demeure solide tandis que le plomb se
présente sous forme liquide, suite à sa fusion qui se produit à 600 K :

Pb(sol) ⇌ Pb(liq) (équation Eα)

dont l’enthalpie standard ∆rH
0
α s’identifie à ∆fusH

0(Pb) = 4,8 kJ·mol−1

et dont l’entropie standard vaut :

∆rS
0
α =

∆fusH
0(Pb)

Tfus(Pb)
=

4,8.103

600
= 8 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, l’enthalpie libre standard de la réaction (Eα) vaut :

∆rG
0
α(T ) = 4,8.103 − 8× T (en J · mol−1)

Or, les équations E1, (E2) et (Eα) sont linéairement dépendantes :

(E2) 2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol)

2 (Eα) 2Pb(sol) ⇌ 2Pb(liq)

(E1) 2Pb(sol) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol)

Il s’ensuit que :

∆rG
0
1 = ∆rG

0
2 + 2∆rG

0
α ⇒ ∆rG

0
2 = ∆rG

0
1 − 2∆rG

0
α

⇒ ∆rG
0
2 =

(
−435,8.103 + 196× T

)
− 2×

(
4,8.103 − 8× T

)

⇒ ∆rG
0
2(T ) = −445,4.103 + 212× T (en J · mol−1)

• lorsque T > 1 159 K, le plomb et son oxyde sont liquides étant donné la
fusion que PbO subit à 1 159 K :

PbO(sol) ⇌ PbO(liq) (équation Eβ)

dont l’enthalpie standard vaut ∆fusH
0(PbO) = 11,7 kJ · mol−1 et dont

l’entropie standard vaut :

∆rS
0
β =

∆fusH
0(PbO)

Tfus(PbO)
=

11,7.103

1 159
= 10,09 J · K−1 · mol−1

Son enthalpie libre standard vaut par conséquent :

∆rG
0
β(T ) = 11,7.103 − 10,09× T (en J · mol−1)

Quant à l’équation (E3), elle se présente comme une combinaison linéaire
des équations (E2) et (Eβ) :
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(E2) 2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol)

2 (Eβ) 2PbO(sol) ⇌ 2PbO(liq)

(E3) 2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(liq)

De cette combinaison linéaire : (E3) = (E2) + 2 (Eβ), il ressort que :

∆rG
0
3 = ∆rG

0
2 + 2∆rG

0
β

=
(
−445,4.103 + 212× T

)
+ 2×

(
11,7.103 − 10,09× T

)

⇒ ∆rG
0
3(T ) = −422.103 + 191,8× T (en J · mol−1)

Quant au carbone, il peut s’oxyder selon :
• l’équation (E4) : 2C(sol)+O2(gaz) ⇌ 2CO(gaz), dont l’enthalpie standard

vaut :

∆rH
0
4 = 2∆fH

0 (CO)− 2∆fH
0 (C)−∆fH

0 (O2)

= −2× 110,5 = −221 kJ · mol−1

et dont l’entropie standard vaut :

∆rS
0
4 = 2S0 (CO)− 2S0 (C)− S0 (O2)

= 2× 197,9− 2× 5,7− 205 = 179,4 J · K−1 · mol−1

Par conséquent, son enthalpie libre standard a pour expression :

∆rG
0
4(T ) = −221.103 − 179,4× T (en J · mol−1)

• ou selon l’équation (E5) : C(sol) + O2(gaz) ⇌ CO2(gaz), d’enthalpie stan-
dard :

∆rH
0
5 = ∆fH

0 (CO2)−∆fH
0 (C)−∆fH

0 (O2) = −393,6 kJ ·mol−1

et d’entropie standard :

∆rS
0
5 = S0 (CO2)− S0 (C)− S0 (O2)

= 213,8− 5,7− 205 = 3,1 J · K−1 · mol−1

Par suite, son enthalpie libre standard prend la valeur :

∆rG
0
5(T ) = −393,6.103 − 3,1× T (en J · mol−1)

(c) Les points remarquables du diagramme d’Ellingham sont :
• le point F1, auquel se produit la fusion du plomb, c’est-à-dire à la tempé-

rature Tfus(Pb) = 600 K, dont on vérifie que :
{

∆rG
0
1(600 K) = −435,8.103 + 196× 600 = −318,2 kJ · mol−1

∆rG
0
2(600 K) = −445,4.103 + 212× 600 = −318,2 kJ · mol−1

assure la continuité de la courbe ∆rG
0(T ) en T = 600 K.

• le point F2, dont l’abscisse Tfus(PbO) = 1 159 K vérifie :

{
∆rG

0
2(1 159 K) = −445,4.103 + 212× 1 159 = −199,7 kJ · mol−1

∆rG
0
3(1 159 K) = −422.103 + 191,8× 1 159 = −199,7 kJ · mol−1
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Ce faisant, on s’assure également de la continuité de la courbe ∆rG
0(T )

lors de la fusion de PbO.
Le diagramme d’Ellingham du couple Pb/PbO et du carbone présente alors
l’allure suivante :

T (K)-100
600

-200

1000

-400

-500

-300

∆rG
0 (kJ.mol-1)

(3)

CO

1500

C

(2)

(5)

(4)

Pb (so
l)

Pb (liq
)

PbO (so
l)

PbO(liq
)

CO2

C
CO2

C

C
CO

F1 

PbO (so
l)

Pb (liq
)

F2 

2. Réduction directe par le carbone
(a) Considérons la réaction d’équation :

PbO(sol) + C(sol) ⇌ Pb(sol) + CO(gaz) (E6)

dont l’enthalpie standard vaut :

∆rH
0
6 = ∆fH

0
[
CO(gaz)

]
+∆fH

0
[
Pb(sol)

]

−∆fH
0
[
PbO(sol)

]
−∆fH

0
[
C(sol)

]

= −110,5 + 217,9 = 107,4 kJ · mol−1

et dont l’entropie standard :

∆rS
0
6 = S0

[
CO(gaz)

]
+ S0

[
Pb(sol)

]
− S0

[
PbO(sol)

]
− S0

[
C(sol)

]

= 197,9 + 64,9− 69,4− 5,7 = 187,7 J · K−1 · mol−1

permet de retrouver l’expression de l’enthalpie libre standard :

∆rG
0
6(T ) = ∆rH

0
6 −T ×∆rS

0
6 = 107,4.103 − 187,7×T (en J ·mol−1)

Aussi, en notant A0
6(T ) = −∆rG

0
6(T ) l’affinité chimique standard de la réac-

tion (E6) et Q son quotient de réaction :

Q =
aPb × aCO

aPbO × aC
= aCO

l’affinité chimique de la réaction (E6) s’exprime par :

A6(T ) = A0
6(T )−RT lnQ = −∆rG

0
6(T )−RT ln aCO

Notamment, dans les conditions standard, la pression partielle de CO vaut :

PCO = P0 = 1 bar ⇒ aCO =
PCO

P0
= 1 ⇒ A6(T ) = −∆rG

0
6(T )



1416 Chapitre 8

Ainsi, la réaction (E6) permet la réduction de PbO à condition que :

A0
6(T ) > 0 ⇒ ∆rG

0
6(T ) < 0 ⇒ 107,4.103 − 187,7× T < 0

⇒ T >
107,4.103

187,7
= 572 K

(b) Le diagramme d’Ellingham tracé précédemment confirme d’une part l’inter-
section des courbes ∆rG

0
1(T ) et ∆rG

0
4(T ) en T ≃ 570 K. D’autre part, ce dia-

gramme montre que, pour T supérieur à cette valeur, les domaines d’existence
(ou de prédominance) de C et de PbO sont disjoints, quels que soient les états
de Pb ou de son oxyde. Par conséquent, ce diagramme confirme qu’au delà de
572 K l’oxyde de plomb est réduit en carbone.

(c) Étant donné que le plomb et son oxyde peuvent se présenter sous forme liquide
ou solide, écrivons la réaction de réduction de PbO sous la forme générale :

PbO + C(sol) ⇌ Pb + CO(gaz) (83)

dont l’enthalpie libre standard ∆rG
0(T ) et le quotient de réaction Q =

PCO

P0
conduisent à l’affinité chimique :

A(T ) = A0(T )−RT lnQ = −∆rG
0(T )−RT ln

(
PCO

P0

)

Ainsi, pour que la réaction d’équation (83) assure la réduction de PbO, il est
nécessaire5 que :

A(T ) > 0 ⇒ ln

(
PCO

P0

)

< −∆rG
0(T )

RT
(84)

(d) Vers 1 323 K, le plomb et son oxyde sont liquides, en raison de quoi l’équation
(83) de réduction de PbO s’écrit :

PbO(liq) + C(sol) ⇌ Pb(liq) + CO(gaz) (E8)

Les équations (E8), (E3) et (E4) apparaissent alors linéairement dépendantes :

2 (E8) 2PbO(liq) + 2C(sol) ⇌ 2Pb(liq) + 2CO(gaz)

(E3) 2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(liq)

(E4) 2C(sol) + O2(gaz) ⇌ 2CO(gaz)

C’est pourquoi, de la relation : (E4) = 2 (E8) + (E3) il découle que :

∆rG
0
4 = 2∆rG

0
8 +∆rG

0
3 ⇒ ∆rG

0
8 =

∆rG
0
4 −∆rG

0
3

2

⇒ ∆rG
0
8 =

1

2
×
(
−221.103 − 179,4× T

)
− 1

2

(
−422.103 + 191,8× T

)

⇒ ∆rG
0
8 = 100,5.103 − 185,6× T (en J · mol−1)

5Des limites cinétiques peuvent néanmoins ralentir, voire interdire, le déroulement de cette réaction, au
demeurant possible du point de vue thermodynamique.
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Dans ces conditions, la relation (84) devient :

ln

(
PCO

P0

)

< −∆rG
0
8 (1 323 K)

RT
=

−100,5.103 + 185,6× 1 323

8,314× 1 323

c’est-à-dire :
PCO

P0
< exp(13,19) ⇒ PCO < 5,3.105 bar

Cette condition, nécessairement vérifiée dans le haut fourneau, montre que la
réduction de PbO(liq) s’y produit.

3. Réduction par le monoxyde de carbone

(a) Pour étudier la réduction de PbO par CO selon l’équation-bilan :

PbO + CO ⇌ Pb + CO2 (E7)

il convient de s’intéresser au couple CO/CO2 :

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (E9)

dont l’équation est linéairement dépendante des équations (E4) et (E5) :

(E4) 2C + O2 ⇌ 2CO
(E9) 2CO + O2 ⇌ 2CO2

2 (E5) 2C + 2O2 ⇌ 2CO2

De l’identité : (E4) + (E9) = 2 (E5), il ressort alors que :

∆rG
0
9(T ) = 2∆rG

0
5(T )−∆rG

0
4(T )

= 2×
(
−393,6.103 − 3,1× T

)
−
(
−221.103 − 179,4× T

)

= −566,2.103 + 173,2× T (en J · mol−1)

La représentation du duagramme d’Ellingham des systèmes Pb/PbO et
CO/CO2 :

T (K)-100
600

-200

1000

-400

-500

-300

∆rG
0 (kJ.mol-1)

1500

CO

Pb (so
l)

Pb (liq
)

PbO (so
l)

PbO(liq
)

CO2

F1 

PbO (so
l)

Pb (liq
)

-600

F2 
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montre que les domaines d’existence (ou de prédiminance) de CO et de PbO
sont disjoints à toute température, ce qui signifie que la réduction de PbO par
CO est thermodynamiquement possible.

(b) La réaction, d’équation (E7) :

PbO + CO ⇌ Pb + CO2 (E7)

a pour enthalpie libre standard ∆rG
0
7(T ) et pour quotient de réaction :

Q =
PCO2

PCO
× aPb

aPbO

Par conséquent, son affinité chimique vaut :

A7(T ) = −∆rG
0
7(T )−RT lnQ

et son signe détermine la possibilité thermodynamique de la réduction de PbO
par CO :

A7(T ) > 0 ⇒ lnQ < −∆rG
0
7(T )

RT

soit encore :

ln

(
PCO2

PCO
× aPb

aPbO

)

< −∆rG
0
7(T )

RT
(85)

(c) À la température de 773 K, le plomb est liquide et son oxyde est solide, de sorte
que l’équation (E7) s’écrit :

PbO(sol) + CO(gaz) ⇌ Pb(liq) + CO2(gaz) (E10)

Or, cette équation apparaît comme une combinaison linéaire des équations (E2)
et (E9) :

2 (E10) 2PbO(sol) + 2CO(gaz) ⇌ 2Pb(liq) + 2CO2(gaz)

(E2) 2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(sol)

(E9) 2CO(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2CO2(gaz)

en raison de quoi :

∆rG
0
9 = 2∆rG

0
10 +∆rG

0
2 ⇒ ∆rG

0
10 =

∆rG
0
9 −∆rG

0
2

2

⇒ ∆rG
0
10 =

1

2
×
(
−566,2.103 + 173,2× T

)

−1

2
×
(
−445,4.103 + 212× T

)

⇒ ∆rG
0
10(T ) = −60,4.103 − 19,4× T (en J · mol−1)

Ce faisant, à la température T = 773 K, la condition (85) s’écrit :

ln

(
PCO2

PCO

)

<
60,4.103 + 19,4× 773

8,314× 773
= 11,73 ⇒ PCO2

PCO
< 12 450
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Du reste, l’énoncé précise que les fractions molaires en CO2 et en CO vérifient :
{

xCO2
< 21,9%

xCO > 7%
⇒ PCO2

PCO
<

21,9

7
= 3,12

Cette valeur numérique confirme que, dans ces conditions, la réduction de PbO
par CO est thermodynamiquement favorisée.

(d) En revanche, à la température T = 1273 K, le plomb et son oxyde sont li-
quides, si bien que l’équation (E7) devient :

PbO(liq) + CO(gaz) ⇌ Pb(liq) + CO2(gaz) (E11)

et s’exprime ainsi comme combinaison linéaire des équations (E3) et (E11) :

2 (E11) 2PbO(liq) + 2CO(gaz) ⇌ 2Pb(liq) + 2CO2(liq)

(E3) 2Pb(liq) + O2(gaz) ⇌ 2PbO(liq)

(E9) 2CO(gaz) + O2(gaz) ⇌ 2CO2(gaz)

Il s’ensuit que son enthalpie libre standard vérifie :

∆rG
0
9 = 2∆rG

0
11 +∆rG

0
3 ⇒ ∆rG

0
11 =

∆rG
0
9 −∆rG

0
3

2

⇒ ∆rG
0
11 =

1

2
×
(
−566,2.103 + 173,2× T

)

−1

2
×
(
−422.103 + 191,8× T

)

⇒ ∆rG
0
11(T ) = −72,1.103 − 9,3× T (en J · mol−1)

Par conséquent, la condition (85) devient, pour T = 1273 K :

ln

(
PCO2

PCO
× 0,95

0,054

)

< −∆rG
0
11(1 273 K)

RT
=

72,1.103 + 9,3× 1 273

8,314× 1 273

⇒ PCO2

PCO
<

0,054

0,95
× exp (7,9) = 158

Conformément aux indications de l’énoncé, les fractions molaires de CO2 et de
CO vérifient :

{
14,5% < xCO2

< 21,9%
14% > xCO > 7%

⇒ 1,0 =
14,5

14
<
PCO2

PCO
<

21,9

7
= 3,1

Bien que les conditions de réduction de PbO soient plus contraignantes, elles
demeurent respectées à T = 1273 K. En revanche, ces résultats suggèrent
qu’une augmentation de la température ne favorise pas nécessairement la
réduction de PbO par CO.

• 244 Concours de l’agrégation

I- Étude thermodynamique des oxydes de fer

1. Rapportée à la consommation d’une mole de O2 (condition qu’il faut traduire
comme imposant la valeur 1 au coefficient stœchiométrique de O2), les réactions
d’oxydation du fer s’écrivent :
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2Fe + O2 ⇌ 2FeO (réaction α)

6FeO + O2 ⇌ 2Fe3O4 (réaction β)

4Fe3O4 + O2 ⇌ 6Fe2O3 (réaction γ)

2. Compte tenu des valeurs numériques fournies par l’énoncé, les enthalpies
standard ∆rH

0, les entropies standard ∆rS
0 et les enthalpies libres standard

∆rG
0 = ∆rH

0 − T ×∆rS
0 des réactions précédentes valent :

• pour la réaction (α) :

∆rH
0
α = 2∆fH

0 (FeO)− 2∆fH
0 (Fe)−∆fH

0 (O2)

= −2× 259,6.103 = −519,2.103 kJ · mol−1

∆rS
0
α = 2S0 (FeO)− 2S0 (Fe)− S0 (O2)

= 2× 67,1− 2× 27,2− 205 = −125,2 J · K−1 · mol−1

de sorte que :

∆rG
0
α(T ) = −519,2.103 + 125,2× T (en J · mol−1)

• pour la réaction (β) :

∆rH
0
β = 2∆fH

0 (Fe3O4)− 6∆fH
0 (FeO)−∆fH

0 (O2)

= −2× 1 091,2.103 + 6× 259,6.103 = −624,8.103 J · mol−1

∆rS
0
β = 2S0 (Fe3O4)− 6S0 (FeO)− S0 (O2)

= 2× 178,8− 6× 67,1− 205 = −250,0 J · K−1 · mol−1

C’est pourquoi :

∆rG
0
β = −624,8.103 + 250× T (en J · mol−1)

• pour la réaction (γ) :

∆rH
0
γ = 6∆fH

0 (Fe2O3)− 4∆fH
0 (Fe3O4)−∆fH

0 (O2)

= −6× 810,9.103 + 4× 1 091,2.103 = −500,6.103 J · mol−1

∆rS
0
γ = 6S0 (Fe2O3)− 4S0 (Fe3O4)− S0 (O2)

= 6× 106,5− 4× 178,8− 205 = −281,2 J · K−1 · mol−1

en raison de quoi :

∆rG
0
γ(T ) = −500,6.103 + 281,2× T (en J · mol−1)

3. Les expressions précédentes conduisent alors au diagramme ci-dessous :
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T (K)

-100

500
-200

1000

-400
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∆rG
0 (kJ.mol-1)

A

(γ)

FeO

Fe2O3

FeO
Fe3O4

FeO
FeO

Fe3O4
Fe3O4

(α)

(β)
Fe

Fe

4. Ce diagramme montre que les courbes (α) et (β) se croisent pour une valeur T1 de
T qui assure :

∆rG
0
α(T1) = ∆rG

0
β(T1) ⇒ −519,2.103 + 125,2× T1 = −624,8.103 + 250× T1

⇒ T1 =
624,8.103 − 519,2.103

250− 125,2
= 846 K

À la température T1, les espèces Fe, FeO et Fe3O4 sont en équilibre, conformément
à l’équation :

4FeO ⇌ Fe + Fe3O4

Pour T < T1, deux domaines d’existence de FeO sont disjoints, ce qui signifie que
FeO n’est pas stable. Aussi, pour T < T1, seul l’équilibre entre Fe et Fe3O4 peut
se réaliser :

3

2
Fe + O2 ⇌

1

2
Fe3O4 (réaction δ)

En remarquant que les réactions (δ), (α) et (β) vérifient : (δ) =
3

4
(α) +

1

4
(β), on

peut directement déduire que l’enthalpie libre standard de la réaction (δ) vaut :

∆rG
0
δ =

3

4
∆rG

0
α +

1

4
∆rG

0
β

=
3

4
×
(
−519,2.103 + 125,2× T

)
+

1

4
×
(
−624,8.103 + 250× T

)

⇒ ∆rG
0
δ = −545,6.103 + 156,4× T

En tenant compte du système Fe3O4/Fe, le diagramme d’Ellingham du fer prend
l’allure suivante :
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T (K)
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FeOFe3O4

Fe2O3

Ce diagramme montre que la réduction de Fe2O3 provoque une succession de ré-
actions :

(a) Pour T < T1 = 846 K :

6Fe2O3 ⇌ 4Fe3O4 + O2
1

2
Fe3O4 ⇌

3

2
Fe + O2

(b) Pour T > T1 :

6Fe2O3 ⇌ 4Fe3O4 + O2

2Fe3O4 ⇌ 6FeO + O2

2FeO ⇌ 2Fe + O2

II- Réduction des oxydes de fer par le monoxyde de carbone

1. Réduction de l’oxyde ferrique par CO

La réaction d’oxydation de CO, rapportée à une mole de O2, est un équilibre :

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (réaction ε)

dont l’enthalpie libre standard est le double de celle donnée par l’énoncé :

∆rG
0
ε(T ) = −565,6.103 + 173,6× T (en J · mol−1)

tandis que la réduction de Fe2O3 en Fe3O4 par CO est décrite par l’équation (φ) :

3Fe2O3 + CO ⇌ CO2 + 2Fe3O4 (équation φ)

linéairement dépendante des équations (γ) et (ε) :

6Fe2O3 + 2CO ⇌ 2CO2 + 4Fe3O4 2 (φ)
4Fe3O4 + O2 ⇌ 6Fe2O3 (γ)

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (ε)



Oxydo-réduction 1423

et vérifient l’équation : 2 (φ) + (γ) = (ε), auquel cas :

∆rG
0
ε = 2∆rG

0
φ +∆rG

0
γ ⇒ ∆rG

0
φ =

∆rG
0
ε −∆rG

0
γ

2

⇒ ∆rG
0
φ =

1

2
×
(
−565,6.103 + 173,6× T

)

−1

2
×
(
−500,6.103 + 281,2× T

)

⇒ ∆rG
0
φ = −32,5.103 − 53,8× T (en J · mol−1)

C’est pourquoi, à la température T2 = 400˚C = 673 K, l’affinité chimique standard
de la réaction (φ) vaut :

A0
φ = −∆rG

0
φ(673 K) = 68,7.103 J · mol−1

En outre, le quotient de réaction (φ) s’exprime en fonction des pressions partielles
PCO2 et PCO en CO2 et en CO :

Q =
PCO2

PCO

auquel cas l’affinité chimique de la réaction (φ) vaut :

Aφ = A0
φ −RT lnQ = A0

φ +RT ln

(
PCO

PCO2

)

La réduction de Fe2O3 est alors déplacée vers la formation de Fe3O4 si Aφ est
positif, c’est-à-dire lorsque :

ln

(
PCO

PCO2

)

> −
A0
φ

2RT
= − 68,7.103

8,31× 673
= −12,28

⇒ PCO

PCO2

> 4,6.10−6

Bien que cette réaction ne puisse être totale (il s’agit d’un équilibre), ce résultat
montre qu’elle peut être favorable à la formation de Fe3O4 pour une pression par-
tielle en CO très faible.

2. Réduction de l’oxyde magnétique

(a) Afin de connaître le pouvoir réducteur de CO sur Fe3O4, il convient de super-
poser, au diagramme précédent, le diagramme d’Ellingham relatif à la réaction :

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (réaction ε)

dont l’enthalpie libre standard a été exprimée précédemment :

∆rG
0
ε(T ) = −565,6.103 + 173,6× T
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Ce diagramme montre que les domaines d’existence de Fe3O4 et de CO sont
disjoints pour toute température, en conséquence de quoi Fe3O4 peut être réduit
par CO.

• Pour T < T1, Fe3O4 peut être directement réduit en Fe par CO :

1

2
Fe3O4 + 2CO ⇌

3

2
Fe + 2CO2

• Pour T > T1, il convient de distinguer deux cas imposés par l’intersection
des courbes ∆rG

0
α(T ) et ∆rG

0
ε(T ) en un point B, dont la température TB

vérifie :

∆rG
0
α(TB) = ∆rG

0
ε(TB)

⇒ −519,2.103 + 125,2TB = −565,6.103 + 173,6TB

⇒ TB =
565,6.103 − 519,2.103

173,6− 125,2
= 959 K

Tant que la température demeure comprise entre T1 et TB , CO est suscep-
tible de réduire Fe3O4 d’abord en FeO :

Fe3O4 + CO ⇌ 3FeO + CO2 (réaction λ)

puis en Fe :

FeO + CO ⇌ Fe + CO2 (réaction µ)

En revanche, si T > TB , FeO et CO présentent un domaine d’existence
commun, ce qui traduit l’inertie de FeO à l’égard de CO ; seule la réaction
(λ) peut être observée.

(b) La réaction d’oxydation de CO en CO2, d’équation-bilan :

2CO + O2 ⇌ 2CO2 (réaction ε)

possède une enthalpie libre standard déjà évoquée précédemment :

∆rG
0
ε(T ) = −565,6.103 + 173,6× T (en J · mol−1)

Or, les équations (λ), (β) et (ε) sont linéairement dépendantes :
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2Fe3O4 + 2CO ⇌ 6FeO + 2CO2 2 (λ)
6FeO + O2 ⇌ 2Fe3O4 (β)
2CO + O2 ⇌ 2CO2 2 (λ) + (β) = (ε)

Il s’ensuit que :

∆rG
0
ε = 2∆rG

0
λ +∆rG

0
β ⇒ ∆rG

0
λ =

∆rG
0
ε −∆rG

0
β

2

⇒ ∆rG
0
λ =

1

2

(
−565,6.103 + 173,6× T

)

−1

2

(
−624,8.103 + 250× T

)

⇒ ∆rG
0
λ(T ) = 29,6.103 − 38,2× T

Ainsi, pour T = 650˚C = 923 K :

∆rG
0
λ(923 K) = −5 659 J · mol−1

L’équilibre (λ) a donc pour constante :

K0
λ = exp

[

−∆rG
0
λ

RT

]

= exp

[
5 659

8,31× 923

]

⇒ K0
λ ≃ 2

De même, les équations des réactions (α), (µ) et (ε) sont linéairement dépen-
dantes :

2FeO + 2CO ⇌ 2Fe + 2CO2 2 (µ)
2Fe + O2 ⇌ 2FeO (α)
2CO + O2 ⇌ 2CO2 (ε)

Par conséquent :

∆rG
0
ε = 2∆rG

0
µ +∆rG

0
α ⇒ ∆rG

0
µ =

1

2

(
∆rG

0
ε −∆rG

0
α

)

⇒ ∆rG
0
µ =

1

2

(
−565,6.103 + 173,6× T

)

−1

2

(
−519,2.103 + 125,2× T

)

⇒ ∆rG
0
µ(T ) = −23,2.103 + 24,2× T

c’est-à-dire :
∆rG

0
µ(923 K) = −863 J · mol−1

La constante de la réaction (µ) vaut donc :

K0
µ = exp

[

−∆rG
0
µ

RT

]

= exp

[
863

8,31× 923

]

⇒ K0
µ ≃ 1

À l’équilibre, la constante de la réaction (λ) s’identifie à son quotient de réac-
tion :

K0
λ =

PCO2

PCO
=
xCO2

xCO
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où la pression partielle PX d’un gaz X est proportionnelle à sa fraction molaire
xX. Par suite :

xCO2

xCO
= 2 ⇒ xCO2

= 2xCO

Or, CO et CO2 étant les seules espèces gazeuses qui interviennent dans l’équi-
libre (λ), il s’ensuit que :

xCO2
+ xCO = 1 ⇒ 3xCO = 1 ⇒ xCO =

1

3
= 33,3% pour (λ)

De la même manière, la constante K0
µ s’identifie au quotient de réaction de

l’équilibre (µ) :

K0
µ =

PCO2

PCO
⇒ 1 =

xCO2

xCO
⇒ xCO2 = xCO

de sorte que :

xCO2 + xCO = 1 ⇒ 2xCO = 1 ⇒ xCO =
1

2
= 50% pour (µ)

3. Intervention de l’équilibre de Boudouard

(a) La constante de l’équilibre :

2CO ⇌ C + CO2 (réaction ρ)

se calcule directement à partir de la valeur de son enthalpie libre standard à
T = 923 K :

∆rG
0
ρ(923 K) = −170,6.103 + 174,4× 923 = −9 629 J · mol−1

c’est-à-dire :

K0
ρ = exp

[

−∆rG
0
ρ

RT

]

= exp

[
9 629

8,31× 923

]

= 3,51

Par conséquent, les pressions partielles PCO2
et PCO de CO2 et de CO vérifient,

à l’équilibre :

PCO2

P 2
CO

× P0 = K0
ρ = 3,51 où P0 = 1 bar

⇒ PCO2 = 3,51× P 2
CO

P0
où PCO2 = xCO2 P0 et PCO = xCO P0

⇒ xCO2
= 3,51× x2CO

La présence exclusive de CO et de CO2 dans la phase gazeuse impose, en outre :

xCO2
+ xCO = 1 ⇒ 3,51× x2CO + xCO − 1 = 0

La seule solution positive de cette équation du second degré est alors :

xCO =
−1 +

√
1 + 4× 3,51

2× 3,51
⇒ xCO = 0,41 ⇒ xCO2 = 0,59 (86)
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(b) L’enthalpie libre standard de la réaction (λ) : ∆rG
0
λ(923 K) donne l’affinité

chimique standard de la réaction (λ) :

A0
λ(923 K) = −∆rG

0
λ(923 K) = 5 659 J · mol−1

Aussi, le quotient de réaction de l’équilibre (λ) :

Qλ =
PCO2

PCO
=

59

41

mène à l’affinité chimique de l’équilibre (λ) :

Aλ = A0
λ(923 K)−RT lnQλ

= 5659− 8,31× 923× ln

(
59

41

)

⇒ Aλ = 2867 J · mol−1 > 0

Le signe ainsi obtenu permet de conclure que la réaction (λ) produit FeO :

Fe3O4 + CO → 3FeO + CO2

De même, l’affinité chimique de l’équilibre (µ) :

Aµ = A0
µ(923 K)−RT lnQµ où Qµ =

PCO2

PCO
=

59

41

se calcule aisément à l’aide de la valeur de :

A0
µ(923 K) = −∆rG

0
µ(923 K) = 863 J · mol−1

⇒ Aµ = 863− 8,31× 923× ln

(
59

41

)

⇒ Aµ = −1 929 J · mol−1

Le signe ainsi trouvé pour Aµ montre que la réduction de FeO en Fe n’a pas
lieu.

4. Influence de la température

(a) Les équilibres suggérés par l’énoncé sont :

(ρ) 2CO ⇌ C + CO2 . . . . . . . . . . . ∆rG
0
ρ = −170,6.103 + 174,4× T

(λ) Fe3O4 + CO ⇌ 3FeO + CO2 ∆rG
0
λ = 29,6.103 − 38,2× T

(µ) FeO + CO ⇌ Fe + CO2 . . . . . ∆rG
0
µ = −23,2.103 + 24,2× T

La constante K0 des équilibres dépend de la température T conformément à la
loi :

d lnK0

dT
=

∆rH
0

RT 2

ce qui permet de distinguer :
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• l’équilibre (ρ), pour lequel :

∆rH
0
ρ = −170,6.103 ⇒ d lnK0

ρ

dT
< 0

ce qui signifie que K0
ρ =

PCO2
P0

P 2
CO

=
xCO2

x2CO

est une fonction décroissante

de la température. Par conséquent, xCO augmente avec T .

• l’équilibre (λ), pour lequel :

∆rH
0
λ = 29,6.103 ⇒ d lnK0

λ

dT
> 0

d’où il s’ensuit que K0
λ =

PCO2

PCO
=
xCO2

xCO
croît avec la température, c’est-

à-dire que xCO diminue avec T .

• l’équilibre (µ), pour lequel :

∆rH
0
µ = −23,2.103 ⇒ d lnK0

µ

dT
< 0

en conséquence de quoi K0
µ =

PCO2

PCO
=

xCO2

xCO
diminue avec T , ce qui

confirme que xCO augmente avec la température.

(b) Avant de tracer le diagramme suggéré par l’énoncé, il convient d’examiner les
informations que fournirait un tel diagramme. Considérons, pour cela, un équi-
libre (il pourait s’agir des équations λ et µ) entre les espèces solides X1 et X2 :

X1 + CO
2
⇌
1

X2 + CO2 (87)

dont l’affinité chimique A(T ) dépend du quotient de réaction :

Q =
PCO2

PCO
=
xCO2

xCO

selon :
A(T ) = A0(T )−RT lnQ

Lorsque l’équilibre est établi, le rapport Q prend une valeur Qe qui annule
A(T ) :

A0(T ) = RT lnQe ⇒ A(T ) = RT ln

(
Qe
Q

)

Représentons alors le rapport Qe(T ), lorsque l’équi-
libre (87) est établi, ce qui signifie que, pour une
température T donnée, la courbe (D) contient les
points K caractéristiques de l’équilibre.

L X1

M

K

T

Q

Qe

Q

(D)
X2

En revanche, un point L situé au dessus de K, c’est-à-dire pour lequel Q est
supérieur à Qe, affectera à la réaction (87) une affinité chimique :

A(T ) = RT × ln

(
Qe
Q

)

< 0 car
Qe
Q

< 1
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ce qui signifie également que l’équillibre (87) sera déplacé dans le sens (2) de
la formation de X1. La situation s’inverse naturellement pour un point M situé
en dessous de K :

Q < Qe ⇒ A(T ) = RT ln

(
Qe
Q

)

> 0

Cette étude montre que la courbe (D) sépare deux domaines d’existence : celui
de X1 au dessus de (D) et celui de X2 en dessous de (D).
Par ailleurs, dans un système où les seules espèces gazeuses sont CO et CO2 :

xCO2
+ xCO = 1 ⇒ xCO2

= 1− xCO ⇒ Q =
xCO2

xCO
=

1

xCO
− 1

ce qui permet de calculer le rapport Qe pour les équilibres (ρ), (λ) et (µ), non
seulement avec les valeurs numériques fournies par l’énoncé, mais également
pour celle de l’équilibre (ρ) fournie par le résultat (86), à la température de
650˚C :

xCO = 0,41 ⇒ Qρ =
1

0,41
− 1 = 1,44

Q(T = 650˚C) Q(T = 700˚C) Q(T = 750˚C)
(ρ) : 2CO ⇌ C + CO2 1,44 0,70 0,30

(λ) : Fe3O4/FeO – 2,45 2,92
(µ) : FeO/Fe – 0,91 0,79

t (°C)
600

E

(λ)

(µ)

(ρ)Fe

Fe3O4

650 700 750

3

2

1

0

FeO

D

Q

Ce diagramme montre que :

• pour t < tD ≃ 630˚C, la courbe (ρ) se trouve dans le domaine où Fe3O4

est stable, c’est-à-dire inerte vis-à-vis du mélange CO + CO2 ;

• pour les températures t comprises entre tD (≃ 630˚C) et tE (≃ 680˚C), la
courbe (ρ) traverse le domaine de stabilité de FeO ; il s’y produit donc la
réduction de Fe3O4 :

Fe3O4 + CO → 3FeO + CO2

• pour des températures t > tE ≃ 680˚C, la présence de la courbe (ρ) dans
le domaine d’existence de Fe révèle la réduction de FeO :

FeO + CO → Fe + CO2
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III- Préparation des fontes et des aciers

1. L’étude précédente montre que la fabrication du fer requiert du minerai de fer, du
carbone, de l’oxygène et produit du fer ainsi que des oxydes de carbone (CO et
CO2). Ce bilan se retrouve dans le schéma de principe du haut fourneau :

• En A sont introduits ; le minerai de fer (par exemple la magnétite Fe3O4, l’hé-
matite Fe2O3), le coke (c’est-à-dire le carbone) et les fondants (qui entraînent
l’élimination de la gangue dans laquelle sont pris les oxydes de fer du minerai).

• En B, l’oxygène est introduit sous forme d’air surchauffé.

• En C s’échappent les espèces gazeuses : N2 (qui provient de l’air introduit),
CO et CO2 (issus de la réaction du carbone avec O2).

• En E la fonte est récupérée (il s’agit d’un mélange de fer et de carbone).

• en D s’écoule le laitier (surnageant la fonte), qui contient les matériaux de la
gangue.

2. Compte tenu de l’étude thermodynamique réalisée précédemment, il est possible de
décrire les réactions qui se produisent dans les différentes zones du haut fourneau :

• Zone 1 : pour des températures inférieures à 400˚C :

3Fe2O3 + CO → 2 Fe3O4 + CO2

• Zone 2 : pour des températures inférieures à tE ≃ 680˚C, la réduction de Fe3O4

est observée :

Fe3O4 + CO → 3FeO + CO2

• Zone 3 : pour des températures supérieures à tE ≃ 680˚C, la réduction de FeO
s’opère :

FeO + CO → Fe + CO2

• Zone 4 : pour des températures supérieures à 1 000˚C, le fer peut réagir direc-
temement avec le carbone pour fournir la cémentite Fe3C, principal constituant
de la fonte :

3Fe + C → Fe3C


