Partie 1

Physique
Premiere période






Chapitre 1

Mécanique du point

1.1 Cinématique

1.1.1 Coordonnées cartésiennes

La position d’un point matériel M est repérée par le vec-
teur :

— N
F=0M=x7T+yj+z2k
ou O est l'origine du repere cartésien (O, 07, E) et

(2,9, 2) les coordonnées de M. Le vecteur vitesse de M
est défini par :

dont les composantes v, vy et v, sont données par :

Vg =T, Uy =Y,V =2

L’accélération @ de M est enfin donnée par :

L dy
G=— =Ug 0+ 0y )+ k
dt
c’est-a-dire :
Ay Vs T
alay | =0, =9
a Vs z
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[;3‘ On considere un point matériel M dont le vecteur vitesse est donné, dans un

repere cartésien (O, %7 k), par :

1

1- —

= 12
v= 1
1+t_2

ou t désigne le temps, tel que pour ¢ = 1s le point M est confondu avec le point

A <0> . Représenter la trajectoire du point M dans le repere cartésien.

. 1 1
REPONSE Les composantes vy = 1 — 2 etvy =1+ o) conduisent a celles de la position de M :

. . 1 1
Vp=t=>r=1—-—==zx=t+-+A
2 t

et:
)=y =1+ ! = t ! + B
Uy = = —_— =t - —
y =Y = reind’ .
ol A et B sont des constantes qui doivent rendre compte des valeurs de z et y pour ¢t = 1 s:

z(t=1)=2=2=24+A=A=0
yt=1)=0=0=1-1+B=B=0

Finalement :
t+ ! t t !
€Tr = — e —ft — —
t Y t
Pour représenter graphiquement Iallure de la trajectoire, il convient de chercher une fonction y(z). Pour

cela, remarquons que :

r+y=2t

2 :>(x+y)(x7y):4:>127y2:4
rT—y=—

t

C’est pourquoi :
y=+Va2 -4
D’ou il découle que :
Jim (y) = lim (£[z])

ce qui montre que les droites d’équation y = =|xz| sont asymptotes de la trajectoire du point M, qui passe
de surcroit par le point A(2,0) :
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1.1.2 Coordonnées polaires
La position d’un point matériel M peut aussi étre repérée par la
distance » = OM qui sépare M de I’origine O d’un repere polaire

(O, €, €p), et par la direction 6 du vecteur OM, donnée par celle
d’un vecteur radial unitaire €. :

~— ~

OM =7=ré,
Un vecteur orthoradial €y L €. est alors défini (sons sens est celui de I’augmentation
de 0), tel que :

Par suite, le vecteur vitesse du point M est défini par :

Ldr -
T=—=r1€& +1r0¢&

dt

tandis que son vecteur accélération est donné par :
a=(F-r6%& + (270 +r0)é

Cas d’un mouvement circulaire

Un mouvement circulaire est caractérisé par une distance 7 constante (la trajectoire est
alors un cercle) :

T=rféeti=—r60>e.+rbéy
c’est-a-dire, en introduisant la vitesse angulaire w = 6 :

—

U = rw ey
dont la norme v = r w admet pour dérivée :
v=ro=r60
d’ou :
2

= = o = vt o =
a:—ereT—i—rweg:——er—i—veg
r

Un mouvement circulaire uniforme désigne un mouvement circulaire dont le vecteur
vitesse présente une norme constante :

2
2 vt

v=rw=cte=>4ad=—w'ré,.=——=e,
T
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[& Un point matériel décrit une trajectoire en forme de cardioide, d’équation po-
laire :
r(0) = a (1 + cosf) (a : constante positive)

On notera w = i avec w = cte.

1. Représenter la trajectoire du point M .

2. Déterminer la vitesse du point en fonction de a, w et 6, puis en déduire la longueur
de la trajectoire.

REPONSE

1. Pour représenter la trajectoire, il suffit de calculer r pour quelques valeurs de 6 :
0| 0 45° 90° 135" 180" 225" 270°  315°
r | 2a 1,7a a 0,3a 0 0,3a a 1,7a

2. En coordonnées polaires, le vecteur vitesse s’écrit :
U=7é +rwéy = —aw sinf &, + aw (1 + cos ) €y avec w = 0

auquel correspond la norme :

v = \/a2w2 sin? 0 + a2w? (1 + cos2 0 + 2 cos )

aw+/2 (1 4+ cos )

ol I’on remarque que :

0
2 cos?z =1+ cos(2z) = 1 + cosf = 2 cos? (§> = v =2aw

()

A N’oubliez pas la valeur absolue dans I’expression de v = [|¥/]| qui doit demeurer positif quelle que
soit la valeur de 6.

Pendant la durée dt, le point M parcourt la distance ds = v X dt sur sa trajectoire :
ds

C’est pourquoi :

0 0 do
cos | — cos | = )| x dOcarw = —

2 2 dt
Aussi, la totalité de la trajectoire étant décrite lorsque € prend toutes les valeurs comprises entre 0 et 27,
la longueur totale de la trajectoire vaut :

27 T ™
s=2a/ cos (g) d9:4a/ cos (g) df = 4a x [2 sin (g):|
0 2 0 2 2/ 1,

soit, finalement :
s=8a

ds = 2a X wdt = 2a
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1.2 Dynamique du point
1.2.1 Notion de forces

L’interaction entre deux points matériels est représentée formellement par un vecteur
force, dont la norme indique I’intensité de I’interaction (en newtons). Parmi les nom-
breuses interactions qui existent, on rencontrera fréquemment :

Le poids P d’un point de masse m au voisinage d’un astre qui crée localement
un champ de gravitation g vertical et descendant :

—

P=mg

La force de gravitation qu’un point M/, (de masse 1) exerce sur le point M (de
masse m ) :

. M, F e
F,=_Gmm, W . L ueay
r T

ol G = 6,67 x 107" m3 - kg™' - s72 (S.I.) désigne la constante de gravitation uni-
verselle.

La force électrostatique qu’un point M; (de charge électrique ¢;) exerce sur le
point M (de charge q) :

F:e _ q1 g2 2
471'50

oleg = (enA- s*- m3. kg™ ') désigne la permittivité du vide.

1
367 x 109
La force de rappel d’un ressort de longueur ¢, de longueur a vide ¢,, (ou longueur

au repos) et de constante de raideur & :

O—J\}I Q/\/\/\/\aévavA-M ————— ﬂ—)

OM ¢
La force de frottement fluide subie par le point matériel qui se déplace avec un
vecteur vitesse ¥ :

f=—k(t—t,)@ond=

f=-xt

ou A est une constante caractéristique du fluide dans lequel s’effectue le mouvement.
La poussée d’Archimeéde dont I’intensité A est lj

égale au poids que le fluide (de masse volumique fiy)

possederait s’il occupait le volume du corps V; immergé

dans le fluide :

A=—pusVig fluide

Définition 1  Un point matériel soumis a aucune force est dit isolé.
Un point matériel pseudo-isolé est soumis a une résultante F de forces f; nulle :

F=Yf=0
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1.2.2 Lois de Newton
Principe de I’inertie
Si un point matériel est isolé ou pseudo-isolé, il existe un référentiel R, appelé réfé-
rentiel galiléen, dans lequel son vecteur vitesse est constant :
F =0 @ = cte dans R,.
Loi fondamentale de la dynamique
La résultant F des forces qui s’exercent sur un point matériel de masse m est respon-

sable de son accélération a ; il existe un référentiel (dit galiléen) dans lequel :

F=mad

l@ Un point matériel M, de masse m, a pour coordonnées, dans un repeére carté-

sien (O, 07, E) O associé a un référentiel galiléen :
x = a cos(wt) y = b sin(wt) z=bxt

ol a et b sont des constantes positives non nulles. Les propositions suivantes sont-elles
exactes ?

1. Aladate ¢ =0, la force F qui s’exerce sur M est perpendiculaire a sa vitesse .
2. F L ¥ atoute date ¢.

= ==
3. F L OM atoute date t.

_ =Ty . N . - s
REPONSE Les composantes du vecteur position O M conduisent a celles de la vitesse ¥ de M et a celles
de son accélération a, d’ou se déduit la force F' = m a :

a cos(wt) —aw sin(wt) . —maw? cos(wt)
OM = | bsin(wt) | = = | bwcos(wt) | = F = | —mbw? sin(wt)
bt b 0
1. VRAI Aladatet = 0, le produit scalaire F . @ vaut:
= —maw? 0 =
F.¢= 0 fbw | =0=F L7
0 b
2. FAUX A toute autre date t, ce produit scalaire vaut :
F.% = ma?w?® sin(wt) cos(wt) — mb>w?® cos(wt) sin(wt)
mw?

= 5 (a? — b?) sin(2wt)

T . .
Excepté aux dates tp, = k 25 k € N, ce produit scalaire ne s’annule pas.
w

s
3. FAUX Le produit scalaire OM - F vaut :
— .
OM-F = —ma?w? cos?(wt) — mb? w? sin®(wt)
= —mw? [a2 cos? (wt) + b? sin® (wt)]
Tous les termes du crochet de cette expression étant positifs, il s’ensuit que :

P — — o
t>0,0M F#0=0MtF
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Principe des actions réciproques

Soient deux points M7 et M. Si le point M; exerce une force fio sur My, alors My
exerce également une force fo; sur M, telle que :

e for = —fi2;

e les directions de fig et de fgl sont les mémes que celle de la droite (M7 Ms).

b fiz
oo <
M, M,

1.3 Energies
1.3.1 Travail et puissance d’une force

Définition 2 Au cours du déplacement élémentaire d¢ d’un point matériel soumis a
une force F, cette force exerce un travail élémentaire :

OW = F - d{ (en joules)
Au cours du déplacement du point matériel M entre deux points A et B, la force F qui
s’exerce sur M exerce un travail :
B =

WAB(ﬁ):/ F.dl
A

Remarque — Sile champ de force est homogene ( F ne dépend pas de la position du
point matériel), ce travail devient :

1

Wag(F) = F. ADB

Le travail d’une force F est moteur si Wap(F) > 0; dans le cas contraire, le travail
est résistant.

Définition 3 Si, au cours d’une durée dt, une force F exerce un travail 6W, cette
force délivre une puissance :

oW
P = 0 (en watts)

La puissance d’une force F' qui s’exerce sur un point animé d’une vitesse ¥ est aussi
donné par :

P=F.¢
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[& La force de résistance exercée par I’eau sur les navires d’un certain modele,
s’écrit :

F =k

v étant la vitesse du navire et k une constante.

1. Calculer k, sachant que le moteur fournit une puissance de 4 MW et que la vitesse

limite atteinte est de 18 km - h™*.

2. On arréte le moteur. Quel est le temps nécessaire pour que la vitesse passe de

18km-h™'al6km-h™"?
On donne la masse du navire : m = 12 x 10° kg.

REPONSE

1.

Outre son poids et la poussée d’Archimede qui se compensent, le navire est soumis a la force de pro-
Lz . > Lo, dT .

pulsion f;, et a la résistance f de 1’eau. Son accélération ¥ = T vérifie la loi fondamentale de la

dynamique :

i - -
md—::fwf )

Lorsque la vitesse limite v, = 18 km - h™—! est atteinte, le navire se déplace a vitesse constante, ce qui
se traduit par :

S B
= fp=k><l)?

Cette force de propulsion provient, du reste, d’un moteur qui fournit une puissance P = 4 x 105 W.
Aussi, en admettant que toute cette puissance soit transmise sous forme de propulsion, elle correspond

aussi a la puissance de la force f, au demeurant définie par :
P=fp-Ue=fpxuvg

car fp et Uy ont méme sens et méme direction. Il s’ensuit que :

P P P
fo=—=—=kxv;=>k=—
Vg Vg vy
avec : .
4 x 10
ve=18km-h™ ' =5m.-s ' = k= NGOE = k=6400kg-s-m 2
. En arrétant le moteur, on supprime la force de propulsion, auquel cas la loi (1) devient :
dv -
m — =
dt f

ou f est une force de frottement opposée au déplacement du navire, ce qui signifie aussi qu’en notant @
un vecteur unitaire directeur de ¥/ :

F=vxid = f=-k’a
d
= m—:ﬂszv?’ﬁ
1 dv k
= - — =

dans laquelle on remarque que :

G(L)on2de 1 1
dt \v2) o3 dt 03 dt 2 dt \v?
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L’équation différentielle en v devient ainsi :

et admet pour solution :

1—2kt+A:>t—m><1 mA
w2 m T2k 02 2k

ol A est une constante.

Appelons t, la date a laquelle le moteur est arrété (la vitesse du navire vaut vy) et soit ¢1 la date a laquelle
la vitesse du navire atteint la valeur v; = 16 km-h—! = 4,44 m - s—1. Laloi précédente fournit :

m 1 mA mX1 mA

t1 = — X —& — ——¢ttp = —
YTk Tl 2k YT 2k o2 2k

ce qui signifie que pour passer de vy a v1, le navire met un temps :

1 1 12 x 106 1 1
At=t1t£:m<22>_ X[ *7:|:>At=10$

2k \v? v} ) 2x6400  |(4,44)2 (5)2

1.3.2 Théoréme de I’énergie cinétique

Définition 4 L’énergie cinétique E. d’un point matériel M de masse m, animé d’une
vitesse v, est définie par :

E. = = mv?

Si, au cours d’un déplacement élémentaire, M est soumis a une force I’ qui exerce un
travail 0W, son énergie cinétique varie de la quantité :

dE, = oW

Cette identité se généralise au cas d’un déplacement entre deux points A et B ou la
vitesse de M vaut respectivement v4 et vp :

| 1 .
AE.=Wap(F) & 5 mv% — 5 mvy = Wag(F)
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[;EE Un anneau, assimilé a un point matériel, est enfilé sur une hélice d’équation
polaire r = a et z = h x 6. Il est abandonné sans vitesse initiale au point d’altitude H.

x

En négligeant les forces de frottement, calculer le temps qu’il met pour arriver au point
d’altitude z = 0, sous I’action de son poids.

REPONSE I’anneau A se déplace selon une trajectoire décrite par 7 = a et z = h x 6, auquel cas son
vecteur vitesse a pour composantes, en coordonnées cylindro-polaires :

v = ré +rfég+ie,=aléy+ 2e,carr =a =cte

= 02 =qa%60?+ 32

.3 dz\?  a®+h?
0:3:0:%:}@2:(2) X7a+

avec :

h dt h2
Entre le point de départ D (a I’altitude H) et un point K d’altitude z, I’anneau est soumis a son poids P

et a la réaction R de I’hélice. Or, cette derniere étant toujours perpendiculaire au vecteur déplacement de
I’anneau, seul le poids exerce un travail non nul :

Wi (P) = mg (H — 2)

Conformément au théoreme de 1’énergie cinétique, la vitesse de A variede vp = 0avg =v:

- 1

AE. =Wpk(F) = 3 mv? =mg (H — z)

dz\2 2gh?

=) == (gH-—

(dt) a2y H=2)
et, puisque z décroit au cours de la chute :
a2 + h? dz
2gh? H —z

Etant donné que z = H aladate t = 0 et que z = 0 au bout d’un temps 7, il s’ensuit que :

T a2 + h2 0 —dz a2 + h2 0
dt = = X |2V H —
/o 2gh? /H H—z 2gh? [ Z] H

2H a2+ h?
s Tt
g h?

dz 2gh?
— =55 VH—-2z=dt=—
at a? + h2 ?

d’ot :

T =
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1.3.3 Energie potentielle

1.3.3.1 Force conservative et énergie potentielle

Définition 5 Une force F est dite conservative si le travail élémentaire qu’elle fournit
provoque une variation d’une fonction E,, alors appelée énergie potentielle :

F conservative < 0W (F) = —dE,

Dans le cas d’un probleme a une dimension, X, F=r (X) 4 et I’énergie potentielle
I, associée a I est solution de I’équation différentielle :

dE,
= _F(X
i (X)

Exemples d’énergies potentielles
e Au poids P est associée une énergie potentielle de pesanteur :

E,, = mgz + cte

* A la force de rappel F=—k (¢ —£,) i = —kX u correspond I’énergie potentielle
élastique :

Epe:%kX2:%k(€—&,)2

« Toute force F perpendiculaire au déplacement dX = dX @ est associée 2 une
énergie potentielle constante, que 1’on choisit arbitrairement nulle :

F1dX=>E,=0
1.3.3.2 Position d’équilibre et stabilité

Dans un probleme a une dimension (X)), la position repérée par X, est une position
d’équilibre si elle correspond a un extremum d’énergie potentielle :

dE,

=0
X |y,

équilibre en Xy <
Si cet extremum est un minimum local pour la fonction E,(X), I’équilibre est stable,

tandis qu’il est instable si E,(X¢) est maximum :

&2E,
dx?

> 0 = E,(X() minimum = équilibre stable ;
Xo

d2E,
dx?

< 0= E,(Xo) maximum = équilibre instable.
Xo

Au voisinage d’une position d’équilibre X, un point matériel de masse m peut effec-
tuer des oscillations de pulsation :
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1 d2E,
m  dX?2

Xo

A Si le point matériel est contraint d’effectuer des mouvements de rotation de rayon
R, la pulsation des oscillations qui se produisent autour de 1’angle 6 d’équilibre stable
vaut :

.@ Deux particules chargées sont situées sur un axe fixe, de vecteur unitaire direc-
teur €,.. La particule de charge ¢; est immobile en un point O, tandis que la particule
de charge g2 occupe la position d’un point M tel que OM = r €., ou r est la distance
(variable) entre les deux charges. La particule de charge ¢» est soumise a deux forces :

la force d’interaction électrostatique f = 4(117(122 €, et une force constante F=F €,
TEQT
dont I’origine n’est pas précisée ici :
(q1) F (%) f e,
L Ho—}— _)T‘
0 M

1. Exprimer, a une constante pres, I’énergie potentielle associée a chacune des forces
f et F. En déduire I’expression de 1’énergie potentielle totale de M.

2. Déterminer, en fonction de F', q; et go, la position d’équilibre de M.
3. A quelle condition sur ¢; et ¢y cet équilibre est-il stable ?

4. Le cas échéant, établir I’expression de la pulsation w des petites oscillations qui
peuvent se produire autour de la position d’équilibre stable, en fonction de F', q;,
g2 et m (masse de M).

REPONSE

1. Laforcef: Qe .

1 5 €r ne dépend que du paramétre r, auquel cas elle est associée a une énergie
TEQT

potentielle Fp1 () telle que :

dEp1 — qig2

dr 4dmegr?

q1q2
Ep (r) = Amegr

ou (' est une constante d’intégration.
De méme, a la force constante F' = F’ & est associée une énergie potentielle Fp2(r) telle que :

dE

—22 = _F=Ep@)=-Fxr+C;
dr

ou C'y est une nouvelle constante d’intégration.

Par suite, en définissant par C' = C7 + C3 une constante, I’énergie potentielle totale de M vaut :

Ep(r) = Ep1(r) + Ep2(r) = Ep(r) = q192

= —Fxr+C
dmegr
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2. S’il existe une position d’équilibre pour M, elle correspond a une valeur r. de 7 qui affecte a ey () une
valeur extremum, ¢’est-a-dire :

dE -
Pl 0P _p_gsg = 2B @
dr |, dmegr2 dmreo F
3. L’équilibre précédemment mentionné est stable si, en 7 = r¢, la fonction E,(r) est minimum, ¢’est-a-
dire si : )
d°E
P02 505 g xge>0
dr? 2meerd

Te

4. La pulsation des oscillations qui se produisent autour de la position d’équilibre est donnée par :

w = i d2E, _ q192
m dr? | 2mmeor3

ol I’expression de 7 est fournie par le résultat (2) :
1 _ [4meoF L e _ @g2 | 64(meoF)3
Te q192 2meord 2meq (q192)3
_ 16meg F'3
q1q2

( 16meg F3 ) 1/4
= w={Ta
m=q1q2

1.3.4 Energie mécanique

Définition 6 On appelle énergie mécanique E,, d’un point matériel la somme de son
énergie cinétique I, et de son énergie potentielle ), :

En=E.+E,

Si le point matériel est soumis a une force dissipative Fyis , son énergie mécanique varie
d’une quantité :

A-Em = W(ﬁdi&)

Remarque — Un point M soumis a des forces exclusivement conservatives posséde
une énergie mécanique constante :

FE,, = ctesi F = Fionservative

[@‘ Un ressort comprimé de A¢ = 20 cm (de raideur k& = 200 N - m~!) est placé
sur un plan horizontal. Il projette un bloc de masse m = 1 kg, assimilé a un point ma-
tériel M, sur le plan. Le coefficient de frottement solide du bloc sur la table possede la
valeur constante . Déterminer la valeur numérique de p, sachant que le bloc parcourt
50 cm apres sa phase de lancement.

On prendra g = 10 m - s~ 2,

On rappelle que si R désigne la réaction normale du plan, la force de frottement qui

s’exerce sur le bloc a pour norme : HFH =L HRH
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REPONSE Lorsque le point M se déplace, il est soumis 2 la force de frottement F.,ason poids Petala
réaction R du support (auxquelles s’ajoute la force élastique f du ressort, tant que ce dernier reste en contact

avec M)
— —

\AAAAARS < >
1

e 1T

Al L

La planéité du mouvement de M trahit la compensation de RetP:
R+P=0=>R=-P= HﬁH =mg = HﬁH:uXmg
De plus, R et P étant perpendiculaires au mouvement de M, ils sont associés a une énergie potentielle

constante Fpq.

En revanche, pendant le déplacement A_B> (la phase de lancement correspond a A¢ = 20 cm et M se déplace
ensuite sur une distance L = 50 cm), tel que || AB|| = Al + L = 70 cm, la force de frottement (constante)
exerce un travail :

Wan(F) = F- 48 = — | 7] x | B = —mg (a¢+ 1)

La nature dissipative de Fest responsable de la variation de 1’énergie mécanique :
AEw = B (B) — En(A) = Wag(F) = —umg (A + L)

1
E’"L(B) == im’U% + EpO = Ep()

1 1 1
Em(A) = imvi + Epo + Ek (A0)? = Epo + 5k(A€)2
car, en A et B, la vitesse du bloc est nulle (vg = wa = 0), tandis que la compression du res-
sort de A¢ =20 cm par rapport a sa longueur au repos lui confere une énergie potentielle élastique

1
Epe = 5 k (A£)2. C’est pourquoi :

Em(B) — Em(A) = —= k (A0)? (AL+L)= k(Al?
_ - _= — —um ==
" " 2 g b omg (At L)
Application numérique :
200 x (20 x 1072)?
p= X 20x1075)° L o57
2x1x10x 70 x 10—2

1.3.5 Représentations graphiques
1.3.5.1 Diagramme d’énergie potentielle

11 s’agit de représenter graphiquement la courbe E,(X), dont les extrema indiquent les
positions d’équilibre stables (x4) ou instables (Xjnst) :

AE
p

1
1
1
1
1
1
Xinst Xst

NV
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En outre, la définition de 1’énergie mécanique :

1
Em:Ep+Ec:Ep+§mv2

révele que :

1
1By 2 18 carimv220

Cette relation montre que le point matériel ne peut exister que dans certaines régions
de I’espace :

A
By
ET?L
/\/
1
1
1
1
1
1 :X
< _ 1 I
espace autorisé espace interdit

1.3.5.2 Portraits de phase

Définition 7 On appelle portrait de phase la courbe représentative de la vitesse X
d’un point matériel, en fonction de sa position X.

Au voisinage d’une position d’équilibre stable X, 1’énergie potentielle admet pour
développement limité :

1 d’E
E,(X) = E,(Xo) + 3 k(X — Xo)?* avec k = dX;’ >0
Xo

C’est pourquoi en I’absence de force dissipative, la conservation de I’énergie méca-
nique impose :

%mXQ—f—Ep(XO)—F% k(X—X0)? = By = mX?4+k(X—X0)?> =2 [En — Ep(Xo)]

c’est-a-dire, en posant :

b2 = % [Em — Ep(Xo)] et a2 = % [Em - EP(XO)]

cette équation devient :

=1

(X — X;)? N (X)?
a? b2

qui représente 1’équation cartésienne d’une ellipse :
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[;\S; Un point matériel M admet une position d’équilibre instable en X = 0. Son
énergie potentielle ne dépend que du parametre X et on suppose qu’a I’instant ¢ = 0,
X = X tandis que la vitesse de M est nulle.

1. Etablir, a partir d’un développement limité, I’expression simplifiée de 1’énergie po-
tentielle au voisinage de 0.

2. Montrer qu’en I’absence de force dissipative, il existe un nombre réel « tel que :
(X)2 —a?X?=-a? X}

3. En déduire I’allure de son portrait de phase (on déterminera les éventuelles asymp-
totes de cette courbe).

REPONSE

1. Pour X voisin de 0, I’énergie potentielle admet pour développement, a ’ordre 2 :

dFE, X2 d?E
Ep(X) = Ep(0) + X . Y 2p
dX [x, 2 dX? |y,
ol I’existence d’un équilibre instable en O se traduit par :
dE d?E d?E d?E
el —ow SPR| <om S| - |
dX [x, dx?z |, dX? | x, dxz |,
Par suite : 5 5
X d?E,
Ep(X) = Ep(0) — — z
b0 = Br(0) = - | 57 |
2. Enl’absence de force dissipative, I’énergie mécanique :
B = ()% + By(X) = 2 m()? + By(0) - 2 | £E2
= —-m = —-m _—
™ P 2 P 2 | dx2 |,

conserve la méme valeur, quel que soit X, et notamment pour X = X ol X=0:

1 m(X)? — )ﬁ d?E, = _ﬁ d*Ep
2 2 dxz |, 2 dx?z |,
1l existe donc un nombre réel o, tel que :
o i d?E,
m dxz |,

permettant d’écrire :
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3. De cette expression, il découle que :
X =+|al /X2 - X2
ce qui montre, d’une part que | X| > | X/, et d’autre part que :

lim (X)= lim (+|aX])
X—+oco X—+oco

Aussi, la courbe représentative de X en fonction de X admet pour asymptotes les droites d’équation
X =laX|etX = —|aX|

1.4 Oscillateurs a une dimension

1.4.1 Oscillations non amorties

La conservation de I’énergie mécanique permet de montrer que le
mouvement d’un point matériel M, de masse m, fixé a un ressort l,
de longueur a vide ¢, et de raideur k, a un mouvement décrit par

I’équation différentielle - WWWA
k‘ : X
i+ —z=0 AAAAAANA
T+ m T M
=
0

Un pendule pesant est constitué d’un point M, de masse m, ac- ;
croché a une extrémité d’un fil sans masse, dont I’autre extrémité ) !/
est fixée a un support horizontal en un point O. Les oscillations du
pendule sont repérées par I’angle 6 que fait le fil OM par rapport
a la verticale (OE).

M
p
.
-
o

1

1

|

1
Ei---
1. Trouver I’expression de la vitesse ¢’ du point M en fonction de ¢ et 6. En déduire

I’expression de son énergie cinétique.

2. Etablir I’expression de I’énergie potentielle de M en fonction de m, £, 6 et g (in-
tensité de la pesanteur). On choisira I’origine de 1’énergie potentielle de pesanteur
au point d’équilibre E.

3. Exprimer I’énergie mécanique E,, de M en fonction de 6 et § puis, en admettant 0
assez petit pour que sin § ~ ¢, montrer que :

.. g
i+%0=0
T
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REPONSE ) ) . i
1. Le point M étant animé d’un mouvement de rotation autour du point O, il
convient d’exprimer son vecteur vitesse en coordonnées polaires :

Py &
v=7ré +rhéy=~L0€Eycarr =/ = cte , ¢ 0
. . Hy_____>
Il s’ensuit que son énergie cinétique vaut : z: L e

, .
1 1 : -7
E. = - mv? = — me26? E}
2 2

2. En choisissant I’origine de 1’énergie potentielle en F, celle-ci adopte la forme :
E =mgz
avec :
OE=0OH+HE = {(={lcosO+2z=2z=1/L(1—cosb)
= Ep, =mgl(1l—cosb)

3. La tension du fil étant perpendiculaire au mouvement de M, 1’énergie potentielle associée est une
constante, que 1’on choisira arbitrairement nulle de maniére a assimiler 1’énergie potentielle de M a
son énergie potentielle de pesanteur. Ce faisant, son énergie mécanique vaut :

En=E.+E, = %m@zéz + mgl (1 — cos0)

Le point M n’étant soumis a aucune force dissipative, son énergie mécanique demeure constante :

dE - . ..
=05 m00+mgldsing =0 b+ % sinf =0
Enfin, I’approximation des « petits angles » : sin 6 ~ 6 linéarise cette équation différentielle :
. g
0+=60=0
L

De maniere générale, 1I’équation différentielle décrivant le mouvement d’un oscillateur
non amorti se présente sous la forme :

X+ w% X=0
qui fait apparaitre la pulsation propre w et dont la solution est de la forme :
X(t) = A cos(wot) + B sin(wot) = Xo cos(wot + ¢)
1.4.2 Oscillations amorties

Sous I’influence d’une force de frottement F = —\ X @ (ol \ est une constante posi-
tive), I’équation différentielle du mouvement s’écrit :

. ) N -k
MmMX+AX+EX=0=>X+—X+—-X=0
m m
que I’on présente sous la forme canonique :

X+%X+ngzo 3)

qui introduit le facteur de qualité @) et la pulsation propre wy :

szetwoz E
A V. m

Trois régimes d’oscillations se dégagent de I’équation caractéristique (en x) associée a
I’équation différentielle (3) :

w
x2+—0x+wg:0

Q
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1.4.2.1 Régime pseudo-périodique

11 est obtenu lorsque le discriminant A de I’équation caractéristique est négatif :

_ Wb 402 1
A_Q2(1 4Q)<0:>Q>2

Les solutions complexes obtenues pour x génerent une solution pseudo-périodique :

X =e * [A cos() + B sin(Qt)]

avec o = %etQ:%sﬂlQQ—l.

La pseudo-période vaut :

T:2_7r_ 47 Q)

Qw402 — 1

1, . 1
tandis que 1’énergie mécanique de 1’oscillateur : E,, = 3 kX2 + 3 k X? se met sous

la forme :
Em = e—2at (p(t)

oll p(t) est une fonction périodique, de période T :
p(t+T) = ¢(t)

Il s’ensuit que :

= 1 _ e—20cT

'AEm‘

En(t+T)— EnL(t)
il

E..(t)

1.4.2.2 Régime apériodique

Obtenu pour A > 0, ce régime est décrit par I’existence de deux solutions réelles pour
I’équation caractéristique, d’ou se déduit la solution de 1’équation différentielle (3) :

1
X(t)=e*"[Ae"™ + Be ] pour Q < >

oua:%etm:%\/1—4Q2.
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0 t
1.4.2.3 Régime apériodique critique

Ce régime correspond au cas ot A = 0; la seule solution Xy = —wq de 1’équation
caractéristique confere a X (¢) la forme suivante :

X(t)=(A+ Bt)e !

e

I=="un point matériel, de masse m, est soumis a une force de rappel élastique de
raideur k et a une force de frottement de coefficient A. Sous I’influence de ces deux
forces, sa position vérifie 1’équation différentielle suivante :

A2 m dt  m

k
On posera : w = — et on admet que \? = 4km.
m

1. Sachantqu’aladate ¢t = 0, x vaut z et & est nul, donner 1’expression de la fonction
z(t).
2. Donner les expressions simplifiées de x et de & pour wp t < 1 etwpt > 1.

3. En déduire I’allure du portrait de phase.

REPONSE
1. L’équation caractéristique (en X') associée a 1’équation différentielle du mouvement :
A k
X2+ X+ —=0
m m

admet pour discriminant :
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Par suite, I’'unique solution de cette équation :

A Vadkm k
Xo=—"=— = — E:—wo

2m om

conduit & la solution générale cherchée :
z(t) = (A+Bt)ef“’0t = 5 =e W0l x (B—wopA—woBt)
dont les constantes A et B sont ajustées aux conditions initiales :
z(0) =x0 = A=1x0

et:
2(0)=0=B—-wiA=0= B =wy A =wozo

C’est pourquoi :
z(t) = 2o (1 4+ wot) e 0t et () = —wd wo te w0t

2. Lorsque wot < 1, e~«0t admet pour développement développé d’ordre 1 :

—wot ] _ x(t) = xo (1 + wot) (1 — wot)
e ~1 th:>{ i(t)ﬁ—l"owgt(l—wot)

c’est-a-dire, en ne conservant que les termes de plus petit ordre non nul en wot (I’ordre O reviendrait a
éliminer la dépendance de x et de & avec t), il reste :

T
=z (1 —wit?) = wot =, /1 — —
o
et:
T = —xowp X wot = —wo+/ (o — ) z0 %)

En revanche, lorsque wot > 1:
T
14 wot ~ wot = z(t) ~ xowot e”wWol = pte WOl =
xo
et:

wot

T = —woro X wote” = —wox )

3. Le comportement asymptotique de la courbe @(z) découle de 1'étude précédente :
o lorsque wot < 1: 4 ~ —wp+/(xo — ) zo; il s’agit d’une branche de parabole (P) que le
portrait de phase suit pour x ~ xg ;
e lorsque wot > 1, & = —wox correspond a I’équation cartésienne d’une droite (D) qui passe par
’origine du repere (O, z, &).
Finalement, ces expressions asymptotiques conduisent a la représentation graphique du portrait de
phase :
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o1 Lycée Pasteur, Neuilly
5 min.
Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

Un navire N est animé d’un mouvement rectiligne uniforme de vitesse ¢’ le long d’une
droite D. Un sous-marin immobile S' tire une torpille 7" a I’instant ou I’angle (17 N 3)

a la valeur a.
T étant animé d’un mouvement rectiligne uniforme de vecteur vitesse u, quelle doit

—
étre la valeur de I’angle de tir § = (SN ,ﬁ) si I’on veut couler NV ?

N7 1
— g - D
Y\
s
02 Lycée Saint-Louis, Paris
5 min.
Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

Une poulie (C1), de rayon Ry, posséde un axe fixe. A une extrémité du fil est placé
un point M d’altitude z tandis qu’a I’autre extrémité est accrochée une seconde poulie
(C2), de rayon Rsy. Les extrémités du fil de (C'y) sont I'une fixée au sol et ’autre
attachée a un point M’ d’altitude z’.

En supposant que les fils ne glissent pas sur les poulies et qu’ils sont inextensibles,

s . z di
établir une relation entre — et —.
dt dt
z- -
Zl ................
e3 Lycée Roosevelt, Reims
10 min.
Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

Une barre AB, de longueur L, a ses extrémités qui restent sans cesse au contact avec
I’axe Ox (extrémité A) et avec ’axe Oy (extrémité B) perpendiculaire a Ox. Soit 6
I’angle que fait la barre avec Ox a ’instant ¢.
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0

1. Quelle est la trajectoire de .J, milieu de [AB] ?

2. Quelle est la trajectoire d’un point M de AB, situé a la distance BM =b < L (b
étant constant) ?

Tracer I’ allure de celle-ci.

3. Quelles sont les composantes du vecteur vitesse v = en fonctionde L, b, 0

etd?

o4 Lycée Henri Wallon, Valenciennes
10 min.

Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

Montrer que la courbe (I"), d’équation polaire :

2 (0 .
T COS 5 = a avec a constante positive

est une parabole, et la représenter.

®5 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.

Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

On considere un point M dont la vitesse ¢’ a pour composantes cartésiennes :

1

1
UIZI—tfzethZI—i—th

ou ¢ désigne le temps.
Aladate t = 1 s, le point M occupe la position du point A(2,0).
1. Exprimer, en fonction de ¢, les coordonnées x et y de M.

2. Quelle est la trajectoire de M ? la représenter.
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®6 Lycée Roosevelt, Reims
15 min.

Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

Par rapport a un repere fixe (Ozxyz), muni d’une base <i’, 7 E) orthonormée, un point
M suit la trajectoire définie par la fonction vectorielle suivante :
x = 4t?

— - 13
7=0M =xz7+yj+ zk avec y:4(t—3>
z=3t+t

1. Déterminer ¥(t), le vecteur vitesse, en fonction du temps, puis sa norme v = [|¥/]|.

2. Montrer que la tangente a la trajectoire fait un angle constant avec I’axe Oz.

e7 Lycée Charlemagne, Paris
15 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Cinématique
Un point M, de coordonnées polaires (r, §), a une trajectoire plane décrite par :

r = a X 0 (a : constante réelle positive)

1. Dessiner I’allure de la trajectoire.

2. Sachant que = w X t (w : constante réelle positive), calculer les composantes
polaires du vecteur vitesse ¥, puis v = ||7]|.

3. Soit 1) ’angle (€., ¥'), montrer que v = arctan @ et préciser la direction du vecteur
vitesse U lorsque 6 = 0.

®8 Lycée Roosevelt, Reims
25 min.
Cinématique MPSI-PCSI-PTSI

Un point P suit, dans un repere (O, x, y), la trajectoire d’équation :

T = 4w

P y=4w? -1

ol w est une fonction du temps ¢ telle que : ¢ = w + 3 w3,

On étudie le mouvement pour ¢ € [0; +o0].
Onnote 7 = OP et 1 = 7]
1. Tracer le graphe de la trajectoire de P dans (O, x, y).
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2. Calculer les composantes du vecteur vitesse ¢ du point P en fonction de w et de

. dw
=
3. Calculer les composantes du vecteur accélération a de P, en fonction de w, w et
. d%w
W= EToR
4. Exprimer @ en fonction de r et 7 puis en déduire une propriété remarquable du
vecteur d.
®9 Lycée Carnot, Dijon
5 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Montrer que la superposition d’un champ de force constant f_i = m ¢ et d’un champ
de force radial fo = k OM (O est un point fixe d’un référentiel galiléen et M un point

- - . R ) - —
ou s’exercent les forces f; et f2) équivaut a un champ de force radial : f = kO, M et
déterminer O;.

®10 Q.C.M.
5 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Une voiture A roule 2 la vitesse constante v4 = 60 km - h™! sur une route rectiligne.
Aladate t = 0, elle passe a coté d’une voiture B immobile qui démarre alors avec une
accélération a = 5 m - s~2, Répondre par VRAI ou FAUX aux affirmations suivantes :

1. La voiture B rattrape la voiture A au bout de 9,91 s.
2. Lorsque B rattrape A, sa vitesse v vaut le double de v 4.
3. Si la voiture B doublait son accélération, elle rattraperait A au bout de 3,33 s.

4. Dans ce cas, vp vaudrait encore le double de v 4.

o11 Concours Polytechnique
5 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel est lancé a la vitesse initiale ¥jy horizontale, d’une hauteur h.
Quelle est sa vitesse lorsqu’il touche le sol ?
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12 Concours de I’E.N.S.
10 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Une cible C, de masse m,, est abandonnée sans vitesse initiale d’une hauteur H a
I’instant méme ol un projectile P, de masse m,,, est lancé du sol avec une vitesse ¥
inclinée d’un angle « par rapport a 1’horizontale.

PEEERET
=

Trouver I’angle /3 pour que le projectile atteigne la cible.

®13 Lycée Carnot, Dijon
10 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Un coin C a la forme d’un prisme de section droite
ABO. 1l repose sur le sol horizontal (.5), rapporté aux
axes (Ox) et (Oy). On note ¢ le champ de pesan-
teur terrestre vertical. Un point matériel M, de masse
m, peut glisser sur le plan (Ox) incliné d’un angle «
par rapport au sol. Le plan exerce sur M une réaction
R= EN + ET, ou ﬁN et éT désignent les compo-
santes normale et tangentielle de R.Ona:

|l = 1 ]

si M est en mouvement, et :
|| < £ {12

si M est immobile (f étant le coefficient constant de frottement).
1. Quelle inégalité doit lier f et a pour que M soit immobile ?

2. Cette condition n’étant pas réalisée, calculer le temps de chute 7 (de O a B) et la
vitesse de M en B, si M est 1aché sans vitesse initiale en O.

Application numérique :

m=1kg OB=/=1m ¢g=10m-s2 a=30" f=0,1

®14 Lycée Poincaré, Nancy
15 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Un pendule pesant est constitué d’un fil vertical inextensible, de longueur ¢, de masse
négligeable, dont une extrémité O est fixée a un support fixe. A 1’autre extrémité est
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accroché un point matériel M, de masse m, soumis a la pesanteur d’intensité g. Initia-
lement, le fil est écarté de la verticale d’un angle 6y, avec une vitesse nulle.

1. Ecrire I’équation différentielle satisfaite par 1’angle 6 que fait le fil par rapport a
la verticale. La résoudre et donner 1’expression de 6(t), en supposant que 6 soit
suffisamment petit pour que sin 6 ~ 6.

2. Dans le cadre de ces approximations, déterminer 1’expression de la tension 7" du
fil, en fonction de m, g, 62 et 6.

Lorsque le fil repasse par la verticale, montrer que 7' > mg et conclure.

®15 Concours des Mines-Ponts
40 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

Un anneau M, assimilable a un point matériel, peut se déplacer sans frottements sur
une courbe (C') contenue dans un plan vertical.
Il est soumis, en plus de la réaction R de la courbe, a son poids P = m ¢ et a la force

F= —)\O—>M (X réel constant).

On veut déterminer la courbe (C') pour que I’équilibre soit partout réalisé.

1. A partir de la condition d;équilibre du point M (z,y), trouver les expressions des
composantes 1%, It de R en fonction de A, z, y, m et g.

2. Sachant que la vitesse 7 de M, se déplagant sur (C'), est tangente a (C'), que peut-on

dire de R et 777
dr dy

dt’dt
. mg >
3. On suppose que la courbe (C') passe par le point A (O, — 2T)' Trouver I’ex-

pression analytique de (C') et la représenter graphiquement.

En déduire une équation faisant intervenir 2, 12,

®16 Lycée Clémenceau, Nantes
45 min.
Dynamique MPSI-PCSI-PTSI

On considere un canon qui tire, depuis un point O, un obus dont la vitesse initiale ¥ a
une norme vy déterminée et fait, avec la direction horizontale Ox, un angle « ajustable
a volonté par I"artilleur (0° < a < 90°).

On ne tient pas compte de la résistance de 1’air et on considere le référentiel terrestre
comme galiléen, la pesanteur étant supposée uniforme : § = —g .

1. Soit H la plus haute altitude qui puisse &tre atteinte par 1’obus tiré verticalement.
Déterminer H en fonction de v et de g.



30 Chapitre 1

. Lo T m
2. Déterminer la nature des trajectoires pour les valeurs de o # 5 et pour o = 3

3. Exprimer, en fonction de « et de H, la portée X (o) pour un tir vers une cible située
dans le plan horizontal (y = 0). Déterminer le maximum X,,, de X et la valeur o,
de « correspondante.

4. Exprimer, de la méme maniere, la cote maximum d’une trajectoire.

5. On désire atteindre un point M/ donné. Montrer que ceci n’est pas possible si M
est a ’extérieur d’une certaine courbe P qui est une parabole (parabole de siireté).
Déterminer le sommet de P et représenter P sur une figure, ainsi que plusieurs
trajectoires.

6. Dans le cas ot M est intérieur a P, de combien de manieres est-il possible d’at-
teindre M ?

H
Effectuer les calculs pour M de coordonnées <H , 2).

Représenter les trajectoires permettant d’atteindre M.

®17 Lycée Carnot, Dijon
10 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

Un bol a la forme d’un paraboloide de révolution vertical ; I’équation de sa méridienne
est:y=a 22. On lache, sans vitesse initiale, en un point de sa surface intérieure, un
point matériel en (xg, o). Calculer la période de ses petites oscillations (az < 1).

@18 Lycée Poincaré, Nancy
15 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

La force de résistance exercée par 1’eau sur les navires d’un certain modele s’écrit :
f=kv

v étant la vitesse du navire.

1. Calculer k sachant que le moteur fournit une puissance de 4 MW et que la vitesse
limite atteinte est de 18 km - h™!.

2. On arréte le moteur. Quel est le temps nécessaire pour que la vitesse passe de
18km-h~'a16km-h™"?
On donne la masse du navire : m = 12 x 10 kg.

®19 Lycée Clémenceau, Nantes
15 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

Sur une tige horizontale sont enfilés un ressort de raideur k;, un anneau M de masse
m, considéré comme une masse ponctuelle, et un ressort de raideur ko.

L
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1. Déterminer la position d’équilibre de M en fonction de k1, ks, ¢1 et {5, longueurs
au repos des ressorts (1) et (2). On prendra 1’origine de ’axe des abscisses au
milieu de la tige AB.

2. On écarte la masse de la position d’équilibre et on la lache sans vitesse initiale.
Etabllir 1’équation du mouvement de la masse, autour de sa position d’équilibre.
Calculer la période du mouvement.

3. Retrouver cette équation en utilisant le fait que le systeme est conservatif.

@20 QCM
15 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel M, de masse m, glisse sans frotte-
ments sur une demi-boule de centre O et de rayon p. On
appelle 6 I’angle que fait O—]\>4 par rapport a la verticale.
A la date t = 0, 6 est pratiquement nul et M est liché
sans vitesse initiale. On admettra que M n’est soumis
qu’a son poids P et ala réaction R de la demi-boule.

Le point M quitte la boule lorsque :

(@) a =215 (b)a=482°
©a=51,2" (d)a=284°

021 Lycée Charlemagne, Paris
15 min.
Energie MPSI-PCSI-PTSI

Une navette spatiale, assimilée a une masse ponctuelle m = 5103 kg, est abandonnée
ala date t = 0 a I’altitude hy = 10° m avec une vitesse vy = 8 000 m - s~'. On notera
le vecteur vitesse :

Uv=—vX1u
Le champ de gravitation est supposé radial et de norme uniforme : § = —g X u, avec
=10 L2
g=10m-s™~.
z
hol=--
[+
|u
|0

1. (a) Quelle est I’équation horaire de la chute libre z(¢) ?
(b) Avec quelle vitesse la navette arrive-t-elle au sol ?

(c) Quelle est la durée de la chute ?
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2. L’atmosphere est assimilée a un gaz parfait dont la masse volumique 4 est supposée
uniforme (u = 1,3 kg - m~2). Elle exerce, sur la navette, une force de frottement :

F = pCv? i
ou C est un coefficient positif li¢ a la forme de la navette.

(a) Etablir I’équation différentielle donnant v en fonction du temps.

(b) Vérifier qu’il existe une vitesse limite et donner son expression en fonction de

m, g, petC.
e 22 Concours ENSI
20 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel, de masse m, est solidaire d’une rigole verticale circulaire (de centre
O et de rayon R) sur laquelle il peut glisser sans frottements.

Outre son poids P=m g, le point A est soumis a la tension d’un ressort ABM, de
longueur a vide [,, et de raideur k.

1. Exprimer la longueur AB en fonction de R et 6.

2. Donner I’énergie potentielle totale £, du point matériel soumis a son poids et a la
tension du ressort, en fonction de m, g, 6, k et R.

3. Montrer qu’il existe une position d’équilibre stable pour 6 = 6., telle que :

mg

tanf, = —=

an6, R
4. Calculer, en fonction de k, R, m et g, la pulsation w des oscillations qui se pro-

duisent.

®23 Lycée Janson de Sailly, Paris
20 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

Un pendule est constitué d’un fil souple, de longueur ! = 0,8 m, auquel on suspend une
bille ponctuelle de masse m = 0,2 kg. Le fil est écarté de sa position d’équilibre d’un
angle #,,, = 60°. La bille est lancée avec une vitesse initiale vy tangente a la trajectoire
dans un plan vertical.

La valeur minimale pour que la bille effectue un tour complet dans ce plan vertical est,
enprenant g = 9,8 m-s~2:

a-vg=40m-s"! b-vg=48m-s!
c-vg=20m-s"! d-vyg=56m-s"!
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@24 Lycée Henri Wallon, Valenciennes

20 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI
Un solide ponctuel M, de masse m, est lancé avec une vi- C

tesse vy sur une glissiere circulaire de rayon r et de centre
O. Les frottements sont négligeables. La position du mo-
bile sur la portion circulaire de la trajectoire est repérée par

I’angle 0 = (O—le, O—]\>4) 0

1. En appliquant le théoreme de I’énergie cinétique, ex-
primer la vitesse v de M en fonction de 7 et 6.

2. Déterminer la norme R de la réaction R exercée par la
glissiere sur le solide.

> U

3. Montrer que R s’annule pour une valeur 6, qui est fonction de vy. Quelle est la
valeur minimale de vy pour que le mobile atteigne le sommet C' de la trajectoire ?
Quelle est alors sa vitesse en C'?

® 25 Lycée Poincaré, Nancy
30 min.
Energies MPSI-PCSI-PTSI

Dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, ol régne le champ de pesanteur g uni-
forme, on considere un cerceau circulaire de centre O, de rayon R, dans le plan vertical
(xOy), (Oy) étant la verticale ascendante. Au sommet A du cerceau est accroché un
ressort de masse négligeable, de longueur 2 vide Ly = aR (o € RT). A son autre ex-
trémité M est accrochée une particule de masse m, astreinte a glisser sans frottements
sur le cerceau. On pose :
W=7 w2:£>w2 ¢ = (0y,OM) avec ¢ € [07]
PR B m p ’
1. Exprimer la longueur L du ressort en fonction de R et ¢.
2. On suppose d’abord o = 0.
(a) Exprimer I’énergie potentielle de la particule sous les actions de la pesanteur et
du ressort.
Montrer que cette énergie potentielle peut se mettre sous la forme :

E, =mR® [w} + (w) — wh) cos @]
(b) Préciser les positions d’équilibre.
(¢) Etudier la stabilité de ces équilibres et montrer que la pulsation des petites os-

cillations qui se produisent autour de 1’une d’elles vaut :
_ 2 _ 2
w=/wpk —ws

3. On suppose maintenant que « # 0.
(a) Présenter 1’énergie potentielle de la particule, soumise aux actions de la pesan-
teur et du ressort, sous la forme :

2 2 2 2 o )
E,=mR {(wp—wR) cos ¢ + wp <1+2—2a sin (2)>}
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(b) Préciser les conditions sur wg, w,, et o pour qu’il y ait deux positions d’équi-
libre, et donner ces positions.

(c) Préciser les conditions sur wg, w), €t o pour qu’il n’y ait qu’une seule position
d’équilibre. Ou se trouve-t-elle ?

® 26 Lycée Champollion, Grenoble
10 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

Un oscillateur mécanique est constitué d’une masselotte A, de masse m, accrochée a
Iextrémité inférieure d’un ressort vertical, de raideur % et de longueur a vide ;. On
néglige les forces de frottement.

On désigne par x la coordonnée fixant la position de A le long de la verticale descen-
dante, a partir de I’origine O prise par 1’extrémité supérieure du ressort.

1. Exprimer 1’énergie potentielle en fonction de la variable X = x — x1, ol x; est
la position d’équilibre de A ; on choisira 1’origine de 1’énergie potentielle sur la
position d’équilibre de A.

2. Etablir I’équation différentielle du mouvement de A. La résoudre, sachant qu’a la
date t = 0, A est laché sans vitesse initiale de la position Xj.

3. Représenter le diagramme énergétique correspondant.

® 27 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

Sous I’action d’une force de rappel élastique de raideur £ > 0, et d’une force de
frottement de constante A > 0, un point matériel de masse m se déplace sur un axe
Ox conformément a 1’équation différentielle :

| k
i—|—%ds—|—w§z=0avecw0: EetQ:@

Initialement, le point matériel est immobile et occupe la position repérée par
x(t =0) = xo.

1
1. Montrer qu’il existe deux coefficients A et ¢, dépendant de ) > ok tels que :

#(t) = Aro e x cos(U — ) avec o = S5 et Q= S5 VAQE T

2. Quelle valeur doit prendre () pour assurer ¢ = g ?

® 28 Lycée du Parc, Lyon
10 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

Etudier la loi (¢) du mouvement d’un point matériel de masse m, mobile sur un axe

. dx . .
'Oz, et soumis aux deux forces : —Kx et —\ e avec ' > Oet A > 0. On introduira

, K 2m
les grandeurs wy = — et 7 = - avec wot > 1.
m
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Dans le cas d’un amortissement faible (wo7 > 1) calculer, en fonction de m, wg, A, le
facteur de qualité @) de I’oscillateur, défini par :
E(t) ‘

Q=27 NG

ot AE = E(t+ T) — E(t) représente la perte d’énergie mécanique pendant une
pseudo-période 7', d’un oscillateur d’énergie E(¢) a la date ¢.

®29 Lycée Champollion, Grenoble
15 min.

Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

On considere le dispositif ci-contre, dans lequel un ressort exerce

une force élastique et un piston exerce une force d’amortissement. M

A I’extrémité mobile du dispositif est fixé un point matériel M de T

masse m = 255 kg. lj

La longueur a vide du ressort est Ly = 1 m; on note L sa lon-

gueur a un instant quelconque; sa constante de raideur vaut
k=125kN-m '
La force d’amortissement fluide est de type visqueux ;

F=-3%

ol 3 est un coefficient constant, positif et égal 2 15,3 kg - s~! et ol ¥/ est le vecteur
vitesse de M.

Aladate t = 0, on communique & M une vitesse ¥y = vg U, avec vg = 0,5 m - s~
M occupe une position d’équilibre dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

L oet

1. Calculer la longueur L; du ressort avant la perturbation de 1’équilibre de M.
mg
k
2. Déterminer 1’équation différentielle donnant = en fonction de ¢.

Onposera:x =L — L., avec L, = Ly — . Que représente L. ?

3. (a) Compte tenu des valeurs numériques, montrer qu’on peut mettre x sous la
forme :
x = [a cos(Qt) + b sin(Qt)] x e A

Exprimer a, b, ) et A en fonction des données et calculer leur valeur numérique.

(b) Quelle est la valeur absolue maximale Ay« de I’amplitude A ?

Au bout de combien de temps peut-on considérer que la position d’équilibre est
atteinte (c’est-a-dire lorsque A est toujours inférieur a 1073 X Apmax) ?

® 30 Lycée Charlemagne, Paris
15 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel M, de masse m, peut se déplacer sans frottements sur un cercle
de centre O, de rayon R, situé dans un plan horizontal. M est relié a deux ressorts
de raideurs k; et ko, de longueurs a vide nulles, accrochés en A et B dans le plan
horizontal. On considere que le segment AB se trouve entierement a I’extérieur du
cercle.
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1. Montrer que 1’action sur M des deux ressorts est équivalente a celle d’un ressort
unique, dont on donnera la constante de raideur, et accroché en un point G' défini
par :

H -
ki GA+ky GE =0
2. Montrer qu’il existe deux positions d’équilibre de M sur le cercle. Les représenter
schématiquement.
— ——
3. Soit M la position d’équilibre stable et on pose 6 = (OM 1,OM ) , lorsque M

s’écarte de sa position d’équilibre. Désignons par ¢ la norme de HO? ‘ et notons 0

la dérivée, par rapport au temps, de 6.
Donner I’expression de I’énergie totale de I’oscillateur en fonction de m, R, l, k1,
ko, O et .

4. Donner I’équation différentielle vérifiée par € et en déduire la période des oscilla-
tions de M lorsque 6 est faible.

@31 Concours E.N.S.T.L.LM.
20 min.

Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

On considere une masse M, de masse volumique 4 et de volume V', plongée @)

dans de I’eau (de masse volumique jip,0). Cette masse est suspendue a un

ressort de raideur k£ et de longueur a vide £y, accroché en un point O.

Soit (Oz) la verticale orientée vers le bas, le point O est fixe. On s’intéresse au
mouvement suivant (Oz) de la masse et on note z la cote du centre de gravité MG
G de la masse. A ’équilibre, la masse est située en z = h. On négligera les
dimensions de la masse devant h. 2

Soit R le référentiel terrestre supposé galiléen.
1. Ecrire la condition d’équilibre de M dans R.

2. En déduire I’équation différentielle du mouvement d’oscillations de M. On écrira
une équation reliant z a ses dérivées, M, k et h. Donner la pulsation propre wq de
cet oscillateur. On négligera les frottements dans cette question.

3. Y a-t-il un terme de I’équation différentielle précédente qui dépende de I’intensité
de la poussée d’ Archimede ?

4. On tient compte d’une force de frottement visqueux, colinéaire a la vitesse ¥ :
F' = —av. Donner la nouvelle équation différentielle vérifiée par z.
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En se plagant dans le cas d’un amortissement tres faible, donner 1’allure de la fonc-
tion z(t) avec les conditions initiales suivantes : a ¢t = 0, z = hy > h et la vitesse
initiale est nulle.

® 32 Lycée du Parc, Lyon
25 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

On étudie les oscillations libres d’un point matériel M, de masse m accroché a un
ressort vertical, de masse négligeable et de constante de raideur k. On choisit un axe
Oz orienté vers le bas, d’origine O correspondant a la position d’équilibre de la masse
ponctuelle.

1. Ecrire I'équation différentielle vérifiée par x, écart de M par rapport 2 sa position
d’équilibre.
2. La masse est écartée d’une quantité x( de sa position d’équilibre, puis lachée de

cette position a un instant pris comme origine du temps, avec une vitesse nulle.
Résoudre 1’équation vérifiée par = en fonction du temps t.

3. On prend les m&mes conditions initiales que précédemment. Donner I’expression
de I’énergie potentielle de I’oscillateur (on prendra x = 0 pour origine de I’énergie
potentielle). Calculer la valeur moyenne sur une période 7T :

t+T
B =7 [ Bolt)
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o1 Lycée Pasteur, Neuilly

Soit t = 0 la date a laquelle la torpille est tirée, lorsque (N—;,ﬁ) =a:

Les vitesse ¥ et 4 étant uniformes, leurs normes constantes v et u vérifient :

SI=uxtet NI =vxt

Les relations métriques dans le triangle (N 1.5) fournissent, en outre :

NI SI :>'0—NI><'
sinf  sina sy = ST s

. v,
= sinf = — sin«
u
c’est-a-dire :

. v o,
0 = arcsin [ — sin «
U

02 Lycée Saint-Louis, Paris

Soit 29 I’altitude commune du centre Os de la poulie (Cs) et des points As, By de
contact de la poulie avec ses fils :

La longueur L, du fil qui passe par cette poulie vaut :

. AyBs = TR
L, - 22+A2B2+B2M/avec{Biﬂj,:ZQQ_Z,

ZQ+7TR2+227Z/
= 2%+ 7Ry — 7%
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La dérivation de cette équation fournit :

dL2 9 d22 dZ/

dt dt dt

car le fil étant inextensible, sa longueur Ly ne varie pas dans le temps. Finalement :
dz’ dzo
= —9 == 6
dt dt ©

De méme, notons z; 1altitude commune du centre O, de (C) et des points A, By ol
le fil établit le contact avec (C1) :

A nouveau la longueur L; du fil vaut :

L1 = A1M+AIBl +B102
= (s1—2)+7R1 + 21— 2
= 2z +7Ry — 2z — 29

De ces termes, seuls z et zo varient dans le temps (car I’axe qui passe par O; est
immobile) est ¢’est pourquoi une dérivation de cette équation fournit :
dLq d(2z1 + 7Ry)  dz  dz dzo dz

a @ @ a YTa T

ce qui permet d’écrire le résultat (6) sous la forme suivante :

dz’ dzy dz’ dz
D) S o RN ) Wod
a a @ dt

e3 Lycée Roosevelt, Reims

1. La trajectoire du point J sera connue a partir de I’expression des composantes
(x,y) du vecteur position :

O_M(z) —OA+AJ
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—
11 s’agit donc d’exprimer les vecteurs O A et fﬁ :

0—121: (OA

0 > avec OA = L cos @

et:
L 0
A7 (AT cost x\ _ (L cosb T 08
A _<AJsin0> - <y)_< 0 >+ L.
— sin 6
2
$=LCOS€—§COSQZ§COSQ

iL 3 0
y—gsm

IN\2
2 2 (L
x+y—<2)

On reconnait, dans cette équation, 1’expression analytique d’un cercle centré sur O

c’est-a-dire :

L
et de rayon 7 :

DO~

0 L
2

2. La trajectoire d’un point M, situé a la distance AM = L — b de A, s’obtient de la

méme maniere :
ont (y) _ OA + Al

— OA L cos@
oi=(5)=("%")

avec |
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et:
— (=AM cos@\  ((b— L) cosf
AM = < AM sin @ ) o ((Lb) sin@)
il s’ensuit que :
x\ (L cosf+ (b— L) cosd N x=0bcosb 7
y) (L—b)sind y=(L—"b)sind
d’ou I’on tire que :

x2 y2 ) o $2 y2
b—2+mzcos 9+sm 9:> b—2+m:1

1l s’agit de 1’équation cartésienne d’une ellipse dont le demi-axe horizontal a pour
longueur b et le demi-axe vertical a pour longueur I — b :

Y

3. Des coordonnées (x,y) du point M, exprimées par les relations (7), sont issues les
composantes v,, et v, de la vitesse ¥ de M :

dx d 2
Vo= T [b cosf] = v, = —b6 sind
dy d . j
vy =g = E[(L_b) sinf] = v, = (L —b)6 cosb
@4 Henri Wallon, Valenciennes

Pour répondre a cette question, deux méthodes conviennent : la recherche d’une équa-
tion polaire d’une parabole (cette méthode est la plus élégante et elle permet de se
familiariser avec les équations polaires des coniques) ou la recherche de I’expression
cartésienne (la méthode est moins élégante, mais les résultats sont plus familiers). Ces
deux méthodes sont développées ci-dessous.

¢ Premiére méthode
5 1+ cos(2x)

La relation trigonométrique : cos® x = — s conduit directement a
5 (0 1+ cosf N a a
cos“ |z )| =———=r= =
2 2

6 1
cos? (2) B (14 cosb)

soit encore :



42 Chapitre 1

2a
=
1+ cos 6
Y
ce qui correspond effectivement a 1’équation d’une parabole.
Quant a sa représentation graphique, elle s’obtient directement /
a partir de quelques valeurs remarquables de 6 : 9
—0 x
) 2a
. Pour9:0,r:—a = a.
2 7
_T __T _ e
Pour9—2,r—2aet9— 2:>r—2a. o Ja
e limr =+4ooet lim r = +4o0.
00— 0——m )
2a
* Seconde méthode
Y

Les coordonnées cartésiennes (x,y) d’un point M se dé-
duisent aisément de ses coordonnées polaires (r,6) :

x=rcosfety=rsinf

0 1+ cosf
2 2

De plus, la relation trigonométrique : cos? ( = ———— permet d’écrire

I’équation de (I') sous la forme suivante :

5 (0 1+ cosf
T COS 3 :aérxT:aér+rcos0:2aavecrcos9::1:

c’est-a-dire :
r+r=2a=>r=2a—=x (8)

En outre, les expressions de z et y conduisent a :

22 =7r2cos? 0 NG S
y? = r?sin® 0 y =

soit, compte tenu du résultat (8) :

22 + 9% = (20 — x)? = 4d® — dax + 2° = dax = 4a® — 3?

d’ou I’on tire que :
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La représentation graphique de x en fonction de y correspond a une parabole de

sommet(‘y:O :
r=a
T
a
PN )
0

et une permutation des axes Ox et Oy fournit finalement la représentation gra-
phique de la courbe (T") :

®5 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Les composantes v, et v, de la vitesse s’expriment comme dérivées temporelles
des coordonnées x et ¥ :

ou X et Yy sont des constantes réelles que 1’on doit ajuster a la condition fournie
par I’énoncé : lorsque ¢t = 1 s, le point passe par A(2,0), c’est-a-dire que x prend
la valeur 2 et y la valeur O :

1
2=1+7+Xp
;x{

1
0=1--4+Y —t— -
TR y t
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2. Les deux expressions précédentes conduisent a :
r+y=2
2 = (z+y)x(z—y) =4
r—y=-
t
= 22 —y*=4
= y==+vz2—-4
1l s’agit de I’équation d’une hyperbole, dont le sommet est le point A(2,0) et dont
les asymptotes sont la premiere bissectrice Ay (d’équation y = x) et la deuxieme
bissectrice Ay (d’équation y = —x) :
Y
A .
a..
®6 Lycée Roosevelt, Reims
1. Les composantes v, v, et v, du vecteur vitesse ¥ sont définies comme les dérivées
temporelles des coordonnées x, y et 2 :
. Uy = 6 = &
T=v,T+v,J+v.kavec { vy, =9y =4x (1—1?)
v, =2=3x (1+1t2)
quant a la norme ||¥]| = v, son carré vaut :
v = vl vl =647 +16 x (1 — %)% +9 x (1+17)
= 64t>+16—32¢> + 16t + 9+ 18¢* + 9¢*
= 2545012+ 2511 =25 x (1 + 212 +t%)
25 x (1 +1%)?
d’ou il s’ensuit que :
v=>5x (1+t%)
2. Le vecteur vitesse U est en tout point tangent a la trajectoire du point M. C’est

pourquoi la direction de la tangente 7 a cette trajectoire est donnée par celle du
vecteur ¥ (qui est alors vecteur directeur de 7). En outre, si 6 désigne 1’angle entre
¥ et ’axe Oz, le produit scalaire de ¥ par k (vecteur unitaire directeur de Oz) est
défini par :

B

. 7-

7k =7 x HEH x cosf = v X cosf = cosf =

e ‘
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Vg 0
ou les composantes de 7 | v,, | etde k | O | fournissent :
Vs, 1

avec .

o 2
{Uz_3x(1+t) :>cos9=§:>9253713o

v="5x (1+1t?)

Ce résultat montre que ¥/ fait un angle constant avec ’axe Oz il en va de méme
pour 7.

e7 Lycée Charlemagne, Paris

1. La trajectoire est décrite par 1’équation polaire r = a X 6, ce qui signifie que
la distance » = OM s’accroit lorsque ¢ augmente ; une telle trajectoire est une
spirale, dont les caractéristiques peuvent étre précisées :

e lorsque 8 = 0, r = 0 révele que la spirale passe par O ;

* a chaque tour complet, I’angle 6 s’accroit de Af = 27, provoquant un accrois-
sement concomitant de r : Ar = a X 27 ;

- . R r .
e par définition, 7 est positif, de méme que a, de sorte que # = — > 0; la spirale
a
est parcourue dans le sens positif trigonométrique.

)

w2wa dma v

2. Les composantes v, et vg du vecteur vitesse :

U =1v,€. +vg€p

sont directement calculables a partir de § = wt etde r = af = awt :

Wy =17 Up = aw
. :> 2
vg =16 vg = aw-t

Ces composantes conduisent a :

v? = Uf + Ug = 0¥ = d%w? + dPwht? = a%w? (1 + w2t2)

= v=awV 1+ w?t?
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3. Si ¢ désigne I’angle (€,.,7), le produit scalaire €, - ¥ est défini par :

=||&-|| X ||U]| X costp = v X cos) = cosp =

g .
v
=€ (v € +v9€p) =0y - € Fvg & Ep = v, = aw
=1 =0
et:
v=awV 1+ w?t? =awy/1+602carf = wt
Il s’ensuit que :
aw 1
cos =
v awV1+62 V1462
1
2
= cos“Y =
v 1462
1
= 1+46%*=
cos2
Lo [ cos? 9
cos2 ) cos2 )
avec : )
sin
1 =cos® ¢ +sin?y = 0% = 2¢:>9=tan¢
082 1)
ce qui revient a montrer que :

1) = arctan 6
Lorsque § = 0, cette relation montre que :

1 = (€,,0) = 0 pour § = 0

ce qui signifie que U est colinéaire a €., dont la direction est aussi celle de I’axe Ox
lorsque # = 0. Donc, a la date t = 0, la vitesse est dirigée selon Ox :

o

U
’
.

1. Pour tracer la trajectoire de P, il faut pouvoir exprimer y en fonction de x (ou x en
fonction de y). A cette fin, on remarque que :

Lycée Roosevelt, Reims

rT=4w=w=—
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de sorte que :

2

Siwo1=51= (G- (54
y=4w 1 1 1 5 1 2—1—1

4
En outre, la condition : t = w + 3 w3 € [0; ool impose :

4
w <1+3w2)>0éw20:51:—4w20

Aussi, la trajectoire de P est une branche de parabole dans le demi-plan z > 0 :

2

— O = N W e

2. Les composantes v, et v,, du vecteur vitesse ¥/ s’expriment a partir des composantes
rety:
_de d(4w)
T T

Vp = 4w

et
dy  d(dw?—1) -
’l}y:E:Tivy:8ww

3. Les composantes v, et v, conduisent directement a celles de I’accélération

u _dv,  d(4w)
TTode T dt

ay = 4w
et:

_ duy  d(8ww)

o Y -
@y=—r=—qg = ay =8 (w)” + 8ww

4. Larelation entre ¢ et w donne, apres dérivation :
4
t=w+§w3:»1=w+4ww2=w(1+4w2) ©)

et, apres une nouvelle dérivation :

0=1(1+4w?) +wx Sww) = 8w () = —w (1 +4w?)  (10)
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®9

C’est pourquoi :

ay =8 ()2 + 8w = —— (1 +4w?) + 8w
w
= Zdwi
w
= g(41112—1):g><y
w w
De méme :
am:4wfg><4wzg><x
w w
Il s’ensuit que :
w
v .
a’(%)a w w<x>¢a“’?
Ay w w \Y w

Quant aux expressions de z et y, elles conduisent a :
ro= Va g = (A + (? - 12
= V16wt +16w? —8w? +1

= V16w! +8uw? +1=+/(4w? +1)2
4w? +1

de sorte que I’équation (9) devient :

1
L=w(l+4w?) = xr=1=-
r
et I’équation (10) mene a :
1
8w (w)? = —w (1 +4w?) = 8w x — = —i xr
N w8
w3
soit, finalement :
LW, 8 .
G=—T=a=——5XT
w r

Cette relation montre une propriété remarquable de cette accélération :

Chapitre 1

elle de-

meure, tout au long du mouvement, colinéaire au vecteur position et est dirigée

vers O, ce qui signifie aussi qu’elle demeure centripete.

Lycée Carnot, Dijon

> > o e > —
La résultante f = f1 + fo = m g+ kOM peut s’écrire f = k O1 M, ce qui signifie
que :

Mg+ kOM = kO M = mg—=k (oleo_M) — k0,0
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Cette relation confirme que :

fszlMavec(%l :—%g’

®10 Q.C.M.

Soit Ox I’axe de la route rectiligne sur laquelle circulent les deux véhicules.

Tq A
O— B ‘”

Le point O correspond au point de leur rencontre ; on appelle x4 et xz les distances
parcourues par A et B depuis O pendant un temps t. Etant donné que A avance avec
une vitesse constante v 4 :

A =v4 Xt

tandis que I’accélération de B est constante :

dUB

—— =a = wvwp=axtcarvgp=0at=0
a B B

1
= xB:§at20apr:Oélt:O

1. FAUX — Les deux véhicules se rencontrent a une date ¢; telle que :

a a
rTpA=xp = vat] = 51‘,1 =t <§t1 —’UA> =0
Outre la date t; = 0 (A dépasse B a I’arrét), cette équation admet pour solution :
2
b= (1n
a

soit, avec v4 = 16,67Tm-s leta=5m s 2:

t1 = 6,67s
2. VRAI —La vitesse vp est donnée par :

vp=axt; =5x6,67=23335m-s ' = vg~120km-h~!

3. VRAI - En doublant son accélération, le véhicule met un temps ¢} pour rattraper
B, donné par le résultat (11) :
,  2va  2x16,67

r_
=50 = 5t = =335

. 2v
4. VRAI- La vitesse vp étant donnée par vg = aty aladate t; = A ou B rattrape
a
A, il s’ensuit que :

2’UA 9
vp =a X —— = wvp = 2v4 quel que soit a.
a
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®11 Concours Polytechnique

Soumis a I’action de son poids P, le point de masse m acquiert une accélération a telle
que :
mad=mg=d=4g

c’est-a-dire, en notant v, et v, les composantes de son vecteur ¥’ :

vz (O N vy =A
vy)  \—9 vy = —gt+ B

ou A et B sont des constantes liées aux conditions initiales :

S (o A\ (v Vg = Vg
0= ()= () - (0) = { 2%
De méme, les coordonnées (x, y) du point vérifient :
. r =gt +C
N i Vo
U ( = ( = 1,
Y —gt y=—59t"+ D
avec :
2(t=0)=0 c=0 = vot
= = 1
Ce point touche le sol & une date 7 qui annule son altitude y :
1 2h
O=h——grl=717=4/—
2 g
auquel cas son vecteur vitesse a pour composantes :
Vy = Vo - Ve = Vo
vy = —gT vy = —/2gh
et a pour norme :
v =4/vZ +v2 =1/v§ +2gh
@12 Concours de ’E.N.S.

Le point C', soumis a son poids, présente une accélération d.. telle que :
Ueg = 0

Mele =Me§ = .
c Qe c9 {Ucy——g

= {v“igg car 7,(t =0) =0

= 1
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car, a la date t = 0, le point C' a pour coordonnées (L, H) dans le repere (O, z, ).

N . ~ [vo cosf e 0
De méme, avec une vitesse initiale vy vo sin 8 et une position initiale 0) la tra-
0

jectoire du point P est donnée par la loi fondamentale de la dynamique :
Upg =0
Upy = —9

N Upg = Vg COS 3
Upy = Vg sin f — gt

mpQp =Mpg = {

X, =g cos B x

= . 1,
Zp = Vg smﬂxt—égt

Le projectile atteint la cible a une date 7 telle que :

xp(T) =2(T) = v9cosfxT=L=7T=

v cos 3
et:
. 1 1
Yp(T) =ye(1) = o SlnﬂXT—i‘gT :H_§gT
L
= ysinfx —=H
vy cos 8
H
= t = —
an (3 7
®13 Lycée Carnot, Dijon

1. Dans le repere (O, z,y), le point M est soumis aux
forces :

s (—Rr = 0 5 [ mg sina
RT( 0 ) Ry (RN) P(—mg cosa)
dont I’annulation de la résultante conditionne

I’équilibre de M :

Ry = mg cosa = Ry = tana

{ Ry =myg sina Ry
et ot I'immobilité de M impose :

RT<fRN:>&<f=> tana < f
Ry

2. Si la condition précédente n’est pas respectée, le point M adopte une accélération
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—

a (g) soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

. 3. B = mx\ [ mgsina— Ry
ma=P+ Rr+ Ry = (O)_<RN—mgcosa)
{ mi =mgsina — Ry
=
Ry = mg cosa

Etant donné que M est en mouvement :
Rr = fRy =mgf cosa = mi =mg(sina— f cosa)
aussi, en notant a 1’accélération de M :
F=a=g(sina— fcosa) =i =at+ vy
Or,aladate t = 0, M esten O (x = 0) sans vitsse initiale ( = 0) :
0:a><0—|—v0:>v0:0:>9'c:at:>x:%t2+m0 (12)

avec |

0=g><0+x0:>x0:0:>x:%t2

Le point M parcourt donc la distance OB = ¢ pendant une durée 7 telle que :

a o /20 20
b=—-7"= T=4/— = -
2 a g(sina— f cosa)

Quant a la ligne de calcul (12), elle fournit la vitesse  de M en B :

ip=at=V2a= i&=+/2gf(sina— f cosa)

Applications numériques :

- 2x 1 = r=0Ts
"7\ 10 x [sin(30°) — 0,1 cos(307)] |

ip=1+/2x10 x 1 x [sin(30°) — 0,1 cos(30°)] = &p=2,8m-s !

®14 Lycée Poincaré, Nancy

1.

Dans un systeme de coordonnées polaires, 1’accélération de M s’écrit :
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a=(i-r0%) e +(270+rf)é = _EQQ carr = { = cte
’ 4 0

En vertu de la loi fondamentale de la dynamique, @ est 1ié au
poids P < myg cosf ) et 2 la tension T' (_T) :

—mg sin 6 0
— — — )2 —
mi—PB+T— ( mﬂf? ) _ (mg COSQ T)
mb o —mg sin 6
d’ou:
T = mg cos 8 + ml 6 et é—l—%sin@zo (13)
En utilisant ’approximation « des petits angles » : sin§ ~ 6, cette équation de-
vient : )
9+%9=0

dont la solution générale : = A cos(wt) + B sin(wt), avec w = ﬁ, contient

des constantes (A et B), déterminées par les conditions initiales :

t:0:>6:00<:>00:A

et:
O(t =0) =0 = —Awsin(0) + Bw cos(0) =0= B =0

0(t) = 0o cos <\/% t> = 0 cos(wt)

2. L’expression (13) de la tension 7" du ressort fait intervenir :

6= —\/59() sin(wt) = 62 = %03 [1 — cos?(wt)]

C’est pourquoi :

avec : .
0 = 0o cos(wt) = 0% = % (62 — 62)

Une nouvelle application de I’approximation « des petits angles » :

1
cosf ~1— = 6>
2

conduit a :

1
T =mg <1—292)+m€xz(98—92):> T =my <1+9§—;92>

Lorsque le fil repasse par la verticale, c’est-a-dire lorsque 6 = 0, cette expression
devient :
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Ty = mg (1+65) = mg
Si le pendule n’était pas écarté initialement (fy = 0), la tension 7 vaudrait

Toi = mg. Ainsi, I'inégalité : T, > Tj; montre que I’élan acquis par M ajoute un
surcroit de tension sur le fil.

®15 Concours des Mines-Ponts

1. Les vecteurs forces qui s’exercent sur M (z, y) sont :

oot () () - (5) #( )
Yy =y R, —mg

Ainsi I’équilibre de M est assujetti a I’équation :

S s s = Az R, 0\ _ (0
FyRiP=0 = (_Ay)+(3y>+(_mg)—(o)

N R, = \x
R, =Xy +mg

2. Le vecteur ¥ étant toujours tangent a la courbe (C'), elle-méme perpendiculaire a
R, il s’ensuit que :
i LR
dx

Soient v, = o et vy =

toujours nul car v L R:

Y es composantes de ¥, le produit scalaire R est

d
dt

—

R-7=0 = Ryv,+Ryv,=0

~ rR¥ . pW_

dt Yode 0

3. Compte tenu des expressions obtenues pour 12, et I?,,, I’équation précédente s’écrit

aussi :
dz dy dy d /A A
)\E—i_/\ dt+mgdt O:>dt( +2y +mgy)—0
ce qui signifie qu’il existe une constante K telle que :
A A
§x2+ 2y +mgy = K

Cette constante s’obtient grice a I’information fournie par 1’énoncé : la courbe (C')

passe par le point A (O, -2 %), ce qui se traduit par :

K

Ay Ao A mg —2myg
A A _ 2 27)
5 7 +2y + mgy 2( h + mg X 3

m292
= —2
A A

=0
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Par conséquent, la courbe (C') a pour expression analytique :

A A
5:c2+§y2+mgy:0 = x2+y2+2%y:0
9 9 mg (mg)2 (mg)Q_
= 2 24 2 (22) =0
o+ Yy + h Y+ h\ h\
9 9 mg (mg>2 B (mg)2
9 7 ) = (=
= T +y + h Y+ h h

ou I’on reconnait I’identité remarquable :

mag\ 2 m mag\ 2
r5) = er e ()

qui conduit finalement a :

2 mg\? mg 2 4
@+ (+5) = (F) T~
Il s’agit de I’expression analytique d’un cercle de centre .
C’(O f@)etderaonr*@' ¢
DY ORTE
®16 Lycée Clémenceau, Nantes

1. L’obus, d’accélération a (Z”) , est soumis a son poids m § = (—Sng) auquel cas
y
la loi de la dynamique impose :

. . Qg 0 a, =0
ma=mg= | ")=|_|=3 , __
Y g y g

ce qui signifie que les composantes v, et v, du vecteur vitesse ¢ vérifient les équa-
tions différentielles :

ay =0, =0 N vy = A
ay =Vy = —g vy = —gt+ B

ol les constantes A et B dépendent de la direction prise par vy aladate t =0 :

0 Uy COSQU
C’est pourquoi, lorsque ¢t = 0 :

U — Vp COS ¥ A:U COS & Vy =— Vg COS ¥
o0 = T = Bf0~ = v 0 . (14)
Vyo = Vg SN Q = Vg SIn« Vy = Vg SIN¥ — g
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Notamment, lorsque 1’obus est tiré verticalement :
a:g:vy:vo—gt
d’ou I’on déduit I’expression de I’altitude y :
vy:y:vo—gt:yzvot—%gtz—&—C

La constante C est alors ajustée de maniere qu’a la date ¢ = 0, y soit nul :

1 1 1
O:vo><0—29><(0)2+C:C:>y:vot—29t2=t><(vo—Qgt) (15)

Or, I’équation : y = vy — gt montre que y est maximum a une date ¢ telle que :
dy
dt

[
:0:>v0—gt0:O:>t0:—0
g

to

et, a cette date, y prend la valeur H, vérifiant I’équation (15) :

1 1
H=1tyx vy — = glo =0 vo—fng—o =00
2 g 2

soit, finalement :

H—C (16)

2. Les coordonnées x et y de 1’obus s’obtiennent a partir des composantes de v, ex-
primées par le résultat (14) :

. r=1vy cosa Xt+C
{ Vp = T = Vg COS

. . 1
Uy =y =g sina — gt y:vosinaxt—igﬁ—i—D

Les constantes C' et D prennent alors des valeurs qui assurent la présence de 1’obus
en 0(0,0)aladatet =0:

0=wvp cosax0+C .
C=0
. 1 = 17)
0:vgsma><Of§gx(O)2+D D=0
T =1vg cosa Xt
= 1 (18
Yy =g sina x t — = gt?

2
Deux cas sont envisageables, selon les valeurs de o :

e Sia= g, la premiere relation du systeme (18) révele que :
o
T = vy 005(5) Xt=0xt=0
tandis que :

= i (7) Xt—*l t2_ t—*l th
= Vg SIn gt = v
Y 0 2 2 0 2
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Aussi, y varie dans le temps tandis que x demeure nul. La trajectoire est donc
un segment de droite confondu avec I’axe vertical Oy.

e Sia# g, le systeme (18) conduit a :

T
r=uvgcosaxXt=1t=———
Vg COS (v
de sorte que :
2
. T 1 T
Yy =vysina X —— — —gXxX | ——
Vg cosa 2 Vg COS (v
soit encore :
T
y:tanaxx—%xﬁ@y:xx tanoz—2g—2
2v5 cos® a 2vg cos® a
(19)

Dans ce cas, les trajectoires correspondant a cette expression analytique sont
des paraboles.

3. La portée X («) représente la distance, depuis O, ou atterrit I’obus, c’est-a-dire
I’abscisse non nulle a laquelle correspond I’altitude y = 0 :

Y
U
o
0 X(a) *
Par conséquent, X («) est solution de I’équation (19) :
g
0 = X X |t - X =0
() ana 203 cos? a (@)
g
= tana:WX(a)carX(a);ﬁO
2 2 2 :
= X(a)=tana x Y08 X Gy tana = S0
g Cos o

& X(a) = 203 X sina cos
)

ou I’on reconnait I’identité trigonométrique :

2
2 sina cosa = sin(2a) = X(a) = LB sin(2a)
g

Etant donné que sin(2«) < 1, X (a) admet pour valeur maximale :
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=0
g
lorsque « prend la valeur o, telle que :
sin(204,) = 1 = 2a, = g - %

4. Laltitude y devient maximale a une date ¢,, qui annule la dérivée %, exprimée
par le systeme d’équations (14) :
_dy dy

N Vo sin «
v, = g
Yoode dt

=g sina — gt,, =0=t,, =
tom g

Or, a cette date, I’altitude y de 1’obus prend une valeur maximale y,,, directement
calculable a partir du résultat (18) :

1
Ym tm X (vo sino — B gtm)

Vo sin « . 1 Vo sin «
= — X |vsina—-gx ——
9 2 9
Vo sin « . 1 .
= — X |vgsina— -y sina
g 2

Vo sina  vg sina
X
g 2

soit encore :

vg sin® a
Ym = —
29

5. Pour une valeur de z fixée, I’altitude y(«) atteinte par ’obus dépend de « confor-
mément a I’expression (19) :

y(a) =z x (tana— gm)

208 cos? a

yla -7
ylag )t f--F-----

&3]

X

[)

0

En faisant varier o de 0 a 5 y(«) varie également et atteint une valeur maximale

que I’obus ne pourra pas excéder ; on appelle ay; ’angle o correspondant et 4,
cette altitude maximale.
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YMp---/4-->

ylon -7 %
()t /-

3 P

Ainsi définie, ays est la valeur de o qui annule la dérivée d—y :
@

dy y 1 g X 2 cosays sinaps
7 = I — xr
dal, cos? ayy 203 cost apy
1 g sinapy
= xX 5 - = 3 T
cos?aps vy cos® apy
T T
= —— (1- 9—2 tan aps
cos2 a s g
Aussi : 9
d x V)
&y =0:>1—g—2tanaM:0:>tanaM=—O
daf, vy gT
En outre : .
1 )
27:1+tan2aM:1+ 202
cos? a s g’x

permet de calculer y, griace a I'identité (19) :

x [t 9% !
= z anan; — —= X ————
ym M 203 7 cos? apy

2 4
’UO gl' ’UO
— X |— == x11
! {gx 203 ( - 92:132)}

2
= x| _ 9%
29x 203

soit encore :

2
Vo g 2

=——===c

YM =90 T 208
Cette équation montre que ’ensemble des points (yas,x), au-dessus desquels
I’obus ne peut jamais passer, est une parabole. Celle-ci coupe I’axe des abscisses
lorsque :

2 4
g 2 Y 2 _ Yo
=0==z2'=—=2a2"=—
M 2“8 29 g*

c’est-a-dire pour deux valeurs de x :
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Son sommet .S admet donc pour abscisse :

Tt
zg==5—=0
et pour ordonnée :
2 2
Yo g 2 _ Y%
= — — — X _ —
ys 2g 21}3 S 2g

2
. v . A2 . .
Connaissant le sommet S (O, 20>, le tracé de la parabole de siireté devient aisé :
g

trajectroires de I'obus

Ys

- x
0 Z
6. Dans le cas oit M (x,y) est intérieur & la parabole de siireté, il existe au moins un
angle « vérifiant la relation (19) :

T
ywx(tana292x>:>ytanag><
2v3 cos® o T v

C . 1 .
et I’identité trigonométrique : =1 + tan? o fournit :
cos? a

T x T T
¥ :tanozfg—Qfg—2 tan2a¢g—2 tanQthana+g+g—2:O
T 2uy  2v§ 2ug T 2v;

que I’on peut aussi écrire, en posant X = tan « :

202 203y
X229 x4 (1 02 ) =0
gz +< * gr?

Le discriminant réduit de cette équation du second degré vaut :

4 2 2
A/ _ /;)02 o <1 + ’[}02y)
g x gr

Or, M étant situé sous la parabole de streté, il s’ensuit que :

2

o g 2
< = y< > —

Y <Ym Yy 2 21}33@
206y _ v

g2 9272
202 va
=~ 14+ 021‘/ 202
gr g-r

= A'">0
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Cette inégalité assure I’existence de deux solutions distinctes a 1’équation du se-
cond degré :

(%

2 2
X1: O—|—VA/CtX2:U70—VAI
gx gr

auxquelles sont associés deux angles «v; et s tels que :

vg 3
tana; = — + VA’et tanag = — — VA
gr gr

2\ 2 2
2
avec A/ = <U—0> — <1 4 002y>
gr gr

H
Notamment, le point M (H , 2) impose, compte tenu du résultat (16) :

v} v} vd H =z
2 2

c’est-a-dire :

2\ 2 2
1
A'(”0> <1+2x”0xy>(2>2<1+2x2x2>431
gx gr x

de sorte que :
v2
tanalz—o—i—\/E:Q—l—l:S: o >~ 71,6°
gx

et:

2

tana2:v—of@:2—1:1¢ oy = 45°
qgx
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®17 Lycée Carnot, Dijon

Sur le paraboloide d’equatlon y =azx? le pomt matériel M est
soumis a son poids P et a la réaction E du bol. La mécon-
naissance des composantes de Rw encourage pas I’emploi de
la loi fondamentale de la dynamique, tandis que 1’énergie po-
tentielle d’une force qui ne travaille pas (R est perpendiculaire
au déplacement de M) est constante ; on la notera E, ). Quant a
I’énergie potentielle de pesanteur de M, choisie nulle en y = 0,
elle vaut :

E,, = mgy = mga z? !
et son énergie cinétique s’écrit :

1 1 1
E. = imv2=§m(i2+y’2) 5 m (2% + 4a® 2° &?)

cary = ar’ =y =2axi

C’est pourquoi I’énergie mécanique de M adopte la forme suivante :

1
2m(gc + 4a® 2% 2?)

1
= E,, +ma*(ga+2a*i%) + §mj:

E, = mgax®+E,, +

2

1
~ E,, +mgaz® + 3 m i

d(ax)

dt
L’absence de force dissipative assure, en outre, la conservation de I’énergie mécanique
dans le temps :

2
en négligeant a? 7% = [ ] devant ga.

dE,,

T =0=maz2+2mgart =0= I+ 2g9ax =0

Cette équation différentielle admet une solution sinusoidale dont la propulsion w est
aussi celle des petites oscillations :

w = +/2ga

@18 Lycée Poincaré, Nancy
1. Outre son poids et la poussée d’ Archimede qui se compensent, le navire est soumis
. . > e . d
a la force de propulsion f, et a la résistance f de I’eau. Son accélération @ = T

est soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

v - =

m—=fp,+f (20)
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Lorsque la vitesse limite v, = 18 km h ' est atteinte, le navire se déplace a vitesse
constante, ce qui se traduit par :

=5t T = fo=-F=fy=ravecsy=| ] er =]

= fp:kxvg’

Cette force de propulsion provient, du reste, d’un moteur qui fournit une puissance
P =4 x 10° W. Aussi, en admettant que toute cette puissance soit transmise sous
forme de propulsion, elle correspond aussi a la puissance de la force ﬁ, au demeu-
rant définie par :

P=Jfp-Ue=fpxuv

car f, et Uy ont méme sens et méme direction. Il s’ensuit que :

avee |

vg=18km-h_1:5m-s_1:>k;—

P P P
= =1 —kxv k=
fp ve:>ve X vy = U?

4% 10°

_ -2

2. En arrétant le moteur, on supprime la force de propulsion, auquel cas la loi (20)

devient :

dv

ou f est une force de frottement opposée au déplacement du navire, ce qui signifie
aussi qu’en notant ¢ un vecteur unitaire directeur de v :

T=vxid = f=-kia
dv
= m—i=—k’a
dt
1L dv &
03 dt m

dans laquelle on remarque que :

af1y__2 d 1dv_14d/1
dt \v2) 3 dt 03 dt 2 dt \v?

L’équation différentielle en v devient ainsi :

d (1) 2
dt\v2) m

et admet pour solution :

L 2k g Lomd
2 m 2k w2 2k

ou A est une constante.
Appelons t, la date a laquelle le moteur est arrété (la vitesse du navire
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vaut vg) et soit t; la date a laquelle la vitesse du navire atteint la valeur
v1 = 16 km - h! = 444 m-s~1. Laloi précédente fournit :

t—mxl mAett—mxl mA
YTk T 2k YT 2k T2 2k

ce qui signifie que pour passer de vy a v1, le navire met un temps :

m (1 1 12 x 10° 1 1
At=ti—ty=— (= —— | = - — | = At=1
T o0k <v§ ug> 2 % 6400 [(4,44)2 (5)2} - 0s
®19 Lycée Clémenceau, Nantes

1. Lorigine O de I’axe des abscisses se trouvant au milieu de la tige AB, il s’ensuit
que :

L L
AM:§+xetBM=BO—x:§—x

A klOMfXB.ll

Lp i 1 Lp
T

Le ressort (1), ayant une longueur AM, il exerce sur M une force :

—

fi=—-ki(AM — 01)7

En revanche le ressort (2) exerce une force fo = —ko (BM — ly) @ ot 4 = —7
est un vecteur unitaire orienté vers 1’allongement de ce ressort, en conséquence de
quoi il exerce sur M une force :

—

f2 ==k (BM — {3) (=7) = ka2 (BM — {2) 7

Ce faisant, M est soumis a une force résultante :
F=R+Ff = [k (AM —01)+ ko (BM — )] 7

L L o
|:—k1 (2+$—€1>+k2 (2—$—£2>:| 1

ko — ki) L
= [(k1+k2)$+(2 21) +k1€1k2€2]7

La position d’équilibre de M se trouve alors a une abscisse x = x, qui annule f :

o ko — ki) L
f:() = —(k1+k2)1‘e+%

k- k
2

+kily —kols =0  (21)

= (k1+ko)z. = L+ kily — kol (22)

(ko — k1)L = k1ly — koly
= e — _|._ 23
* 2(k‘1 +k‘2) k1 + ky 23)
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2. Lorsqu’on écarte M de sa position d’équilibre, la résultante des forces provoque
son accélération @ = 77, conformément & la loi fondamentale de la dynamique :

- ks — k
ma=f = mit=|—(ki+ko)z+ 221L+kﬂy—@& 7

ko — k1
2

= mi=—(k +ko)x+ L+ k1l — kaly

ou I’on retrouve I’expression (22) de x. :

ky — k
221L+h&7@@

mx = 7(](11 —+ kg)I + (k’l +k’2)l‘e
mi = —(k1 + k2) (z — x¢)
k k
gt
m

(kl -+ k‘g).%e =

R

(r—x)=0
Sie = x — x. désigne I’écart a I’équilibre :
T=To+EeE=>T==>T=¢

ce qui simplifie I’équation du mouvement :

k1 + ko
m

£+ e=0ete =2 —x,

La solution générale de cette équation :

e = A cos(wt) + B sin(wt)

montre que des oscillations se produisent autour de la position d’équilibre, avec
une pulsation :
(k1 + ko
w =
m

2 m
T=—=T=2
w T k1+k2

c’est-a-dire une période :

3. Leressort (1) est a I’origine d’une énergie potentielle :

1 1 L 2
E'p1 :ikl(AM_él)inkl <JC+2—€1>

~—

tandis que le ressort (2) génére une énergie potentielle :

2

N |

1 L ?
Ep2 = k'g (BM — 62)2 = 5 kg <£C + = - 52)

C’est pourquoi, M est soumis a I’énergie potentielle :

1 L ! L ?
Ep:Ep1+Ep2:§k1 <$+2—€1> +§]€2 (—$+2_€2>
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L’énergie potentielle de pesanteur a été délibérément ignorée. Cette attitude est
motivée par deux arguments :

* 1’énoncé ne précisant pas que 1’on travaille dans le champ de pesanteur, rien
n’interdit d’admettre 1’absence de gravité ;

* sil’on tenait compte de I’énergie potentielle de pesanteur I, celle-ci de-
meurerait constante au cours de I’expérience (la tige étant horizontale). Par
conséquent, on peut définir ’altitude de la tige AB comme origine des
énergies potentielles de pesanteur, auquel cas F,, est constamment nul.

En outre, 1’énergie cinétique de M est définie par :
Lo 1 .o

E.=-mv°=-mx
2 2

si bien que 1’énergie mécanique de M vaut :

1 o, 1 L | L 2
EmZEC+Ep:>Em:§m$2+§k‘1 ($+2—£1> +§k'2 (—$+2—€2>

Etant donné que le systéme est conservatif, 1’énergie mécanique ne varie pas dans
le temps, ce qui se traduit par :
dFE,,

dt

L L

k1 — ko

k1 — ko
2

= mx+(k1+k2):c+ L —kil1+ kol =0

En remarquant que :

ko — k
%L‘Fklfl — koly = (k1 + k2) @,

cette équation s’écrit aussi :
mfv’+(k1+k2)x—(k1+kg)xe :0:>m3'é+(k1 +k2)(x—xe) =0
ce qui confirme 1’équation différentielle obtenue a la question précédente :

ki1 +k
é+—1+ 2 e
m

=0

®20

Etant donné le mouvement de rotation dont est
animé M, il convient d’exprimer les vecteurs
en coordonnées polaires (0,€,,€p); les forces
2 ?089 et R R sont a 1’origine de
mg sin 6 0

I’accélération de M qui effectue un mouvement de
rotation autour de O tant qu’il y a contact entre M
et la demi-boule :
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_2 _ g
maP+R;»m< ”-/p)<R mg.“’”)
p0 mg sin 6

ou v est la vitesse de M. Il s’ensuit que :

2
R=m (gcos@—v)
P

Le contact entre M et la demi-boule est, du reste, conditionné par :

2
R>Oz>%<gcos€ (24)

De plus, I’absence de force de frottement assure la conservation de I’énergie mécanique
entre deux points A et B du mouvement de M (I’origine de I’énergie potentielle de
pesanteur est choisie au niveau de O) d’altitudes respectives z4 = pet zg = p cosf :
1
E,.(A) =mgpet E,,(B) = 3 mv? 4+ mgp cos 0

D’ou:

r v?

5 M + mgp cos = mgp = n =g (2—2cosb)
Aussi, la condition de contact (24) équivaut a :

2
g cosf > g (2—2cosf) = cosf > 3

C’est pourquoi M quitte la demi-boule pour un angle 6 tel que :

2
cos by = 3 = 0y = 48,2° (réponse b.)

021 Lycée Charlemagne, Paris
— - .. N . PPN
1. (a) Onnote OM = zu la position de la navette, d’ou sont issues les définitions de
sa vitesse U et de son accélération @ :
dv dv

dO—M—% = vietd=— = —— (25)
a @ T vt eTm Ty T T Y

—

’lj':

En considérant galiléen le référentiel terrestre pendant le temps de la chute de
la navette, la loi fondamentale de la dynamique impose :

v
mad=mg = —maﬁ:—mgﬁ
N dv_

a7

= v=gt+A4

ol A est une constante ajustée a la condition initiale (t = 0 = v = vg) :

vp=A= v=gt+uv (26)
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(b)

(©)

2. (a)

(b)

Chapitre 1

La définition (25) de v conduit alors a :
dz .
— =—v=—gt—w
dt g 0
qui admet pour solution générale :

1
z= —§gt2—v0t+B
dont la constante B s’obtient en remarquant qu’aladate t = 0, 2 = hg :

1
ho =B = Z:—§Qt2—vot+h0

La navette n’est soumise qu’a son poids, qui est une force conservative, en
raison de quoi I’énergie mécanique E,, en z = hg etcelle en z = 0 sont égales :

Ep(ho) = En(0) = Ec(ho) + Ep(ho) = Eq(0) + E,(0)

En notant v la vitesse avec laquelle la navette arrive au sol, au demeurant choisi
comme origine de 1’énergie potentielle de pesanteur (E,(0) = 0), I’équation
précédente se développe aisément :

1 1
imfug—kmgho: imv2 = v=1/v3 4 2gho

Application numérique :

v=1/(8000)2 +2x10x 105 = v~8124m-s "

Le résultat (26) montre que la navette arrive au sol a une date ¢ telle que :

vV — Vg
v=gt+uvy=> t=——
g
Application numérique :
8124 — 8000
t=———=12/4s
10
La navette est soumise a son poids P=m g = —mgu et a la force de frot-

tement de I’atmosphere F = uCv? ii, en conséquence de quoi son accélération
_ dv . . .
a= e o vérifie la loi fondamentale de la dynamique :

L d
mi=P+F = —méﬁ:—mgmuc&a

d
= m?:::mg—quz

L’équation différentielle précédente montre qu’il existe une vitesse limite vy a
partir de laquelle la navette ne peut plus accélérer sa chute ; pour v = vy :
dv mg

E:O:mg—,qu?:O: v = M_C
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022 Concours ENSI

1. Les points A et B appartenant au mé€me cercle de rayon R, OA = OB rend le
triangle (O AB) isoctle, en conséquence de quoi la hauteur O H (perpendiculaire
a AB) est aussi bissectrice de 6 (coupant I’angle € en deux parties égales) et est

AB
également médiatrice de [AB] (AH = HB = 7) :
0

Il s’ensuit que :

e AH AH . (0 . (0
Sln<2>—014—RjAH—RSln<2>:>AB—2RSIH<§>

2. Le point A est soumis a :
« la tension T du ressort, de longueur | = AB + BM :
L,

Cette force conservative dérive de 1’énergie potentielle :

B, = %k(l—lv)Q = %k(AB+BM—BM)2 = %k(AB)Q
soit encore :
E,. = %k [QR sin (Z)]Q = kR? x 2 sin® (g)
ot I’identité trigonométrique : sin® z = 1_#8(2@ conduit a :

o\ 2
2 sin’ (2> =1—cosf = E,, = kR* — kR* cosf

e son poids P = mg, dont I’énergie potentielle par rapport au point .S vaut :
E,, = mgz. Or:
z+4h=0S=R = z=R—-—h=R-—Rsinfcarh=Rsinf
= By, =mgR—mgR sinf
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. La relation trigonométrique :
¢

Chapitre 1

De cette étude, découle 1’expression de I’énergie potentielle émanant du poids et
de la tension du ressort :

E, = E,, + E,, = mgR + kR? — R (kR cosf + mg sin )

S’il existe une position d’équilibre, elle correspond nécessairement a un angle 6,

: 1 p .
qui annule —
dE, . .
w0 - —R(—kR sinf + mg cosf) = —kR sinf,+ mg cosf. =0
= kR sinf, = mg cosf,
_mg
= tanf, = R
En outre :
d’°E d’E
d02p = —R(—kR cosf —mg sinf) = d02p . = R (kR cosf.+mg sinb,)
ou :
. sin 6,
mg cosf, = kR sinf, = mg==k
cos B,

2E : 2
~ LB p (kR cosd, + kR S Ve
do? 0. cos B,
d’E, kR? 9 9
= . = Zos0. (cos” 0. + sin“ 6,

=1
Et, puisque :
0. € [O;g[=>(30896>0
il s’ensuit que :

= R >0
0. "~ cosf,

d2E,
462

ce qui révele la stabilité de 1’équilibre en 6 = 6.

=1 + tan? x permet d’écrire :

0s2 o
1 mg\2 k2R? +m?g>
—— = l+tan®f. =1 (—):7
cos? 6, Hrantle =14 (3R K2 R?
1 E2R?+m?%g?
cosl, kR

ce qui fournit :
d’E,
do?

2
= R R\ k2R? + m2g?

g,  COS 0.
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Or, la pulsation w des oscillations qui se produisent au cours d’'un mouvement cir-
culaire de rayon R vaut :

— 1 dQEp _\/ 1 2 2 2,42
C=\mmE Tag |, \mr VEE T
c’est-a-dire :
k2 g2 1/4
v= (ﬁ * R_>
23 Lycée Janson de Sailly, Paris

On note A le point de départ de la bille et P la projection de A sur I’axe vertical passant
par le centre O de la trajectoire circulaire de la bille. Lorsque celle-ci atteint son point
culminant @, elle est soumise a son poids P = —mg €, et a la tension 7' = —T €. du
fil :

Les points P et () sont séparés d’une distance :

h=PO+0Q=1cosb,, +1=1(1+cosb,y,)

En A, la bille posséde une énergie cinétique F.(A) = % mu? et une énergie potentielle
de pesanteur E,,(A) que nous choisissons nulle arbitrairement (1’altitude de P est
ainsi définie comme référence pour les énergies potentielles de pesanteur) ; son énergie
mécanique vaut :

Lo o

En(A)=E.(A)+ E,,(A) = 3 MY

1
En @, la bille posseéde une énergie cinétique E.(B) = 3 mw? et une énergie potentielle
de pesanteur :
Epp(Q) = mgh = mgl (1 4 cos 0,,)
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Entre A et @), seul le poids (conservatif) exerce un travail, en raison de quoi I’énergie
potentielle de la bille demeure constante :

1 1
En(Q) =En(4) = 5 mv® +mgl (1 + cos0,,) = 5 mug

= 0?4 2gl (1 +cosb,,) =vg

c’est-a-dire :

v? =02 —2gl (1 + cosb,,) 27

En outre, dans un systéme de coordonnées polaires, la bille possede, en (), une accélé-
ration :

a= (¥ —rw?) é, + (21w + 10) &

r=1=cte 02
v :>a’:—7€r+lwé'9
1

et la loi fondamentale de la dynamique stipule que :

mv2

mi=T+P=——¢& +mlioéy=-TE —mgé,

l

La projection de cette équation vectorielle sur I’axe vertical P() fournit alors :
mu?

02
] =T+mg=T=m (l—g)

Pour que la bille fasse un tour complet, il est nécessaire que le fil soit tendu lorsque la
bille se trouve en (), ce qui signifie que 7" ne peut y étre nul :

2
T>0:>Ung>0:>v2>gl

Or, I’expression de v? est fournie par I’identité (27) :

v? =0 =29l (1 +cosbp) >gl = v2>gl[l+2(1+cosb,,))

=  vp > \9gl(3+2cosb,)

Aussi, la valeur minimale que doit posséder vy pour que la bille effectue un tour com-
plet vaut :

vo = /9,8 x 0,8 x [3+ 2 cos(60°)] = wo = 5,6 m-s~! (réponse d-)
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@24 Lycée Henri Wallon, Valenciennes

1.

Entre le point A et le point C, I’énergie
cinétique de M varie de la quantité :
1 T, RXTTTTE

AE. = 3 mv? — 5 MV

c .

tandis que le travail (résistant) du poids P
vaut :

W (ﬁ) = —mg (r+r sina)

m sina = —cos o
:{ cosa = sinf :’W(P)=—mgr(1—cose)

Par conséquent, le théoréeme de 1’énergie cinétique impose :

1 1
3 mv? — 3 mvg = mgr (cosf —1) = v =v2 +2gr (cosf — 1) (28)

= v= \/v8+29r(cost9— 1) (29

Dans la base polaire (O, €., €y) , le poids P et la réaction R qui s’exercent sur M
s’écrivent :
j -R et Po [~Mysina) _ [ mg CO.SQ
0 —mg cos a —mg sin 6

2
(1 Lo [ —v7/Tr . .
et sont responsables de I’accélération @ ( , 0/ > du point M en rotation, confor-

mément a la loi fondamentale de la dynamique :

1}2

mi—P4B= —m7:mgc089—R

mrf = —mg sin 6

La premiere de ces équations, associée au résultat (28) conduit ainsi a :

2 2
R = mgcos@—&-mv—:mgcose+mv—0+2mg(0050—1)
T r
2

= R:m%o+mg(300s0—2)

Cette relation montre que R s’annule pour un angle 6,, tel que :
2 1 2

3c089m—2:—v—0:> cos b, = — (Q_U_0>
gr 3 qr

La valeur minimale de la vitesse vy pour que M atteigne C' est celle qui annule R
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enf,, =m:

1 2 2
_1:(2—1}0>:>— :—v—0=>vo: S5gr
qr

La vitesse en C' est alors fournie par le résultat (29) :

cost,, = —1

=v=1/bgr+2gr(—1—1)= v=/gr

® 25 Lycée Poincaré, Nancy

L
1. On appelle H le milieu du ressort <H M = 2> et [ le projeté de M sur I’axe
(Oy), tel que O = z:

Y

Is ---'-'-(é-/Q-- M
BN

0

Ce schéma montre que le triangle (OH M) est rectangle en H, ce qui permet de
définir :

. (¢ HM L/2 L B . (0

sm(2 =0M - R 72R¢ L =2R X sin 5 30)

2. (a) Sil’on choisit I’axe (Ox) comme origine de 1’énergie potentielle de pesanteur,
celle du point M vaut : F,,, = mgz, ol z s’obtient en remarquant que le triangle

(OMT) est rectangle en I, ce qui définit :
cos¢—£—i:>z—Rcos¢:>E = mgR cos ¢ (€2))
oM R 7T pp =Y

Quant a I’énergie potentielle liée au ressort, de longueur L, elle vaut :

1
szimL—%f
soit, d’apres le résultat (30), et compte tenu que Ly = aR :
kR? 2
E, = % {2 sin (2) — a] (32)

Notamment, avec o« = 0 :

E,. = kR? x 2 sin® (2)
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ou I’on peut appliquer la relation trigonométrique :
2sin®z =1—cos(2z) = 2sin? (g) =1-cos¢
= By =kR* x (1 —cos¢)

Aussi, 1’énergie potentielle de la particule, soumise a ces deux interactions,

s’écrit :
K, = E,+ELE,
= kR%*(1—cos¢) +mgR cos¢
k k
= mR? E(l—cosqﬁ)-i—%cosqﬁ avecE:w%{et%:wg

= mR? [w% —w cosp + wf, cos (b]
= E,=mR® [w} + (v} — w}) cosd]
(b) Les positions d’équilibre de la particule sont celles qui annulent la dérivée de
K,

dE :
dfbp = mR? (W% — wf,) sin ¢ (33)

A ce titre, elles correspondent aux solutions de 1’équation :

sing=0= ¢1=00ugs =7

(c) Unéquilibre est stable lorsqu’il correspond a un minimum d’énergie potentielle,

2
E
caractérisé par 1’inégalité : q (b;’ > (. Le résultat (33) fournit, du reste :
dE d’E
d; =mR? (wp —w;) sing = d¢2p = mR? (wp — w;) cos p

ce qui devient :

e pourp =¢; =0:
d’E,
de?

cospr =1= :mR2(w12%—w§)>Ocarw§>wz

1

La position d’équilibre repérée par ¢ = ¢; = 0 est stable.
* Pour ¢ = ¢po =7 :
d’E,
d¢?

cos gy = —1 = = —mR? (W} — wﬁ) <0

(152 S——
>0

Il s’ensuit que :

la position d’équilibre située en ¢ = ¢ = 7 est instable.
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3. (a)

(b)

Chapitre 1

Les oscillations ne peuvent se produire qu’au voisinage d’une position d’équi-
libre stable, c’est-a-dire autour du point A (car ¢ = ¢; = 0). En ce point, nous
avons obtenu :

d’E,

152 =mR? (W} — w?)

p

tandis que le cours enseigne que la pulsation w des oscillations est donnée par :
2
9 1 d°E,

mR2 dg2

_ .2 _ 2 _ 2 2
=WRp W, = W= /Wh — W,

En posant v # 0, I’expresssion (32) de I’énergie potentielle élastique devient :

E, = kTRQ [4 sin? (ﬁ) +a? — 4o sin (2)}
= kR? [2 sin® (2) + %2 — 2a sin (;b)}

ou la relation trigonométrique :

2 sin? (;b) =1—cos¢

peut a nouveau étre utilisée :
2
E,. = kR? [1 —cos ¢ + % — 2 sin (ﬁ)}

Ainsi, I’énergie potentielle de pesanteur étant encore donnée par I’identité (31) :

E,, =mgR cos ¢

I’énergie potentielle totale de la particule s’écrit :
E, = Epp+Ep

= mgR cos ¢ — kR* cos ¢ + kR? [1 4+ — — 2 sin <(§>]

(g E)eor £ [ (3)

ou encore :
2 2 2 2 o’ (¢
E, =mR*® | (w, —wg) cos ¢ + wp, 1+7—2as1n 5

k
etw%z —

avec wﬁ =
m

i=v B

L’existence d’une position d’équilibre est conditionnée par la présence d’un
extremum de 1’énergie potentielle, vérifiant 1’équation :
dE

d(; =0=mR* |(wk —w;) sin g — aw}, cos (Z)} =0 (34)
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c’est-a-dire, en utilisant ’identité : sin ¢ = 2 sin (2) X COs (?) :

2 (wg, — w?) sin (2) cos (ﬁ) — aw¥ cos (;b) =0

Ainsi, les positions d’équilibre sont localisées par les angles ¢ solutions de

I’équation :
cos (g) X {2 (uuzz - wi) sin (Z) - awlz%} =0 35)

* soit:
¢ ¢ _ 7
- )|=0= == ¢=9¢ = 0
() =0 £ =T bmtmre i
* soit:
. (¢ . (¢ aw?
2 (w%—wi) sin (2 = awy = sin 5) = W—Rw%) > 0 car w¥ > wf)
La majoration de sin (2) par 1 impose une contrainte a 1’existence a cette
solution :
. (9 awy
-] <1 = 1
o (2 2(w% — w2)
= awh < 2wh — 2w12,
= 2w§ <(2-a)wh
= > 2
WR = w
" 2—a ?

a condition toutefois que o < 2.

. [ 2 . .
En outre, si wg = 7 4 wp, la solution devient :
-«

. (¢ aw?, o 7
—_ — 7:1 —_——= - =
5111(2 2 (@ — ) = 3 2:>¢ ™

Donc, pour obtenir une solution différente de ¢y, il est nécessaire que :

/2
a<2,WRp>14\——uw,etwp >w
R 2—a P i @

Cette solution, notée ¢3, vérifie alors :
2 2
) oaw ) aw
sin (?) = 2(275" = ¢3 = 2 arcsin [2—’%}

Wi —wp) 2(wp —wp)

(c) D’apres I’étude qui précede, la solution ¢3 ne peut exister des que :
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2
2—«

a>20uwpR < Wp

auquel cas la seule solution possible demeure :

p=¢o=m

® 26 Lycée Champollion, Grenoble

1. Le point A étant soumis a son poids P et a la tension T du ressort, son énergie
potentielle vaut :

1 | —— ——
E, = 5/g(:c_eo)Q_mgX+Ep0 5‘? 0 0
0
1 T
= §]€(X+.’E1—€O)2_mgX—‘rEp0 Tl 1 -

ou I, est une constante. 4 A l b
Or, a I’équilibre, la tension T} = —k (21 — {p) @ du l P
ressort est compensée par le poids P = mg i de A :

—

P+Ti=0 = mg=~Fk(z —4)
1
= Ep:§k(X+331—fo)Z—kX($1_€0)+EP0

c’est-a-dire :

1 1
Ep = §kX2+kX(l’1—€0)+§k(l‘1—60)2 —kX(I1—€0)+Ep0

1 1

3 EX? + 5 k(z1 — €0)* + Epo

Enfin, I’énoncé précise que 1’origine de I’énergie potentielle est choisie en X = 0,
ce qui signifie aussi que :

1 1
Ep(X=0)=0= ik(xl —l)? +Ep=0=> E,= ékXQ
- 1 o o . .
2. Le vecteur position OA = x ¢ = (x1 + X)) ¢ fournit le vecteur vitesse de A :

;- 404 dz + dXy z X @ carz cte

V= = e _— u = =
dt at dt !

d’ou découle I’expression de son énergie cinétique :

1 5 1

Ec:§mv zim).(2

Par conséquent, 1’énergie mécanique de A vaut :

1 ., 1
Em:EC+Ep:§mX2+§kX2
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et, en I’absence de frottements, cette énergie est constante :

AEn =0=mXX+kXX=0= X+£X:0
dt m

Cette équation différentielle admet pour solution générale :

X = a cos(wt) + b sin(wt) avec w = 4/ %

ou la constante a s’ obtient a partir de la valeur initiale de X :
X(tZO):Xoéa:XQ

et la valeur de la constante b découle de la valeur initiale :
Xt=0=0=2bw=0=b=0

Finalement, le mouvement de A est décrit par :

X(t) = Xo cos(wt),w = \/g

1
3. La représentation graphique de la fonction E,(X) = = kX? est une parabole qui

correspond au diagramme énergétique attendu. En outre, I’énergie mécanique :
1 1 .
Ep=-mX*+ - kX?
p ATy
conserve la valeur qu’elle adopte a ladate t = 0 :

1 .
Em:Eng car X(t =0) = Xpget X(t=0)=0

ce qui complete la représentation du diagramme énergétique :

et confirme le résultat fourni par : X = X, cos(wt) : inféodé a la condition
E,, > E,, le point A est contraint d’osciller entre les positions X = —Xj et
X = +Xo.

27 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. L’équation caractéristique asociée a 1’équation du mouvement :

X240

X+w;=0
Q 0
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a pour discriminant :

2
2
A*@*‘*‘”O*Qz

Ainsi, deux solutions apparaissent pour I’équation caractéristique :

X1:——+ \/4Q2 1=—-a+jQ

(1-4Q )<0carQ>%

2Q Q
wo . .
X = - 2 1 = — — Q
2 20 J5A QQ VA4Q? — o —)
auquel cas I’équation du mouvement a pour solution générale :
r = Aje’ 4 Ayt = (4 U4 Ay e*jm)

= e * [a cos(Qt) + b sin(Qt)] aveca = Ay + Agetb=j(A; — Ag)

Les constantes a et b sont données par les valeurs de xz etde  aladatet =0 :

x(t=0)=x9=a=umx

et:
x’(t:O)zO:>—aa+bQ=O:>b:%xo
. . . o 1 o
C’est pourquoi, en définissant le coefficient : § = — = ————, il vient :
Q2 402 — 1

r = mzge ™ [cos(Q) + B sin(Qt)]

5(Q
zo\/1+ B2e \C/Olb(_i_ ;)2 + \/1€-52 sin(Qt)

En tragant un triangle rectangle de cotés 1 et S (donc d’hypoté-
nuse /1 + 32), on définit un angle ¢ tel que :

cosqS:#et sch):L ’
i i .
Par suite :
cos({) + p sin(§2t) = cos ¢ cos(QUt) + sin ¢ sin(2t) = cos(Qt — @)

VI+HB2 1+ 82

ce qui confirme ’existence de deux coefficients A et ¢ permettant de présenter x
sous la forme :

x(t) = Azge™ " cos(Qt — ¢)

A=\1+p%2=/1+ — = 263_1

avec |
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Quant a ¢, sa valeur est donnée par :

1 40Q% — 1
COSP = ———= = COSP = VaAE 1
V1432 2Q
et:
1 4% —1 1
sing = ——— = (P g L
VI+B /4Q7 -1 2Q 2Q
2. Lorsque ¢ = g, la derniere égalité fournit directement :
) (7r> V3 1 ~ 0 1
sin(—-)=—=— = —
3 2 2Q V3
® 28 Lycée du Parc, Lyon
2y
Soumis a I’action des deux forces, 1’accélération a1z du point matériel vérifie la loi
fondamentale de la dynamique :
d?z dz d?z XN dz K
—=-A—-Koe=0=—F+——+—2=0
T a TER T

soit encore :

d?x n 2 dx 4 0 2m . K
—_— 4+ - — =0avecT = —¢ =1/ —
a7 a ot TEON STV D

L’équation caractéristique associée a cette équation :
2
X2+ 2X+wi=0
T
a pour discriminant réduit :
A — 1 2, 2 N2 1
= — —wj >~ —wj = (jwy)” carwy > —
T T
et présente donc deux solutions complexes :
1. 1.
X1 =——+jwoet Xog = —— — jwo
T T
C’est pourquoi la solution générale de 1’équation différentielle s’écrit :
z=A; X1t 4 Ay X2t =7t x (A1 elvot 1 A, e*j“’ot)
ou encore, en posant : Ay + Ay =aetj(4; — A2) =b:
z(t) = e x [a cos(wot) + b sin(wot)]
La vitesse du point matériel est alors donnée par :

. _ b\ .
i=e U/ x [(—Z + bwo) cos(wot) — (awo + T) sm(wot)]
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27 . S . ‘o
En notant 7' = — la pseudo-période, on constate qu’il existe deux fonctions pério-
Wo

diques ¢(t) et 1(t) telles que :
{ z(t) = e 7 x ¢(t)

avec p(t+T)=op(t)etp(t+T) = (t
B(0) = o=t/ x (1) (t+T)=o(t)etyp(t+T) = ()

Aussi, I’énergie mécanique du point matériel vaut, a une date ¢ :

LTI T S v
E(t)zimx +§k1: = e 27 Q(1)
O) = T + 5 (6] = O+ 1) = (1)

Ce faisant, a la date ¢ + 7', cette énergie mécanique s’écrit :

E(t+T)=e2"x e 21/T x Q(t+T) = e 2/70(t) x e 2T/ = B(t) x e 2T/7

d’ou il s’ensuit que :

AE = E(t+T) — E(t) = E(t) x (e_ZT/T - 1) =

Le facteur de qualité est alors défini par :

E(t) 27
@=2r ‘ AE ’ T 1-e 2T/
ou la condition des amortissements faibles a pour conséquence :
2T 2 2T 4
T oo Lkl =5 e Mo 0o 8
T woT T woT

4 2
avec 9
m _ Mo
T = 7 = Q S 2
@29 Lycée Champollion, Grenoble

1. Dans le cas général, le point M est soumis a :
* son poids P= —mgu;
¢ la force de rappel du ressort de longueur L :

T=—k(L—Lyia

« la force d’amortissement : ' = —B .
A I’équilibre, la résultante de ces forces s’annule tandis que v = 0 :

—mgil — k(L1 — Lo)@i=0= Ly =Ly— —= = L, (36)
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Ce calcul montre que L. désigne la longueur du ressort lorsque M est a 1’équi-
libre.

2. Hors équilibre, depuis un point O immobile, le point M est repéré par :
OM=Li=(z+L)i=T=id=d=ii
C’est pourquoi la loi fondamentale de la dynamique fournit :
ma=P+T+F=mii=—-mgi—k(L—L)id—pBit

tandis que I’équation (36) conduit a :
—mgU==Fk(Le— Lo)U= —mgi—k(L—Lo)ui=—k(L—L.)u=—kad

Finalement, I’équation différentielle du mouvement s’écrit :

B

mi=—-kr—pfit= i+—a+—x=0
m m

3. (a) L’équation caractéristique correspondante :

k
X2+EX+—:0
m m

a pour discriminant :
B 4k (153 4x125x10°

A=l _2F ~ —196 = —(14)?
m2  m  (255)2 255 96 =—(14)

Le signe de A révele ainsi que :

A= (j)? x <4k—62> avec(j)Qz—let%—B—z>O

m  m?2 m

d’ou sont issues les deux solutions de I’équation caractéristique :

VA VA
X1:—£+—:—A+jﬂetX2:—£——:—A—jQ
2m 2 2m 2

2
A:ﬁetQ:1 el
2m 2

e

Application numérique :
153
2% 255

= A=0,03s""! et 9:1;:751

De ces calculs ressort finalement la solution générale de 1’équation différentielle
du mouvement :

x = AjeXtt 4 A,eX2t = e M (A1 e 4 Aq e_jm)

= e M [(AL + Ag) cos Ut +j(A; — Ay) sin(Qt)]

c’est-a-dire, en posant a = Ay + Agsetb =j(A4A; — As) :
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z = e M x [a cos(Q) + b sin(Qt)]

Les coefficients a et b s’obtiennent a partir des conditions initiales :

rt=0)=0=a=0= x=be M sin(Qt)

et:
#(t=0) = vg = b = vg = b:%
Application numérique :
b= 0—%5 = b~ 0,07m

(b) Compte tenu de I’expression de x :
x = A sin(Qt) avec A = be M

la valeur maximale de A est :
)
Amax = b = 50 =0,07m

La position d’équilibre est donc atteinte a une date 7 telle que :

A(F) = 10 X Apay = be M =103 x b= 7= 2 IXIO
Application numérique :
= 301;1);0 =230's
® 30 Lycée Charlemagne, Paris

Chapitre 1

1. Si @ désigne un vecteur unitaire directeur de la droite (AM), tel que

— R S p L.
AM = AM x i, latension T} qu’exerce le ressort fixé en A, sur M, s’écrit :

Ty = —ky AM @ — —ky AM — ky MA

Il en va de méme pour la tension fg exercée par 1’autre ressort : fg =k M §, de

sorte que la résultante de ces deux forces sur M vaut :

—

T = f1+f2=k1m+k2m

— (M—é+5>4)+k2 (AchJr@)

— (k4 k) MG+ ki GA+ ko GE

Par conséquent, si G désigne le barycentre des points A et B, pondérés par les

coefficients k1 et ks :

k1a+k2@:6:>f=(k1+k2)m

La tension 7" est alors équivalente a celle qu’exercerait un ressort de longueur a

vide nulle, de constante de raideur :
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k=ki+ ko
dont les extrémités sont fixées en M et GG :

—
2. On notera, dorénavant, 6 1’angle (OM , O?) L’énergie potentielle du point M
soumis 2 la tension 7' = k Mii vaut :
1
E, =5k MG?

avec .

MG =MO+0C = MG2 = MO+ 0G2+2MO0-0C

R? + OG? — 2R OG cosf
en conséquence de quoi :

E, = %k(]# +0G?) — kROG cos 6

S’il existe des positions d’équilibre pour M, elles correspondent aux valeurs de ¢
qui rendent extremum 1’énergie potentielle, c’est-a-dire qui annulent la dérivée de
E,:

P

dE
dep:kROGsinﬁzOpour f=0o0uf=m
A
*\
.-
BN
i,
o
’ B

Deux positions d’équilibre sont donc accessibles a M : les points M; et M dia-
métralement opposés.

3. L’énergie cinétique du point M, en rotation sur le cercle de rayon R, est définie
par :

1 . 1 .
E. = 3 mv? avecv = R = E, = imRQOQ
Aussi, en posant : OG =l et k = ky + ko, I’énergie totale de M vaut :

1 o 1L
E=FE.+E,= E= §mR202+§k(R2+£2)—kRé cos@ avec k = ky +ky
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4. L’absence de force dissipative rend E constant, ce qui signifie que :

dF .
o 0 = mR%00+ kRO sinf =0

.kl .
= 64+ —— sinf =0pourd #0
mR

Or, la position d’équilibre stable est caractérisée par un minimum d’énergie poten-
tielle, c’est-a-dire pour la valeur (0 ou 7) telle que :

d2E,

102 > 0= kRl cost >0

Cette position d’équilibre se trouve donc au point M; (pour 8 = 0), autour duquel
se produisent des oscillations, dont I’amplitude est suffisamment faible pour que
sinf ~ 0 lorsque 6 ~ 0.

De cette simplification découle celle de 1’équation différentielle satisfaite par 6 :

é+ﬁ020aveck:k1+k2
mR

et qui admet des solutions harmoniques de pulsation :

ke _\/(k1+k2)£

“= mR mR

et donc de période :

2m mR
I'=—=T=2n| ————
w (kl == k‘g) /
Remarque — On pouvait retrouver directement ce résultat en utilisant |’énergie

potentielle pour un point M, de masse m, en rotation autour d’un point O tel
que OM = R, des oscillations se produisent autour de I’angle 0 caractérisant la
position d’équilibre stable. La pulsation de ces oscillations vaut :

_ [ @B
YT\ Rz " Tae2

0o
et, notamment, pour 00 =0:
d’E, d’E
= (k1 + k)Rl cos®) = —L| = (ki +ko)Rl
ae ( 1+ 2) cos 102 . ( 1+ 2)

(k1 + ko)
mR
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o 31 Concours E.N.S.T.I.M.

1. Soit @ le vecteur unitaire directeur de I’axe (Oz);
on note T. = —k(h—{y)@ la tension du res-
sort a I’équilibre, P = Mg« le poids de M et
A= —pm,0Vgu la poussé d’Archimede exercée
par I’eau. L'équilibre de M est conditionné par
I’équation :

T.+P+A=0 = P+A=k(h—1{)
= g (M - szOV) k

(h —

= h=4fy+ = i (M ,uH2oV) 2

2. Du vecteur position de G : 0(3 = 2z, se déduit son accélération @ = Z i, au
demeurant soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

Ma=T+P+A

o/

P+ A = k(h — £y)d (conformément a la question précédente) et
T=—k (Z - éo) i

Mii=[—k(z—Llo)+k(h—ty)) @= M3=—kz+kh

. . [k P . .
En définissant la pulsation propre par : wy = U cette équation se présente aussi

sous la forme :

. k
Z+wiz = wihavecwy = i

3. La pulsation propre est indépendante de I’intensité de la poussé d’Archimede, a
I’inverse de h qui en dépend par I'intermédiaire de pp,o, comme le montre le ré-
sultat de la premiere question.

4. En tenant compte de la force de frottement F = —a ¥ = —«a i, la loi fondamen-
tale de la dynamique devient :

Mi=T+P+A+F = Mii=—k(z—{lo)i+k(h—"Lly)id—aii
= MZ+az+kz=kh

En utilisant I’expression précédente de la pulsation propre : wi = i et en définis-

sant le facteur de qualité par : Q) = 0 cette équation s’écrit aussi :

2+%&+w&=w@ 37)

Le second membre de cette équation étant constant (w3h), la solution 2;, homogéne
a ce second membre est aussi constante, et vérifie par conséquent :
.. wo .
zZn +— 2z ergzh = wgh =zn=nh
~—~

Q

0 0
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Quant a la solution z, de 1’équation sans second membre :

. wo . 2
Zo+ — Zs +whzs =0

Q

elle s’obtient & partir de I’équation caractéristique associée :

X2+ % X+w2=0
dont le discriminant :
2 2
A= %—mg:% (1-4Q?)

est négatif dans le cas d’un régime tres faiblement amorti ; o est assez petit pour
que I’on puisse poser :

MUJQ

a < 2Mwy = 2 >1=2Q0>1=4Q*>1

L’équation caractéristique admet ainsi deux solutions complexes :

wo . Wo (%) . Wo
Xi=—— — 4?2 —let Xo = —— —j—/4Q? -1
1 2Q+J2Q Q et Az B JQQ Q

que I’on écrit aussi :
w
X;=-A+jQet Xo = -\ —jQavec A = %etﬂz A/4Q2 — 1
C’est pourquoi il existe deux constantes pi et ps qui permettent de présenter la
solution z sous la forme :

Xt Xot — At iQt —jQt
ze = e’ 4 et =M (g I 4 pp eIV

— At /J’l ,LLQ
s — € A Ot B 917 \Y .
= z [A cos(t) + B sin(Qt)] avec { B=i(u )

Finalement, la solution générale de 1’équation différentiele (37) est :

2 = zp+2s=h+e M[A cos(Qt) + B sin(Qt)]
= z=c¢ M[(BQ— A\ cos(Qt) — (AQ + B)) sin(Qt))

dans laquelle les constantes A et B s’obtiennent a partir des conditions initiales :

Z(t:0)2h1:>h+A=h1:>A:h1—h

et:
A hi—h
i(t=0)=0=BQ— A N=0=B=2A=__L "
Q2 4Q2 — 1
de sorte que :
sin(Qt)
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® 32

En outre, si les amortissements sont suffisamment faibles, une nouvelle condition

sur () :
1
Q>>§:>4Q2>>1:>\/4Q2—122Q

apporte une simplification :

cos(Q2) +

1

1
cos(Qt) + 30 sin(Qt)
~ cos(§2t) car 1 <1
~ 50
d’olr :

2(t) =~ h+ (hy — h) e cos(wot)

puisque 2 = % \/4Q?% — 1 ~ % x 2Q = wy.

De cette expression de z(t) découle finalement la représentation graphique sui-
vante :

2(t)

1. Soit £y la longueur a vide du ressort a partir de laquelle est
définie la tension 1" qu’il exerce : ‘. Vi
T=—k(l—tl)a T T
R ) NENC) G 0
Notamment a I’équilibre, le ressort est allongé de ¢, tandis P T
que le ressort exerce une tension 7, qui s’oppose au poids -t--t-M
Pde M : ﬂ’l P
P+T.=0=>P=-T,=k(l.—l) i (38)

En revanche, lorsque M est écarté de sa position d’équilibre, la longueur du ressort
vaut £ ; le point M est soumis a une force résultante :

T+P = —k(l—l)i+k(le—{l)i=—k({—10)d
= —kxtdcarl=/V,+ux
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al’origine de son accélération :

20M  L@d)  Ee
az A aegt T

a::

La loi fondamentale de la dynamique stipule alors que :
mi=T+P = mii=—kai

.. k
= i4w’r=0avecw?®=—
m

2. Cette équation différentielle admet pour solution générale :

x = A cos(wt) + B sin(wt) = & = —Aw sin(wt) + Bw cos(wt)
ol les constantes A et B s’obtiennent a partir des conditions initiales :
2z(t=0)=20=A=ux0

et:
i(t=0)=0= Bw=0= B=0

Finalement :

k
t == t — _—
x(t) = o cos(wt) avec w -

3. L’axe Ox étant dirigé vers le bas, 1’énergie potentielle de pesanteur vaut :
Epp = —mgz + Epp,

ou I, est une grandeur constante, tandis que I’énergie potentielle élastique vaut :

1
E,e = 3 k(0 —0)* + Epe, (Epe, est une constante)
C’est pourquoi I’énergie potentielle totale de M s’écrit :

1
E,=Ep+ Ep. = 5 k(€ —€o)? —mgz + E,, avec B, = Eppy + Epe,

L’énoncé précise, en outre, que 1’énergie potentielle est choisie nulle en = 0,
c’est-a-dire lorsque £ = /. :

0 = % (be — £0)* + Epy = Epy = —%k(@e—eof
= Ep:%k(€—€0)2—%k(€e—€0)2—mgx
= Ep:%k(f—ﬂe)(ﬂ—&-ﬁe—260)2—mgxavec£=€e+x
= E,= %ka: (20, — 20g + x) — mgx
= Ep:%kxz—l-k(ﬁe—ﬂo)x—mgm
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Enfin, étant donné que P= mg i, I’équation (38) fournit :
mg =k (le —ly) = k(le —Llo)x —mgr =0
d’ ot il découle que :
1 1
B, = 3 kx? = 5 kx? cos®(wt)

Sur une période 7', la valeur moyenne de ), est définie par :

1 t+T kx% t+T )
(Ep) = T/t Ep(t) dt = or | o (wt) dt
hag [ 1+ cos(ut)

2T J, 2

ka3 s
— T 2
T { —l—/t cos(2wt) dt

t+T
1 1
/ cos(2wt) dt = — [sin(Zwt)]?rT = — [sin(2wt + 2wT') — sin(2wt)]
+ 2w 2w

avee |

. ) . 27 .
Or, la période T étant définie par; 7' = —, cette derniere intégrale est nulle, de
w

2
_ kx§

sorte qu’il reste simplement : () 1
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Electrocinétique

2.1 Lois générales

Définition 1 Si, pendant, une durée dt, une charge électrique 0q traverse une section
S de conducteur, il apparait alors un courant électrique d’intensité :

]
oAt

Ce courant électrique est conventionnellement représenté par une fleche dans un cir-

cuit :

section S

Définition 2 Un neeud est un point d’intersection de plusieurs conducteurs élec-
triques.

Dans D’approximation des régimes lentement variables, la
conservation de la charge conduit a la loi des nceuds : la somme
des intensités 7., des courants arrivant a un nceud vaut celle des
intensités ¢,, qui en partent.

E :iﬂk - E :ipk
k k

Cette loi peut se généraliser au cas ou, conventionnellement,
tous les courants ont été représentés arrivant (ou partant) a un
neeud :

Zikzo
k

93
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Définition 3 On appelle tension u = u 4 p la différence de potentiel (d.d.p.) électrique
entre deux points A et B :

uap =Va—Vp

Cette tension est alors représentée par une fleche qui pointe vers le point A :

AI:IB

-
UpB

Définition 4 On appelle potentiel V4 d’un point A la tension entre le point A et un
point M défini comme une masse (de potentiel nul par définition).

A — B

VA] Vp
M

2

Définition 5 Une maille est un circuit fermé sur lui-méme.

La loi des mailles stipule que la somme algébrique des tensions rencontrées en parcou-
rant une maille est nulle :

Zukzo
k

Le signe des tensions uy est défini positif si ces tensions Uy Uy
. Vs . . . — D
sont orientées dans le sens de parcours de la maille (choisi

arbitrairement), et négatif sinon : /—>
u3
up —uz —ug +ug =0 T

|
T

Uy

Définition 6 La convention récepteur consiste a représenter u et © dans des sens
opposés, tandis qu’en convention générateur u et © présentent le méme sens.

““u ““u
convention cqnyention
récepteur générateur

Définition 7 En convention récepteur, la puissance électrique P, recue par un dipole
vaut :

Pr = u X i (P, en watts, u en volts, i en amperes).
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Pendant la durée dt, un dipdle recoit une énergie J E,. telle que :

SE, = Py x dt = P, = 2Zr
dt

2.2 Dipoles de base

2.2.1 Lois d’association des dipoles

Définition 8 Deux dipoles D1 et Dy sont en série si la totalité du courant iy qui
traverse Dy représente également le courant is qui traverse Do :

1] = 13

WD D WD % Dy
D, et D, en série D, et D, pas en série

La définition des tensions en termes de différences de potentiels permet aussi d’écrire :

’u:VA—VC A Dl B D2 C
u = U1 + ug avec up =Va—Vp 4_: 4_: )
UQZVB—VC U U t

Définition 9 Deux dipdles D1 et Dy sont en paralléle si leurs bornes sont reliées deux
a deux par des fils électriques.

Dy Dy

T

I
|
D,

D,
Dy et D, D, et D, pas
en paralléle en paralléle

La loi des nceuds, associée a la définition des tensions, fournit :

. U
@l
:__ o . - 7 D1
1 =11 + 12 et u; = us g
Dy
b
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2.2.2 Description de quelques dipoles
2.2.2.1 Le resistor

En convention récepteur, la tension v aux bornes d’un resistor est proportionnelle a
I’intensité 7 qui le traverse ; il s’agit de la loi d’Ohm :

u en volts (V) R
U=Rxi i en amperes (A) B —
R en ohms (£2) “u

R désigne la résistance du resistor et permet de définir la conductance G :

G = 1 R en ohms (£2)
R S en siemens (S)

Lassociation en série de deux resistors (de résistances R et Ry) équivaut a un resistor
de résistance :
R = R1 + R5 (en série)

tandis qu’en parallele :

1_1 .1
R R, Ry
ce que I’on peut aussi écrire :
Ry Ro 1
R=———-ouencore: G=—==G; + G
Rit Bt R

Un resistor de résistance R, parcouru par un courant d’intensité 4 et qui présente une
d.d.p. v = Ri a ses bornes, consomme une puissance :

totalement dissipée sous forme de chaleur ; il s’agit de I’effet Joule

2.2.2.2 Sources et générateurs

Définition 10 Une source de tension génére, entre ses bornes, une d.d.p. e indépen-
dante de ’intensité 1 du courant qu’elle débite.

Une source de courant débite un courant d’intensité iy indépendante de la tension u a
ses bornes.

e |
_%, _
u
source source

de tension de courant
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Un générateur de tension réel génere cependant une tension v qui dépend du courant %
qu’il débite :

u=e X1 n
— e — —

ep et r sont respectivement la force électromotrice (f.6.m.) et la résistance interne du
générateur de tension.

Ce générateur est aussi un générateur de courant, qui débite un courant d’intensité ¢
dépendante de u :

1=109g—gXu
1o et g désignent respectivement le courant électromoteur (c.é.m.) et la conductance

interne du générateur de courant.
Ces générateurs sont équivalents, a condition de poser :

. 1
ep=Trigetg = —
7

[;? Un générateur GG est connecté a une résistance R. La caractéristique de G est
représentée ci-dessous.

u
o
e

Montrer que GG se comporte comme une source de tension pour R > R et comme une
source de courant pour R < Ry.
Etablir I’expression de R en fonction de e et de ig.

REPONSE
Etant donné que G est relié directement aux bornes d’une résistance R, la tension u a ses
bornes est aussi celle aux bornes de R : 2

u=Ri

La caractéristique courant-tension de GG révele deux comportements possibles :
¢ G se comporte comme une source de tension lorsque v demeure indépendant de ¢ ;
u prend alors la valeur ug :

U
wp=Ri=i= 2
R

et cette situation se présente lorsque ¢ demeure inférieure a ig :
. . uo . uo
1 <ig = —<ig=>R>—
R 70
uo
= R > Rpavec Rg = —
20

¢ G se comporte comme une source de courant dés que ¢ adopte une valeur i indé-
pendante de w :

fo—r—
u = Rio 1 1

Ce comportement est conditionné par : o
u Uy
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. uo
u<uyg = Rig<ug=R<—
0

= R<Rp

2.2.2.3 Moteurs et électrolyseurs

La tension aux bornes d’un de ces dipdles parcourus par un courant d’intensité ¢ suit la
loi :

u=eyg+rxi

ol eg désigne la force contre-électromotrice (f.c.é.m.) et r la résistance interne.

U <
<M> _ an
1 NN
moteur électrolyseur

A La convention récepteur doit impérativement €tre respectée pour utiliser la loi :
u = eg + ri. Dans cette convention, ¢ est nécessairement positif.

La puissance électrique P recue par un de ces dipdles s’écrit :
clec

, -
Petec = 1t = egi + 11° = Pugte + Proule

ce qui fait apparaitre une « puissance utile » Pyge = €gi (motrice ou chimique) et une
puissance Pjoue = i dissipée par effet Joule.

P
Pélec . Joule
— >

moteur

Putile

2.2.2.4 Bobines

Une bobine idéale est caractérisée par son (auto)inductance L (en henrys : H) qui
établit une relation entre u et ¢ :

di i -
= L _—
“ dt “~u

En revanche, une bobine réelle présente également une résistance électrique :

Qi
uzL?z—i—m'

Les assocations en série et en parallele de deux bobines, d’inductances L et Lo, sont

équivalentes a une bobine d’inductance L telle que :

1 1 1
L = L1 + Lo en série et 7= L_1 L—2 en parallele.
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L’énergie électromagnétique emmagasinée dans une bobine parcourue par un courant
d’intensité I vaut :
1

_ i
S—QLI

2.2.2.5 Condensateurs

Si q désigne la charge portée par I’armature du condensateut qui recoit le courant ¢, la
conservation de la charge impose :

cE

U

En convention récepteur, le comportement d’un condensateur est décrit par la loi sui-
vante :

q . du

u=—==i=0—

C dt
ou C' est la capacité du condensateur, exprimée en farads (F).
L’association de deux condensateurs (de capacités C; et C'3) équivaut a un condensa-
teur de capacité C telle que :

LS U SO
C = Cl 02 €n serie

C = (4 + Cs en parallele

Remarque — Un condensateur réel n’est jamais parfaitement isolant ; entre ses ar-
matures peut circuler un faible courant de fuite, ce dont on rend parfois compte en
introduisant une résistance de fuite entre les deux armatures :

C

Un condensateur, dont la charge () provoque une d.d.p. U a ses bornes, possede une
énergie électrique :

@1,
£=75=5CU

Dans le montage ci-contre, on ferme l’interrupteur K a m

I’instant ¢ = 0, les condensateurs étant déchargés. @ C

1. Montrer que lorsque deux condensateurs en série sont ——,_
initialement déchargés, ils portent en permanence la Ci
méme charge.

2. Exprimer, en fonction de C' et V}, la charge ¢ portée par le condensateur situé dans
le bas du schéma, pour ¢ > 0.
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REPONSE

1. Soient deux condensateurs en série portant les charges g1 et g2 sur les armatures qui re¢oivent un courant
de méme intensité ¢ (par définition de la mise en série de deux dipdles) :

Dainnie
G Gy

Les charges g1 et g2 s’accroissent donc de la méme maniere :
. dgr  dg2

= = — = = A
2 at at q1 =q2+

ol A est une constante déterminée par 1’absence de charge initiale des condensateurs :
1t=0))=q¢@(t=0)+A=>A=0=qi1(t) = ¢(t)
—_—
=0 =0

2. Les deux condensateurs en parallele sont équivalents a un seul condensa-
teur de capacité 2C, et qui porte la méme charge ¢ que le condensateur

de capacité C, compte tenu de la question précédente. Les tensions aux 20 q I
U
bornes de ces dipdles : u; = % et ug = % sont liées a la tension Vj ! () ]V
0
la loi d illes : q
par la loi des mailles c Lbz
q q 3q —I_—
urtuz=W=—+==W=>—=WV
1+ u2 . 0 20 + c 0 20 0
d’ou découle I’expression de la charge g :
20V
T3

2.3 Montages de base

2.3.1 Ponts diviseurs
2.3.1.1 Diviseur de tension

Le montage du diviseur de tension :

Ek

conduit a la loi :

__RE _ RiR
" Ri+Ry Ri+Ry

Ry E

R+ Ro
qui justifie le nom de ce montage). En outre, si le courant i arrive dans le neeud N, la

loi du diviseur de tension devient :
" Ry E R Ry
- R+ R, Ri+ Ro

Remarque — Sile courant i est nul, la tension v = est inférieure a I (ce
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2.3.1.2 Diviseur de courant

Le montage de ce pont diviseur :

I _
IUT Ry u

N N 1 1
permet de relier 7 a Iy, a u et aux conductances G; = — et G = — :

Ry Ry’

i Go Iy _ G1 Gy
_G1—|—G2 G+ Gy

X u

Notamment, lorsque u = 0 (les points A et B sont directement reliés), cette loi devient :

)
G+ Gs ’ I R2

et admet une généralisation :

-
0 — G o IOT 2 ;
PTG+ Gyt 4Gy ' ' "

= Dans le montage suivant, on demande d’exprimer le courant ¢ en fonction

1 . .
du courant électromoteur /; et des conductances GG; = — du circuit. On appliquera

T
exclusivement la formule du diviseur de courant.

7 R,
Ry IOT Ry Ry R

REPONSE Les résistances R4 et Rs étant associées en série, elles équivalent 2 une résistance R’ telle
que :

1 1 Gy +G
R =Ry+Ry=— +—— =417
Gy Gs G4 Gs
X ;. GaGs . g )
a laquelle correspond la conductance G’ = GitGs Aussi, en posant ¢ = —¢, le montage proposé par
4 5

I’énoncé équivaut a :

G I (JT GZ G3 G'
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La formule du diviseur de courant fournit alors directement :

74./ _ G3IO _ G3I()
T G1+G2+Gs+ G G4Gs
G G G _—
1+ G2+ 3+G4+G5

G3 (Ga+ Gs) Ip

= i=-
! (G1+G2+G3) (G +G5)+ G4 G5

2.3.2 Théoréme de Millman

Soit une association en parallele de n branches {ey, r }, i étant des forces électromo-
trices et 7y, des résistances associées a des conductances g.

eage egrqhz __e_qge i eJ@E :

W=

n

> gk

k=1

NE

I
-

A La loi précédente (théoreme de Millman) ne peut étre utilisée s’il existe un nceud
d’ou peut s’échapper un courant ¢ ; par exemple, dans le montage :

gie1+ gzé

il n’est pas possible d’écrire : u =
91+ 92

=

e
. . o a2 —>1 A1
Dans le montage ci-contre, les sources de tension ej; sont idéales,
ainsi que les résistances 7, auxquelles sont associées les conductances
1 €
_ —=
Gk = —- 2
Tk
Trouver I’expression de I’intensité 7 du courant €lectrique qui traverse | s
r3, en fonction de g1, g2, g3, €1, €3 et e3. - U3

[
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REPONSE

Soit u la tension commune aux bornes des mailles horizontales, et us = r3 ¢ celle aux bornes
de la résistance r3. La tension u s’exprime aisément a 1’aide du théoreme de Millman :

w91 +g2e2 +g3e3
91+ g2 + g3

avec

) ) greir+e29g2+gzes
u=e3—uz=e3—r3i=1=g3(es —u)=g3 X | ez —
91+ 92+ g3
On obtient ainsi :
g1 (es —e1) + g2 (e3 —e2)

g1 +92+gs3

7=

2.3.3 Modélisations linéaires
2.3.3.1 Théoréeme de Thévenin

Soit (R) un réseau linéaire comprenant des résistances et des sources (de tension ou de
courant). Ce réseau est équivalent a un générateur, de force électromotrice Ery, et de
résistance interne Rry,.

(R) u = En u

e Erp s’identifie a la tension w lorsque ¢ = 0 (circuit ouvert) ;

* Ry, vaut la résistance entre A et B (R étant déconnecté du reste du circuit) apres
suppression des sources (les sources de tension sont remplacées par des fils élec-
triques et les sources de courant par des interrupteurs ouverts).

= Répondre, par VRAI ou FAUX aux affirmations suivantes.
Le dipdle AB est équivalent a un générateur :

. . €1+ €2
1. de force électromotrice Erj, = — ;
L. . 172
2. de résistance interne Ry, = ————.
1+ T2
REPONSE
1. FAUX

D’apres le théoreme de Thévenin, la f.é.m. du générateur équivalent au montage
proposé s’identifie a la tension E7j, entre les bornes A et B, en circuit ouvert.

Le théoréeme de Millman fournit alors immédiatement : A
e1  es
ry o ro T2 €1 +1r1e e1 + ez
Erp =——== FEpp, = #
1 1 r1 + 12 2

T1 2
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2. VRAI
La résistance interne équivalente a ce méme générateur vaut la résistance R, entre

les points A et B, aprés suppression des sources e et eg ; les résistances r1 et rg A
apparaissent alors en parallele, en conséquence de quoi :

Tl 7'2
T1L X T2

Rpp =2 B

2.3.3.2 Théoréme de Norton

Un réseau linéaire (R ), composé de résistances et de sources (de tension ou de courant),
équivaut a un générateur de courant électromoteur / et de résistance interne Ry .

®) | fINI o

e [y s’identifie au courant qui circulerait dans un fil électrique reliant directement
les bornes A et B ;

* Ry est la résistance entre A et B calculée apres isolement de (R) et suppression
des sources.

Remarque — Les représentations de Thévenin et de Norton sont équivalentes, a condi-
tion de poser :
Rrp = Ry et Epp, = Ry X Iy

=

Dans le montage ci-contre, on demande de donner I’expression du A
courant électromoteur [ du générateur de courant équivalent, vu IOT Ry

des bornes de sortie A et B
1. en raisonnant par association de générateurs ; Ell C) R
1
2. en mettant en ceuvre le théoreme de Norton. L[ 1—B
REPONSE

1. L’association, en parallele, de la source de courant et de la résistance Ro équivaut a un générateur de
tension, de f.é.m. Fg = Rg I et de résistance interne Rg.

A 4
o [ B &
= = F T)II
Ell R, Ell R,
B B

C’est pourquoi ce montage équivaut a un générateur de tension, de f.6.m. Er}, et de résistance interne
R, telles que :

Erp =Eo— FE1=Rolop— FE1et Ry, = Ro+ R

Ce générateur peut par conséquent étre remplacé par un générateur de courant équivalent :
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R Th

A A
B B

de résistance interne Ry = Rpj = Ro + Rj et de courant électromoteur :
T — Ern  Rolo— Er

N7 Ro, Ro + Ry

2. D’apres le théoreme de Norton, le courant €lectromoteur du générateur de courant équivalent vaut le
courant Iy qui circule dans le fil électrique reliant directement les bornes A et B.
Soit i1 = Ip — I lintensité du courant qui circule dans la résistance Rp, aux
bornes de laquelle apparait une différence de potentiel w1 :

w1 = Roi1 = Rolo — Ro In
La loi des mailles appliquée a (DC BAED) conduit a :

Ei+RiINn—u1 =0 = Ei+RiIN—Rolop+RolInN=0
= (Ri+Ro)Iny = Rolo—E1

ce qui confirme le résultat obtenu par la premiere méthode :
Ro Ip — E1

In =
N Ro + Ry

2.4 Régimes transitoires
2.4.1 Circuit RC série

2.4.1.1 Solution générale

Un circuit RC série est alimenté par un échelon de tension (t) d’amplitude Uy :

i u(t)

dv
En remarquant auve ¢ = C O la loi des mailles fournit :

d
u=Ri4+v= Tﬁ—f—v:u:Uopourt}O (1)

ou 7 = RC désigne le temps caractéristique du montage. Cette équation différentielle
admet :
* une solution v, homogene au second membre, c’est-a-dire constante :
dvh
Tidt +ovp = Uy = v, = Up
~—~—
0

* une solution v, de 1’équation (1) dépourvue de second membre :

do,
s =0
a +v

T
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dont I’équation caractéristique (en X ) :

1
TXX4+1=0=X=—

;
fournit la solution :
v, = AeXt = Ae7/T
La solution générale de I’équation (1) :

v(t) =vp +vs =Ug+ Ae™t/™
présente une constante (A) qui doit s’adapter a la condition initiale : v(t = 0).

2.4.1.2 Condition initiale et solution particuliere
Aladate t = 0, I’équation différentielle (1) s’écrit :

dv
=

dt +U(O) :Uo

0

Etant donné que v(0) et Up, ne sont pas infinis, —| ne I’est pas non plus, ce qui

0
suggere la continuité de v en ¢t = 0. En outre, v(t) = 0 pour ¢ < 0, d’olt il découle

que :

v(t=0) = tLiI(I]li ()] = vit=0)=0
= Up+A=0
= A= Uy

La solution particuliere vaut par conséquent :

v(t) = Uy (1 — e_t/T) pour ¢ > 0

A n’aurait pas ét€ judicieux de chercher la condition initiale relative a vg(t), solu-
tion de I’équation différentielle :
dvp 1 du
SO D = e
@ TTRT W
car, 2 t = 0, la fonction u(¢) subit une discontinuité :
du dvg

—_ — :>7 f—
dto +00 dto +00

Ce résultat montrerait, tout au plus, que vg(¢) étant discontinue en ¢ = 0, il convien-
drait de poser :

vr(0) # lim [vr(t)] = vr(0) # 0
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2.4.1.3 Comportement du condensateur
Les calculs précédents ont révélé que, sous I'influence d’un échelon de tension :

v(t=0)=0et tlggo [v(t)] = Uy

; R
VR
Tl
La premiere identité montre que :

pour ¢ = 0 le condensateur équivaut a un fil électrique

tandis que le second résultat indique que :

lim [i(¢)] = lim {UO_“(”] =0

t—o00 t—o0
ce qui signifie aussi que :
pour ¢ — oo, le condensateur équivaut a un interrupteur ouvert.

2.4.2 Circuit RL série

Soit un circuit RL série alimenté par un échelon de tension u(¢) d’amplitude U.

i L u(t)

Uo

Une étude analogue montrerait que :

v
T — Vv=uaveCc T = —
a t R

dont la solution générale :
o(t) =Up+ Ae /T

présente une constante A adaptée a la condition initiale qui repose sur la continuité de
la fonction v(t) ent = 0:

dv dv

7T —| +v(0)= U, = —

dt |, W0 =T dt
#0o #0

# 00 = 0(0) = I [0(t)] =0

= () =Up (1 = e_t/T)
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Cette expression permet de trouver celle de la tension vy, (t) aux bornes de la bobine :
vy, = u—v="Uy—Up (1—64/7)

= v = er_t/T

Upk--=--==p=

Remarque — La discontinuité observée pour vy, (t) ent = 0 pouvait se prévoir a partir
de I’équation différentielle :

; v N d?v dug, N douy, n 1 Y du
=T — =T — = — — + —vp = —
L dt 2~ dt a T ET
qui devient, a la datet =0 :
dvy, 1 du duy, .
dt |, + TL}L(,_/) dt |, dt |, o0 = v1(0) # t—lglf [ (®)]
#00 SN—
o0

Enfin, la représentation graphique de vy, (t) révele que :
v, (0) = Uy et tliglo [vp(t)] =0
ce qui montre que :

pour t = 0, la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert, tandis que
pour t — oo, elle se comporte comme un fil électrique.

Le circuit ci-contre est alimenté par un échelon de courant : L

i(t) =0pourt <0 e A
i(t) = Ip pour t > 0 g R

1. Trouver la condition initiale portant sur u(t = 0).
2. Déterminer I’expression de u(t) pour ¢ > 0 et représenter graphiquement w(t).

REPONSE

1. Soient 71 et 42 les intensités des courants qui circulent dans la bobine et dans la résistance respective-
ment.
La loi des nceuds impose :

z:z1+12:11+ﬁcaru:Rzg

di
et, puisque u = L ditl ne peut pas tendre vers I'infini, cela signifie que

i1 (t) est une fonction continue du temps :
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i(t=0)= lim [i1(t)] =0

t—0—

Remarque — Ce résultat pouvait se trouver directement a partir du comportement de la bobine a la
date t = 0 : équivalente a un interrupteur ouvert, elle ne laisse passer aucun courant : i1(0) = 0. Par
conséquent :

i(t:O):il(t:())-i—%u(t:())éloz%u(tzO):»u(tzO)zRIo

2. Pourt > 0, laloi des nceuds a fourni :
Yooy dn L du
R dt R dt
N . diy
c’est-a-dire, étant donné que u = L E R

1 1 du
ot — —
L R dt
L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle :
1 1 R
-+ =X=0=X=——
L R L

montre que u(t) se présente sous la forme générale :

u(t) = AeXt = A exp (—%)

ol la constante A tient compte de la valeur initiale de wu(¢) :

T
u(t=0)=RIlp=A=RIy= u(t) = Rl exp (—%)

2.4.3 Circuit RLC série

Un circuit RLC' série est alimenté sous un échelon de tension d’amplitude U.

R L u(t)
1
T el -
R vy, 0
T
0 t

La loi des mailles impose :

ds dv
u vp+vL+v=Ri+ dt—l—vavecz Cdt
d?v dv
= LC— +RC —
Fr A T
d?v R dv 1 u
=> — 4+ —-—+—= —
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En définissant la pulsation propre wy et le facteur de qualité () par :
1 Lwo

Q —
VLC

cette équation se présente sous la forme canonique suivante :

Wy = —F/——

d2v wo dv

Q dt+ = wiu=wi Uppourt >0 ()

Outre une solution homogene au second membre, v, = cte :

d27}h wo d’l}h

1z + — ) TS +w0vh ngo:MJh:Uo
S~ ——
0 0

cette équation admet également une solution v apres annulation du second membre :

d2vs  wo dog

a2 Q dt

+w(2)v5:0:>X2+%X+w(2):0

L’équation caractéristique ainsi obtenue a pour discriminant :
=gz (1-4Q7)

qui génere trois types de fonctionnements, selon son signe.
Conditions initiales

Les comportements asymptotiques de la bobine et du condensateur a la date ¢ = 0
rendent le schéma du circuit équivalent a :

R .
e M ()
L
U, c | [v(0)
d’ou I’on déduit que :
d 1
v(0) = 0et ?7; =z % i(0) = 0

Régime pseudo-périodique

1
Obtenu pour A < 0= Q > 3" il correspond aux deux racines complexes de I’équa-

tion caractéristique :

w
Xl:_% '2(02\/4Q2 1=—a+jQ o
avec 2Q
w
Xo= — 55— iss VAP —1=—a-i0 0= 0y/aQ7 1
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d’ou est issue la solution :

Vg = fiq €31 4 pp X2t = e7 [A1 cos(Qt) + As sin(Q)]

c’est-a-dire :

v(t) = vy +vs = Up +e " [A] cos(t) + Ag sin(Qt)]

Des conditions initiales : v(0) = 0 et ©(0) = 0 découlent enfin les expressions des
constantes A; et Ay :

v(t) =Up — Upe ™ [cos(Qt) = % sin(t)

La pseudo-période de ce régime est alors définie par :

2 4Q

Qw402 — 1

T:

Régime apériodique

Lavaleur A >0=Q < 3 est a ’origine de ce régime ; I’équation caractéristique

admet deux racines réelles :

wo wo . avec 2Q
X2_—@—@ —4Q*=-a—=x m:am
d’ou découle la solution :
vs= = e ¥ [Aje" + Aye |

= o) =v, +vs=Us+e ™ [Al et A, e*“t]

A nouveau, les valeurs initiales de v(0) = 0 et de #(0) = 0 conduisent 2 la solution
particuliere cherchée :

—Kt

v(t) = Uy — Upe ™ [(1+%) e;*(l_% e2 }
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Régime apériodique critique

1 . - . .
Lorsque A=0=Q = 5 I’équation caractéristique admet pour unique solution :

wo
X:—iz—
29 ~ P

d’ou est issue 1’expression de vy :
ve = (A+ Bt)e ot
= () = v, +vs = Uy + (A + Bt)e 0!

Des valeurs initiales : v(0) = 0 et v(0) = 0 découlent les expressions de A et B, et par
conséquent de v(t) :

v(t) = Uy — Up (1 + wot) e~ *0¢

u(t)

.@ On branche, en série, une bobine d’inductance L et une résistance R. Ala
date ¢t = 0, on ferme I’interrupteur K.

1. En rappelant ce qu’équivaut la bobine a la date ¢ = 0 et lorsque ¢ tend vers I’infini,
déterminer i(t = 0) et tlim [i(2)].
— 0
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par i(¢) pour ¢ > 0. On posera 7 = i

3. Résoudre cette équation différentielle et calculer tlim [i(t)]. Conclure.
— 00

REPONSE

1. Aladate t = 0 (fermeture de K), la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert, tandis que pour
t tendant vers 1’infini, elle se comporte comme un fil électrique.
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U
K L R i K L R ?
ETO E‘I
t=0 t infini
On peut ainsi distinguer deux cas :
e at =0, le courant ne circule pas : i(t = 0) = 0;
¢ lorsque ¢ tend vers I’infini, la loi des mailles fournit :
E—-u=0=E=u=Ri= lim [i(t)] = =
t—o0 R
2. Soientuy = L pn etur = R les tensions respectives aux bornes de la bobine et de la résistance.
Uy, 4“7]{
7 —
L R
5|
La loi des mailles fournit directement 1’équation différentielle vérifiée par i(¢) :
di
E—uL—uR:0:>uL+uR:E:>Lé+Ri:Epourt>0

Cette équation différentielle admet :

di
¢ une solution 75 vérifiant : L dl: + Ris = 0, dont I’équation caractéristique :
R 1
LX+R=0=X=——=——
L T

procure la solution :
i = AeXt = Ae /T

e une solution 75, homogene au second membre, ¢’est-a-dire constante :

dip, E
L—"4Rip,=E=i,=—

dt+ 1h ih R
~—~—~

0

La solution générale de I’équation différentielle :
E
i) =in+is =5 + Ae /™

doit vérifier la condition initiale :

E E E FE
i(0)=0=>—=+4+A=0=3A=——=ilt)=—=— —e /7
R R R R
3. Ce résultat permet de calculer :
E
lim [i(t)] = —

t— 00 R
ce qui confirme, du reste, le résultat de la premiere question.
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®33 Lycée Thiers, Marseille
5 min.
Lois générales MPSI-PCSI-PTSI

r-T S z

Le schéma ci-contre comprend deux sources idéales de A B
forces électromotrices F; et Fs. Elles sont intercalées
dans les branches AN et BN de méme résistance R. La E\ /]:J
branche AB contient deux résistances : r — x et x. ! 2
Déterminer la tension v aux bornes S, N, en fonction R R
de F, B, R, retx.
N

® 34 Lycée Fabert, Metz

5 min.
Lois générales MPSI-PCSI-PTSI

Dans le circuit ci-dessous, ol k¢ représente une source de courant liée, calculer 1’inten-
sité ¢ du courant qui circule dans la résistance R;.

{ ki

Rl RQ R3

1o b bk

@35 Lycée Camille Guérin, Poitiers
5 min.

Dipdles de base MPSI-PCSI-PTSI

Le réseau ci-contre contient deux sources idéales, 1’une de £ L

courant électromoteur n = 40 mA, I’autre de force électro- 1

motricee = 6 V. R

Exprimer le courant i en fonction de e, 7, et de la résistance HR

R ; faire I’application numérique avec R = 100 €. Te

® 36 Lycée Pissaro, Pontoise
10 min.

Dipdles de base MPSI-PCSI-PTSI

A I’aide d’un voltmetre de trés grande impédance d’entrée (c’est-a-dire, qui ne laisse
pas circuler le courant), on mesure la différence de potentiel entre les bornes d’un
générateur de tension continue ; on obtient u; = 24 V.

On place alors une résistance R = 42 (2 entre les bornes de ce générateur ; le voltmetre
indique une tension uy = 21 V.

En déduire la force électromotrice e et la résistance interne r de ce générateur.
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® 37 Lycée Thiers, Marseille
10 min.
Dipoles de base MPSI-PCSI-PTSI

Soit une pile de force électromotrice E et de résistance interne
r, résistance que 1’on se propose de déterminer. A

1. On branche un voltmetre de résistance R entre les points A C)TV
et B. Soit V' la différence de potentiel indiquée par 1’appa- B
reil. Exprimer V' en fonction de E, R et r.

2. On compléte le montage précédent en intercalant une résistance connue p entre A
et B. Soit u la différence de potentiel indiquée par le voltmetre.
Exprimer u en fonction de F, R, r et p.

3. Calculer r connaissant V', u, r et p :
V =996 mV u = 415 mV R =10k p=1Q

® 38 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.
Dipdles de base MPSI-PCSI-PTSI

Une résistance Ry = 1 k() est parcourue par un courant d’intensité iy et la tension
entre ses bornes vaut ug. On cherche a déterminer simultanément ces deux grandeurs
a I’aide d’un voltmetre et d’'un amperemetre (assimilés a des résistances respectives
ry =1 MQetrs =10 Q) ; deux montages peuvent étre réalisés.

1. Voltmetre en courte dérivation

(a) Le voltmetre permet-il une mesure de ug ?
(b) Soit i I'intensité du courant mesurée par 1I’amperemetre ; évaluer 1’erreur rela-

tive : .
Ai i—ig
ioc o
2. Voltmetre en longue dérivation
Up
i o
Ry
®
T

(a) L’amperemetre mesure-t-il I’intensité ig ?
(b) Siu désigne la tension mesurée par le voltmetre, calculer I’erreur relative :

Au  u—ug

Uo Uo
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3. Compte tenu des caractéristiques des deux appareils de mesure, lequel de ces deux
montages (dérivation courte ou longue) semble le plus fiable ?

® 39 Lycée Carnot, Dijon
20 min.

Dipdles de base MPSI-PCSI-PTSI

Un générateur de tension, de f.é.m. Ey, de résistance interne

71, alimente une résistance 12 d’extrémités A et 3. Un curseur ||(Bvr1)

C' délimite une fraction a R de la résistance R entre les bornes [ I

AetC (0 < o < 1). Soit Fy = u ¢ ladifférence de potentiel Al R | 5

existant entre A et C. Ce montage potentiométrique permet C

d’alimenter une résistance 5 branchée entre A et C, sous une *

tension Fo < F4q. On posera x = n ety = —. D)

T2 T2

. Ey . .

1. Exprimer le rapport A en fonction de z, y et o dans les cas suivants :

2
(a) silarésistance ro tend vers I’infini ;

(b) si cette résistance r9 a une valeur quelconque.
2. Le générateur de tension est supposé idéal et I’on choisit 7, = 2R. Pour quelle

valeur du rapport potentiométrique « a-t-on Fy = 71 ?

® 40 Lycée Blaise Pascal, Orsay
25 min.
Dipdles de base MPSI-PCSI-PTSI

Une association de résistances 1 et 1o comporte une infinité identique (71, r2) comme
I’indique le schéma de la figure ci-dessous.

A!

A — — __ .

1 0 1 0

(Al ™ ™
Ty Ty Ty
B . .
B
[
1 motif

Donner, en fonction de r; et ro, ’expression de la résistance R équivalente entre les
bornes A et B.

041 Q.C.M.
10 min.

Association de dipoles MPSI-PCSI-PTSI
Concernant le dipdle ci-contre, répondre par VRAI ou FAUX aux affirmations suivantes.

1. D; et D5 sont montés en série. Dy B D,

2. Dy et D3 sont montés en parallele.

) N Al

3. Dy et D4 sont montés en parallele. D, (.
4. Siles dipdles D; sont des résistances R;, le réseau

équivaut a une résistance : D; D
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Ri1Ry+ R1Ry + RoRy

R = Rj3 x
> 7 (Ri + R3) (R2 + Ra) + RoR4
42 Lycée Saint-Louis, Paris
20 min.
Association de dipdles MPSI-PCSI-PTSI

On considere le pont de Wheatstone schématisé ci-dessous, alimenté par une source de
courant .

1. Exprimer le courant i qui circule dans la branche AB, en fonction de Iy, r, X, R,

et S.
2. X est une résistance de platine variant avec la température 0. Le coefficient de

1 dX
température a = — 0 vaut4 x 1073 K1,

Le pont étant initialement équilibré! a la température 6, pour laquelle X = X,
une faible variation de température df est imposée a X (R et r restant constants).
Exprimer, en fonction de R, 7, p, Iy et df le courant d¢ dans I’amperemetre.

Application numérique :

R=500Q r =1k p =200 Ip =5 mA dd =1°C

®43 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
5 min.
Puissance et énergie MPSI-PCSI-PTSI

Un générateur, de force électromotrice e et de résistance interne r, est connecté a une
résistance R. On appelle P la puissance dissipée par effet Joule dans R.
1. Donner I’expression de P en fonction de R, r et e.

2. Montrer qu’il existe une valeur Ry de R pour laquelle P de- (e, 7) R
vient maximum, e et r étant maintenus fixes. ’

Exprimer ce maximum Py en fonction de 7 et de e.

10n dit d’un tel pont qu’il est équilibré lorsque i = 0.
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® 4 Concours des Mines-Ponts
5 min.
Puissance et énergie MPSI-PCSI-PTSI

Q =nCE (n > 1), est relié aux bornes d’une source de tension,
de f.é.m. E, lorsque I'interrupteur K est fermé. = C)IE
Déterminer la variation d’énergie AE emmagasinée dans le
condensateur.

Un condensateur de capacité C, portant initialement la charge
o %
Q
C

@45 Lycée Claude Bernard, Paris
10 min.
Puissance et énergie MPSI-PCSI-PTSI

On désire connaitre la résistance interne d’un générateur, de f.é.m. eq. Pour cela, on
connecte une résistance 21 a ses bornes et on mesure la puissance P; qu’elle dissipe
par effet Joule. Lorsqu’on substitue a R; une résistance Rs, la puisssance mesurée
devient Py = nP;.

Montrer que 7 peut s’exprimer en fonction de R;, Ry et 7.

® 46 Concours des Mines-Ponts
20 min.
Puisssance et énergie MPSI-PCSI-PTSI

Deux condensateurs de capacités C' et C sont reliés par des fils de
résistance négligeable et d’un interrupteur K. A I'instant ¢ = 0,

les condensateurs portent les charges Qg et Q. L’interrupteur K ,

est alors fermé.

1. Quelles sont les charges finales Q¢ et Q’f portées par les

condensateurs, en fonction de Qq, @[, C et C"?

2. Donner, en fonction des m&mes parametres, la variation AE d’énergie électrosta-
tique emmagasinée par les condensateurs. Quel est le signe de AE ?

@ 47 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
30 min.
Puissance et énergie MPSI-PCSI-PTSI

Dans le montage ci-dessous, les condensateurs, de méme capacité C', possedent initia-
lement les charges q; = g1 et g2 = goo. A la date t = 0, on ferme I’interrupteur K et
on attend que I’intensité ¢ du courant qui circule dans le circuit s’annule ; les conden-
sateurs portent alors les charges ¢} et ¢5.

U

e S
Uqﬂ_c i CJ%UQ
L

1. Trouver les expressions de ¢ et g5 en fonction de ¢ et g29. En déduire la variation
A& de I’énergie emmagasinée dans les condensateurs au cours de cette expérience,
en fonction de C' et g1 et go9.
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2. (a) Exprimer 7 et u en fonction des charges instantanées q; et go portées par les
condensateurs. En déduire I’équation différentielle :

dge

+2¢2 = qi0 + 20
(b) Résoudre cette équation et en déduire 1’expression de i(t).

(c) Calculer I’énergie W perdue par effet Joule au cours de cette expérience et
comparer W a A€.

® 48 Lycée Janson de Sailly, Paris
20 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Montages de base

On considere les deux montages ci-dessous :

LT
. Ry Ry
() R, uo & Ry |u
1 0
montage 1 montage 2

1 1
1. (a) Ennotant G; = A et Gy = N les conductances des resistors du montage 1,
1 2
donner la relation 7 = f(u) en fonction de G; et Gs.

(b) A quelle condition un tel montage est-il équivalent a une source de courant ?
Pourquoi parle-t-on de « diviseur de courant » lorsque u = 0 ?

2. (a) Pour le montage 2, établir la relation ¢ = f(u) en fonction de R; et Ro.

(b) Quelle condition permet d’assimiler ce montage a une source de tension ? pour-
quoi parle-t-on alors de « diviseur de tension » lorsque ¢ = 0 ?

®49 Q.C.M.

5 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Théoreme de Millman

Le montage ci-contre comporte des sources idéales de forces électro- e
motrices e = 10 V et des résistances r = 5 {2. Parmi les propositions
suivantes, indiquer celles qui sont exactes.

1. Latension v aux bornes du montage vaut :

au=20V b.u=10V c¢c u=0V

2. L’intensité ¢ du courant qui y circule vaut :

at=2A b.i=4A ci=0A
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® 50 Lycée Janson de Sailly, Paris
10 min.
Théoréme de Millman MPSI-PCSI-PTSI
Dans le montage ci-contre, on demande d’exprimer la By R
tension u en fonction de la force électromotrice E et R
des résistances du circuit : ! u[ R, Ry
1. en appliquant le théoreme de Millman ; E T
2. en utilisant la loi du diviseur de tension.
@51 Lycée Fabert, Metz
10 min.
Théoreme de Millman MPSI-PCSI-PTSI
1. En utilisant le théoréme de Millman, calculer I’in-
tensité ¢ du courant qui circule dans la branche AB R4 R
du circuit ci-contre. i
2. On ajoute, en paralléle sur R3, un électrolyseur de €1T R Tez
f.c.é.m. ¢ et de résistance r’. Quelle est la valeur
limite e, de ¢’ telle que I’électrolyseur fonctionne. 5
Que se passe-t-il si e’ > e, ?
® 52 Lycée Thiers, Marseille
5 min.
Théoreme deThévenin MPSI-PCSI-PTSI
On considere le circuit ci-contre, dans lequel sont pla- R 4
cées des sources de force électromotrice Ej et de cou-
rant électromoteur /. B R
On veut remplacer le circuit entre A et B par un généra- = ° Iy
teur de force électromotrice F. et de résistance interne
R.. Exprimer E, et R, en fonction de R, I et Ey. B
®53 Q.C.M.
10 min.
Théoreme de Thévenin MPSI-PCSI-PTSI

Donner les caractéristiques (force électromotrice e et résistance interne ) du géné-
rateur de Thévenin équivalent au réseau suivant :

A
R
[ | L =2 ]
€
o D
(R R
L =3 | L
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L e — RoR3 — R1Ry cetrn — Ri1Rs (Rs + Ry) + RsRy (R1 + Ro)
" T (R +Ry)(Rs+ Ry)° (R1 + Ra) (Rs + R4)

2. ey — R{Rs — R3Ry eetry = R1R5 (R2 + R4) + RoRy (Rl + R3)
' (RQ + R4) (R1 + Rg) (RQ + R4) (Rl + Rg)

3 e — RoR3s + R1Ry I R1R> (Rg + R4) — R3Ry4 (R1 + Rz)
"7 (Ri + Ra) (Rs + Ra) 0 (R1 + Ro) (R3 + Ry)

4 o Ri1Ry + R3Ry . Ri1R3 (Rz + R4) — RaRy (Rl + Rg)
- €0 = eetryg =

(R2 + Ry4) (R + R3) (R2 + Ry) (R + R3)

® 54 Q.C.M.
10 min.
Théoreme de Thévenin MPSI-PCSI-PTSI

r(ry+mre)+rire . .. .
( ) , la tension entre les bornes A et B du circuit suivant :

Si T3 =

1+ 79
™ A
]
2 T T3
eJ C) T € u Te?,
B

a pour expression :

r1 (€2 +e3) + 12 (e2 + e3) r1 (e +e3) + 7o (e1 + e3)

a. u = b.u =

2(ry +12) 2(r1+12)
o — r1(e1 +e2) +ra(er + e3) dou— r1(e2 4+ e3) +ra(er + e2)
2(ry +12) 2(ry +12)
®55 Q.C.M.
10 min.
Théoreme de Thévenin MPSI-PCSI-PTSI

Un pont de résistances est alimenté par une source de tension continue, de f.é.m. E.
La branche C'D a une résistance négligeable. R, R, et Ry sont des résistances et 7 un
nombre entier.
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]

nk R

Rl R2

| Ds

1. Calculer la force électromotrice E7, du générateur de tension équivalent au dipdle
de bornes C' et D, obtenu en enlevant la branche C'D, en fonction de n, R;, Ro et
E.

Rl—(n+1)R2 Ry —nRs
-E - —E b.E =
AT = TRy + R Th =+ 1) (R + Ro)
Ry —n R, RQ—(TL-i-l)Rl
Ery, = ——-—F d. by = ——F7————
- BTh n(R1 + Rg) Th n (R1 + RQ)

2. Calculer la résistance interne Ry, du générateur équivalent, en fonction de Ry, Ro,
Retn:

nRk R1R2 R1R2
Rry, = b. Rry, = R —_—
Al = Y Rt O
R1Rs n+1 R1Rs
¢ Rrp=n+1)R+2—— d.Rp, = —
7h = ) Ry + Ro o n Ry 4+ Ro

® 56 Lycée Fabert, Metz
10 min.
Théoréme de Norton MPSI-PCSI-PTSI

Dans le circuit ci-dessous, ou ki représente une source de courant liée, calculer 1’inten-
sité du courant ¢ en utilisant le théoréme de Norton.

SOEIONE[(O
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®57 Lycée Carnot, Dijon
15 min.
Théorémes de Thévenin et de Norton MPSI-PCSI-PTSI

1. Donner la force électromotrice e et la résistance interne ry du générateur de ten-
sion équivalent au montage ci-dessous, entre les points A et B.

I

T Ty

2. Exprimer, en fonction de eq, es, €3, 71, 72, 7 €t r3 I’intensité < du courant qui circule
dans la branche A B du montage présenté ci-dessous.

B

T p)
61‘ 62‘
B
® 58 Lycée Roosevelt, Reims
15 min.
Théoreme de Thévenin MPSI-PCSI-PTSI

On considere le circuit suivant ot (7') est une source de tension de f.é.m. F, et (C) une
source de courant commandée, de c.é.m. 719 = g v (v étant la tension aux bornes de R).
Les fleches indiquent les conventions d’orientation.

1. On peut remplacer la partie encadrée du circuit précédent par un générateur de
tension, de force électromotrice u; en série avec une résistance R;. Calculer u; et
R; en fonction de F, g et R.
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2. En déduire I’expression de I’intensité I en fonction de F, g et R.

®59 Lycée Condorcet, Paris
20 min.
Théorémes de Norton et de Thévenin MPSI-PCSI-PTSI

1. Générateur de Thévenin

(a) En utilisant le théoreme de Thévenin, donner la force électromotrice ej et la
résistance interne ry du générateur de tension équivalent au montage ci-dessous,

vu des bornes A et B.

1D -

(b) En déduire la force électromotrice e; et la résistance interne r; du générateur
de tension équivalent au montage suivant.

1D - "

2. Générateur de courant

(a) Utiliser le résultat précédent afin d’exprimer le courant électromoteur i; et la
résistance interne R; du générateur de courant équivalent au dernier montage.

(b) Retrouver ces résultats en appliquant le théoreéme de Norton.
® 60 Lycée Lakanal, Sceaux

30 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Théoréme de Norton
Dans les dispositifs électroniques, un convertisseur numérique-analogique permet de
délivrer une tension, image d’une grandeur numérique issue par exemple d’un ordina-
teur. On se propose un tel dispositif.

. .. R
1. (a) Déterminer les caractéristiques Iy, Ry du gé- 0 A

nérateur de Norton équivalent.
(b) Etablir la relation entre R et Ry pour que Ry
soit égal a Ry.

On se placera désormais dans cette situation.

2. On associe k cellules ; on obtient le dispositif ci-dessous :
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RO RO RU RU
| —| | —| - | I | | I |
RO III R X‘Ié R T[k_l R T[k R Ug

(a) Quel est le générateur de Norton équivalent ?

(b) En déduire la tension de sortie u, en fonction de Ry et des courants électromo-
teurs Iy, Ios, ...1I5.

3. En fait, chaque source de courant délivre un courant égal a 0 ou I. On définit une
variable binaire a; = 0 ou a; = 1 telle que I; = a; Iy. Exprimer u, en fonction de

Ry, Ip, ketde:
k

Z 27 a; = ay + 2a9 + -+ 28y

i=1

4. Pour une structure a k = 8 cellules, quelles plages de valeurs d’un entier N la
tension us peut-elle convertir ?

® 61 Lycée Hoche, Versailles
5 min.
Equation différentielle MPSI-PCSI

On applique, entre les bornes A et B du circuit ci-dessous, une tension u continue.

A L 4 L
) \AAAA/—ITW
B

Etablir I’équation différentielle vérifiée par is.

® 62 Lycée Fabert, Metz
15 min.
Equation différentielle MPSI-PCSI-PTSI

Un condensateur, de capacité C' et initialement déchargé, est en parallele avec une
bobine d’inductance L et de résistance r. On charge le condensateur a travers une
résistance R, a 1’aide d’une source de tension, de f.é.m. FE.

R

ET C ul C(L,7)

L’interrupteur de la branche (F, R) est fermé a la date ¢ = 0.
Etablir I’équation différentielle vérifiée par la tension v aux bornes de la bobine.
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® 63 Lycée Carnot, Dijon
10 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Régime transitoire
Le circuit schématisé ci-contre est soumis a un échelon de

. {
tension : [
u(t) =0pourt <0 " ﬂ
u(t) = E'pourt >0 CT Uc

et le condensateur est initialement déchargé.

Qi
1. Trouver les conditions initiales portant sur i(t = 0) et Els .
t=0
2.0 L Bxprimer i(¢) pour t > 0
. On pose wy = —==. Exprimer ¢ ourt > 0.
p 0 Ni7e, p p
® 64 Lycée Fabert, Metz

10 min.

Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

On étudie la charge, sous une tension F# = 10V, R

dans un condensateur (initialement déchargé) de capacité

C = 10 uF, a travers une résistance R = 100 2. P c
1. Etablir I’équation différentielle vérifiée par la tension

u(t) aux bornes du condensateur.

2. En déduire I’expression de u(t).
3. Aubout de quelle durée T, u(t) approche-t-il £, 20,1 V pres?

® 65 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI
Le circuit ci-contre est alimenté par un échelon de courant : L
i(t) = 0pourt <0 ' -
i(t) = Iy pourt >0 R
KT

1. Trouver la condition initiale portant sur u(t = 0).
2. Déterminer I’expression de u(t) pour ¢t > 0 et le représenter graphiquement.

® 66 Lycée Fabert, Metz
10 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Régime transitoire
o i

Soit le circuit représenté ci-contre. On s’intéresse au courant i(t), Y
en supposant que i(t < 0) = 0.
L R

On note 7 = —.
R
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A ladate t = 0, on applique la tension v(t) = V},, cos(wt). Déterminer I’expression de
i(t) pour t > 0.

® 67 Lycée Poincaré, Nancy
10 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

On branche, en série, une bobine pure d’indutance L et une résistance R. A la date
t = 0, on ferme I’interrupteur K.

R I i
E[

1. Enrappelant ce qu’équivaut la bobine a la date ¢ = 0 et lorsque ¢ — oo, déterminer
i(t=0)et tlim [2(¢)].
—00

2. Trouver I’équation différentielle vérifiée par ¢ et en déduire I’expression de ¢ pour

t > 0.0nposeratT = —.
p T R

3. L’expression i(t) confirme-t-elle le résultat de la premiere question ?

® 68 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

Un circuit RC série est soumis a un échelon de tension : v
DI
u(t) =0 pourt < 0 i R C
u(t) = U pourt >0 L
-t
U

1. Le condensateur étant initialement déchargé, exprimer la tension v(¢) aux bornes
du condensateur et la représenter graphiquement.

2. Faire de méme avec I’intensité 4(¢) du courant qui circule dans le circuit.

® 69 Lycée Lakanal, Sceaux
15 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI
On considere le circuit schématisé ci-contre. Pour W) g
t < 0 I'interrupteur K est basculé en position (1) tan-
dis qu’il est en position (2) pour ¢ > 0. 2 I %
Lwo 1 L
Onposerawy = —=ctQ) = — > —.
p 0 JIC Q R B ET

1. Etablir I’équation différentielle vérifiée par la ten-

sion u aux bornes du condensateur, pour ¢ > 0.
2. Montrer que cette équation admet pour solution générale :
u(t) = e~ [A cos(Q2t) + B sin(Qt))
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Exprimer les parameétres « et €2 en fonction de () et de wy.
On ne calculera pas les constantes A et B.
3. Soit 7" 1a pseudo-période du signal v(t). On définit le décrément logarithmique par :

Exprimer 0 en fonction de ().

®70 Lycée Kléber, Strasbourg
15 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

On considere le circuit suivant comprenant une source idéale de courant (de c.é.m. Iy),
un condensateur de capacité C' = 10 pF, un interrupteur deux positions permettant,
soit de court-circuiter la source (position 1), soit de charger le condensateur (position

2).

Z4

1. A P’instant ¢ = 0, le condensateur étant déchargé, I’interrupteur est basculé en
position 2 pendant la durée ¢, puis revient en position 1.
Etudier v(t), tension aux bornes du condensateur ; tracer qualitativement le graphe
de la fonction v(t) pour ¢t €] — 0o, + ool.

2. On utilise effectivement ce montage et on observe le signal a I’oscilloscope (entrée
Y —en continu).
On releve la déviation verticale du spot a 1’écran lorsque I’interrupteur est en po-
sition 2 ; lorsque celui-ci revient en position 1, cette déviation est divisée par 2 en
7,2 secondes. Déterminer la résistance d’entrée de 1’ oscilloscope.

71 Lycée Michelet, Vanves
15 min.

Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

On réalise le montage ci-contre dans lequel une DI

lampe néon (V) est branchée en parallele aux

bornes du condensateur de capacité C. Initiale- N

ment la lampe est éteinte et le condensateur est u K

déchargé ; la résistance de la lampe est infinie. | | C :'_r

Lorsque la tension w« atteint la valeur w, (tension | | R

d’allumage), la lampe s’allume et se comporte

comme une résistance nulle.

On pose : 7 = RC' et on admet que E > u,. @

Aladate t = 0, on ferme K ; on observe périodiquement de trés brefs éclairs.
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1. Interpréter le phénomene observé.
2. Calculer la période des éclairs observés. Pour 1’application numérique, on prendra :

R =50 kQ C =8 uF U, = 150 V E =500V

®72 Lycée Kléber, Strasbourg
20 min.

MPSI-PCSI-PTSI

Régime transitoire
On considere le dipdle RC' suivant, alimenté par un générateur débitant une tension

créneau e(t).

e(t)] v 0 ¢

On pose 7 = RC et on suppose que le générateur impose sa période 7" au circuit.

1. Ecrire les équations différentielles en v, correspondant aux deux demi-périodes de

e(t).
2. On note v; la tension aux bornes du condensateur pour e(t) = E et vy pour
e(t)=—FE.

Calculer les constantes d’intégration en utilisant les valeurs des tensions v1 ou vg

T
aux dates 0, > T.

On exprimera ces constantes en fonction de £, T" et 7.

®73 Extrait du concours E.N.S.T.I.M.

20 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Régime transitoire

La figure ci-dessous donne le schéma du montage étudié ; la source de tension a une
force électromotrice £ constante. Les resistors sont linéaires, de résistances R et r

constantes.
R i

A iy

L¢ C——= r U

1. Etablir I'équation différentielle liant i3 2 ses dérivées par rapport au temps ¢. On
posera par la suite :

wo = VILC 2RrC

2. Quelle relation doit exister entre R, r, C' et L pour que la solution de I’équation
différentielle précédente corresponde a un régime pseudo-périodique ?



130 Chapitre 2

3. Définir et exprimer la pseudo-pulsation w.

®74 Lycée Henri IV, Paris
20 min.

Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

On considere le circuit de la figure ci-contre, constitué par 1

la mise en série d’une source de tension de f.é.m. F, d’un K

interrupteur K, d’une résistance R et d’une inductance pure I

de valeur L. A I'instant t = 0, on ferme I’interrupteur .
2D

1. Quelle est I’équation différentielle relative au courant 7 ?
Donner 1’expression littérale de i(¢), solution de cette R
équation, en fonction de .

L

T

2. On désigne par W, (¢) I’énergie mise en jeu par Iinductance L a I'instant t, Wg(t)
I’énergie fournie par la source entre I’instant O et I’instant ¢.

B
On notera [,,, la quantité = et 7 la constante de temps : 7 =

Donner I’expression de ces deux grandeurs et représenter 1’allure des courbes cor-
respondantes sur un méme graphe.

3. Que représente la quantité (Wg — W) ?

®75 Lycée Fabert, Metz
25 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

Un condensateur (de capacité C' = 10 pF), initialement déchargé, a ses bornes reliées
a celles d’une bobine d’inductance L = 1 H et de résistance r = 100 (2, a 1’aide d’une
source de tension de f.€.m. £/ = 10 V. On attend qu’un régime stationnaire soit établi.

1. Quels sont alors la tension Uy aux bornes du condensateur et le courant I dans la
bobine ?

2. Linterrupteur de la branche (E, R) et brusquement ouvert a la date ¢ = 0. Quelle
équation différentielle vérifie dés lors la tension u(t) aux bornes du condensateur ?

3. Compte tenu des valeurs numériques, quel sera le type de régime transitoire ob-
servé ?

4. Résoudre cette équation différentielle pour donner les expressions de la tension
u(t) aux bornes du condensateur en fonction de Uy, Ij et de grandeurs que 1’on
définira a partirde r, L et C.
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®76 Lycée Michelet, Vanves
25 min.

Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

Le thermocouple est un appareil permettant une mesure E(f)

de température par rapport a une température de référence —

(souvent 0°C). Il délivre une tension F proportionnelle a W)

la différence de température, dans le cas idéal :

E(t) = A[T(t) - Tre] = AT(t) u u

En fait, on peut le modéliser, en général, par le circuit ci- T —=0°C (1)

dessous :
OJ_

E(t)] u(t)

R

ol u(t) est la tension effectivement mesurée au voltmetre.
Onnotera: 7 = RC.

1. Initialement, le corps étudié est a la température 7' = 0°C (le condensateur étant
déchargé) ; on le chauffe, sa température croit alors linéairement avec le temps ¢ :

Ty

T(t)=— xt

() =
Etablir I’équation différentielle que vérifie u(t) et celle que vérifie & = T

2. Déterminer u(t).

3. Au bout du temps 7, on arréte de chauffer ; 7' demeure alors constant.
Donner les expressions de E(t) et de u(t) pour t > 7g.

e77 Lycée Hoche, Versailles

30 min.
Régime transitoire MPSI-PCSI-PTSI

On considere le circuit représenté ci-dessous :

|l 4
K — |
: i
Rl c——\v
f
B

Pour ¢ < 0, I’interrupteur K est ouvert et les deux condensateurs, de méme capacité C,
sont déchargés. Les deux resistors sont de méme résistance R en I’on note 7 = RC.

1. Etablir I’équation différentielle vérifiée par la tension v(t) = V4 — Vg pour ¢t > 0.
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d
2. Trouver les conditions initiales v(t = 0) et ?1;

=0
3. En déduire I’expression de v(t).
4. A quelle date v(t) devient-il maximum ?

5. Représenter graphiquement I’allure de v(t).
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®33 Lycée Thiers, Marseille

Soit ¢ I’intensité du courant qui circule dans le circuit.

La loi d’Ohm relie cette intensité aux différences de potentiel entre les bornes des
diverses résistances :

uas = (r—x)i usp = X1 upy = una = Ri

et la loi des mailles (dans le sens de 7) fournit :

0 = FEy—uss—usp—E2—upy —una

. . By —E
= K —FEy= 2R) = 1 = ———
1 > =1 x (r+2R) i R

De méme, la loi des mailles appliquée & (SBN) s’exprime par :

u—usp —Ey—upy =0=u=FEy+ (R+x)i=FEy+

r+2R
soit, finalement :
Ey(R+r—x)+ Ey (R+x)
u =
r+ 2R
@34 Lycée Fabert, Metz
La loi des nceuds indique que la résistance Ro est ! ki
parcourue par un courant d’intensité (k + 1)i. C’est (k+1)i
pourquoi, d’apres la loi d’Ohm, les résistances Ry et R, fﬁ I R R
R, ont, a leurs bornes, des différences de potentiel : Uy 2 3

u; = Ryietug = Ry (k+1)i 61] C)T@ C)T%

Enfin, la loi des mailles précise que :

e1—up—uz—e2=0 = wup+tuy=e; —er
= [Ri+(k+1)Ry]i=e1—e
€1 — €o

= j=—_——"__
TRt (k+ DR
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® 35 Lycée Camille Guérin, Poitiers

R nA | B

1

e—Ri—RI=0 . RUW RHP”

ol ¢ désigne I’intensité du courant arrivant au nceud A, )Te
qui recoit également le courant d’intensité 7 :
D C

En appliquant la loi des mailles & (ABCDA), on ob-
tient :

/AR

I=i14+n=>i1=1-n7 = e—RI+Rn—RI=0
e+ Rn

I:
2R

Application numérique :

64100 x 40 x 103

1 = I =005A =50mA
2 x 100

® 36 Lycée Pissaro, Pontoise
Lorsque le générateur délivre un courant ¢, la tension a ses '
bornes vaut u; = e¢g — r 1. Or, le voltmetre interdisant le 2
passage du courant, il s’ensuit que :

. U

i1=0= eg=u; =24V (60;7”) l[

Pour les mémes raisons, le courant io délivré par le gé-
nérateur passe intégralement dans la résistance R, au
bornes de laquelle apparait par conséquent une tension (o, 7)
ug = Rio. C’est pourquoi :

Uy = Riy =eg —riz = iz:Re—i
r
N R R
u = u
2 R+r 0 R+r !
Uy R+r r
= == — 14 —
(15) R +R

Application numérique :

24
r=42 x <—1)=> r=6Q
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® 37 Lycée Thiers, Marseille

1.

La pile et le voltmetre (résistance R) étant montés en pa-
rallele, la tension V' = R est aussi celle aux bornes de la

pile : A

vl [
VeE-risE=Viri—v4_oy=11"y Bl WV
R R B
d’ou :
RFE
V_R—i—r

. En intercalant une résistance p entre A et B, on réalise une résistance R’ équiva-

lente & R et p en parallele :
Rp

R =
R+p

=,
IBSH
[ = |
—
<
Il
=,
X
—
<

La similitude avec ce montage équivalent et celui de la question précédente permet
d’affirmer que :

RpE
R'FE
U= __fitp :>u:—RpE
R +r Rp Rp+r(R+ p)
-+
R+p
D’apres les deux résultats précédents :
R+r v
E = V=V —
R 'R
et: R R R
pofetrBtp o (BApu
Rp Rp
il s’ensuit que :
|4 R R —pV
V—I—TRZU—I—TX(]—;pp)U = V—u:rx(ﬂ)])%zp
R _
o _Br(V—4)
(R+p)u—pV
Application numérique :
10* — 0,41
., 0* x (0,996 — 0,415) =140

T 0,415 x (10* + 1) — 0,996
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® 38 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Voltmetre en courte dérivation

N £ . W

(a) l?ans ce mon}ta.ge, le voltmetre e.s't mopte en paral- g R —
lele avec la résistance Ry, ce qui implique : 6 ( > IT

0

u = g )
(A% v
C’est pourquoi ce voltmetre mesure la tension ug
“u

(b) Le courant ¢ se sépare en ¢ et 7y, au nceud IV, en conséquence de quoi :
t=1g+1iy = 1— 1y =1y

ou la loi d’Ohm fournit :

ug = Rot . Ro . . . Ro .
0 (.)O =y = — 190 =>1— 1= — 1
U =Tyly = Ug rv v
Finalement :
Ai i—iyg Rg
—=—=—=0,1%
20 20 rv
2. Voltmetre en longue dérivation
U ] i
, s . ) —A4 =
(a) L z’gnperemetr? pern/le.t la mesure de 7, étant donné — —
qu’il est monté en série avec Ry : TA Ry
=y
: ®
-~

U
(b) Les branches {r4, Ry} et {V'} étant en paralléle :
U=UAF+ U =TAT+ U= U— U =TAl=Talp
avec :

. Ug TA

0= = U—Uyg=mUy X —

Ry Ry

Au  uwu—wuy T4

Ug Ug Ry ‘

3. Ces deux calculs montrent que la mesure simultanée de ug et 7o apporte des résul-
tats plus fideles lorsque le voltmetre est monté en courte dérivation.

® 39 Lycée Carnot, Dijon

1. (a) Lorsque la résistance ro tend vers 1’infini, aucun courant ¢ ne peut la traverser
(sans quoi la tension entre ses bornes tendrait vers 1’infini).

||(E177nl)
En outre, la résistance entre les points A et B valant R, | L w
il s’ensuitque uap = R I. Or, uyp estaussi la tension 45
entre les bornes du générateur : A 7 aR B
—1C

By
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Ey

UAB 11— T "+ R

La tension F> aux bornes de la résistance R vaut donc :
OéREl E1 - T+ R

= =
rn+ R Es5 aR

Ey =aRI =

c’est-a-dire :

rm=xzry E1 _arotyra w4y
R=yry B, yrs ay
(b) Dans le cas général, un courant ¢ circule dans la résistance 7o aux bornes de
laquelle apparait ainsi une tension Fy = ro 1.
Dans la résistance aR circule alors un courant I — ¢, B
I( 1,71) )
[

de sorte que : D
Ey,=aR(I—1i) = aRI—aRi=rqi
ro + aR |
= [=—-——
alR !
1 R
I = +ayicarr2:—
ay Y

En outrre, la loi des mailles impose, dans (ACBDF A) :

— By —ucp +uap =0avecuas = By —r [ =E, — —~ RI
Y

et, puisque la résistance entre C' et B vaut R — aR = R (1 — «), il s’ensuit
que :
ucp=R(l—a)l

C’est pourquoi :

1—
—EQ—R(1—a)I+E1—fRI:0:E1:Eﬁwm
Y
Or, Es = 791 permet de poser :
1 1 R R
RI = +ayRi: +O‘y—Ezavec—:y
ay ay T2 T2
1
_ +ayE2
«
Par suite :
1-— 1 E 1
E,=E, 1+x—|—y( a)x +ay]:> E—1:1+ +ayx[x+y(1—a)]
« 2

s s 81
On peut s’assurer qu’avec © = & Y

El_ l—l—ayx[rl }
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e R . . .
de sorte que lorsque ro tend vers ’infini, y = — tend vers zéro, ce qui aboutit
T2

lim (El):1+1 (ﬁ_,_l_a):ﬁ—i-R

a:

aR

résultat compatible avec celui de la question précédente.

44 gy, . 5 A 1
2. En supposant le générateur idéal, on impose r; = 0, c’est-a-dire z = — = 0, ce
T2

E
qui simplifie I’expression de E—l :
2

E 1
1 +ay><

Bl (1-a)
De méme, les conditions :
Ey 1
— =2etrg=2R=—=>y=—
E2 et ro y Yy 2

permettent d’établir I’équation du second degré satisfaite par « :

2+a)(l—-a)
2a

2=1+ =2 =2—-a—-a’=ac>+3a—-2=0

qui admet deux solutions mathématiques :

oo T3EVIT
B 2

Cependant, seule la solution positive présente réellement un sens physique :

- 1
a:%_?:o,%

® 40 Lycée Blaise Pascal, Orsay

Soit R’ la résistance équivalente entre les points A’ et B’. Cette résistance ne doit pas
changer si I’on rajoute un motif (r1,79) a gauche des points A’ et B’, car le dispositif
comporte déja une infinité de motifs ; la résistance R ainsi obtenue s’identifie alors a
R

Al A

| S
T
R'+1 motif = T2 R = R
B
B’ B’ B
Or:
R/

R=r +—2
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permet d’obtenir, aprés identification de R et R’ :

’I”QR
ro + R

R=mr + :>R2:T'1T2+T1R:>R2—T‘1R—T1’l"2:0

La seule solution positive de cette équation du second degré donne finalement :

oo LtV AT
a 2

® 41 Q.C.M.

1. FAUX

Une partie (ou la totalité) du courant qui traverse D peut ne pas traverser Do et
plutdt passer par Dy ; les dipdles Dy et Do ne sont pas nécessairement traversés par
le méme courant.

2. FAux

Les dipoles Dy et D3 n’ont que leur borne A en commun ; les bornes B et D sont
séparées par le dipdle D, ce qui signifie que D; et D3 ne sont pas en parallele.

3. VRAI

La borne B est commune a D5 et Dy, de méme que la borne C' de D5 et la borne D
de D, sont reliées par un fil électrique ; par définition, D5 et D, sont en parallele.

4. VRAI

D’apres la question précédente, la résistance équivalente a [?o et R4 en parallele

R
vaut R’ = ﬁ, de sorte que le montage proposé équivaut a :
Rl B RI
A (G
D
LT
Ry

La résistance équivalente de ce montage vaut par conséquent :

Ry 4 2t
R = MZR « ! Ry + Ry
Ri+ Rs+ R 3 Ry + Ra+ RoRy
! > T Ry+ Ry
RiRs + R1Ry + RoR
. R=Rsx 14te + Ry ftg + Raliy

(R1 aF Rg) (R2 A R4) + RoRy

@42 Lycée Saint-Louis, Paris

1. On désigne respectivement par 71 et i2 les intensités des courants qui circulent dans
les résistances X et R respectivement :
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UcA b Tuyp
I P IUAB I
C
Ucp upp

Les tensions aux bornes de X, R et p sont liées, quant a elles, par la loi des mailles :
uap+uca —ucg =0 = uap =ucp —UcA
= pi =Riy — X iy
et, puisqu’au noeud C' le courant I se sépare en i1 et io, il s’ensuit que :
Iop =114+ 13 =19 =1y — iy :>pi:Rlo—(X+R)i1
d’ou :
Ry pi . ) X Iy pi
= — = 1o = IO — 1 =
R+X R+X R+X R+X

3)

11

De méme, la loi des mailles appliquée a (BAD B), fournit :

uap —uap +upp =0 = pi—r(iy—i)+r(ia+i)=0
= (p+2r)i=r(iy — i)

ou les identités (3) conduisent a :

i ( RIy  pi > __( Xl , pi >
R+X R+X R+X R+X

_ IORin 2pi

R+X R+X

R—-X  2pri
R+X R+X

= 1 + 2r + 207 —Ier_X
P R+x) " "R+X

= (p+2r)i=rl

Par conséquent :

R—-X
2o + (R+ X) (p+2r)

’L':I()TX

Cette expression montre que le pont est équilibré pour :

X=Xo=R=1:=0
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2. Lorsque le pont est équilibré (a la température #), X prend la valeur Xy = R,
tandis qu’a la température 6 + df, X prend la valeur X = Xy + dX = R+ dX.
Conséquemment, le courant qui circule dans la branche AB vaut :

R-X
di = I uX =R+ dR
! OTXQpTJr(RJrX)(erQT) o +
Ior dX

2pr+ (2R + dX) (p+2r)

En outre, ’accroissement de X s’écrit, au premier ordre :

dX dX
X=Xo+ dl x — dX = df x —
o+ X |, = X |,
ou la définition du coefficient de température fournit :
1 dX dX dX
= — — _— = X =
“Cx a7 w|, sk

car, pour la température 6, X adopte la valeur R. Il ressort de ces calculs que :

—IyraR df

dX = df =
x alt = W8 2or + R (24 adf) (p+ 2r)

soit, en négligeant adf = 4 x 1073 devant 2 :

IpraR d6

di=—
"T T2 t2R(p+2r)

Application numérique :

5.1073 x 1000 x 4 x 1073 x 50 x 1

di = —
2 x 200 x 1000 + 2 x 50 x (200 + 2 x 103)

= di=16.10°A

@43 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Soit: I'intensité du courant qui circule dans le circuit, la tension © = R4 aux bornes
de R est la méme que celle aux bornes du générateur :

u=e—ri=Ri=1i1=

R+r

C’est pourquoi la résistance dissipe, par effet Joule, une
puissance :

Re?

_ pi2 _
P=Ri“= P= Bt

2. Si R est le seul parametre variable, la dérivée de P :

dP 5, (R+7)?2-2R(R+7) 9 r—R

@:6 . (R+1r)* - ¢ ><(R—i—r)?’
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s’annule lorsque R = Ry = r et change de signe au voisinage de cette valeur :

dP dP
ﬁ>0pourR<ret@<0pourR>r

Ces inégalités indiquent clairement que P devient maximum lorsque R prend la
valeur Ry = r :

et ce maximum vaut alors :
re? e?
Prax = o = Pre = —
Y (2r)2 T gy
® 44 Concours des Mines-Ponts

Avant la fermeture de Iinterrupteur /, le condensateur possédait 1’énergie électrique :
P Q2 5 C E2
i = —— =N —

mi 20 2

En revanche, a la fermeture de K, ce condensateur présente a ses bornes une d.d.p. E,
auquel cas il accumule une énergie :

1
gﬁn = 5 CE2

Finalement, au cours de cette opération, I’énergie emmagasinée par le condensateur a
varié de :

CE?
AE =Esp — En = AE = (1—n2)<0
@45 Lycée Claude Bernard, Paris
Lorsque le générateur délivre un courant d’intensité i, i, U

dans la résistance Ry, la tension uy = eq — rq 45 devient (€, 1) U, R,
égale a celle, up, = Ry, i1, aux bornes de la résistance :

. . . €0
Rpir=eg—roip = i = ———
Ry +1rp

Par suite, la puissance dissipée par effet Joule par Ry, vaut :

2
Ry ef

P=R,i=__%70
k kg (Rk+T0)2
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c’est-a-dire :

Rgeg
py= 290 ,
(R2 +10) N n_&_@ <R1+To>
P Ri €3 Py Ry \R2+ro
1_(R1+7”0)2

= \/anz\/RQXRl—i_TO

Ry + 1o

=  Rov/nRi +roy/nRy = Riv/ Ry + 19/ R

Finalement, la résistance r( est donnée par :

o Rl\/R — RQ\/T’Rl

ro =
VNl — VR
® 46 Concours des Mines-Ponts
1. Lorsque K est fermé, les deux condensateurs présentent la méme tension a leurs
bornes :
Qf Q/f ’ ¢’
c I c
Qf Q’f
En outre, au cours de ’expérience, la charge initiale C T O
Qo + @ contenue dans le systéme n’a pas varié :

!

Qr+Q=Q+Q = Q (1+%>=Q0+Q6

Qo + Qg
= =C X ————
Qs C+C
et:
c’ Qo + Q
I = = x 0
Cr=g@r= 9 C+C
2
2. Initialement, les condensateurs ont emmagasiné les énergies & = % et
/2
&y = 28 ~ ce qui représente une énergie totale :
2 /2 C'O2 + O ;2
%:&+%:%— 0o Tt C0
2C 20 20¢C"

De méme, en fin d’expérience, les condensateurs ont emmagasiné les énergies :

_ 9 _ Q@) Q _ 0 (Qo+ Q)
20 T 2(C+(0)2 207 T 2(C+C")2

Ef etE}:

c’est-a-dire une énergie totale :
(Qo+ @) (C+C") _ (Qo+Qp)?

S /: e
Con=8s +&; 2(C +C)2 2(C+ )
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Par conséquent, 1’énergie électrostatique du systeme a varié de la quantité :

(Q+@p)? C'QR+0Qy’
A€ = n — Cini — -
€= b = &ni =5 (C+C") 20C"

soit encore :

CC" (Q3 +2Q0Qh + Qh°) — (CC" + C") Q% — (C? + CC") QY

AE = 20C" (C+ C")
_ —CPQ3+20'Qu0Q — C*Qp”
20C" (C + )
_ (C"Qy - CQyp)?
= A= Cr )

Ce résultat révele que AE < 0, ce qui signifie que le circuit dissipe de 1’énergie.

® 47 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Lorsque i s’annule, aucune d.d.p. n’est observée aux bornes de la résistance R,
auquel cas les tensions u} et uf, sont identiques :

a4 U
u=uy= S =2 =g = — i
c C = /
I
De plus, la conservation des charges élec- “1 c C—— |42
triques dans le circuit impose :
q10 + G20
G+ =qo+a20=2¢=qo+q0=> q =0 = — 9
Initialement, les condensateurs, portant les charges ¢ et g29, avaient accumulé les
2 2
énergies électrostatiques 19 = g% et E9p = %. En revanche, a la fin de I’expé-

rience ces énergies deviennent :

_ ﬁ _ (g10 + g20)*
2C 8C

2
_a _ (quo + q20)°

! !/
f=56"" s &

Aussi, la variation de 1’énergie emmagasinée dans les condensateurs vaut-elle :

(q10 +420)*  aio + a3

AE = E+E—E19—Exn=

4C 2C
1
= 10 (2(]1OCI2O - Q%O - qzo)
soit encore :
1
AE = —— — 2
10 (q10 — q20)

2. (a) Le courant atteignant I’armature du condensateur de charge ¢», il s’ensuit que :

;= doe
dt
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P )
i — i
o R o
Uy TC C—— |W&
. . q1 q2 . PR .
Par ailleurs, les tensions u; = rel et ug = rel conduisent, grice a la loi des
mailles, a :
U —uU—Uy=0=u=1u —uy = uqu—;qz =Cu=q — q

tandis que la conservation des charges électriques dans le circuit se traduit par :
g1 +4¢2=¢qo0+Gq0 = q1=4qi0+Gg20 —G¢
= Cu=qo+ g0 — 2¢2
Enfin, la loi d’Ohm s’applique a la résistance R :

g
dt

d’ou se déduit I’équation différentielle :

d
u=Ri=R éCu:RC%ZCho-H]zo—Q(h

d
RC’% + 2g2 = qi0 + q20

(b) Soient :
* (25 la solution de I’équation précédente dépourvue de son second membre :
dQ2s
RC 2¢q25 =0
1 +2q2
que I’on cherche sous la forme :
2
Gos =Ae** = RCa+2=0=a = RO = oy = Ae 2/ EC

ou A est une constante.

* o5, la solution homogene au second membre (q19 + go20), c’est-a-dire

constante :
dgon q10 + G20
RC i +2q21, = q10 + q20 = Q2n = —
~——
0

La solution générale de cette équation :

+ —
q2(t) = qan + Gq2s = w 4 Ao 2t/RC

doit étre adaptée a la valeur initiale prise par - :

G0 T G20

©2(0)=q0 = qo= 4+ A= A= OG0

2 2

) = q10 ;L 420 i q20 ; d10 ,-2t/RC

= q2 (t
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Le courant ¢ vaut par conséquent :
4910 — 420 e_gt/Rc

j= o _
dt RC

(c) L’énergie 6WW perdue par effet Joule pendant la durée dt est liée a la puissance
P = Ri? dissipée par la résistance :

oW ; (q10 — q20)* s
=P =0W=Ri>dt = =27 ¢ " dt
a =7 ! rC2  °
de sorte que, pendant la durée totale de 1’expérience, est dissipée une énergie :
(10 — g20)* /OO _ A (910 —a20)* [ RC _sy/nre|”™
W = _— RC dt = - _— /
rRC2 Jy © RC? T .

1
= [/1/ = —— — 2
40 (Q10 Q20)

Compte tenu du résultat établi a la question 1., on constate que :
AE =-W

ce qui signifie que I’énergie dissipée par effet Joule est enticrement responsable
de la perte d’énergie électrostatique du circuit.

@48 Lycée Janson de Sailly, Paris

1. (a) Conformément a la loi des nceuds, la résistance R; est parcourue par un
courant d’intensité i; = ip — ¢ tandis qu’elle est soumise a une tension
(5% :Rlil :Rliolei.

R,
1
| I
i ——
1 RQ'L

I " b

La loi des mailles impose alors :

u—Rei—u=0 = Rli(]—(R1+R2)i:'u,

U

10 G+ Gy .
= _—— ] =
G, GG, T
Gi+ Gy, g
= = 2= _
GG, T "
soit, finalement :

T+ G G+ Gy

(b) Ce montage équivaut a une source de courant lorsque ¢ est indépendant de w,
sans €tre nul. Ceci impose :

G1G2 = (0 avec GQ io 7’5 0

c’est-a-dire :
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Gl =0=1=1
Lorsque v = 0, on constate que :
. Gaig .
1= —— <1
G1+ Go

147

Il s’agit par conséquent d’un montage « diviseur de courant », souvent repré-

senté de la maniere suivante :

1

Jo ] (n

2. (a) Latension u; aux bornes de la résistance R, parcourue par un courant d’inten-

sité 71, est donnée par la loi d’Ohm : u; = Ry 41.

. . . Uy
La loi des mailles impose alors : —

eg—ur—u=0=epg—Rii1—u=0

tandis que la loi des nceuds fournit :

) io + 1 u+' = i Rii
ih=1ts+1=—+1 eo— —u—Rii—u=
1 2 R 0 7 1
R
= <1+R;>U—60—R12

d’ot I’on déduit que :
°w— R2 €n _ R1R2 g
B Ri+ Ro R1+ Ro

(b) Ce montage est assimilable a une source de tension si u, non nul, demeure

indépendant de ¢, c’est-a-dire :

RiRy =0 - -
{Rgeo#() = Ri=0=u=¢

Lorsque ¢ est nul, la tension « vaut :
Raeq
u=——<egp
Ry + Ry

ce qui justifie le nom de « diviseur de tension » attribué a ce montage.

®49

1. Le théoréme de Millman fournit directement la réponse :

e e
u:%:eé u =10V (réponse b.)
R

Q.C.M.
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2. Compte tenu de I’orientation des tensions dans le montage, la loi
des mailles s’écrit :

e—ri—ri—e=0 = 2ri=0
= =0 A (réponse c.)

® 50 Janson de Sailly, Paris

1. Les résistances R, et R étant en série ainsi
que les résistances R3 et Rs, le montage R+ R, T
u

[

| S|

Ry

1

proposé par 1’énoncé est équivalent a celui ]R3+R5
représenté ci-contre. Le théoreme de Mill- ET

man fournit alors directement :
E
Ry + R> E

u = =

1 1 1 1
L i R4R) (b —
Bt Rl Rerr, U R <R4+R3+R5)

c’est-a-dire :

Ry (R3 aF R5) E
Ry (R3+ Rs) + (R1 + R2) (Rs + Ra + R5)

u =

2. Les résistances R4 et R3 + Rj5 étant en parallele, leur asso-
ciation équivaut a une résistance : R\+R,
R
R_ Ry (R3 + Rs) ET " D
Rs+ Ry + Rs5
La loi du diviseur de tension indique alors que :
Ry (Rs+ R
4+ (R3 + Rs) <« E
v — RE _ R3 + Ry + Rs
R+R +R Ry (Rs+ R
1 2 4 (R3 5)+(R1+R2)
R34+ R4 + Rs

ce qui confirme le résultat de la question pérécédente :

R, (Rs+ R5)E
R4 (R3+ Rs) + (R1 + R2) (R3 + R4+ R5)

v =

®51 Lycée Fabert, Metz

1. En représentant le schéma de la maniere équivalente ci-dessous, le théoreme de
Millman permet le calcul de la tension u aux bornes de R :
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el €9 .
ot 5 1
u = M — RSX elRQ + 62R1 Rl RQ
i+i+i R1R2+R1R3+R2R3 Rd U
R, Ro Rs e e
qui mene directement a I’expression de 7 :
. u . elRQ a4 62R3
1= —= 1=
R3 RiRy + RiR3 + RaR3

2. A nouveau, la tension u = ¢’ + 1’4 aux bornes de 1’électrolyseur s’obtient par
application du théoréeme de Millman :

(&) €9 (&

7_‘_7_7
° = : Rl ; R2 : 7! 1:el+7,/i/
soit :
el es €
rlil = Ry Ry 1 o

Or, I’électrolyseur ne pouvant se comporter comme un générateur de courant, ¢ est
nécessairement positif ou nul, ce qui impose :

el N ey € o 1 n 1 N 1 n 1
— = > e i i i —_
R1 RQ r! R1 R2 R3 r!

Rse; + Ries S o x 2R1R>R3 + r (RlRQ + RoR3 + R1R3)

RiRy ~°© Ry Ry Ryt
- e« R31’ (Roe1 + Ryes) _ e
2R1RoR3 + ' (R1R2 + RoRs + R1R3)
Si €’ venait a excéder e, le courant 7" deviendrait alors nul.
® 52 Lycée Thiers, Marseille

Le générateur équivalent qu’il s’agit de trouver s’obtient en appliquant le théoréme de
Thévenin.

* Sa force électromotrice est la tension F. entre les bornes A et B lorsqu’aucun
courant ne traverse ces bornes.

Si 71 et io désignent les courants qui circulent
dans les résistances, la loi d’Ohm impose :
€

UlzRiletEezRigﬁigzﬁ
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tandis que de la loi des mailles découle I’intensité :

. . E.
21:I0+22:I0+§
En outre :
: E.
E():ul-f—Ee:Rll-l-Ee = E():R Io-f-? -I-Ee
= Ey=RIy+2E,
Eyo — R I
= Ee:¥

* Sa résistance interne est celle que 1’on mesure, entre A et B, aprés avoir supprimé
les sources de tension (alors remplacées par des fils) et de courant (remplacées par
des interrupteurs ouverts) :

R A

B

Les deux résistances se trouvant, dans cette configuration, en parallele, il s’ensuit
que :
Rx R

Re: =
R+ R

| &

®53 Q.C.M.

Le théoréeme de Thévenin révele que le circuit proposé est équivalent a un générateur
caractérisé par :
* une f.é.m. qui s’identifie a la tension ey aux bornes A et B, lorsqu’aucun courant
ne passe de A a B.

A
(R 2R ]
(7]
Uy
‘ o |
eu4
"
Ry R
B

Or, la branche (C'ED) montre un diviseur de tension tel que :
Rg &

= R+ Ry



Electrocinétique 151

de méme que la loi du diviseur de tension s’applique a la branche (CF D) :

R46

" Rt i

Enfin, la loi des mailles relative a (BAEDF B) impose :

eo—ux+us =0 = e =uy—uy= fae _ _Hac
0 2 T o= 4_R1+R2 Rs + Ry
RoR3 — R1Ry

7 T R+ Rs)(Rs + Ra) ¢

A
 une résistance interne qui vaut la résistance r( AL—A—AL—‘
entre les points A et B aprés suppression de

la source de tension (remplacée par un fil élec- R R

trique). Les résistances R;, Ry (en parallele) 1 2

L. N .. Ri1Rs

équivalent a une résistance R, = Rt Ry tan- CI _—E)

dis que les résistances I3, R4 (aussi en parallele)

équivalent a une résistance Ry, = ﬂ. T fy
© R34+ R,

C’est pourquoi : F
B

Ri R, RsRy
Ry + Ro R34+ Ry
_ R1R> (R3 aF R4) + R3R4 (R1 aF Rz)
(Rl aF Rz) (Rg T R4)

ro = Rie+ Roe=

= T

(réponse 1.)

® 54 Q.C.M.

A gauche des points A et B se trouve un montage que 1’on
peut identifier a un générateur, en appliquant le théoreme r1
de Thévenin.

La f.é.m. d’un tel générateur vaut la tension ery, entre A et elT (D
B lorsqu’aucun courant ne circule entre ces deux points.

€T ern

Ce faisant, epj, désigne également la tension aux bornes C' et D car aucun courant ne
circule entre C' et A. Le théoreme de Millman fournit alors :

€1 €9
o — 11 ro _T2€1+T16e
Th = =

1 1 r1+ 1o

1 T2
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Quant a la résistance interne d’un tel générateur, elle s’identifie a
la résistance rpy, entre A et B, aprés remplacement des sources de 71
tension par des fils électriques :

1T r(ry+ry) +rire
TR =T+ = =73
1+ T2 r1+ 7o

Le montage peut des lors étre représenté a 1’aide de ce générateur de Thévenin, ce qui
invite a utiliser le théoreme de Millman :

€Th €3

T3 T3
u = —/ = (erntes
1 1 2 ( )

r3 T3

1 [rae1 +1i1e2 n
= - |4
2 r+1ro 3

soit finalement :

:T1(€2+€3)+T2(€1+€3)

U réponse b.
2 (r 1 r2) (rép )
®55 Q.C.M.
1. En I’absence de la branche DC', le montage proposé est équivalent au suivant :
E
nRk D R
e . L
—
Upp
A Ery, B
Ucp
—L L §
Ry 4% R,
E
/AR
J
—
E

D’apres le théoreme de Thévenin, Epj, vaut la tension entre D et C' (car aucun
courant ne circule entre ces deux points). Or, I’existence de deux ponts diviseurs de
tension suggere que :
RE E . Ry E
= etucp = ————
n+t )R n+1 P R +R,

UDB:(

de sorte que la loi des mailles, appliquée a (BC'DB), conduit a :

1 Ry
+ F — =0=F = — — E
ucB Th UpB Th UpB ucnB (’Il 1 Rl ]_22 >
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c’est-a-dire :

R1 —HRQ
(n+1) (R1 + Ry

Erp, = ) E (réponse b.)

2. D’apres le théoreme de Thévenin, la résistance interne Rpj, vaut la résistance entre
D et C en I’absence de la branche C'D et de la source de f.€.m. E (alors remplacée
par un fil électrique).

Le schéma du montage est alors équivalent a celui représenté ci- D
contre. Les résistances R et nR étant en parallele, elles équivalent

n R
a une résistance SR de mé&me pour 1’association en pRara;;léle A B
des résistances R; et Rs, qui peut étre remplacée par e Ry R,
Ri+ Ry
Finalement : c
nR Rl R2
Rrp = réponse a.
Th n+1+R1+R2 (rép )
® 56 Lycée Fabert, Metz

En vertu du théoréeme de Norton, le générateur de courant équivalent au montage situé
a droite des points A et B est caractérisé par :

* son courant électromoteur ¢ qui circule dans un
fil liant A et B. Ce faisant, la tension « aux bornes A

de I’association en série de Rs et e5 est nulle :
. . €2
U=¢ey— Roio =0= 19 = —
Ry
. o iy
ce qui fournit directement :
. S . es + kRoi
i =ki+io= iy = 2t
Ro B

* sa résistance interne Ry qui vaut celle mesurée
entre les points A et B aprés suppression des
sources de tension (remplacées par des fils) et de
courant (remplacées par des interrupteurs ouverts). R, R
C’est pourquoi :

Ry = Ry B

Ainsi, le montage situé a droite des points A et B peut étre remplacé par un générateur
de courant (association en parallele de Ry etde iy) :
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La loi des mailles appliquée a (CDABC'), conduit ainsi a :
kRy1
e1—Rii—Ry(ixn+i)=0 = e =Rii+Ry (62221 +i>
2
= e1=Rii+es+ EkRyi+ Roi
el — €2

= ==
! Ri+(1+k)Ry

®57 Lycée Carnot, Dijon

1. D’apres le théoreme de Thévenin, la force électromotrice du générateur vaut la
tension eq entre les bornes A et B, lorsqu’aucun courant ne passe par A ou B,
c’est-a-dire lorsque la tension aux bornes de r est nulle.

C’est pourquoi eg désigne aussi la
tension entre les bornes C' et D, di- (VY

rectement accessible a partir du théo- . :’_‘ A

réme de Millman : r

€1 €9
—_ —_ ™ Ty
T1 T2

eg = ——= €
1 1 € 0
R + R
o Te e €

roe; +ries
= e=—""" " ‘ B
1+ 79 D

Quant a la résistance interne de ce générateur, elle équivaut a celle, entre les points
A et B, lorsque les sources de tension sont remplacées par des fils électriques ; r
est alors en série avec I’association de 71 et 5 en parallele, d’ ot :

rirg T (r1+7r2) +rire

TO:r—|— =
r1+re r1+ e
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2. D’apres la question précédente, le montage situé a
gauche des points A et B peut étre remplacé par le gé-
nérateur de Thévenin équivalent. En notant ug = 7 ¢ et
uz = 131 les tensions aux bornes des résistances rq et
r3, la loi des mailles conduit a :

6[)’
607U07U3763:O:>(’I"()+T'3)7::60763

c’est-a-dire :

r(ry+ry) +rire . roe1 + 11 e
+r3li = —————= —¢3
1 + T2 T1 + T2
- =T1(€2—€3)+T2(€1—€3)
(T’ =F 7“3) (7"1 = 7“2) + 71172
® 58 Lycée Roosevelt, Reims

1. D’apres le Théoreme de Thévenin, la force électromotrice du générateur est la ten-
sion u; entre les bornes A et B du générateur qui ne délivre aucun courant.

v
F, . D ) A
]
R !

E[ (D u’[ (C)@L‘o u

G 8 B
Au nceud D, le courant i se sépare en 7 et i’, en conséquence de quoi :
i0:i+i/:>i/:io—i
La tension u’ entre les points D et C' suit alors la loi d’Ohm :
v =Ri' = R(ip — 1)

avec :

vl GRi= W = Ri(gR - 1)

iO =gv 0—=4g - g
Quant a la loi des mailles appliquée a (GFDCGQ), elle fournit :

E4+v—u=0 = FE+Ri—Ri(gR—1)=0
E

~ T RgR-2)
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Enfin, une seconde application de la loi des mailles en (AFGCBA) indique que :
u—v—FE=0 = w=v+F=Ri+FE

1
= i ::l; 1
! <932+ )

gR —1
gR —2

= u; = F x

La résistance interne de ce méme générateur est la résistance [?; équivalente située
entre les points A et B aprés suppression de la source de tension (remplacée par un
fil électrique) et de la source de courant (remplacée par un interrupteur ouvert) :

— D A
L
R

el B

Les deux résistances R étant alors en parallele entre les points C' et D, il s’ensuit

que :
RxR R
Ri = X = =
R+R 2
R
. L— 1T
2. Le remplacement, dans le montage, de la partie enca- T

drée, par le générateur équivalent, permet 1I’emploi de

la loi des mailles :
wi—RiI—RI=0=1= "4 C)“ RI||R

R+ R
avece :
3R gR—1 2
R+ R > = X JR—2 X SR
®59 Lycée Condorcet, Paris

1. Générateur de tension

(a) Conformément au théoreme de Thévenin, la force électromotrice du générateur
équivalent vaut la tension e entre les bornes A et B lorsqu’aucun courant ne
passe par ces points.
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(b)

Dans ce cas, les tensions aux bornes des résistances horizontales sont nulles et
la loi des mailles appliquée a (BAA’ B’ B) donne directement :

ep—e=0= ¢ey=¢€

Quant a la résistance interne, elle s’identifie a R A
la résistance r entre les points A et B, lorsque
la source de tension e est remplacée par un fil
électrique, court-circuitant de fait la résistance
verticale ; entre A et B se trouvent ainsi les
deux résistances horizontales en série :

ro=R+ R=2R

Compte tenu de ce qui précede, entre A et B le montage peut étre remplacé par
un générateur de force électromotrice eg = e et de résistance interne 1o = 2R :

R B

Si u désigne la tension entre les points C' et D, et ¢ I'intensité du courant qui
passe par les mémes points, la loi du diviseur de tension :

w— Re() B R’r'o
" R+rg R+

Z‘:€177’1i

montre qu’un tel montage est équivalent a un générateur de tension, caractérisé
par sa f.é.m. :
R €0 Re
€1 =

e
— — :} = =
R+ro R+2R 73

et sa résistance interne :

_ Rrg _Rx2R__ 2R
" R+ro R+2R T3

1

2. Générateur de courant

(a)

Un générateur de tension de f.é.m. e; et de résistance interne ry équivaut a un
générateur de courant, de c.é.m. 77 et de résistance interne I?; :
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¢ -C

o = o |

o) o[
a condition que :
2R
R1 =Ty = ?
et que :
n-—a-¢,3 _
T T 372R T YT 2R

(b) Le théoreme de Norton donne directement acces a ces caractéristiques :

¢ le courant électromoteur vaut I’intensité ¢; du courant qui circule dans un
fil électrique reliant les points C' et D ; la résistance verticale, parallele a
la branche C'D, est court-circuitée et ne laisse donc pas passer de courant,
si bien que 71 désigne également I’intensité du courant qui circule dans les
deux résistances horizontales.

La loi des mailles relative a (A’C'DB’) fournit alors :

. . . @
e—Rii1—Ri; =0= ’Ll:ﬁ

e Larésistance interne représente la résistance
R située entre C et D lorsque la source de
tension est remplacée par un fil électrique ;
la mise en court-circuit de la résistance ver-
ticale place en série les deux résistances ho-

rizontales.
La résistance verticale R restant est alors asssociée en parallele avec une résis-
tance 2R :
R x 2R 2R
Ri=——== R =—
""" R+2R R
® 60 Lycée Lakanal, Sceaux

1. (a) En vertu du théoreme de Norton, le courant I est celui qui circule dans un fil
reliant directement les points A et B.
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La résistance R étant ainsi court-circuitée, elle o i g é
n’est traversée par aucun courant, ce qui im- 1
pose is = Iy et Iy = i1 + I. uﬂj@%& Ry R
Quant a la loi des mailles appliquée a 0 0
(ABCDA), elle fournit : D

up —us = 0= uy =uy = Roi1 = Roly = 11 = In

Par suite :

I
Iy =2y = IN=50

Toujours en vertu du théoreme de Norton, R s’identi- — A
fie a la résistance entre les points A et B apres suppres- ‘K’

sion de la source de courant. Ry est donc équivalent a | |R, R
I’association en parallele de R avec 2R, (les deux ré-

sistances Ry sont en série) : ‘B

_QROXR

Ry = 972~
YT OR,+ R
(b) D’apres ce qui précede, Ry vaut Ry lorsque :
2Ry X R

X R OR—9Ry+ R— R—2R
SRe+ R W o+t 0

2. (a) Compte tenu des résultats précédents, la premiere cellule est équivalente a un

I . .
générateur de courant, de courant électromoteur [, = > et de résistance in-

terne Ry :
Ry 4 Ry 4, 4 o 4,
) 3
Ry Pl R I I, R = INIT Ry IIQ R
B, By, B, B,

et, puisque les positions respectives de Ry et I, sont sans influence, le mon-
tage entre les points As et By équivaut a :

RO A2

| — S
| S

Ry P’Nz R

By

1
avec : [ §v2 =In +1 = Ir + 511. Ce générateur est alors semblable a

!

. N c N.
celui de la premiere cellule : son courant électromoteur vaut I, = 22 et sa




160 Chapitre 2

résistance interne vaut Rjy. Ce phénomene se reproduit avec la troisieme cellule,
de courant électromoteur :

1 1 1 1
IN3:IN2+13:§ <12+211>+I32211+212+I3

et ¢’est pourquoi, avec k cellules identiques, le générateur de Norton équivalent
a pour résistance interne R et pour courant électromoteur :
k
1 1 1
Iv=g ht grg bt + L= o I
i=1

(b) Le générateur de Norton équivalent au réseau proposé
se présente comme une association en parallele d’une
source de courant [y, et d’une résistance interne I2y. N Ry fug
Par suite, la tension de sortie vaut, d’apres la loi d’Ohm :

B
"o
Ug :1“20[]\],c :ROZ%IZ
i=1
3. Chacun des courants I; s’écrivant a; Iy, il s’ensuit que :
k_ gi k I
_ T i—1, _10
Us = Roz?XaZIQ—R()ZZ al2k_1
i=1 i=1
k
Roly i—1
= Ug = 2k—1 X Z 2 a;
i=1
k
4. Lasomme 0 = Z ;2" convertit un nombre binaire {aga; - - - ag} en son équi-
i=1
valent décimal. Les valeurs des a; étant 0 ou 1, le plus petit nombre binaire s’écrit :
k

{00000000} = o =>"0x 27" =0
i=1

tandis que le plus grand nombre binaire vaut {11111111} auquel cas :
8
o= 2"1=14+2+2>+2°+2"+2°+20 4 27 = 255
i=1

C’est pourquoi, avec huit cellules, il est possible de représenter 256 entiers naturels
(de 0 a 255).

® 61 Lycée Hoche, Versailles

En vertu de la loi des mailles, la tension u vérifie :

u—ur, —uc=0=u=ug, +uc
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avec : di di
11 11
Yl a " a e @)

En outre, la loi des mailles fournit également :

uc—uL2—uR:O:>uc=uL2+uR=L%+Ri2
et la loi des neeuds indique que :
11 = i2+i3=i2+cd§f=i2+ci(L(Zf-l-Riz)
= Z'1=’L'2+LC%+RC%

Ce faisant, I’équation (4) devient :

2. . .
u:Ld<i2+LC’ %, +RC’dZ2) +(Ld’2+Rz2>

dt dt? dt dt
soit encore :

43 a2 &
2 L RLcE2 1o £2 4 Ry,

=12
u=1"C5 ai2 at

® 62 Lycée Fabert, Metz

Soit I I'intensité du courant qui circule dans la résistance R, ¢ celle du courant qui
circule dans la bobine et ¢’ celle dans le condensateur.

R I i
«— Z‘/
EI RI C—L ul (L)

La loi des noeuds permet d’écrire :

I=i+i=i=I1-17

ou la tension commune wu, aux bornes du condensateur et de la bobine, vérifie :

du du
0 et T du
) C & =1 C &
En outre, la loi des mailles impose :
E u E u du
CEUVEITRTRTI TR TR Y@
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Enfin, la tension aux bornes de la bobine vaut :

u = LCh—i-ri—Ld<E—U—C(:Z>+T(E—U—C’M>

at i \R R R R at
L du d2u r r du
S o PR NG e
Fa gt rforeOy

soit, apres regroupement des termes de méme ordre :

d%u L du 7 rE

®63 Lycée Carnot, Dijon

1. La tension aux bornes de la bobine étant u; = O la loi des mailles stipule que :

d&i
u—uL—uC:O$u=Lé+uc

Cette équation montre que la fonction i(t) est continue PR
( i 9 endrait vers I'infini tandi dl L
sans quoi — tendrait vers ’infini tandis que v prend la
q dt 4 p U C Uc

—

i(t=0)= lim [i(t) = i(t=0)=0

t—0—

valeur I/ a la date ¢ = 0). C’est pourquoi :

En outre, le condensateur étant intialement déchargé, uc(t = 0) est nul, ce qui
conduit a :

di
dt

di
dt

_F

u(t=0)=1L 7

=

dt|,_,

iy
tuc(t=0=>E=L-"
————

t=0 t=0

= 0 (il serait hasardeux de dériver la

t>0
fonction u(t) a la date ¢ = 0 pour laquelle cette fonction admet une discontinuité).

C’est pourquoi, pour ¢ > 0 :

d
2. Pourt > 0, u(t) = E, de sorte que qu

ds d2q duc
L — =F=L—+——=0
q Tue T
avec :
d d%i 1 d%i
7= —gtcéLd—t;Jrai:Oid—t;ergi:Oavecwz —

°T LC
Cette équation différentielle admet pour solution générale :

&
i(t) = A cos(wot) + B sin(wpt) = é = —Awy sin(wot) + Bwg cos(wot)

ol les constantes A et B sont ajustées aux conditions initiales :
it=0=0=A=0
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et:
di E E E C
— =—=>DBw=—=>0=—= —
dt|,_, L 7T L Lo L
Finalement :
C
i(t) = Ey/ — sin(wot)
L
® 64 Lycée Fabert, Metz
1. Tandis que la tension aux bornes du condensa- UR ;

teur vaut u, celle aux bornes de la résistance vaut 7
) . du . . .
urp = Ri,oui=C e La loi des mailles fournit ET C

directement :

T

E=u+Ri= u+RC%:E

2. Cette équation admet :

¢ une solution u en I’absence du second membre :
dug

.+ RC
Us + at

=0

dont I’équation caractéristique (en X) : 1 + RC' X = 0 admet pour solution :

1 S p
X = “Re C’est pourquoi, il existe une constante A permettant de présenter

us sous la forme :
U = AeXt — Aeft/RC

e une solution u; homogene au second membre ; celui-ci étant constant, uy, 1’est
aussi, tout en vérifiant 1’équation différentielle :

d
thrRC%:Eéuh:E
0

La solution générale : u = up +us = E+ A e~ t/RC doit, en outre, rendre compte
de I’absence initiale de charge dans le condensateur, c’est-a-dire :

wt=0)=0=>E+A=0=>A=—-E= u=FE— Ee Y/EC

E
3. Aubout d’une durée ¢ = T', la tension v approche E a 100 = 0,1 V pres, ce qui se
traduit par :

E B
T)=E— — E—Ee T/RC —p_ —
u(T) 00 ¢ 100

= T = RC In(100)
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Application numérique :
t =100 x 10.107° x In(100) = ¢ = 4,6 ms

® 65 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Soient 7; et i5 les intensités des courants qui circulent dans la bobine et dans la
resistance respectivement. La loi des nceuds impose :

1=11+iy =19 +—=caru= Riy

R

Qi
otu =L e peut tendre vers I’infini (car ¢ prend la
valeur finie I a la date ¢ = 0).

Cela signifie que 41 (t) est une fonction continue du temps :
il(t = 0) = lim [il (t)} =0
t—0—

et c’est pourquoi :

1 1
i(t=0)=iu(t=0)+=u(t=0)=Ip=—=ult=0)= ult=0)=RI,
———~ R R
=0
2. Pour t > 0, la loi des nceuds a fourni :
. U . diyq 1 du
—=it=lp==—+—=—=0
NERTITNT G TR @
Qi
c’est-a-dire, étant donné que u = L % :
1 n 1 du 0
a4 = — =
L R dt
L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle :
1 1 R
-4+ =-X=0=X=—
I R - L

montre que u(t) se présente sous la forme générale :

u=AeXt = Ae Ft/L
ol la constante A tient compte de la condition initiale :

u(t=0)=RIy=A=RIy= u(t) = RIje F/L

u

RI,

Ol
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® 66 Lycée Fabert, Metz
. di . .
Soient u;, = L — et ur = R les tensions aux bornes de la I
bobine et de la résistance. La loi des mailles impose : !
ur,
v—ur —ur =0 = up+ur="v ; URT R

di
= LEZ_ + Ri =1V, cos(wt)
i

Cette équation différentielle admet :

Qi
* une solution ¢ de I’équation : L dZ; + R i, = 0, dont I’équation caractéristique :
R 1
LX+R=0=>X=——=——
L T

montre qu’elle s’écrit :
i =AeXt = Ae /T

* une solution 7;, homogene au second membre ; ce dernier étant une fonction sinu-
soidale de wt, il convient de chercher 7, sous la forme :
) ) dip, .
in = a cos(wt) + B sin(wt) = o T W sin(wt) + fw cos(wt)

L’équation différentielle devient ainsi :

&
Vi cos(wt) = L%—FRih

= (LPw + Ra) cos(wt) + (RB — Low) sin(wt)
L’identification des deux membres de cette équation fournit :
L
RB—aszOéﬁ:a%:acharL:RXT 5)

et:

LBw+ Ra=V,, = Law’t+ Ra=V, =aR(W7r*+1)=1V,
A
- R(T2W?2+1)

Vin
= BZWTXOZZWXWT

d’ou il ressort que :

Vin

R D) [cos(wt) + wT sin(wt)]

ip =

Par conséquent, la solution générale de 1’équation différentielle s’écrit :
Vin

) t = .g ) = A 7t/7— —_—
it) =i +in ¢ +R(w27'2—&-1)

[cos(wt) + wT sin(wt)]
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ou la constante A doit étre ajustée de maniere a assurer i(t = 0) = 0:

V, V,
A4+ —"™ 9 A=—_—"m
TReEe ) 07 R@r2+1)
Finalement :
i(t) = % [cos(wt) + wr sin(wt) — e_t/T]
® 67 Lycée Poincaré, Nancy

1. Lors d’une discontinuité dans le circuit, la bobine se comporte comme un interrup-
teur ouvert (a ¢ = 0) tandis qu’en régime permanent, elle se comporte comme un
fil électrique (¢ tendant vers 1’infini).

KB i K. B L i
— —
o o
t=0 t infini

On peut ainsi distinguer deux cas :
e at = 0, aucun courant ne circule : i(t =0) =0 ;

e lorsque ¢ tend vers I’infini, la loi des mailles fournit :

i=v e

E-u=0=F=u=Ri= tlim [i(t)] =

— 0

. di . . .
2. Soient u;, = L — et ur = R les tensions aux bornes de la bobine et de la

. dt
résistance.
K ,_R| L 1
LT \AAANT
«— «—

O N

La loi des mailles fournit alors directement :

4
E—up—up=0=u,+up=FE= Lé+Rz’=E

Cette équation différentielle admet :

dis . .
* une solution 74 vérifiant : L ! + R i, = 0, dont I’équation caractéristique :
R 1
LX4+R=0=2X=—-——=——
L T

procure la solution :
i =AeXt = Aet/T
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* une solution 7;, homogene au second membre, ¢’est-a-dire constante :
dip, E

L—4+Rij=FE =i, =—=

dt g "R

0
La solution générale de I’équation différentielle :
E
i(t) =in+is =5 + Ae /T

doit vérifier la condition initiale :
F E

(0)=0 == —4+A=0=>A=——

0) R R

_E FE

_ = = —t/T
R R

= ()

3. Cette expression permet de vérifier le résultat de la premiere question :
E E E

lim [i({)] = lim |= — = ¥/7| ==

im [i(¢)] im [ 7 RC ] 7

® 68 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Aux bornes de I’association en série régne une tension :

, v
u=Ri+v ; <A C
R
u

ou la tension v aux bornes du condensateur vérifie :

. dv dv
Z—C’E:RCE—&—U—U

A la date t = 0, v prend la valeur finie Uy, ce qui trahit la continuité de la fonc-
. . dv e .
tion v(¢) (2 défaut de quoi T serait infini). Or, le condensateur est initialement

déchargé : v(t < 0) = 0, ce qui fournit :

v(t=0)= lim [v(t)] =0 (6)
t—0—
DT dv
En outre, 1’équation différentielle : RC N + v = Uy admet :
¢ une solution v, en 1’absence de second membre :
dv
RC —= s =10
a Y
L’équation caractéristique associée : RC X +1 =0 = X = ——— montre

que : RC

vy = AeXt = Ao/ EC
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e une solution v, homogene au second membre, c’est a dire constante (comme
I'est Up) :

d
RC%—I—U}L:U()iUh:UO
~—

0

La solution générale de I’équation différentielle :

v(t) = vy +vs = Uy + Ae™t/EC
doit alors rendre compte de la condition initiale (6) :
Wt=0)=0=Up+ A=0=A=—Uy= v(t) =Up (1—e_t/RC>

Le calcul de 26lim [v(t)] = Uy conduit rapidement a la représentation graphique de
—00

u(t) :

2. La tension v(¢) aux bornes du condensateur est liée a ¢ par :

v d —t/RC _ CUy —t/RC .Uy —t/RC
Z_Cdt_cdt[UO Upe _RCe :z—Re

En outre, la loi : v = R + v permet de poser :

u(t<0)=Ri(t<0)+v({t<0)= i(t<0)=0
N——

———
=0 =0
tandis que :
. _ T UO —t/RC . UO
z(t—O)—}%[Ee =%
Enfin : tlim [i(t)] = 0 permet de tracer I’allure de i(¢) :
—00
it)
U/
t

Ol
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® 69 Lycée Lakanal, Sceaux

. . di . L.
1. Soient up = R4, ur, = L n et u les tensions aux bornes de la résistance, de la

bobine et du condensateur. Lorsque I’interrupteur K est en position (2), la tension
v = 0 vérifie la loi des mailles :

0—v—uL+uR+u:>L—+Rz+u—0 R

dt W) K T
oll @ | Tum
2 u L
z—c@ = LC%—}—RC’Q—Fu—O ET ; 4

d?>u R du 1 0 74
+ TS g T

A2 L dt | LC

soit, en posant — v tﬁfﬂ.
’ p LC CL)O Li Q :
d2u 0 du
Q dt+w(2)u=() (7

2. L’équation caractéristique associée a 1I’équation précédente :

X2+%X+w§:0

admet pour discriminant :

2
w§
A = —2—4w0 2[

- (g) e

Ses deux solutions complexes :

X1:*7Q+ Q\/4Q2 1€tX2:7%7.2Q 4Q2

1
1—4Q]<OcarQ>§

s’écrivent aussi :
Xi=—a+jQet Xo = —a—jQ

a condition de définir les parametres :

a=2 = 5«4@2—1:@\/4@2—1

2Q
De ces solutions est alors issue celle de 1I’équation différentielle (7) :
u o= pre’ 4 ppe™t = e (ug Y+ pp eIV

e " {py [cos(Qt) +j sin(Qt)] + po [cos(Qt) — j sin(Qt)]}

c’est-a-dire, en posant A = py + po et B =j(u1 — p2) :
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u(t) = e~ [A cos(Qt) + B sin(Qt)]
3. La fonction ¢ (t) = A cos(2t) + B sin(§2t) est périodique, de période T', ce qui
signifie que :

Yt +T)=1(t)avec T = A (3)

Qw402 -1
Par suite : u(t) = e~ 1(t) et :
u(t+T)=e T xe it +T)=e" x e (t)

C’est pourquoi :

ult) -~ ut) |
u(t+T)‘eT;“S_ln{u(HT)]_aT

ol I’identité (8) fournit I’expression de 4 :

d=a X 2777— = J= 2—71'
T a4z -1 /402 —1
®70 Lycée Kléber, Strasbourg

1. ¢ Pendant la période ¢ € [0,%o], la position de I'interrupteur est telle que le
condensateur se charge directement avec le courant /.

Y
Iy I
10[ c—— v
7777777
C’est pourquoi :
L dv dv I _ 1o
IO_CE:E— c =0 = Ct+A

ol A est une constante qui tient compte de 1’absence initiale de charge dans le
condensateur :

I
vit=0)=0=>A=0= U:EOtpourte [0, to]

* Pourt € [tg, + oo, 'interrupteur n’autorise plus le passage du courant dans le
condensateur, si bien qu’en notant ¢ = 0 ce courant, la tension v(t) vérifie :

izC@:Oﬁv:B
dt

A nouveau, la constante B est ajustée de manicre a assurer la continuité de la
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fonction v(t) a la date to :

tl_lgl [w(t)] = tl_l)fg )] = - =B

It
= v:%pourte [to + oof

De ces calculs se déduit finalement la représentation graphique de v(t) :
i(t)

Ioto/cf - ---

0 t

2. Notons t; la date a laquelle I’interrupteur bascule de la position (2) a la position
(1), et Vi la valeur v(ty).

2)
1
]0[ g\( ) C—

777777

Le courant qui circule dans le condensateur est aussi celui qui circule dans la résis-
tance d’entrée R, de I’oscilloscope :

d
izoéetvz—Rei

Il s’ensuit que :

dv dv
EjReCi_‘_WU—O

— _R.C
v at

L’équation caractéristique : R.CX +1 =0 = X = procure ainsi la

1
R.C
solution générale :
v(t) = De t/EC

dans laquelle la constante D doit tenir compte de la condition initiale :

t
o) =Vi = V1=De‘“/R€C:'D:V16Xp(R10>

t1 —t
= v(t)leexp<11%0>

En outre, au bout d’une période 7', c’est-a-dire a une date to = t1 + 7, la déviation
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du spot est divisée par deux, ce qui signifie également que :

1% t—t V;
v(tz)=51 = V1€Xp<1 2)=1

R.C 2
N T 1
xp [ — = -
FP\"RC) T2
T
= R.C =1In2

Finalement, la résistance d’entrée vaut :

T 7.2

Re=Gm2 ~ 105 xmz2

= R, ~1MQ

71 Lycée Michelet, Vanves
1. Pour comprendre I’existence des éclairs, il convient de distinguer deux phases.

Phase 1 Depuis la date t = 0, la lampe est

éteinte et se comporte comme une résistance

infinie (aucun courant n’y circule, ce qui re- U K

vient a ignorer sa présence). Le montage équi- T Ri )
|

DF

vaut alors a celui schématisé ci-contre.
La loi des mailles impose :

7

c
E-u—Ri=0=Ri+u=F

avee |

Cette équation admet :

du . . L
® 4+ uy =0 dont I’équation caractéris-

e une solution us de 1’équation : 7 T

tique :
1
TXX+1=0=X=——
.

montre qu’elle s’écrit :
Uy = AeXt = AT
* une solution u;, homogene au second membre, c’est-a-dire constante :
duh
T“a;*‘%ﬂﬁ/::l? =u,=F
——
0

La solution générale : u = E + Ae~'/7 présente une constante A adaptée a I’état
initial du condensateur déchargé :

ut=0)=0=>E+A=0=>A=—-E= u=E—Ee /7
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0 T

Phase 2 Si la lampe n’existait pas, la tension u(t) croitrait jusqu’a tendre vers
sa valeur asymptotique E. Cependant, u, < E permet a u(t) d’atteindre la va-
leur u, a une date 7'; u y devient nul (la lampe se comporte comme un fil de
résistance nulle). Le condensateur ainsi déchargé peut a nouveau entreprendre sa
charge, conformément a la phase 1.

U

2. La figure précédente montre que la période 1" des éclairs correspond a la date a
laquelle u atteint la valeur u, :

W) =1y = ug=FE—Ee /"

E—u

= e =""""%avecT = RC

E
T = 1
= RC n(E—ua>

Application numérique :

500

T=5010%%x810%xIn{ ——M—
8 . n(500150

>:> T = 143 ms

®72 Lycée Kléber, Strasbourg

1. Soient ¢ I'intensité du courant qui circule dans le circuit, vg = R et v les tensions
respectives aux bornes de la résistance et de la bobine.
La loi des mailles impose :

e(t)y=vp+v=Ri+v IR ;
. R
avec : . dv dv B e(t)T v
1= E:TE ’U—e()
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d’ol proviennent les deux équations différentielles :

dv T

TE'F’U—EPOUI'ZLE |:0,§:| (9)
dv T

Ta—l—v——Epourte [E,T] (10)

2. Latension v, satisfaisant a I’équation (9) est la somme :
 d’une solution vy de 1I’équation dépourvue de son second membre :

dovys
T 15—|—1115:0:>7'X—|—1=O
dt
. 1 P s
dont la solution X = —— de I’équation caractéristique montre que :
T

v = A VT

e d’une solution vy, homogene au second membre, ¢’est-a-dire constante :
d’U1 h
-
dt
~——
0

+oip=F=v=F

La solution générale de 1’équation (9) s’écrit donc :
U1 (t) =F+ A e_t/T

Quant a la solution de I’équation (10), elle s’obtient en remplacant, dans le résultat
ci-dessus, F par —E et la constante Ay par une autre constante Ao :

UQ(t) =—F aF A2 e_t/T

Afin d’assurer la périodicité de la fonction v(t), ainsi que sa continuité a la date
t =T, il convient de poser :

01(0)=0a(T)=E+A =—E+Aye™ /7T = A = 2E+ Aye™T/7 (11)

T
De méme, la continuité de v(t) a la date t = 3 impose :

T T
soit, compte tenu de la condition (11) :
(—2E + Ay T/ T) e T/ = _9F 4 Aye T/
= Aye T/ (1 _ e_T/T) —92F (1 — e—T/QT)
1— efT/Z'r

_T/2t
= Ay=e X2E71—Q_T/T

ou encore :
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Ay = 2F x fT_/Qe;T/i
A nouveau, I’équation (11) fournit alors :
Al = —2E+e T/ x zEfT_/ze%
— 92E -1+ e_lT/_Q;i__T‘i/T
= A =2F x el_i/j—iT_/Tl
@73 Extrait du concours E.N.S.T.L.M.

1. En vertu de la loi des nceuds, le courant ¢ s’identifie a 21 4 75 + 43, tandis que la loi
des mailles révele que :

R i

ET LC OC—_— r U

Or, E étant constant, il s’ensuit que :

de dig dig diz
E*R & +R i +(R+r) % =0
En outre, la tension u = r 73 est aussi celle aux bornes de la bobine :
ds ds
rig=p 3 di_ 1,

— =1
at ~dt  L°
et s’identifie également a celle aux bornes du condensateur :

. du - d(?“ig) - dig
b=Cg =0 =4
C’est pourquoi :
Rr . d27:3 di3
TZ3+RTC dt2+(R+7")E—O

que I’on peut aussi écrire :

d?i Rirdi 1.
a2 " RrC at " LC"™T

ou encore :
1
d%is dis . wo =T
W+2/\E+w01320 avec Rtr

T 2RrC
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2. L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle :
X2+ 20X +wi =0 (12)

a pour discriminant réduit :
A=)\ — w2

Or, pour assurer une solution pseudo-périodique a 1’équation différentielle, il est
nécessaire que A’ soit négatif :
(R+7)? 1

2 2 - L 2 4 2.2
A <w0:>7(2RrC)2<LC:> (R+17)” <4R°r<C

3. Dans le cas précédemment cité, A’ s’écrit : A’ = (j)? (w3 — A?), tandis que les
deux solutions complexes de I’équation (12) :

X1 = —A+jyfw? — Aet Xy = —A —jy/w? — A2

introduisent la forme générale de la solution de I’équation différentielle :

7;3 = eXlt + 1o eXQt — e—)\t I:/f’/l ej\/wg—)@t T 1o e—j\/wg_)\Zti|

c’est-a-dire, en posant : A = p11 + po et B =j(u1 — p2) :

is(t) = e [A cos (Wt) + B sin (\/ﬂtﬂ

P(t)

La pseudo-pulsation w est alors définie comme la pulsation de la fonction sinusoi-
dale 9(t), auquel cas :

w=4/wg — A2

®74 Lycée Henri IV, Paris

. . ) di .
1. Les expressions des tensions ugr = R et uy, = L —, aux bornes de la résistance
et de la bobine, associées a la loi des mailles, fournissent directement :
K 7

_._._>_|
di
E—up—up=0= L—+Ri=E u| ¢ L
dt ET <>
Cette équation différentielle admet : URT R

dis

* une solution 7, de 1’équation : L + Ry = 0, dont I’équation caractéris-
tique :

R 1
LX+R=0=>X=——=——
L T
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révele que iy = AeXt = Ae /7,

* une solution 75, homogene au second membre (c’est-a-dire constante), véri-

fiant :
dip, FE
dt+ in (2 & s
~—~
=0

La solution générale : i(t) = iy + is = L, + Aet/T présente une constante
A que I’on doit adapter a la valeur initiale i(¢ = 0). Or, a ¢ < 0, i(¢) est nul car
I’interrupteur K est ouvert, et a partir de la date ¢ > 0, I’équation :

di
L—+Ri=FE
1 + R
L s . cdi e
montre que la fonction ¢(¢) doit étre continue (sans quoi au deviendrait infini !) :
i(t=0)= lim ()] =0=1I,+A=0=>A=-1I,

t—0—

Finalement, ces calculs aboutissent a :
i(t) = I, (1 _ e_t/T>

2. L’énergie W, (t) emmagasinée par la bobine a une date ¢ est donnée par :

1 LI2 2
Wi(t) = 5 Li® = Wy(t) = 5= (1 - e*t/7> (13)

Quant a I’énergie 6 W fournie par la source de tension pendant une durée dt, elle
définit la puissance électrique délivrée par cette source :

SW.
TtE:PEzExi:,(SWEzExIm (l—e_t/T) dt avec E = R1,,

Aussi, entre I’instant initial et I’instant £, la source délivre 1’énergie :

Wg(t) = len/t (1—e‘t/7) dt = RI?, [t—l—Te_t/T};
0
= RI? {t-ﬁ-r (e_t/T —1)} otm-:%
d’ou :
Wg(t) = RI2 t + LI2, (e*t/f - 1) (14)

Lorsque ¢ est voisin de zéro, la fonction e~ */7

loppé limité d’ordre 2 :

admet pour développement déve-

t 2
T D
¢ T 272
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1.

Chapitre 2
en conséquence de quoi :
R R?
~ ~ RIZt+LIZ [ —tx — 4+ =t 1
Wg(t ~0) RI; t+ m(th+2L2t) (15)
R2
= WE(t):ﬁIi x t2 pour t ~ 0 (16)
—t/T

En revanche, lorsque ¢ > 7, la fonction e
pour simplifier I’expression (14) :

devient assez petite par rapport a 1

Wg ~ RI2 t — LI? pourt > T (17)

Les relations (16) et (17) révelent le comportement asymptotique de la courbe re-
présentative de Wg(t) : une branche parabolique pour ¢ ~ 0 et une droite pour
t>T.

Quant a I’expression (13) de W, (t), elle conduit naturellement & la courbe ci-
dessous.

LI2 /9

Ol

. Laloi des mailles utilisée lors de la question 1., a permis de poser :

E—up=up=FEXi—urXi=upxi=Pg—Pr=Pr

oW, oW, . . c .
ouPr = TtL et Pr = TtR désignent les puissances consommées par la bobine
et la resistance respectivement, tandis que 6 W, représente 1’énergie accumulée par
la bobine pendant dt¢ et §W g celle dissipée par effet Joule par la résistance, pendant
dt:

Wg W  dWg

1 — 1 = a :>6WE—6WL:(5WR$ WE_WL:WR

Ce résultat signifie que la quantité (Wg — W) représente 1’énergie Wy dissipée
par effet Joule, par la résistance, entre I’instant initial et I’instant ¢.

75 Lycée Fabert, Metz

En régime permament, la tension u prend la valeur constante Uy, de sorte que le

P e dUy
courant ¢’ qui circule dans le condensateur vérifie : i’ = C O 0.
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Par suite, le courant ¢y qui circule dans la résistance est le méme que le courant
1 = I qui circule dans la bobine, aux bornes de laquelle se trouve une tension :

dl
Up =1l + L—dto =7l
~—~
=0
La loi des mailles révele alors que :

E

E=Rig+Uy=RIg+rly= Iy=

R+r

ce qui conduit finalement a :
rE
R+r

2. Aunceud N, le courant i se sépare en i et 7/, tels que :

U()Z’I‘I():

du di
g du _ @ .
i =C tetu—l) t+”

Or, I’ouverture de I’interrupteur provoque 1’annulation
du courant ig

. . . . du
in=0 = z':—z:z:—Ca
d%u du
:—L _— _—
= u Cdt2 rC T
v r du 1
— = —t+—u=0

dt2 L dt LC

On notera dorénavant :

1 1
2 _ _ _ -1
wO_iLC’_iloxlO—G = wp =316rad-s

_Lwo _ J L 1 _
Q=== 7«2(1_\/(100)2><10x106:>Q_¢E

de maniere a présenter cette équation différentielle sous sa forme canonique :

et:

% + % % 4F wg u=0
3. L’équation caractéristique associée a I’équation précédente :
X2+%X+w§:0 (18)
a pour discriminant :
A= 2’2(2;—%3: 582(1—4622)
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2 2
Q*=10=A=—-39"0 — 3902 <0=A= (j“"’\/?)g)
Q Q
ce qui révele la nature pseudo-périodique du régime.

4. Les solutions de 1’équation caractéristique (18) :

Wo . Wo wo
X = ——2 4§22/39 =
1= 75050 X; = —a+j0 “T 20
= . avec
Xy = 2§20 /39 A 0= 22./39
P70 2 T2
menent a la solution générale de 1’équation différentielle :
u = e’ et = o7 (g Y 4 pp eI)
= e * [A cos(Q) + B sin(Qt)] avec { /Blzg‘(lljlf 51#2)
d
= ﬁ =e " [(BQ — aA) cos(Qt) — (aB + QA) sin(Qt)]

Les constantes A et B sont alors accessibles a partir des conditions initiales :
e at=0,u=Uyimplique que Uy = A;
* le courant ¢(¢) est continu dans le temps, sans quoi la tension aux bornes de la

i
bobine : u = L a0 + 74 tendrait vers I’infini. C’est pourquoi :

i(t=0) = lim [i(t)] = I

t—0—

En outre, le courant ¢’ aux bornes du condensateur est donnée par :

du
‘/:Ci
! a
et,at=20
. du IO
f— Q0 _BO a4
P dt|,_,  C “

_ad Do _alh Iy
= B=-"ca~a oa

ou les expressions des parametres « et ) fournissent :

a 1 1 20 2 Lwy 1 2L

= ——et— = = X X —— =
Q V39 CQ Cwyv39 V39 r Cwo  rCV39

Finalement :

u=e [Uo cos(Qt) + (% - T?fj%) sin(Qt)]
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®76 Lycée Michelet, Vanves

1. Soit ¢ 'intensité du courant circulant dans le circuit, tel que : © = C a
La loi des mailles impose :

E(t)—u—Ri=0 = Ri+u=E()

d
= T—u+u:E(t)

dt
avec 7 = RC
ou :
ATQ du ATO . ATO
FEt) = — = ==Y — 224 1
(t) 2 ><t:>7-dt—|—u 7 Xt &TUu+u 7 x t (19)

En dérivant par rapport a ¢ cette équation, on obtient également :
du . ATy

T Tt T g

2. Cette derniere équation différentielle admet :

e une solution u telle que : 7 Tts + 15 = 0, dont I’équation caractéristique :

1
TX+1=0=X=—-
=

fournit : 1, = aeXt = ae /7.

* une solution 7, homogene au second membre, c’est-a-dire constante :
duy, . ATy . ATy
= — = Uy = ——
0 0
=0

auquel cas la solution générale se met sous la forme :
S . AT
U =1+ Us = 5 +ae T

ou la constante « s’adapte aux conditions initiales. Notamment, ¢ = C' @ est une

d7 1 di
fonction continue, sans quoi TL; =G Ez tendrait vers I’infini, ce qui signifie que :
AT AT
i(t=0)= lim [i()) =0=0(t=0)=0=>a+ -2 =0=a=——0"
t—0— 0 0
C’est pourquoi :
du . ATO ATO —t/ ATO AtoT —t/
—_— = = — = — T = t _— o
T R i B I

A nouveau, la constante [ est ajustée a la condition initiale (le condensateur est
initialement déchargé) :

AT()T AT()T
g 0T P="

u(t=0)=0= 8+
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Finalement, il ressort de ces calculs que :

ATyt AT,
uft) = =2 + 907 (e*“f—l) (20)

3. Si la température demeure constante a partir de la date 7 :

T
T(t) = T(ro) = =5 = Blt > ) = =2 Xm0

I’équation différentielle (19) devient :

du + AT()TO
T—+u=
dt 0
Comme précédemment, cette solution est la somme d’un terme u, = ye /7 et
, ATomo
d’un terme constant u;, = 0 :
ATy
w="20 et/ (21)

0

ou la constante  assure la continuité des fonctions (20) et (21) aladate t = 7¢ :

ATory | ATor (e_m/f_l) _ @ﬂe_m/r

0 0
S

ce qui mene a :

u(t) = Aq;ﬂ-o + A€OT (1 - eTO/T) x e t/T (22)

77 Lycée Hoche, Versailles

1. Soit u(t) la tension aux bornes du circuit (u = F pour ¢ > 0), ¢ le courant circulant
dans la branche RC' horizontale, i1 et i les intensités des courants qui traversent
le condensateur et le resistor verticaux.

U | |c A
— |l i i
—
R b7
: ] o=}
B
PP . dv . v . )
Compte tenu de ces définitions : i; = C Fr etig = ik tandis que la loi des nceuds
impose :
dv v
=1 o =C — + — 23
i =11+ 102 T (23)
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En outre, si w désigne la tension aux bornes du condensateur horizontal, telle que

d
1=C TQ:, la loi des mailles fournit :

u—Ri+w+u:>% = g+@+@
N dt dt - dt  dt
_ Rﬂ-‘rllﬁ-%
N dt  C dt

c’est-a-dire, compte tenu de 1’identité (23) :
d dv v 1 dv v dv du
Rdt(Cdt+R> o (Cdlt+R) T T
soit, en posant 7 = RC':

d2v dv 1 du
I TR 24
Tttt (24)

avecu = Epourt > 0:

d?v dv 1

— +3—+—-v=0 25
TR T 22
e ) dv v . .
2. L’identité (23): i = C N + = montre que la fonction v(¢) est continue, faute de

. dv . e . , e .
quoi 1 tendrait vers I’infini, tandis que ¢ ne peut étre infini. C’est pourquoi :

o(t =0) = lim [v(t)] =0

t—0—

En outre, 1’équation issue de la loi des mailles :
v

. dv
uRz+w+vR(C’dt+R

) +w+v
demeure utilisable a la date t = 0 pour laquelle v = E, v = 0, w = 0 (les conden-
sateurs sont initialement déchargés) auquel cas :

dv
dt

_E

dv
E = —
RC RO

dt

t=0 t=0

En revanche, il aurait été hasardeux d’utiliser 1’équation (25) pour en déduire que

d
?1; est une fonction continue. En effet, cette équation provient de 1’équation (24) :
d?v 43 dv n 1 du
T— -t -v=—
de? dt 7 dt

dans laquelle le membre de droite tend vers 1’infini a ¢ = 0 (u passe brusquement
2

. d“v . e . dv
de 0 a F), ce qui révele que FTEl tend aussi vers I’infini; il s’ensuit que N est

discontinu a t = 0.
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3. L’équation différentielle (25) a pour équation caractéristique :

1
TX?4+3X+-=0
T

dont le discriminant :
A=9-4=5

révele 1’existence de deux solutions :

—3+V5 3
xi= Z3HVS g P

2T avec 2T
o -3-V5 ﬂ*ﬁ
e =3

Par suite, I’équation différentielle (25) admet pour solution générale :
v=A; Xt 4 Ay eX2t = 4, B 4 4, e~ (Bt

Or,at=0,vestnul:

0= A1 + AQ = A2 = —A1 = U(t) = Al [e(ﬁia)t — ei(BJra)t

dv Ay [(5 — )P~ L (B +a) e_(6+“)t}

dt
tandis que :
dv E E NG ) E
— =— =2 A x2B=—— = A X —=— = A= —
i), " mRC TN TR TN e TR TN T
Finalement :
E 3 NG
_ = |aB=a)t _ = (Bta)t _ A
v(t) - [e e ] avec @ = et g
4. Etant donné que tlir% [v(¢)] = O et tlim [v(t)] = 0, cela suggere I'existence d’un
— — 00
maximum U,,,,, pour v(t), & une date ¢, telle que :
dv E
| =0 = _ (B—a)to —(B+a)to| —
R A CEL L A D
= (a—pf)e¥ = (a+p)e
= 2Pt = L+B = 3+\/5
a-B8 3-+5
1 3+v5\ RC 3+v5
= ty=—1In = —In
26 \3-v5) 5 \3-+6

5. De ces calculs ressort la représentation graphique de v(¢) :
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Chapitre 3

Optique géométrique

3.1 Réflexion et réfraction

3.1.1 Réflexion de la lumiere

Définition 1 On appelle normale (N) a une surface en un point P, la droite passant
par P, perpendiculairement a la surface.

Les lois de Snell-Descartes stipulent que, lors de la réflexion :
* les angles d’incidence (4) et de réflexion (r) sont identiques ;

* les rayons incident, réfléchi et la normale () au point d’incidence de la
lumiere sont coplanaires.

surface réfléchissante

A pes angles i et 7 sont toujours mesurés par rapport a la normale (V). Prenez garde
a ne pas les confondre avec les angles que font les rayons lumineux par rapport a la
surface réfléchissante.

187
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[@‘ Deux miroirs plans, d’aréte commune, forment un diedre d’angle «. Un rayon
arrive sur un des miroirs sous un angle d’incidence .

o

1. La déviation totale de ce rayon est la somme des déviations ¢; et d5 subies au cours
des réflexions sur chacun des miroirs. Exprimer D en fonction de a.
.. s . N
2. Que se produit-il lorsque a@ = 3 ? Quelle application peut-on trouver a un tel
systeme ?

REPONSE

1. Soient ¢ et j les angles (d’incidence ou de réflexion, qui sont identiques) aux points respectifs I et J des
deux miroirs.
Dans le triangle AIJ, la somme des angles valant m, il
convient d’écrire :

a+pB+y=m

tandis qu’au points I et J :

i+B="_ 3

i == =——1
2 - 2

T T
J 7*2 Y B J

d’our :
B+y=m—i—j=a+ft+tyvy=at+nr—i—j=m=>a=1i+j

Quant aux déviations d1 et do, elles vérifient :

{ aupoint/: 81 +2i =7 = S +0+2(i+j) =2

aupoint J : 93 + 25 =7
= 51+§2:2><[7r7(i+j)]

c’est-a-dire, compte tenu du résultat : « = 7 + j et de la définition de la déviation totale :

D=6+d=D=2x(mr—a)
2. Lorsque o = g le résultat précédent devient :

=T

D:2><(71-72>:2><E
2 2

11 s’ensuit que le rayon est réfléchi parallelement au rayon incident, quelle qu’en soit I’incidence :
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Un tel systéme capable de renvoyer la lumiere dans sa direction d’ori-
gine est appelé catadioptre. Une des applications les plus spectaculaires
concerne la mesure de la distance entre la Terre et la Lune, sur laquelle
plusieurs de ces dispositifs catadioptriques ont ét€ installés ; ils se pré-
sentent sous la forme de trois miroirs plans perpendiculaires deux a
deux, sur lesquels un rayon laser, envoyé depuis la Terre, se réfléchit
vers la Terre.

3.1.2 Réfraction de la lumiere
3.1.2.1 Loi de Snell-Descartes

Définition 2 On appelle indice de réfraction n d’un milieu transparent le rapport de
la célerité (c) de la lumiere dans le vide a celle (v) dans le matériau :

n=-—2>1

[SH e

Soit 71 I’angle d’incidence d’un rayon lumineux qui se propage dans un milieu d’indice
de réfraction n; et soit i3 1’angle de réfraction du rayon lumineux qui se propage dans
un autre milieu, d’indice ns.

normale

Lorsque la réfraction se produit (passage de la lumiere
d’un milieu transparent vers un autre milieu transparent),
la loi de Snell-Descartes stipule que :

¢ les deux rayons et la normale sont contenus dans un (7))
méme plan ;

e les angles 71 et 7o vérifient :

Ny X siniy = ng X Sin iy

= Un dioptre plan sépare I’air (d’indice de réfraction valant 1) d’un autre milieu
transparent d’indice n. Pour quelle valeur de I’angle d’incidence ¢, le rayon réfléchi
est-il perpendiculaire au rayon réfracté (incidence de Brewster) ?
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REPONSE Du rayon incident, qui arrive sous un angle 7 par rapport a la normale (V) du dioptre, une
partie est réfléchie sous un angle r par rapport a () et 'autre est réfracté dans le second milieu transparent,

sous un angle de réfraction r’.

. 7r .
Les rayons réfracté et réfléchi font entre-eux un angle o + 8 = —, tandis que :

A
Btr = ™ , , T
¢§+r+r =T=r+r =3

[CNE] SIE]

a+r=
Quant aux lois relatives a la réflexion et a la réfraction, elles stipulent d’une part que :

g
i=r=it+r'==—=1r"==-—3
2 2

et d’autre part que :
1 x sini =n X sinr’ = sini = n sin (5 —i) =n cost

L’angle de Brewster est alors donné par :
tani = n = ¢ = arctan(n)

Définition 3 Soient deux milieux transparents d’indices ny et no. L'un des deux mi-
lieux est dit plus réfringent que I’autre si son indice de réfraction est plus grand :

(1) plus réfringent que (2) < nq > na

Cette définition a comme corrolaire le rapprochement des rayons lumineux vers la nor-

male des milieux plus réfringents.
normale
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3.1.2.2 Réflexion totale

Lorsque la lumiére passe d’un milieu transparent d’indice n; vers un autre milieu d’in-
dice no, moins réfringent, le phénomene de réfraction ne se produit que si 1’angle
d’incidence demeure inférieur a un angle limite i, tel que :

na

Sin(i[) = n—
1

Si i1 excede iy, la lumicre se réfléchit totalement dans le milieu d’incidence.

réfraction réflexion totale

[@ Soit P un point lumineux se trouvant a une distance » = 1 m sous la surface
plane de I’eau d’un bassin. L’indice de réfraction de cette eau vaut n. = 1,33 et celui
de 1’air ambiant vaut n, = 1,00. A la surface de 1’eau n’apparait, pour un observateur
situé dans 1’air, qu’un disque éclairé de rayon R.

Donner I’expression de R en fonction de h, ng, n., puis passer a I’application numé-
rique.

REPONSE

La lumiere aborde I’interface séparant un milieu ne = 1,33 (I’eau), d’un
milieu moins réfringent (1’air) d’indice n, = 1,00. Un phénomene de ré-
flexion totale peut donc se produire si 1’angle d’incidence ¢ excede la va-
leur de I’angle limite g, tel que :

n
sin(ig) = —
e

Le disque lumineux, de rayon R, tire son origine de cette réflexion totale ; seuls les rayons incidents tels que
i < iy peuvent émerger dans 1’air. Il apparait ainsi que :

tan(ig):—:R:hX&ZhX %
h V1 —sin? i, 1 —sin“ i,

soit, compte tenu de 1’expression de ¢y :

2
n n
sinig = — = R=hx ]| —2%—
Ne nZ —n2
Application numérique :
1
R=1X,/——=114m

(1,33)2 — 1
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3.2 Formation d’images
3.2.1 Stigmatisme et aplanétisme
Définition 4 Un systéme optique (X2) est rigoureusement stigmatique pour un couple

de points A et A’ si tout rayon qui passe par A passe également par A’ aprés avoir
atteint (X) ; A et A’ sont alors conjugués optiques.

Remarque — Si fous les rayons issus de A passent au voisinage de A’, aprés avoir
rencontré (X), le stigmatisme n’est qu’approché, mais A et A’ demeurent conjugués
optiques dans la mesure out le pouvoir de résolution de I’ @il admet une tolérance.

Définition 5 Le point A de convergence de tous les rayons qui arrivent sur (3) est
appelé objet ; cet objet est réel si les rayons se coupent réellement en A et il est virtuel
si seuls les prolongements de ces rayons concourent en A.

] (®)

I/

objet réel objet virtuel

Définition 6 Le point A’ oii convergent tous les rayons issus de (X) est appelé image ;
cette image est réelle lorsque A’ intercepte réellement ces rayons et est virtuelle si seuls
les prolongements de ces rayons y convergent.

/—’/
O == @8-

image réelle image virtuelle

Définition 7 Un systéme optique (X) est dit aplanétique s’il forme d’un segment AB,
perpendiculaire a I'axe optique A, une image A’ B' également perpendiculaire a .

Dans la suite, tous les systémes optiques seront supposés stigmatiques (au moins de
maniere approchée) et aplanétiques a condition toutefois d’étre utilisés dans les condi-
tions de Gauss :
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* les rayons lumineux arrivent sur (3) avec un angle d’incidence tres faible (c’est-a-
dire presque parallelement a 1’axe optique) ;
¢ le point d’incidence des rayons lumineux demeure trés voisin du centre optique du
systéme optique.
Lorsque des rayons lumineux arrivent sur (X) parallement les uns aux autres, ils pro-
viennent d’un objet situé a 'infini (sur I’axe optique, comme A, ou hors de 1’axe op-
tique, comme B) :

--------- )t < O f

objet A situé a l'infini objet B situé a l'infini

De méme, des rayons qui émergent de (X) parallelement les uns aux autres forment
une image a I’infini.

- .
o (Z) ___________ ) (E) -
image A’ située a l'infini image B'située a l'infini

3.2.2 Les miroirs
3.2.2.1 Les miroirs plans

Un miroir plan renvoie les rayons lumineux avec un angle de réflexion r qui s’identifie
a I’angle d’incidence.
L’image A’ d’un point A est symétrique de A par rapport au miroir plan :

objet réel A objet virtuel A
image virtuelle A’ image réelle A’

Si O désigne I'intersection entre la droite (AA’) et le plan du miroir, les points conju-
gués sont associés par une relation de conjugaison :

OA’+ 0A =0
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Remarque — L’axe optique (AA’) est conventionnellement orienté dans le sens de
la lumiere incidente (vers la droite sur les deux figures précédentes); une valeur al-
gébrique OA’ est comptée positivement si le déplacement de O vers A’ s’effectue
dans ce sens (cas du premier schéma) et négativement dans le cas contraire (deuxieme
schéma).

= On place deux miroirs plans perpendiculairement :
M,

M,

En reproduisant la figure ci-dessus, tracer la marche des rayons issus de S’ qui arrivent
en O apres réflexion(s).

REPONSE Trois rayons peuvent parvenir en .S apres réflexion :

* sur le miroir M seulement ; ce rayon semble issu de I'image S de .S par le miroir M :

 sur le miroir M, puis sur le miroir M. Le rayon issu de S et qui se réfléchit au point /o de Mg
semble provenir de Sa. Ce rayon se réfléchit ensuite sur M au point /1 ; il semble provenir de I’image
S’ de Sy par M et passe par S :
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3.2.2.2 Les miroirs sphériques

Caractérisés par leur rayon R, leur centre O et leur sommet .S, les miroirs sphériques

sont de deux types :

¢ les miroirs concaves :

lumiére

e les miroirs convexes :

lumiére

o - ou:

Définition 8 Un faisceau de rayons incidents, paralléles a I’axe optique /\, converge
en un point F' de A, appelé foyer image, aprés réflexion sur le miroir; si les rayons
convergent réellement vers F, ce foyer est réel, tandis qu’il est virtuel dans le cas on

ou :

seuls les prolongements des rayons réfléchis convergent vers I

N

'\/S
Q A

>

/

foyer image réel

Dans le cas d’un miroir sphérique, F' se trouve au milieu de [OS], ¢’est-a-dire :

3
!

3
|

7

N

; foS/er image virtuel

=3 pour un miroir convexe

R

=-5 pour un miroir concave
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Définition 9 Un faisceau incident de rayons paralléles entre eux, mais pas nécessai-
rement paralléles a A, convergent, aprés réflexion, en un point du plan focal image

contenant F.
X

| F S

\

= %F A
A .
/ S X 0]
7% “ |
/ / ~ /v
plan focal image réel plan focal image virtuel

Définition 10 On appelle distance focale la grandeur :

f=OF

La distance focale d’un miroir concave est positive tandis qu’elle est négative dans le
cas d’un miroir convexe.

Remarque — Le principe du retour inverse de la lumiere permet de définir :

* e foyer objet I’ comme étant le point dont sont issus les rayons qui se réfléchissent
sur le miroir parallélement a ’axe optique A :

N ¢’

S
* [e plan focal objet II (auquel appartient F'), qui contient tous les points dont sont

issus les rayons qui se réfléchissent parallelement les uns aux autres (mais pas
nécessairement parallélement a A).

\

%
R
\\
w0

A S,

N/

o J
o FE
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De ces définitions ressortent trois rayons remarquables :

e le rayon (1) qui arrive sur le miroir parallelement a 1’axe optique est réfléchi dans
la direction de F' (mé&me si seul son prolongement passe par F');

* le rayon (2) qui arrive sur le miroir dans la direction du centre O est réfléchi sur
lui-méme ;

* le rayon (3) qui arrive sur le miroir dans la direction de F’ est réfléchi parallélement
a I’axe optique.

,yF S 0 F S 0O F\5
(2) <

La construction de deux de ces rayons lumineux permet de trouver I’image B’ de tout
point B n’appartenant pas a 1’axe optique :

. . 1
e du point B, tracer deux des trois rayons remar- B_W >
quables ; 3 (2)
 repérer I'intersection des rayons réfléchis; elle “O fil
coincide avec B’. B’

A Cette construction géométrique ne peut €tre utilisée pour localiser I’'image d’un
point A de I’axe optique A. Dans ce cas, il convient de choisir un point B tel que
(AB) L A, de déterminer I’'image B’ de B, puis de projeter perpendiculairement B’
sur A ; cette projection coincide avec A’, qui appartient a A.

== Trouver, a I’aide d’un tracé géométrique, I'image A’ qu’un miroir sphérique
convexe donne d’un point A de I’axe optique.

3

REPONSE D’aprés la mise en garde précédente, il convient d’utiliser 1’hypothese d’aplanétisme pour
représenter A’ ; on peut considérer un point B hors de 1’axe optique A, dont sont issus trois rayons remar-
quables (A B étant perpendiculaire a A) :
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* le rayon (1) qui arrive sur le miroir parallelement a 1’axe optique A
est réfléchi en prenant la direction de F* (seul son prolongement passe p (1)
par F', inaccessible aux rayons lumineux) ; B 2~

* le rayon (2), dont le prolongement passe par O est réfléchi sur lui- .
méme ; A S F 0
* lerayon (3) qui arrive sur le miroir dans la direction de F" est réfléchi
parallelement a A.

Le point d’intersection des rayons réfléchis (et eux seuls !) coincide alors avec B’, dont la projection sur A
fournit A’ :

B 2 .

PO M PN 24

‘ goo--- A
A S| A 0

Relations de conjugaison et grandissement

Définition 11  Soit A’ B’ I’image qu’un systeme optique forme de AB ; le grandisse-
ment transversal y de ce systeme optique est le rapport de A’ B’ et AB :

/BI
T IB

Une relation de conjugaison est une relation qui permet de localiser 1’image A’ (ou
I’objet A) dés qu’est connue la position de son objet conjugué A (ou son image conju-
guée A’). On dispose ainsi de :

1
OA’

_|_

1
OF

S

la relation de conjugaison de Descartes :

| =

etde:
la relation de conjugaison de Newton : FA x FA’ = f?
auxquelles on peut joindre la relation de conjugaison avec origine au sommet :

SN
SA  SA  SF

De méme, le grandissement peut s’exprimer a partir du point O ou du point F :

A

H=="Chercher tous les points invariants de I’axe optique pour un miroir sphérique
(points I confondus avec leur propre image).
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REPONSE Lorsque I'image I est confondue avec son objet conjugué I, la relation de conjugaison de
Newton s’écrit :

FIxFI=f> = (FO+0I) =f?

= f219FOXOI+0I°=f2car FO = —f
= OIx (0OI+2F0)=0

Deux solutions apparaissent alors :

_ points invariants
e soit O = 0, ce qui signifie que I est confondu avec le : \
0 F S

centre O du miroir ;

« soit O = 20F, auquel cas le point I coincide avec le
sommet S du miroir.

3.2.3 Les lentilles minces
3.2.3.1 Définitions et propriétés

Un faisceau incident de rayons parall¢les a I’axe optique A, sort de la lentille en conver-
geant vers le foyer image F” appartenant a A ; si ces rayons convergent réellement en
I, la lentille est convergente tandis qu’elle est divergente lorsque seuls les prolonge-
ments de ces rayons convergent en F”.

N

I
________ 4- - ST A ___FL:ZI_J_______-A
0] fa ~<_ |0

——] ———

lentille convergente lentille divergente

Définition 12 On appelle distance focale (image) la grandeur :

f =0F

et vergence son inverse :

1
W= ? (en dioptries : 6 = m™ ')

Remarque — La distance focale peut étre négative; c’est d’ailleurs son signe qui
distingue les lentilles convergentes ([’ > 0) des lentilles divergentes (' < 0).

Définition 13  On appelie foyer objet F le point de I’axe optique oit convergent les
rayons incidents qui émergent de la lentille parallelement a [’axe optique. Si F est réel
(les rayons incidents se coupent en F') la lentille est convergente, tandis qu’elle est
divergente si F' est virtuel (seuls les prolongements des rayons incidents s’y croisent).
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P — \\ -
77777777 oA gt
s /v/k

lentille convergente lentille divergente

Quelle que soit la nature de la lentille, on n’étudiera que les cas ou les foyers F et F”’
d’une méme lentille sont symétriques par rapport au centre optique O :

OF = —OF’
Définition 14 Le plan focal image est le plan (auquel appartient F') o se forment

toutes les images dont les objets se trouvent a l’infini (les rayons incidents arrivent
parallelement les uns aux autres).

plans focaux images

Définition 15 Le plan focal objet d’une lentille contient tous les points objets dont
elle forme 'image a l'infini ; ce plan contient F.

plan focal O
objet objet

plan focal

3.2.3.2 Constructions géométriques

Trois rayons singuliers peuvent traverser une lentille mince :

* le rayon (1) incident, parallele a I’axe optique A, émerge de la lentille en passant
par I (parfois seul le prolongement du rayon émergent parvient en F”);

* le rayon (2) qui traverse la lentille en son centre optique O n’est pas dévié ;
* le rayon (3) incident (ou son prolongement) qui intercepte le foyer F' émerge de la
lentille parallele a 1’axe optique A.
() a /

(2)
0 FI'A 0
;\\* (254,]4:/*%1A
(3) /
()

)
—
,/
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Pour construire graphiquement I’image B’ d’un point B n’appartenant pas a 1’axe op-
tique, il convient de représenter au moins deux de ces trois rayons remarquables ; I’in-
tersection des rayons émergents coincide avec B’.

(W

g Il n’est pas nécessaire de représenter systematiquement les trois rayons remar-
quables ; deux suffisent et parfois la représentation du troisieme rayon peut
rendre la figure trop confuse. En revanche, la présence d’un troisieme rayon
permet souvent un contrdle rapide de la construction géométrique.

A La méthode graphique présentée ici ne permet pas d’obtenir directement I’image
A’ d’un point A de I’axe optique A. Pour y parvenir, il faut représenter un point B
hors de 1’axe optique, tel que (AB) L A et chercher I'image B’ de B. La projection
orthogonale de B’ sur A fournit finalement A’ (il s’agit d’une application directe de
I’aplanétisme des lentilles minces dans les conditions de Gauss).

A Seule I’intersection des rayons émergents (ou de leurs prolongements) présente un
intérét physique; par exemple, dans le cas précédent, le point K (intersection d’un
rayon incident et d’un rayon émergent) n’a aucune signification physique. Pour éviter
cette situation, il est recommandé de distinguer clairement le role des rayons incidents
et des rayons émergents.

rayons incidents rayons émergents

3.2.3.3 Relations de conjugaison et grandissement

A T’instar des miroirs sphériques, la localisation de I'image A’ B’ d’un objet AB, ainsi
que sa taille et son sens, sont fournies par des relations de conjugaison :

1 1 1 1
—— — — = — = —— (relation de Descartes)
OA” OA f  OF’

FAxF'A=FO x F'O' = —f'? (relation de Newton)
A’B’
=5

AL FO f A FA
OA

et par le grandissement y =

’Y:
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[@ Soit £ une lentille mince divergente, de centre optique O et de foyers objet F’
et image F”. Sa distance focale image est définie par f' = OF".
L donne d’un objet AB une image A’B’ dans le méme sens que AB mais deux fois

plus grande.
1. Localiser, sur I’axe optique, la position des points A et A’.

2. Confirmer ce résultat par une construction géométrique.

REPONSE
1. L'image A’ B’ ayant le méme sens que 1’objet AB, les grandeurs A’ B’ et AB sont de méme signe, de
sorte que le grandissement transversal s’exprime par :

A'B"  A'B’ OA’
vy = = =2 = =2
AB AB OA
car A’ B’ est deux fois plus grand que A B. Quant 2 la relation de Descartes, elle fournit :
1 1 1 OA OA
=_ == = -1==
OA” OA OF’ OA’ OF"
1 A
= f—lzo—avec7:2
vy OF’

— 1— 1
= OA=--0OF =-0F
2 2
= OA' =y0A=0F

Par suite, A’ est confondu avec O.

2. Considérons 1'objet AB situé au milieu du segment [OF] et cherchons I'image A’ B’ associée, par
construction géométrique des trois rayons remarquables :

* Lerayon (1) incident, parallele a I’axe optque et dont le prolongement passe par B, ressort de la
lentille dans la direction de F’ (en fait seul le prolongement du rayon émergent peut réellement

passer par ) :

* le rayon (3) incident, dont le prolongement passe simultanément par B et F' émerge de la lentille
parallelement a 1’axe optique :
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L’intersection de ces trois rayons émergents forme B’, dont la projection orthogonale sur I’axe optique
coincide avec A’. Cette construction géométrique confirme d’une part que A’ est confondu avec F, et
d’autre part que A’ B’ est deux fois plus grand, et dans le méme sens que AB.

3.3 Quelques instruments d’optique

Définition 16 Un objet AB étant observé a I’eil nu sous un angle « et a travers
un instrument d’optique (I), sous un angle o, on appelle G le grossissement de cet
instrument le rapport :

o=
b
VS
~
N—

3.3.1 Lunette de visée a I’infini
Une lunette de visée a I’infini est composée :

* d’un objectif qui recueille les rayons lumineux (paralleles entre-eux) provenant
d’un objet AB situé a I’infini ; cet objectif, assimilé a une lentille £; de distance
focale image f{, forme de AB une image A;B; dans le plan focal image (IT) de
L.

* d’un oculaire, assimilé ici a une lentille convergente (L2) de distance focale image
1%, qui forme de A; By une image A’ B’ a I’infini, observable par I’ceil normal (un
il dont e PR ne se trouverait pas situé a I'infini utiliserait la lunette avec A’ B’
dans le plan de son PR).

e d’un réticule (croix ou graduation gravée dans une mince plaque transparente), situé
dans le plan IT; ’oculaire en forme alors une image superposée a celle, A’B’, de
AB, située également sur I1.

réticule

\
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[& En isolant des rayons remarquables passant par B, exprimer le grandissement
G de la lunette de visée a ’infini, en fonction de f] et f5.

REPONSE Parmi tous les rayons paralléles qui arrivent sur la lunette, celui qui passe par le centre optique
O1 de £ n’est pas dévié et sa direction, repérée par I’angle v qu’il fait avec 1’axe optique, est aussi celle
des rayons qui, issus de B, arriveraient dans I’ceil en I’absence de lunette.

Du point B est aussi issu un rayon qui traverse 1’oculaire Lo en Og sans étre dévié ; sa direction, repérée
par I'angle o’ qu’il fait avec I’axe optique, est aussi celle ot 1 ceil devra observer I'image B’.

Dans les triangles O1 A1 By et O2 A1 B1 sont alors définis les angles « et o’ tels que :

_ A1B1 - A1B1 ;- A1B; - A1By
= = — et tana’ = = 7
0O1A1 fl O2A1 fg

tan o

Or, les conditions de Gauss imposent & « et o’ d’étre suffisamment petits pour que tana ~ « et
tana’ ~a’:
A1 By ,_ AiBy
o = t =

et =
fi f3

Par suite, le grandissement de cette lunette vaut :

! AB ! !
G=2 = 1,1>< fi =>G:f—}
a 1 A1 By 2

3.3.2 Collimateur

réticule + dépoli

g

lentille convergente

Le collimateur est composé :
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* d’une ouverture ou pénetre la lumiere. Derriere cette ouverture est parfois placé un
réticule ;

 d’une lentille convergente, dont le plan focal objet contient soit 1’ouverture, soit le
réticule lorsqu’il existe.

Cet intrument sert a former de 1’ouverture (ou du réticule) une image a I’infini.

réticule

e e e e e e

3.3.3 Viseur

Le viseur est une lunette (munie d’un objectif et d’un oculaire) qui sert a observer
I’image d’un objet AB qui n’est pas situé a I’infini.

objectif
réglage de
l'orientation
\ du réticule
I"“‘“—/I
<> rd
~ Lr

oculaire

L’image A; By de AB par la lentille £, (objectif) se forme dans le plan focal objet de
I’oculaire L2, qui permet une observation a I’infini sans accommodation de 1’ ceil.

4

L,
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I="Un viseur permet de former, a I'infini, I'image A’B’ d’un objet AB située
a une distance d de I’objectif £;. On note o’ 1’angle sous lequel 1’ceil observe cette
image, 1 le grandissement du £; et f5 la distance focale image de I’oculaire L.

1. Représenter, sur un schéma, ces diverses grandeurs, ainsi que I’'image A; B; que
L, forme de AB.

2. Trouver, en fonction de v et f4, I’expression de la puissance de ce viseur, définie
/
@
par P = —.
AB
REPONSE

1. 11 suffit de reprendre le schéma représenté ci-dessus et d’y faire apparaitre o’ et f5 :

2. D’une part la définition du grandissement ~y; conduit a :

_ AiBy = | = ABr 1 |l
M= T T A T 4B T AB
et d’autre part le triangle (O2 A By) introduit I’angle o tel que :
, _ A1B1 A1By A1 By

/ ’
= o ~tana =

T 0241 f f3

C’est pourquoi la puissance de viseur est donnée par :

! A1 B
o _MBL Iml o, Il

AB 1 A1By 5
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®78 Q.C.M.
5 min.
Réflexion totale MPSI-PCSI-PTSI

Un périscope est constitué de deux prismes a réflexion totale jouant le rdle de miroirs.
Par accident, de I’eau s’accumule dans le tube jusqu’a noyer le prisme inférieur.
L utilisateur ne voit plus parce que :

1. I’eau absorbe trop de lumiere ;

2. I’image sort du champ de vision de I’observateur ;

3. les rayons sont réfléchis sur la surface libre de I’eau ;

4. la lumiere ne subit plus de réflexion totale sur le prisme in-

férieur. } ) .
Données : indices de réfraction de quelques milieux :

air:n, =1 eau:n.=13 verre:n, =15

®79 Lycée Pissarro, Pontoise
10 min.
Réfraction de la lumiere MPSI-PCSI-PTSI

On assimile une lame a faces paralleles a un mi-
lieu transparent d’indice ng inséré dans un autre

.. .. T2
milieu transparent d’indice n; ; on poseran = —
ni

Uindice de réfraction relatif correspondant. lame 4 faces

1. Montrer que les rayons (1) et (2) sont paral- B g \ . paralleles
Leles. . S
2. Etablir la relation donnant la translation § en
fonction de 1’épaisseur e de la lame et des (2)
angles 7 et .
3. En déduire que lorsque ¢ est suffisamment petit :
Svex — X
® 80 Lycée Livet, Nantes
15 min.
Réflexion et réfraction de la lumiere MPSI-PCSI-PTSI

Un cylindre en verre d’indice n, d’axe (A), est entouré d’air
d’indice 1. Ce cylindre est argenté sur sa partie arriere de
maniere a réfléchir la lumiere.

Un rayon incident pénetre en I dans le cylindre, subit deux
réflexions dans le cylindre et ressort en J.

1. Calculer la déviation D, c’est-a-dire I’angle que font les
directions des rayons incident et émergent, en fonction
des angles 7 et r.

2. Etudier les variations de D lorsque 1’angle d’incidence

1 en [ varie.Calculer notamment la valeur maximum de .
D.
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Application numérique : :n = 1,5

® 81 Lycée Poincaré, Nancy
15 min.
Réfraction de la lumiere MPSI-PCSI-PTSI

On admet que 1’évaluation des distances est -
une conséquence de la vision stéréoscopique, YEUX__
chez ’homme. .

Compte tenu de 1’écart entre les yeux d’un in- : d
dividu et la distance d qui les sépare d’un point P observé, on supposera valable 1’ap-
proximation des petits angles :

V

siny ~ yet tany >~y

1. Un point lumineux P est immergé a une profondeur h
dans I’eau, d’indice de réfraction n = 1,33. Un observa-
teur, placé dans I’air (d’indice de réfraction égal a 1), a
la verticale de ce point semble 1’apercevoir a une profon-
deux h'. L'observateur apercoit néanmoins P’. Trouver
I’expression de A’ en fonction de h et de n.

2. Une tige est partiellement immergée dans cette eau et fait,
dans I’air, un angle o = 45° par rapport a 1’horizontale.
Un observateur situé dans I’air estime que la tige présente,
dans I’eau, un segment linéaire d’angle o’ par rapport a
I’horizontale :

tige
/ g
o air

\% eau

N

Donner la valeur de .

® 82 Concours ENSI
20 min.

Réfraction et réfléxion totale MPSI-PCSI-PTSI

I- Les lois de Descartes

On considére deux milieux transparents semi-infinis d’in- indice 7, milieu 1

dices optiques n et nq, séparés par une frontiere plane. indice n, milieu 2

1. Donner les lois de Descartes relatives a la réfraction pour un rayon venant du milieu
1. On notera ¢; 1’angle d’incidence et io 1’angle réfracté.

2. On considére maintenant le cas n; > ns.
Démontrer que lorsque i; est supérieur a un angle iy, le rayon ne peut pas se
propager dans le milieu 2.

3. Donner I’expression de 7, en fonction de ny et no.

4. Que se passe-t-il alors pour un rayon d’incidence supérieure a im,x ?
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II- Propagation dans une fibre optique : aspect géométrique
Dans la suite, on considere le modele simple de la fibre optique suivant :

X

gaine d'indice n, e,

A T 2y
gaine d'indice n, A\ e,

Un cylindre d’indice n. et de rayon a, dénommé le cceur de la fibre, est entouré d’un
milieu d’indice n plus faible (n, > n,) d’épaisseur e¢,;, dénommé gaine de la fibre. La
fibre est placée dans I’air d’indice optique égal a 1.

On ne considere, dans ce probleme, que les rayons lumineux se propageant dans le plan
Ozz (plan de la feuille).

1. On considére un rayon lumineux se propageant de O vers M; dans le cceur en
faisant un angle 6 avec I’axe Oz (voir la figure).

(a) Pour quelles valeurs de 6 le rayon est-il totalement réfléchi au point M7 ?
(b) Que se passe-t-il alors au point My ?

2. On considere maintenant le rayon se propageant de A vers O dans 1’air, en faisant
un angle 6. avec I’axe Oz (voir la figure).

(a) Exprimer la valeur maximale de 6., notée 6., pour laquelle le rayon est tota-
lement réfléchi au point M.

(b) Calculer la valeur numérique de 6., pour n. = 1,53 et ny, = 1,49.

€max

III- Propagation dans une fibre optique : aspect dynamique

On suppose qu’une lampe émet des impulsions lumineuses a une fréquence f. De plus,
on considere que ces impulsions lumineuses ont une durée tres breve devant leur pé-
riode.

1. On considere un rayon lumineux issu d’une impulsion de cette source et pénétrant
a I’instant ¢ = 0 dans la fibre optique (en z = 0) sous 'incidence 6, = 0.
Calculer alors le temps mis par ce rayon pour parcourir une longueur L de la fibre.

2. On consideére maintenant le rayon pénétrant (en z = 0), a 'instant ¢ = 0, dans la
fibre optique sous I’incidence 6, = 6; définie par :

sin 01 = n. - =

Calculer alors le temps mis par ce rayon pour parcourir la longueur L de fibre.

3. Dans la pratique, une impulsion lumineuse issue de la lampe et incidente sur la
fibre (en z = 0) se traduit par un cdne de rayons arrivant a I’instant ¢ = 0 suivant
toutes les incidences 0 < 6, < #1. Calculer alors la différence At entre les durées
de propagation des rayons correspondant a ., = #; et ., = 0, pour une longueur
de fibre égale a L.
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4. La grandeur At s’appelle 1’élargissement temporel de 1’impulsion lumineuse au
bout d’une distance de propagation L. Au bout de quelle distance L; y a-t-il recou-
vrement des impulsions ?

® 83 Concours ESIGETEL
30 min.
Réfraction MPSI-PCSI-PTSI

N

Un spectroscope est un appareil destiné a étudier le
spectre d’une source lumineuse. Un collimateur permet
de réaliser un faisceau de rayons paralleles qui va éclai-
rer un prisme. Un viseur permet ensuite d’étudier la lu-
miere ayant traversé le prisme.

Le prisme utilisé est caractérisé par un indice n qui dé-
pend de la longueur d’onde. Sa section est un triangle d’angle A. Le prisme est placé
dans I’air dont I’indice sera pris égal a 1. Un rayon rencontre une face au point / sous
I’angle d’incidence i et ressort par I’autre face au point J sous 1’angle 4’ :

1. On suppose d’abord la lumiere monochromatique et I’indice du prisme égal a n.

(a) Ecrire les lois de Snell-Descartes en [ et J et la condition d’émergence en J.
En déduire que A doit étre inférieur a une valeur limite Ag, pour qu’il existe au
moins un rayon émergent. On suppose désormais cette condition réalisée.

(b) Calculer I’angle de déviation D, en fonction de 4, i’ et A.

(c) Déterminer la valeur ¢y de ¢ correspondant a un minimum de déviation, en fonc-
tion de n et A.
Calculer alors la déviation minimum D,,,.

(d) En déduire que I’on peut calculer n avec la relation :

. (Dm+A)
sin [ ———
N2
. [A
sin | 5

2. On éclaire le prisme avec une lampe a vapeur de mercure, pour laquelle on a mesuré
D,,, pour différentes longueurs d’onde et obtenu les valeur de n correspondantes :

n —=

A (pm) 0,4047 | 0,4358 | 0,4916 | 0,5461 | 0,5770
n 1,803 1,791 1,774 1,762 1,757

|
2 (um=2) | 6,11 5,27 4,14 3,35 3,00

(a) Montrer que n peut se mettre sous la forme :
B b
n=a+ 2
ou a et b sont des constantes.

(b) Pour une lampe a vapeur de cadmium, on mesure un indice égal a n = 1,777.
En déduire la longueur d’onde et la couleur correspondantes.
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® 84 Concours Centrale-Supélec
5 min.
Lentilles minces MPSI-PCSI-PTSI

On forme, a I’aide d’une lentille mince £ convergente, de centre O, de distance focale
image [/, 'image A’B’ d’un objet AB sur un écran E. La distance de AB a L est
égale a2 f'.

C I

Ou doit-on placer I’écran E pour obtenir une image nette ?
Comparer la taille de I’'image a celle de I’objet.

® 85 Lycée Clémenceau, Reims
10 min.
Lentilles minces MPSI-PCSI-PTSI

On considere une lentille mince convergente de distance focale image f”. Elle est pla-
cée dans I’air dont on suppose I’indice absolu égal a I’unité.

1. Pour quelles positions de I’objet cette lentille donne-t-elle d’un petit objet réel AB,
perpendiculaire a I’axe optique principal, une image A’ B’ visible sur un écran F
perpendiculaire a I’axe optique principal ?

2. Applications numériques : calculer la position de 1’écran si AB est a 0,2 m du
centre optique O de la lentille et f/ = 10 cm. Quelle est, dans ce cas, la taille de
I’image si AB mesure 1 mm ?

3. Vérifier les calculs par construction géométrique.

® 86 Concours ESIGETEL
15 min.
Lentilles minces MPSI-PCSI-PTSI

On consideére une lentille mince et on oriente I’espace de la fagon suivante :

On négligera les phénomenes de diffraction.

1. Introduction
On considere une lentille convergente de centre optique O, de foyers objet F' et
image F.
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On note f’ = OF” sa distance focale image.
Onpose x = OA etz = OA’, A’ étant I'image d’un objet A ponctuel sur 1’axe
optique.

(a) Construire I’'image d’un objet transversal AB situé a 1,5 x f’ avant la lentille.
: : : A'B’
Estimer, a I’aide du schéma, le grandissement transversal v = =5

(b) Exprimer le grandissement transversal en fonction de F'A et f’, puis F'A’ et
/

2. Méthode de Silberman
On se propose de déterminer, expérimentalement, la valeur de la distance focale f”
d’une lentille convergente.

(a) Montrer qu’il existe un unique couple de plans conjugués pour lequel le gran-
dissement vaut —1. Déterminer les valeurs de x et 2’ correspondantes.

(b) On obtient, expérimentalement, un grandissement de —1 lorsque 1’objet et
I’image sont distants de 1 m. En déduire la distance focale de la lentille.

3. Méthode de Bessel
L’objet A et I'image A’ sont fixés A une distance D 1’un de ’autre, on cherche les
positions du centre O de la lentille permettant de les conjuguer.

(a) Montrer qu’il existe deux positions O; et Oy de la lentille réalisant cette conju-
gaison.
En déduire la distance a entre O1 et Oy en fonction de D et f. Quelle condition
doit vérifier D pour que ces positions existent ?

(b) On obtient, expérimentalement, a = 0,50 m pour D = 1,2 m. En déduire f.

(c) Que pensez-vous de la précision de ces déterminations ?

® 87 Lycée Amyot, Melun
15 min.
Lentilles minces MPSI-PCSI-PTSI

On considere une lentille mince £ utilisée dans les conditions de Gauss. Elle est ca-
ractérisée par son centre optique O, sa distance focale image f’ et ses foyers objet et
image qui sont notés respectivement F et F’.
La formule de conjugaison de Descartes (relation 1) précise la position, sur I’axe op-
tique, des points conjugués A et A’ :

1 1 1

or o1 T ™

1. L est une lentille convergente et R’ un rayon
émergent, non parallele a 1’axe optique. Re-
copier approximativement la figure ci-contre - -- -- W
et proposer une construction géométrique du
rayon incident R correspondant.
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2. On souhaite déterminer, expérimentalement, la distance focale image f’ de la len-
tille £. Pour cela, on effectue le relevé, sur un banc d’optique gradué, des positions
sur I’axe : du centre optique O, du point objet lumineux A et de son image A’. Les
résultats sont consignés dans le tableau suivant :

AO (ecm) 24,0 26,0 28,0 300 320 340 360 380
OA’ (em) 120 86,7 70,2 60,2 53,1 48,6 452 422

(a) Exploiter les résultats du tableau pour vérifier la formule de Descartes (1).

(b) En déduire la valeur numérique de la distance focale image f”.

® 88 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.
Lentilles minces MPSI-PCSI-PTSI

On dispose, dans un laboratoire, de trois lentilles minces :
* une lentille convergente L4, de distance focale image f; connue et de centre optique
O1;
* une lentille convergente Lo, de distance focale image f4 connue et de centre optique
O2;
* une lentille divergente £, de distance focale image f’ inconnue et de centre optique

0.

Afin de déterminer f’, on met en ceuvre ’expérience suivante (appelée mérhode de
Badal :

* Un objet ponctuel lumineux A est placé au foyer objet de £; et son image par Lo
est projetée sur un écran situé a une distance f3 de Lo :

!
2
F O O, EF’2
L, L, écran

e Lalentille £ est intercalée entre £ et L ; il est alors nécessaire de reculer 1’écran
d’une distance D pour y recevoir I’image nette A’ de A :

- —@TT- - mm mm em e o= e @ —m —m -

F O 0
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Montrer que la distance focale f’ est alors calculable par la formule :

/\2
7=~ 00, - 1
® 89 Concours E.N.S.T.L.LM.
20 min.
Miroirs sphériques MPSI-PCSI-PTSI

On admet qu’au niveau du sol, une surface X orientée perpendiculairement aux rayons
solaires, recoit du Soleil une puissance par rayonnement Pr égale a my X X, avec
7o = 1 kW - m~2. Le principe d’une centrale thermo-solaire est le suivant : le rayonne-
ment solaire, concentré par un grand miroir sphérique, apporte de I’énergie thermique a
une chaudiere qui sert de source chaude a un moteur ditherme entrainant un générateur
électrique.

1. Rappel sur les miroirs sphériques
Soit un miroir sphérique de centre C, de sommet S et d’axe principal (C'z), utilisé
dans les conditions de Gauss.
(a) Qu’appelle-t-on foyer principal d’un miroir sphérique ? Préciser sa position et
illustrer sa propriété par une figure, pour un miroir concave puis un miroir
convexe.

(b) Indiquer rapidement une méthode expérimentale permettant de déterminer la
position du foyer d’un miroir concave. Indiquer aussi une méthode expérimen-
tale permettant de déterminer rapidement le caracteére concave ou convexe d’un
miroir sphérique.

2. Etude de la concentration du rayonnement solaire
La concentration du rayonnement solaire
est réalisée par un grand miroir sphérique
concave, de sommet S, de centre C, de
rayon de courbure Ry = C'Sy et de rayon c \
d’ouverture ¢ (le rayon d’ouverture est le
rayon de base de la calotte sphérique effec-
tivement réfléchissante), représenté sur la
figure ci-contre. Ce miroir est orientable, si plan P /
bien que le centre O du Soleil est constam-
ment situé sur son axe principal (Cz). On
admet que les conditions de Gauss sont vé-
rifiées.
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Données numériques :
e rayon de courbure du miroir : Ry = 40 m
e rayon d’ouverture : ¢ = 5,6 m
e rayon du Soleil : a; = 7,1.10° m
* rayon moyen de I’orbite terrestre : R = 1,50.10'' m

(a) Sur le schéma ne sont représentés que les rayons solaires paralleles a 1’axe op-
tique du miroir. Exprimer, en fonction de a (rayon du Soleil) et de R (distance
Soleil-Terre), I’inclinaison maximale « par rapport a I’axe optique des rayons
tombant sur le miroir ; effectuer I’application numérique.

(b) Préciser la position du plan (P) sur lequel se formera I'image géométrique du
Soleil et réaliser la construction géométrique de cette image. Préciser son rayon
a.

(c) Le miroir est parfaitement réfléchissant. Quelle est la puissance rayonnée Pp
incidente sur le plan (P) au niveau de 1’image du Soleil ? On négligera la faible
partie du faisceau incident qui aura été arrétée par (P) avant réflexion.

® 90 Lycée Roosevelt, Reims
20 min.
Lentilles minces MPSI-PCSI-PTSI

Une lentille mince divergente £, de centre optique
O et de distance focale image f’ est utilisée dans
le cadre de I’approximation de Gauss. Les foyers
objet et image sont notés respectivement F et F”.

1. On considere un rayon incident R non paral-
lele a I’axe optique de L. Recopier approxi-
mativement la figure ci-contre et proposer une
construction géométrique du rayon émergent
R’ correspondant.

2. On choisit un point A sur I’axe optique et
un objet réel AB orthogonal a I’axe, tels
que AF" > 0 (figure ci-dessous).

(a) Recopier approximativement cette fi- - - & -~ - - e . . o
gure et proposer une construction A
géométrique de I’image A’ B’ corres-
pondante.

(b) Quelle est la nature de I’'image A’ B’ ?

3. Application numérique : f' = —5 cmet AO = 7,5 cm.
(a) Calculer A’O.

(£)

A'B’
AB

(b) Calculer Ia valeur du grandissement linéaire défini par : v =

®91 Concours ENSI

5 min.
Instruments d’optique MPSI-PCSI-PTSI

L’ objectif d’un télescope est constitué d’un miroir primaire sphérique M, concave,
dont le rayon de courbure sur I’axe optique est de 30 m, et d’un petit miroir sphérique




216 Chapitre 3

M, convexe, de rayon de courbure 32 m. La distance entre les sommets S et S5 des
deux miroirs est 9 m

1. Ou se trouve le foyer image F}, du miroir primaire M, ?

2. Quelle est, par rapport au sommet S5 du miroir secondaire My, la position de
I’image F. que donne M de F),?
En déduire la distance qui sépare F. du sommet .S; du miroir primaire.

® 92 Lycée Hoche, Versailles
10 min.
Instruments d’optique MPSI-PCSI

Une lunette de visée est utilisée pour mesurer la vitesse verticale de chute de goutte-
lettes d’huile. Elle peut étre schématisée par un systeme de deux lentilles convergentes :
I’objectif £, de distance focale image f] et I’oculaire L2 de distance focale f4. Dans
le plan focal objet de Lo, on a placé un micrometre (échelle graduée dont deux gradua-
tions consécutives sont espacées d’une distance € metre).

gouttelette Zr/ micrométre
. 0
- de e e am - D 10- e e @= == == = mm me —eThe e - o 24 o oo - -
' F' IF, >
: oeil
-t (A
vz
‘Cl L?

L’observateur n’accommode pas et voit donc net un objet a ’infini. La longueur ¢ de
la lunette est réglée de telle fagon qu’une gouttelette située a la distance d de I’ objectif
est vue nette a travers la lunette.

1. Pourquoi le micrometre est-il placé dans le plan focal objet de Lo ?
Pourquoi est-il nécessaire de placer 1’ceil a proximité de 1’oculaire ?

2. Quelle relation entre d, ¢, f{ et f4 traduit le réglage de netteté de la lunette ?

3. (a) On repere la position verticale z de la gouttelette par la graduation z’ lue sur le
micrometre. Quelle est I’expression de la vitesse verticale v d’une gouttelette
si, pendant une durée 7, elle s’est déplacée de Az’ graduations ? On exprimera
cette vitesse en fonction de Az, 7, d, ¢, € et f5.
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(b) Déterminer les valeurs de d et ¢, sachant que f{ = 2 cm, f} = 0,5 cm et qu’en
7 =10 s le déplacement Az’ mesuré sur le micrométre, correspondant a une
gouttelette de vitesse 0,01 mm - s~1, est de 0,5 mm.

®93 Concours ENSI
15 min.
Instruments d’optique MPSI-PCSI-PTSI

On considére un systeéme optique (de type objectif de télescope) constitué d’un
miroir principal sphérique concave (centre C, sommet S7, avec C1.57 = Ry = 6 m)
et d’un miroir secondaire sphérique convexe (centre C5, sommet So, avec
0252 = R2 =60 m)

SQ Fl S

B e N S S R e Tl

Cl 02

/

F étant le foyer associé au premier miroir, on supposera que ’on a en outre :
SQF 1= 20 cm.

A P’aide d’un tel dispositif, on observe un objet lumineux infiniment éloigné et de
diameétre apparent ¢ = 0,5°.

Déterminer les caractéristiques (position, dimension) de 1’image fournie par ce
systéme optique.

® 94 Lycée Pissarro, Pontoise
15 min.
Instruments d’optique MPSI-PCSI-PTSI

Soit e I’angle sous lequel un observateur voit, a I’ceil nu, un objet réel AB orthogonal
a I’axe et situé a I’infini (« est appelé diameétre apparent de I’objet AB). Le point A
appartient a 1’axe.

Afin de mieux observer cet objet, on utilise une lunette constituée de deux lentilles : £
(objectif convergent de distance focale image f1) et L (oculaire divergent de distance
focale image f1).

La distance e séparant les deux lentilles est réglée pour qu’un ceil normal n’ait pas a
accommoder lorsqu’il observe, a travers la lunette, I’image d’un objet situé¢ a I’infini.

1. Exprimer e = O1 04 en fonction des valeurs algébriques f7 et f5.

2. Faire un schéma et tracer la marche d’un faisceau de rayons issus de B, point a
I’infini n’appartenant pas a 1’axe.
3. Soit o’ le diamétre apparent de I'image finale A’B’. Exprimer, en fonction des
!/
. . P o
valeurs algébriques f] et f4, le grossissement défini par G = —.
@

4. Application numérique : f{ = 20 cmet f5 = —5 cm.
Calculer le grossissement G.
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5. L’image A’ B’ est-elle renversée par rapport a I’objet AB ?

® 95 Concours Icare
20 min.
Instrument d’optique MPSI-PCSI-PTSI

On étudie, dans ce probléme, un viseur a frontale fixe.

1. Caractéristiques de la lunette
Une lunette est constituée par un objectif, un réticule et un oculaire.
On admettra, pour simplifier, qu’objectif et oculaire sont des systémes minces de
distances focales images f] et f5.

(a) L utilisateur observe, sans effort, le réticule a travers 1’oculaire ; quelle doit étre
la position du plan du réticule par rapport a 1’oculaire ? Ou I'utilisateur doit-
il placer son ceil ? Ce placement présente-t-il une contrainte importante pour
I’observation ?

(b) Le réglage de la lunette nécessite 1’observation sans fatigue de I’image nette
d’un objet situé a grande distance. Quelle est la distance entre objectif et ocu-
laire dans ce cas ? Comment peut-on qualifier la lunette ainsi réalisée ?

(c) Donner I’expression du grossissement en fonction des distances focales de 1’ob-
jectif et de I’oculaire ; ce grossissement peut-il étre positif, négatif ? Une lunette
sans réticule présente-t-elle les mémes contraintes ?

2. Transformation en frontale fixe par adjonction d’une bonnette

(a) On place en avant de I’objectif une lentille supplémentaire, la bonnette,
de distance focale image f; bien connue et assimilée a une lentille mince
convergente ; montrer qu’un tel dispositif permet de viser des objets a distance
constante de la bonnette. La distance entre la bonnette et 1’objectif est-elle
quelconque ?

(b) On suppose connues toutes les distances focales ; exprimer la taille de I’ob-
jet visé en fonction de la taille de son image vue dans le plan du réticule (on
supposera que le plan du réticule porte des graduations).

3. Transformation en frontale fixe par déplacement de I’objectif
L objectif est éloigné de I’oculaire de telle sorte que I’observateur obtienne une
image nette d’un objet placé a une distance donnée de I’objectif. On souhaite ainsi
ne pas avoir a utiliser une bonnette de distance focale image donnée f; collée a
I’objectif (de distance focale image f7) en déplagant cet objectif. Quel est le dépla-
cement de cet objectif ?

® 96 Lycée Saint-Louis, Paris
25 min.
Instruments d’optique MPSI-PCSI-PTSI

Une lunette est composée d’un objectif assimilé a une lentille mince convergente de
distance focale image f] = 10 cm, de centre optique O;, de monture circulaire de
diametre d; = 3 cm, et d’un oculaire réglable en distance par rapport a I’objectif’;
cet oculaire est assimilable aussi a une lentille convergente de distance focale image
1% = 2 cm, de centre optique O3, de diametre dy = 1 cm.

La lunette est réglée, dans un premier temps, pour observer un objet situé a I’infini;
I’observateur regarde dans I’instrument en accommodant a 1’infini.
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1. Quelle est la distance 0105 ?
2. Grosissement

(a)

(b)

Dessiner, sans nécessairement respecter 1’échelle, mais avec soin, la marche
d’un rayon lumineux venant de I’infini et faisant un angle 6 avec I’axe de 1I’ins-
trument.

Ce faisceau ressort en faisant un angle 6’ avec 1’axe. Les angles 6 et 0’ étant
!/

orientés, calculer le grossissement G = 'k

3. Cercle oculaire

(a)

(b)

(©)

On appelle cercle oculaire I’'image de la monture de I’objectif par 1’oculaire.
Donner sa position C' sur I’axe optique, par rapport a 1’oculaire.

Un faisceau parallele incident, limité par la monture de 1’objectif et provenant
d’un objet a I’infini, vu sous la distance angulaire 6, pénétre dans 1’ instrument.
11 éclaire I’oculaire selon un cercle de diametre §’. Calculer §’.

A quelle condition sur 6 ce cercle est-il entierement compris dans la monture
de I’oculaire ?

A quelle condition portant sur 6 tous les rayons entrant dans le systéme optique
sont-ils stoppés par I’oculaire ?

L’observateur place, en principe, son il en C' (position du cercle oculaire).
Pourquoi I’observateur a-t-il I’'impression que les bords des images observées
sont moins lumineux que la zone centrale (on justifiera la réponse par des cal-
culs) ?

Pourquoi vaut-il mieux placer son ceil au niveau du cercle oculaire ?

4. Role de il

(a)

(b)

L’ observateur place son ceil en C'. Sachant que pour une vue normale, I’ ceil voit
net de 25 cm a Iinfini, déterminer la position A sur I’axe optique de 1’objet le
plus proche qui peut étre vu nettement.

On donnera la valeur de la distance O; A.

Calculer le grandissement transversal de la lunette pour un objet placé en A.
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®78 Q.C.M.

Le prisme supérieur joue toujours son rdle tandis que le prisme infé-
rieur est immergé dans I’eau : Un rayon arrive donc au point / de ce
prisme sous incidence ¢ = 45°, alors que 1’angle limite i, dépend de
I’indice n. = 1,3 de I’eau et de celui (n,, = 1,5) du verre :

. . Te . 1,3 ° =
— — e —_— = 60 1 y
ip = arcsin (nv) arcsin <175) ) T

11 apparait ainsi que 7 < 7y, ce qui signifie aussi que le rayon subit, en I, une réfraction
et non une réflexion totale :

S~
<
N

Ainsi, 1’absence de réflexion totale explique le défaut de vision de I’observateur :

réponse 5.

®79 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Soient :

» ¢/ I’angle que fait le rayon (2) avec la normale a la (1)
deuxieme face de la lame ;

e retr’ les angles entre le rayon a I'intérieur de la lame et
les normales (n) et (n') des faces.

Les faces de la lame étant paralleles, les normales (n) et (n') _
le sont également, en conséquence de quoi r = r/, ce qui im- "1
plique que :

sinr = sinr’ = ny sinr = ny sinr’

soit, compte tenu de la loi de Snell-Descartes :
ny sini = ng sini =i =1
—— ——

=no sinr =nq sinr’

Ainsi, les rayons (1) et (2) faisant, dans le plan de la feuille, le méme angle avec
les droites (n) et (n’) paralleles, on en déduit que ces rayons sont paralleles.

2. Soient A et B les points d’incidence et d’émergence du rayon lumineux.
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En appelant H le projeté de A sur le prolongement du rayon (1
(2), il apparait que :

Ty
AH )
sinazﬁzﬁ = Jd=ABsinaaveca+r =1 n,
= d=ABsin(i —r)
‘ n
De méme, si B’ désigne le projeté orthogonal de B sur la face H>\ '
supérieure de la lame : ‘ (2)
: NV c
cosT = =— =
AB AB cosT
Finalement :
5o sin(i — r)

cosT
3. Sil’angle 7 est suffisamment petit (de méme que I’angle ), on peut poser :
sin(i —r) ~i—ret cosr~1
c’est-a-dire :

d~ex (i—r)

De plus, le développement limité au premier ordre s’applique aussi a la loi de Snell-
Descartes :

ny sint =ng sinr = Ny X1>~ng X1

ny . 1 . o
= rr~— X1=— Xipourn=—
) n ny

1
= 6~e><i><<1>
n

ce qui revient a :

d~ex

® 80 Lycée Livet, Nantes

1. Soit i I’angle d’incidence du rayon qui arrive en I, ou il est réfracté sous un angle
r dans le milieu d’indice n :

sini =n sinr )
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On note O la trace de I’axe du cylindre sur la feuille de papier, de sorte que les
points A, B ol la lumiére se réfléchit ainsi que les points 7, J ou la lumiére est
réfractée, sont équidistants de O :

Ol =0A=0B=0J 3)

Apres avoir pénétré dans le cylindre, le rayon arrive en A sous un angle r 4, et
se réfléchit avec le méme angle. L’identité (3) montre que le triangle (TOA) est
isocele, en conséquence de quoi :

=174 4)

De méme, le rayon parvient en B sous un angle 5 d’ou il est réfléchi avec le méme
angle. Or, I’identité (3) montre également que le triangle (A0 B) est isocele, ce qui
impose :

TB=TA ®)
Enfin, le rayon parvient en J sous un angle ' tel que :

r=rg (6)

car I’identité (3) révele que le triangle (BO.J) est isocele.
Quant a I’angle d’émergence du rayon lumineux en .J, il est aussi soumis a la loi
de Snell-Descartes :

sini’ = n sinr’
ou les identités (4), (5) et (6) fournissent :
v =rgp=r4=r=-sini =nsinrcar r=1r'
et la loi (2) conduit a :

sini =mn sinr = sini =sini = i =i
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On appelle 67, 0.4, g et § 5 les déviations successives subies par le rayon lumineux,
telles que :

i=0r+r op=1i—r r=r
oa+2ra=m a=7m—214 i =1
op+2rp=m bp=m—2rp avee rTA=T
oj+7r' =4 oy=1 —1' rg=r
5]:7:77'
N (5,]22'—7‘
op=m—2r

op=m—2r

La déviation totale subie par le rayon vaut alors :

D=6r4+05+04+6p=2i—2r+2w —4r

c’est-a-dire :
D=2 —6r+2r (7

2. Compte tenu de la loi précédente :

dD dr dr
—=2-6—=2(1-3—
di 0 di ( s di) ®
Or, la différentielle de la loi de Snell-Descartes : n sinr = sin ¢ s’exprime par :
d
ndr cosr = di cosi = nd—:cosr:cosi 9)
N ﬂ _ cos i (10)
di  ncosr
C’est pourquoi :
dD j
.:2(1—3 cost ) (11)
di n CoST

Aussi, la déviation D devient extremum pour une valeur ¢ = ¢g (a laquelle corres-
pond une valeur 7 de r) telle que :

aD
di |,

20

=0 = 3cosig=mncosrg

3 cosig :n\/l —sin’rg = \/n2 — n2sin’rg

3 cosig = \/n? — sin? ig car n sinrg = sin g

9 cos?ip = n?—sin?ig=n?— (1 —cos?ip)

c’est-a-dire aussi :

= n2—1+cos2i0
= 8coszi0:n271

n2 —1

= coSig = 3
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1,5)2 -1
cosig = % = |19 = 0,39 rad

A cette valeur correspond une valeur g de 7 vérifiant :

. L. . sin ¢ sin(0,39
n sinrg = siniy = sinrg = 0 = (15 ) = 79 = 0,26 rad
n b

La déviation correspondant a ¢ et rg est alors donnée par le résultat (7) :
Dy = 2ig—6rg+27r=2x0,39—6 x 0,26 + 27
= Dy =5,5rad = 27w — 0,78 rad

44,77
Cette valeur montre qu’a la sortie du cylindre, les rayons lumi- D
neux font entre eux un angle de 0,78 rad. Il convient maintenant
de chercher la nature de [’extremum Dy de D (maximum ou mi-
nimum).
Une seconde dérivation de I’équation (8) se traduit par :

&r
a2

d*D
di?

(12)

0 0

tandis que la dérivation de I’équation (9) fournit :

2
dr AN d*r r . L
N — COST = COS 1 n——= cosST —n| — | sinr = —sin¢
di di? di
2
. dr .
cosrg =mn sinrg | — — sin g
di io

N d2r
n —5
di?

i
ol la loi de Snell-Descartes impose :

2
. Lo d>r L dr
nsinrg =sinig = n —| cosrg = sinig X e —1
. 1 /.
20 20

di?

. o dD . .
Enfin, ¢y est la valeur de ¢ qui annule T dont I’expression est fournie par 1’équa-
i

tion (8) :
1
=0 = 2(1—3dr >:0$d7f
io di

aD
di |, di

20

0

N d*r e [ 8 . .
n —=| cosrg=sinig |- — 1| = —= sini
diz|, " ’ 19 9 "
d?r 8 sinig
= —| =--
di? io 9 n cosry
Ainsi I’identité (12) devient :
d*>D B d?r 16 o sin zg - d*>D <0
di? io a di? io 3 ncosig di? io
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Cette derniere inégalité confirme que D prend une valeur minimale Dy = 5,5 rad
pour une incidence i = 0,39 rad.

® 81 Lycée Poincaré, Nancy

1. Le point P émet, dans I’eau, des rayons d’angle ¢ par rapport a la verticale :

air
eau

(

P

A leur traversée de I’interface eau-air, ces rayons subissent une réfraction; leur

angle de réfraction vaut 7 :
\: H AV air

Soit (H P) la verticale passant par P, et P’ le point d’intersection d’un rayon ré-
fracté avec cette verticale. Par définition :

) HA
dans (HAP') : tanr:ﬁ tani  HP' 13
dans (HAP) : tani—H—A 7 G TP "
' ~ HP
~ HP' =HP x ttam (14)
anr

En outre, dans le cadre de I’approximation des petits angles, il est 1égitime de po-
ser :

{ WL pgp e gPx
tanr >~ r r
de méme que se simplifie la loi de Snell-Descartes :

HP

sintr=nsini=r~nxi=HP ~~—— (15)
n

En posant HP = het HP' = I/, cette identité devient aussi :
1
M ==xh
n

2. A chaque point P de la tige immergée correspond une image P’, seule perceptible
par un observateur situé dans 1’ air.
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Les angles « et o définissent alors, dans les triangles
(HH'P')et (HH'P) :

H/P/ h/
tan o’ = HH ~ HE tana’ A" 1
tan o = HIP_ h tana  h n
HH' HH’
soit encore :
, tanao
tana’ =
n
Application numérique :
a = 45° ,  tan(45%) 1 PR
{ n =133 = tana’ = 71733 =13 = o =37
@82 Concours ENSI

I-Les lois de Descartes

1. On appelle normale 77 le vecteur perpendiculaire a I’interface (X) séparant les deux
milieux transparents. Les lois de Snell-Descartes relatives a la réfraction stipulent
que :

* les rayons incident et réfracté sont coplanaires avec la normale, au point d’in-
tersection entre le rayon incident et la surface (X).

n
plan de réfraction

milieu 1 interface (X)

milieu 2

rayon réfracté

¢ les angles d’incidence (71) et de réfraction (7o) sont liés par les indices de ré-
fraction correspondants :

nq Siniy = ng sinis
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S|

2. Lorsque la réfraction se produit,

N1 SNty = Ng Sl %2 = SNy = — SIN %]
n2

Aussi, la représentation graphique donnant sinis en Sl %

fonction de sin 71 est une droite de pente % > 1. 1 .
2 i
Etant donné que sin i, et sin i, doivent demeurer in-
férieurs a 1, il apparait un angle i1 = imax a partir -1 :
duquel sin iy < 1 ne peut plus étre respecté. Dans ce SiN 4y,
cas, 1] > iy interdit la propagation de la lumiere
dans le milieu 2 (il n’existe pas d’angle i vérifiant
la loi de Snell-Descartes). ! -1

’
’

sin 4

3. Compte tenu de ce qui précede, la condition sin iy < 1 impose aussi :

ny . . . no . . N9
— sini; < 1=sini; < — = 47 < arcsin [ —
) ni 1

Ce résultat confirme I’existence d’un angle i, tel que la diffraction soit condition-
née par :

i1 < imax / imax = arcsin (@> (16)

ni

Remarque — L’existence de l’angle i,,,, est intimement liée a ’inégalité :

n2
ny>ng = — <1
ni

4. Lorsque 7 > imax, |’énergie lumineuse ne pouvant plus se propager dans le milieu
2, toute celle-ci est réfléchie ; il se produit un phénomene de réflexion totale.

I1I- Propagation dans une fibre optique : aspect géométrique

1. (a) Compte tenu de I’étude précédente, un phénomene de réflexion totale peut se
produire sur M; étant donné que n, > ny.
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(b)

2. (a)

(d)

Chapitre 3

Ce phénomene se produit des que ’angle d’incidence 7 atteint la valeur iy,

telle que :
. Ng
SIn(imax ) = —2
(&

avee |
™

i:§—9:>sini20089

c’est-a-dire que la réflexion totale se produit pour une valeur 6,, de @ telle que :

cosb,, = g = 0,, = arccos <E> 17)

Ne Ne

Dans ces conditions, le rayon subit une réflexion totale en M et est ainsi réflé-
chi sous un angle ¢’ = iy,,. Par suite, ce rayon arrive en My sous 1’incidence
i’ = imax. car les interfaces contenant M; et My sont paralléles ; une nouvelle
réflexion totale se produit en M.

Au point O, un phénomene de réfraction se produit.

La loi de Snell-Descartes s’y applique donc
sinf, = n, sin6.

Notamment, la réflexion totale se produit au point M
a partir d’un angle 6., auquel correspond un angle
0,,, donné par le résultat (17) :

2
n . n
cosb,, = —% = sinb,, = /1 —cos20,, = -

Ne n?2
c’est-a-dire :
.
. . . g 2 2
sinf,,, = ne sinb,, = sinf,,, =nc/1— 3 = \/ne — g (18)

Avec les valeurs numériques n. = 1,53 et ny, = 1,49 le résultat précédent de-
vient :

sinf, = /(1,53)2 — (1,49)2 = 0,347 = 6, = 20,3°

III- Propagation dans une fibre optique : aspect dynamique

1. Lorsque le rayon lumineux arrive en O sous incidence normale (/. = 0), il ne subit
aucune déviation ; il se déplace en ligne droite dans la fibre optique de longueur L :
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Si c désigne la célérité de la lumiere dans le vide, celle-ci se déplace a la vitesse v,
dans le cceur :

c
Ne = — = Ve = —
Ve Ne

Ainsi, il faut au rayon lumineux un temps 7 pour parcourir la distance L telle que :

L L ne L
Ve=—=> T=— =
T Ve c
n2
2. En pénétrant en O sous I’incidence 6, = 6, telle que : sinf; = n.q/1 — —g, le
n

rayon arrive en fait sous I’incidence 6 d’apres le résultat (18) :

€max >

sinf., = n,

€max

Par conséquent le rayon est réfracté en O sous un angle 6,, donné par le résultat
a7)y:

Mo Vs
n O —— M-
cosb,, = 2 /.«{ H, S,
Ne 0] i M el I S
1 n

AL
V5
Si H; représente le projeté de M sur I’axe A de la fibre, on trouve :

OH1 OH1 Ne
= — M, = = — H
cos 0, o, = OM; cosOm g x OH;

11 apparait donc qu’en notant H; la projection d’un point M; sur A,

Ne
M;M; 1 = X H;H; 4
g

et en notant 5, le point de sortie du rayon, de la fibre optique :

M,S, ="« H,S

Ng
Par conséquent, la distance L’ parcourue par le rayon dans la fibre optique vaut :
L' = OM; + MM+ + M, 1M, + M,S,

= &(OHI + HyHy + -+ Hy 1 Hy + HyS) = —< x L
Ng Ng

=L
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et requiert une durée 7’ donnée par :

r ., r c , n’L
UC:—I:>7' = —aveC vV, = — = T =
T Ve Ne NgC

3. Deux impulsions partant simultanément de O sous des incidences 6. = 0 et 6,
sortent de la fibre aprés des durées respectives 7 et 7’ ; la différence entre ces durées
de propagation vaut :

2

nL n.L ne L
L= At=S
Ng C c NgC

At=1—7=

X (ne —ng)

4. Soient (1) et (2) deux impulsions successives émises en O. Ces impulsions sont
séparées, en O, d’une durée T' = — et sont émises sous les incidences 6, = 0 et

0. = 0;. Par suite, elles arrivent en .S avec un décalage temporel At :

(';O' \—eezo— T

(1) (2)
en S

Il y a recouvrement des impulsions lorsque 1’impulsion (2) (pour 6. = 6;) se su-
perpose avec I’impulsion (1) (avec 6, = 0), ¢’est-a-dire lorsque :
1 L 1
At:T:fén 1><(npfng):f¢ L = N ©

f ngc ’ f Ne (nc_ng) fc

Un tel phénomene peut notamment se produire lors de la propagation d’un signal
numérique binaire ; considérons notamment un signal 1 0 1 0 se propageant le long
de la fibre opérant le recouvrement des signaux d’incidence 6, = O et 0, = 6, :

1

0.=0, 0 1 0
10 1 0 | |
en O = 10 1

en S

Le détecteur regoit alors en .S un signal numérique 1111 totalement différent de
celui émis ; il convient alors de tenir compte de ce phénomene, voire le supprimer,
pour ne pas compromettre la fiabilité du transport d’informations par fibre optique.

® 83 Concours ESIGETEL

1. (a) Aux points [ et J les lois de Snell-Descartes imposent deux contraintes :
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* En [ les rayons incident et réfracté sont coplanaires avec la normale 77y,
tandis qu’en .J, les rayons incident et réfracté sont coplanaires avec la nor-
male 715.

En outre, étant donné d’une part que 777 et

719 sont coplanaires par construction, et d’autre m

part que le rayon (2) est aussi rayon incident en

J, il s’ensuit que les rayons (1), (2) et (3) sont

contenus dans un méme plan.

(1) “(n)

* Soit r I’angle de réfraction associé a i en I et soit 7’ I’angle d’incidence du
rayon (2) sur .J, auquel est associé I’angle de réfraction i’ :

n sinr = siné et n sinr’ = sin ¢’ (19)

Le milieu transparent constituant le prisme étant plus réfringent que I’air
(n > 1), un phénomene de réflexion totale pourrait se produire en .J. Afin de
I’éviter, il convient de remarquer que les lois (19) imposent :

n sinr’ = siné’
sini’ <1

1
= nsinr’ <1 =1 < arcsin (> (20)
n

En I, ce phénomene de réflexion totale est proscrit, puisque le prisme est réalisé
dans un milieu plus réfringent que 1’air. En revanche, la condition sin7 < 1,
caractéristique de toute fonction sinus, implique :

1
nsinr =sini < 1 = r < arcsin <) (21)
n

Quant aux angles r et 7/, leur relation avec A
tient directement aux propriétés géométriques du

prisme. M.
En [ et J, les normales 77; et 75 sont, par nature,
perpendiculaires aux faces du prisme :
N 0
a+r=— a=—-r
2 N 2
™
+ o =
p 2 p 2

De plus, dans le triangle (AIJ) :

2

a+B+A=m1 = (E—’I‘)—‘r(z—’l‘/)-i-A:ﬂ'
= 7+A-(r+r)=nx

Par conséquent :

A=r+7 (22)
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Enfin, les conditions (20) et (21) conduisent a :

1
r < arcsin ()
n

/ 3 1
r’ < arcsin | —
n

1l existe donc un angle :

n n

1 1
= r 41’ <2 arcsin () = A < 2 arcsin ()

1
Ay = 2 arcsin (—)
n

tel que A < Ay conditionne I’émergence d’un rayon en J.

(b) La déviation D d’un rayon lumineux est la somme des déviations d; et d2 qu’il
subit aux points d’entrée [ et de sortie J du prisme :

Le schéma ci-dessus indique que :

=0 6 =1i— S
{;/:5121T7"/ é{d;:;’—r’r/ :>D:61+62:Z+Z/_(T+T/)

soit, compte tenu du résultat (22) :

A=r+7 = D=i+i - A (23)

(c) Sachant que A est une grandeur indépendante de 4, la dérivation du résultat
précédent fournit :

di di

ou la loi de la réfraction aux points I et J impose :

sini’ = n sinr’ di’ x cosi’ = ndr’ x cosr’
sini =n sinr di X cost =ndr x cosr
di’ cosi  dr’  cosr’
= — X - = —
di Cos i dr cos T
N di’ dr’ cosr’ cosi
—_— = X —
di dr cosr cos i’
dD dr’  cosr’ cosi
= — xR

di dr cosr cosi’
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En outre, de I’identité (22), il découle que :

r+r7r=A = dr+d’'=0=dr' = —dr

dr’
= — =-1

dr

dD cosr’ cosi
= _q o8 cost

di cosr cos i’
dD  cosr cosi’ — cosr’ cosi

di cosr cosi’

De plus, les lois de la réfraction en I et .J se traduisent par :

. Y . /..
= = SIn7r sine = Sin7”r sin?

sini = n sinr’ sini  sinr’
sint =mn sinr sini sinr

si bien que 1’on obtient :

dD  cosr cosi’ —cosr’ cosi

i cosr cos i’
_ [cosr cosi’ +sinr sini’] —[cosr’ cosi 4 sinr’ sin ]
N cosr cost/

cos(r — i) — cos(r’ — 1)

cos T cos

ou I’on peut utiliser la formule trigonométrique :

. . (p+q . (P—q
cosp —cosq = —2 sin 5 X sln 5

afin d’obtenir :

dD —2 o+ =i =1 Cr=r" =7
- = —— X |Sin| ——— ) Xsm| —— (24)
di cosT cosi’ 2 2

On peut dorénavant distinguer trois cas :

o e sini’ sin r’ R
* Si ¢ est supérieur a ¢, alors : —— = — suffit a prouver que
sin sinr

i >1 = r>r',auquel cas :

i
(=4 =) > 0= sin (F ) s

et d’autre part n > 1 impose :

sini =nsinr’ =4 >r'et sini =nsinr =i >r

de sorte que :

A
T+T/—i—i/:(r—i)+(T,—i/)<Ojsin(r4»r221> <O

L’identité (24) montre de fait que :

D
i>z":>d—,>0 (25)
di
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* Au contraire, si i est inférieur a 7', un raisonnement analogue fournit :

i<i=r<r = (i—-i)+@r-1r)<0

=0 +i=1
= sin — <0

tandis que le résultat :

i > 4 —i—d
n>1=4 . =sin| — | <0
1> 2

demeure inchangé. Il s’ensuit que 1’identité (24) équivaut a :

i<i= g 26)
di

e Lorsque i = 7' :

sini =sini' = nsinr=nsinr' =r=r"=@r-r)+GE—-4i)=0

d’ou il ressort, conformément a 1’identité (24) :

dD
i=i=-—=0 27
di
Les relations (25), (26) et (27) :
1< 1 =1 >4
dD dD dD
PR I i R

Montre que D prend une valeur minimum D,,, lorsque 7 = ¢’ ; on notera do-
rénavant ig = ¢ = 4’ cette valeur, a laquelle est associée la valeur r = r’ = rq
vérifiant 1’identité (22) :

A
r—l—r’:A$2r0:A:r0:§ (28)

Il découle alors de la loi de Snell-Descartes que :
A A
sinig = n sinrg = n sin (2> = 19 = arcsin [n sin (5)] 29)

La déviation D, décrite par la relation (23), devient, au minimum :
D, =ig+ig—A=2ig— A (30)

c’est-a-dire, compte tenu du résultat (29) :

D,, = 2 arcsin {n sin <§>] —A

(d) Les identités (30) et (28) conduisent a :

D,, +A A
Dm:2i0—A$i0:7;— etro =%
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de sorte que 1’expression de I’indice de réfraction n découle de la loi de Snell-

Descartes :

n sinrg = sinigy = n =

2. (a) Les résultats

sin ig

sin rq

sin (

2
A

)

. (Dm + A)
Sm | ————

A (pm)

0,4047

0,4358

0,4916

0,546 1

0,5770

n

1,803

0,791

1,774

1,762

1,757

1
2 (pm~—2)

6,11

5,27

4,14

3,35

3,00

peuvent étre représentés graphiquement :

1,800
1,790
1,780
1,770
1,760
1,750
1,740
1,730
1,720
1,710
1,700

La portion de droite qui apparait indique que n dépend linéairement de

n

3

1 P
RN RRRRNIRRRN RN IRRANRRRRRRN Q(Mmz)
4 5 6

selon la loi (formule de Cauchy) :

n=a+

a2

A2

1 . .
Notamment, en conservant 2 en um~2, les coefficients b et a sont respective-

ment :

* le coefficient directeur de la droite, calculable a partir des coordonnées des

ol 61
1,803

= b=1,4810"2 ym?

points :

et vaut :

o

3,00
1,757

,_ 1803 — 1757

6,11 — 3,00
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* I'ordonnée a I’origine, directement accessible a partir des coordonnées du
point E :

b
n=atyz = 1,757 = a + 1,48.1072 x 3,00

= a=1,757-14810"2x3=1,713
Finalement, n et \ sont liés par la loi :

1
n=1,713+1,48.10"2 x 2 (avec \ en pum)

(b) La lampe a vapeur de cadmium émet une radiation de longueur d’onde A\¢q 2
laquelle correspond un indice de réfraction ncqg = 1,777 vérifiant la loi précé-
dente :

1 1 1,777 —1,713
1,777=1,713+14810 % x — = — =1 °
' (st 1, ey A2 1,48.102

L | L4802
N\
= \=0,4809 um

Une telle longueur d’onde correspond a une lumiere vert-bleue.

® 84 Concours Centrale-Supélec

Soient A’ et B’ les images associées a A et B a tra-
vers L. B
La relation de conjugaison de Descartes permet de f f

i !
connaitre la position de A’ : oAl

A F O'] »

Lo _r ot 1
OA" OA ' " OA 0A f . B
avec
woA=—2f L+ L L _ L _ Gm sy

owOA — fI 2 f T 2f

L’écran F devra donc se trouver a une distance 2 f' de £ pour qu’il 8’y forme I’image
A’B’ de AB. En outre, le grandissement transversal est donné par la loi :

_AB 04 2f
4B 04 T 42

= v=-1

v

Ce résultat indique que A’ B’ = —AB c’est-a-dire encore que A’ B’ présente la méme
taille que AB mais est inversé par rapport a AB :
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® 85 Lycée Clémenceau, Reims

1. Soit O le centre optique de la lentille, a partir duquel s’exprime la relation de conju-
gaison :
1 1 1 1 1 1

or 04 f o0& 0A'7f
L’énoncé précise, en outre, que :
* I’objet AB est réel, auquel cas il se trouve a gauche de la lentille :
0OA <0

 I’image A’B’ peut étre rendue visible a 1’aide d’un écran E, ce qui signifie
également que I’image A’ B’ est réelle, donc a droite de la lentille : OA’ > 0.

B . B’

A

-

De ces hypotheses, il ressort que :

71 >0 = L+i>0:i> l
OA OA f! OA f!
1 1 N _
—— s A A=-0A
= OA> f,carO <0=0 O
= OA>f

Finalement, 1’objet AB doit se trouver dans un plan a gauche du plan focal objet
passant par le foyer F':

B/

ey
)
-f———-o-

AT TR e

5..-..
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2. Enposant OA = —0,2 met f/ = 10 cm = 0,1 m la relation de conjugaison de la
lentille devient :
1 1 1 1 1 1 1 1 1

O OA F ~ ox oA TF T o02to1" 02

= O0A =02m=20cm

L’écran se trouve par conséquent a 20 cm a droite de la lentille.
De plus, le grandissement ~y est donné par :

AT A AT 7 E:].mm
W:AiB:OiA = A’B’z@x%avee OA” =20 cm
AB 04 04 OA=-20cm

= AB =—-—1mm= A'B'=1mm

L’image A’ B’ présente donc la méme taille que I’objet AB, mais est inversée par
rapport a celui-ci.

3. Parmi tous les rayons issus de B, trois sont remarquables :

o le rayon (1) arrivant sur la lentille £, parallelement a ’axe optique, ressort de
L en passant par le foyer image F”;

¢ le rayon (2) traversant la lentille en son centre optique O n’est pas dévié ;

* le rayon (3) arrivant sur la lentille apres étre passé par le foyer objet F' ressort
de L parallelement a 1’axe optique.

Ces trois rayons étant issus de B, le stigma-
tisme de la lentille impose qu’a la sortie de
L les rayons associés ont pour point d’inter-
section I’image B’. Quant a 1’aplanétisme, il
assure que I'image A’B’ de AB est perpen-
diculaire a I’axe optique A ; le point A’ est le
projeté orthogonal de B’ sur A.

Ce schéma confirme les résultats établis a la question précédente, a savoir :

OA’=20cmet A’B’ = —1 mm

® 86 Concours ESIGETEL

1. Introduction

(a) La construction géométrique de I'image A’ B’ associée a AB repose sur la re-
présentation d’au moins deux des trois rayons remarquables :

e Le rayon (1) issu de B et passant par le centre optique O n’est pas dévié.

 Le rayon (2) issu de B parallelement a I’axe optique ressort de la lentille
en passant par le foyer image F”.

e Le rayon (3), issu de B en passant par le foyer F, ressort de la lentille
parallelement a I’ axe optique.

Ces trois rayons, provenant de B, convergent en son image B’ dont la projection
sur I’axe optique coincide avec A’ :



Optique géométrique 239

Ce schéma indique que A'B’ = 2 x AB, et comme 1’image est inversée par
rapport a I’objet AB, il vient :

=22 3D

FA_FO OH_FOavec{OH:A'B' (32)
AB  OH AB  FA FO=T
A8 f '
- 28 _ L L, oL (33)
AB FA FA
et:
FO_FA _ TB _FA O =48 .,
Om AB O FO |\ FO=-f
AB A A
= = e = (35)

AB  —f



240 Chapitre 3

A Méme si I’énoncé n’impose pas de confrontation entre les deux questions
précédentes, le bon sens la suggere, d’autant plus qu’une construction géomé-
trique est toujours sujette a caution. Ainsi, I’hypothese de 1’énoncé, associée au
résultat (33), conduit a :

OA=—15xf = y=d-J_____ 1
’ FA FO+0OA f'—15xf
I
YT osxf

ce qui confirme le résultat (31) obtenu par construction géométrique.
2. Méthode de Silberman

(a) La position des points A et A’ assurant un grandissement v = —1 est accessible
a partir des relations (33) :

I = ,
=—1=—2_=TFA=—
0 7 f
et (35) :
FrA
y=—1=— 7 = FA = f

Ces deux résultats montrent indiscutablement 1’unicité des positions de A et A’
assurant v = 1. En outre, sachant que F'O = [’ et OF’ = f’, on en déduit que :

TA gl Enra) OA — _ ¢/ _ /

FA=—f" = FO+ OA ff= =z 2 f
1 z

et que :
F'A = / E’ Al = / /:2 /
ff=FO+0 ff=u= f

_f/ x!

(b) La distance D entre A et A’ valant 1 m, il s’ensuit que :

AA' =D = A0+0A' =D = —x+2'=D

c’est-a-dire, compte tenu des résultats de la question précédente :

4f' =D = fli%

Application numérique :

1
f’:Z:O,25m:>f’:25cm (36)

3. Méthode de Bessel
(a) Soient A et A’ fixés, tels que AA’ = D. En posant x = OA et 2’ = OA/, la
relation de conjugaison de la lentille mince devient :
1 1 1

x/ x:?
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ou:
/ — = , 1 1 1
T =0A"=0A+AA = 2'=x+D= _ -
x+D x f
-D 1
- = 7D /: 2 D
- 2+ Dx f’é f=a D

= 224+ Dzx+Df =0

Cette équation du second degré admet deux solutions x; et xo distinctes, a
condition que le discriminant :

A=D?>—-4Df =D x(D—4f)
soit positif :

Dx(D—-4f)>0= D>4f" car D >0

Dans ce cas, les solutions sont :

-D+VA
2

D—VA
2

1= 014 = etQSQZOQA:i

ce qui montre que les positions O; et O sont alors distantes de :
a=0103 = a=01A+ A0y =0,A—-0A

a;p;ﬂ+p+2¢£:@

= a=+/D2—4DF

=

(b) Du résultat précédent, il découle que :

D? — a?

@ =D*—4ADf = 4ADf =D*-d* = f'=——

Application numérique :

D=12m . (1,2)2 — (0,5)
a=0,5m - 4%x1,2

= ' =0,248m =248 cm

(c) La méthode de Bessel a permis d’obtenir :

Thessel = 24,8 cm
tandis que celle de Silberman a fourni le résultat (36) :
fSitberman = 25 cm
Ces deux résultats donnent des estimations compatibles de la distance focale :

f/=254+0,2cm
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. . 0 .
ou une incertitude de % = 0,8 % est observée, ce qui représente une excel-

lente précision expérimentale, compte tenu de la simplicité des dispositifs mis
en ceuvre.

® 87 Lycée Amyot, Melun

1. Considérons un rayons R, parallele a R/, et passant par O, ¢’est-a-dire qui n’a pas
été dévié lors de sa traversée de la lentille :

Les deux rayons R’ et R étant paralleles, ils forment une image en I’infini d’un
méme point A appartenant au plan focal objet (IT) passant par F'. De fait, A appar-
tient simultanément a (IT) et & R}, dont il constitue le point d’intersection :

Enfin, les rayons R’ et R} formant en I’infini I'image d’un méme point objet, le
rayon R’ passe nécessairement, avant sa traversée de £, par le point A :

2. (a) Enremarquant que OA = —AQ, on peut représenter la courbe décrivant

1
en fonction de — :
OA

A0 (cm) 240 260 280 30,0 320 340 360 380

OA’ (cm) 120 86,7 70,2 60,2 53,1 48,6 452 422

1
ﬁ(m_l) -4,17 -3,84 -357 -333 -3,13 -294 -2778 -2,63

mY 08 1,15 142 166 188 206 221 237

OA
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%QHH

N W e Ot

S,
N

5 4 -3 -2 -1

La linéarité de cette courbe permet d’affirmer qu’il existe deux coefficients
constants « et 3 tels que :

L—axi+ﬂ
OA" OA

En outre, la courbe semble passer par les points :

C O:‘il:_ et D OlA:
=5

1 1
p— 0

— =0
OA OA
de telle maniere que :
0=-5xa+p N 5a=p N a=1
b=ax04+p B = 8=5
La formule de Snell-Descartes est alors vérifiée :

1 1 1 1
OA"  OA 0OA” OA

o |l

(37)

(b) La comparaison du résultat (37) avec la formule de conjugaison de Descartes :

1 1 1

OA OA [

conduit a poser :

1 1
—=5f=f=-= f/=02m=20cm
I 5
En outre, ce résultat peut €tre confirmé par les différentes valeurs du tableau de
1 1
mesures, dans lequel la relation — — — = - fournit une valeur cohérente
oA 0A f

de f:



244 Chapitre 3

O:1A (m-Y) 4,17 -384 -357 -333 -3,13 -294 -2,78 -2,63
% (mY 08 1,15 142 166 188 206 221 237
% (m—1) 5,00 500 49 499 501 500 49 5,00

f/ (m) 020 020 020 020 020 020 020 0,20

® 88 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

Dans la seconde manipulation, I'image A’ de A se forme par passages successifs 2
travers les trois lentilles :

* La lentille £ forme de A une image A; dont I’abscisse obéit a la formule de

Descartes :
1 1 1 1 1 -
_ =_ = = — + avec O1A = OF, = — f]
0.4, OA f] 0.4, fi 0,4 ' 1=-h
1 1 1 [
= —=—-—-=0=014; =+
OA, fi i o

e La lentille £ forme de A; une image As, conformément a la relation de

conjugaison :
11 1 N 1 +l
OA; OA, [' = 04y 04, [
avec :
OA, = OO0+ O0;A] — 4+oocar O14; — +oo
1 1 _
=—=0A=f
o, 50kt

* La lentille L5 donne une image A’ de A, telle que :

111
OQA/ 02A27f2/

(38)

ou, d’apres 1I’énoncé :

0 A" = OQFQI + F2/A/ = fé + D

et:

0345 = 050 + 0Ay = 050 + f'

Enfin, I’énoncé stipule que L se trouve a gauche de Lo, a une distance f%, ce qui
signifie aussi que :

020 = —fy = 024y = ' — [,
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La relation (38) devient ainsi :

1 1 1
B+D f—f  f

I f'—=D-=2f)
5 (f5+D)(f = fh)
(f4+D)(f = f5) = f5(f' =D —2f})

4

= fof'+Df —(f3)*=Dfs=fif —Dfs—2(f3)?
= Df'=-(f1)°= [ = —%
® 389 Concours E.N.S.T.I.M.

1. Rappel sur les miroirs sphériques

(a) Le foyer principal F' d’un miroir sphérique est le point de 1’axe optique ou
convergent, apres réflexion, les rayons incidents paralleles a I’axe optique. Ce
point est situé entre C' et S. Deux situations peuvent étre distinguées selon la
nature du miroir sphérique :

e F est réel pour le miroir concave :

e F est virtuel pour un miroir convexe (seuls les prolongements des rayons
réfléchis rencontrent F) :

(b) Tout point B situé a I’infini hors de 1’axe optique donne une image B’ dans le
plan focal perpendiculaire a cet axe, et passant par F'.
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lan focal
Par ce moyen, on peut former I'image du Soleil plan foca

sur une feuille de papier afin de déterminer rapi-
dement la position du plan focal et donc celle de
F' (I'expérience ne devra cependant pas se pro-
longer si I’on veut protéger la feuille d’une éven-

tuelle briilure). T 5---x
Quant a la nature du miroir sphérique, elle se dé- B

termine rapidement a partir de la formation de

I’image d’un point éloigné : feuille

¢ Si le miroir est concave, 1’image se forme en F', a I’avant du miroir. Cette
image apparaitra a I’avant du miroir a un observateur (cette expérience peut
étre facilement réalisée a I’aide d’une cuiller a glace chromée).

observatéur

¢ Si le miroir est convexe, le foyer, virtuel, apparaitra a I’arriere du miroir a
un observateur :

Ut | U

VR C

observateur

2. Etude de la concentration du rayonnement solaire

(a) La distance R sépare le centre O du Soleil du centre Sy du miroir tandis que
I’inclisaison maximale « représente 1’angle que fait, par rapport a (O.Sy), un
rayon provenant d’un point périphérique B du Soleil, en S :

) a . . o
Par suite, tan o = ES et, puisque as; < R, un développement limité permet de
poser :

Qs

tana ~ a = a ~=
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(b)

Application numérique :

7,1.108 5
o = W = 0= 477310 rad

Le Soleil pouvant étre considéré comme situé a une distance infinie du miroir,
son image se forme dans le plan focal (P) dont la projection sur 1’axe optique
coincide avec le foyer F'; celui-ci est d’ailleurs I’image géométrique du centre
O du Soleil :

- - - - - - - - _b._ - _»"1:
CS R,
En outre, la distance F'Sy valant TO = 70, il s’ensuit que le plan (P) se

R . Ry .
trouve a une distance -5 du sommet du miroir.

Quant au point B, il émet également des rayons pa-
ralleles, inclinés d’un angle « par rapport a 1’axe
optique. Parmi tous ces rayons, celui passant par
le centre C' du miroir se réfléchit sur lui-méme au
contact du miroir. Par conséquent, I’intersection de
ce rayon avec le plan (P) coincide avec 'image B’
de B dans le plan focal :

Finalement, I’'image du Soleil est un cercle centré sur
Fetderayona’ = FB':

image du
Soleil

De la construction géométrique précédente, il ressort que :

/

R()Oé

tan o = =a =FSyxtana~FSyxa= d =

0

Application numérique :
o — 40 x 4,73.1073

5 = as = 0,0946 m = 94,6 mm
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(c) Le miroir sphérique, de rayon d’ouverture c, présente une surface ¥ = 7 x ¢?
aux rayons solaires. Par conséquent, ce miroir recoit une puissance par rayon-
nement :

Pr =7y X wc?

et comme ce miroir réfléchit sur (P) I’intégralité de cette puissance, le plan (P)
recoit également la puissance Pg.
Application numérique :

Pr=1xmx (56)? = Pr=985kW

® 90 Lycée Roosevelt, Reims

1. Considérons un rayon R4 parallele a R et passant par O de sorte que les rayons R
et R1 semblent provenir d’un point objet situé¢ a I’infini (a gauche de £) :

/ plan focal image

objet

L’image B’ de cet objet doit alors se former dans le plan focal image de £. En
outre, le rayon R; n’étant pas dévié, il passe nécessairement par B’ qui appartient
de fait a R, et au plan focal image :

Enfin, le rayon R’ (transformé de R par £) ou son prolongement doit passer par
B’ afin que soit respecté le stigmatisme approché dans les conditions de Gauss (les
rayons R et R; étant issus d’un méme objet, leurs transformés R, et R’ par la
lentille passent par le méme point image). Le rayon R’ s’obtient ainsi en tracant la
droite passant par B’ et par I’intersection entre R et L.
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2. (a) Du point B partent, entre autres, trois rayons remarquables dont il convient de
rappeler les caractéristiques :

* Le rayon (1) passant par le centre optique O n’est pas dévié :

 Le rayon (2) arrivant sur £ parallelement a I’axe optique en émerge en
passant par F” (ici seul son prolongement peut passer par I, étant donné
le sens de propagation de la lumiere de la gauche vers la droite) :

(£)

* Le rayon (3) se dirigeant vers F' (seul son prolongement peut, du reste,
atteindre F’) ressort de la lentille parallelement a I’axe optique :

Compte tenu du stigmatisme suggéré par les conditions de Gauss, ces trois
rayons sont issus d’un mé€me point B, auquel cas ils émergent de £ en passant
par un méme point B’ image de B (ici les prolongements des rayons émer-
geant de £ peuvent étre impliqués dans la formation du point d’intersection
commun) :
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Remarque — Dans la pratique, le tracé de deux de ces rayons remarquables
suffit souvent pour trouver leur intersection B’.

(b) La construction géométrique précédente suggere que I’image A’ B’ est virtuelle
car seuls les prolongements des rayons admettent B’ comme point d’intersec-
tion. Cette constatation peut &tre confirmée par le calcul si 1’on peut prouver que
OA’ < 0.En effet, dans ce cas, A’ B’ se trouve a gauche de £ et compte tenu du
sens de propagation de la lumicre, il est impossible que des rayons émergeant
de L puissent rebrousser chemin pour converger réellement en A’ ou B’. Pour
cela, rappelons la formule de Descartes :

1 1 1 1 1 1

= = = — 4+ =
oA OA 1 04 OA [

L’énoncé précise, en outre, que AF’ > 0, ce qui conduit a :
OA=0OF' +F'A=0F —AF' = —OF — AF' < 0= 0A=-0A

car pour une lentille divergente, OF' < 0 = OF’ = —OF".
Quant 2 la distance focale f’, étant donné son signe ( f' < 0 = f' = —|f'|), il
s’ensuit que :

Lfi+lf (1_|_1)<0
04" O0A f \OA [f]
ce qui signifie également que :
OA’ < 0= A'B’ est virtuel

3. Application numérique.
(a) La formule de conjugaison de Descartes fournit directement :
. Lttt r__ 1 1
OA OA ff  OA O0OA f  AO oA f

soit encore :

OA=-75cm N 1 _
f'=-5cm A0 15

Ut | =
W —

A'B’
(b) Le grandissement transversal v = =5 est aussi donné par la relation :
_OA’_A’O_3:> 04
"S0a2 A0 15 7T
091 Concours ENSI

1. Le rayon du miroir primaire M, valant R, = 30 m, la distance qui sépare S; du

R .
foyer F}, vaut S1F), = —2 — 15 m. En outre, pour le miroir concave, le foyer I},
se trouve a I’avant de .57, de sorte que :

Sle = —15m
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2. Soit F le foyer du miroir secondaire, situé a gauche de Ss, tel que si Ry = 32 m
désigne le rayon de M :

SQFS = —% =—16m

Le miroir M, forme I'image F, de F}, conformément a la relation de conjugaison
de Descartes avec origine au sommet :

111 1 1 1 1 1 1
— et —=—= + = = = —
SA ' SA  SF  SF,  S3F, S.F, SF. S:F, S.F

avec: SoFy = —16met:

Sng =555 —|—Sle =9—-15=-6m

Par suite :

1 1 1 _
——=——+-= S3F. =906
S2FC ].6+6 2L ,0m

Il s’ensuit que :

S1F. =515+ S2F,=-949,6 = S1F.=0,6m

® 92 Lycée Hoche, Versailles

1. La longueur de la lunette est réglée de maniere a assurer une observation sans ac-

commodation, c’est-a-dire a 1’infini. Par conséquent, les objets que 1’ceil observe a
travers Lo se trouvent dans le plan focal objet de L5 ; il en va ainsi du micrometre
(M) et de I'image A; By que I’objectif £; donne d’un objet AB. Par ce moyen,
M et A, By superposent leurs images observées, a I’infini, par I’ ceil.
L’ceil doit étre placé au cercle oculaire de la lunette pour percevoir le maximum de
lumiere. Ce cercle oculaire, de centre C, est I'image que L5 forme de £ confor-
mément a la formule de Descartes (O2 désigne le centre optique de Lo et O celui
de £1):

1 1 1
02

0,01 f3

Q



252 Chapitre 3

cercle oculaire

Sachant que 0,07 = —/, cette relation fournit :
1 1 1
—_ = — = 39
0.0 5 1 (39
et notamment, si ¢ >> [, cette équation devient :
1 1 N E—
~— =0,C~ f,=0F,=C~F} 40
0.0 7 2 f2 2 2 (40)

2. Deux points A (appartenant a 1’axe optique) et B, situés a une distance d de L1,
forment par £, des images respectives A’ et B’ dans le plan focal objet de Lo :

La formule de Descartes décrivant la conjugaison de A et A’ impose :
1 1 1

0. A 0,4 f]

avec: O1A = —det: O1 A" = 0104 + O3 A’ = ¢ — f}. Par conséquent, le réglage
de netteté de la lunette est traduit par la relation :

1 1 1
B T 41
A @b

3. (a) Le grandissement ~y; de I’objectif vérifie :
A'B" O(A A'B" OA
"=TE T o 0 M= aE T oa (42)
avec: 01 A" =L — f} et O1 A = d, de sorte que :
A'B’ gl
b g 4

AB d (= f
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Considérons, maintenant, que pendant le temps 7 la gouttelette passe du point

A au point B. La vitesse de la gouttelette est alors définie par :

_AB__d__AB
U_T_é—fé T

Les points A’ et B’ sont alors séparés de Az’ graduations, c’est-a-dire d’une

distance : A’B’ = Az x ¢. Par conséquent :

d A'B’ d AZ x e
_ — 43
R “43)
(b) Compte tenu de la relation (41) :
Lottt d 4 4 _d
—fy d fi =[5 fi t=f A

le résultat (43) se présente aussi sous la forme :
T

d A'B’ d VX T VX T
1}:</—1> 1 :>d=f{><(1+ﬁ)

=——1=—
f1 A'B’
Pendant le temps 7
A’'B’ = 0,5 mm tandis que la vitesse de la goutte atteint v = 0,01 mm - s~
La distance focale f; valant 2 cm, il s’ensuit que :

1x1
d=2x (1+(),()();<()):> d=2,4cm

10 s le déplacement mesuré au micrometre vaut
1

Quant au résultat (41), il fournit :
1 11 1 1 1
i d"f T —p R d 2 24
= (—fi=12ecm=/{(=f3+12=0,5+12

1
2

= (=125cm

Remarque — A partir de ces valeurs numériques, il devient possible de confir-
mer le résultat (40) : O2C' ~ fi. En effet, Iéquation (39) devient :
1 1 .

=1,92cm™ !t = 0,C = 0,52 cm

111
12,5

0.C f, {05

ce qui justifie I’approximation :
0,C =052cm=~ f, =05 cm

Concours ENSI

® 93

L’objet observé a I’infini posséde un point A périphérique, sur I’axe optique, et un point
B diamétralement opposé, hors de 1’axe optique. On appellera A;, B; les images de
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A, B par le premier miroir (M) et A’, B’ les images de A, By par le second miroir

(Ma)
A\ M,y Aq Mo A’
(o) = () = (7)

L’objet AB se trouvant a I’infini, son image A, B; est localisée dans le plan focal de
M, en conséquence de quoi A; est confondu avec F; :

1A =0 (44)

Quant au miroir M, sa relation de conjugaison impose :
1 1 2

— == 45
OQA/ CQAl R2 ( )
avec :
CyAy = CyS5 + SoFy + F1 Ay
ou le résultat (44) indique que F; A; = 0 et I’énoncé précise que :
C555 =60 cm = 0,6 m S
=< ’ = (C3A; =0,6+0,2=0,8 46
{SQF1:2OCm:0,2m 24 + o (46)
L’équation (45) devient ainsi :
1 1 2 1 1 1 0,5
— = = —_— = — = ? 47
Cy A’ + 0,8 0,6 CyA 03 08 0,24 “47)
— 24
= (LA = 0’—5 = 0,48 m = 48 cm (48)

Parmi les rayons émis par le point B, celui passant par C'; n’est pas dévi€ et son inter-
section avec le plan focal de M coincide avec By :

1 m

échelle :

=R/

Ce schéma révele que :

A1B1

tan ¢ =

R
= A1B; = f1 tan¢ = 71 tan ¢
1

ol ¢ < 1= tan¢ ~ ¢ conduit a :

R
A1By = %‘ﬁ (49)
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De méme, des rayons issus de By, deux se réfléchissent de maniere remarquable sur
M pour former B’ :

o N schelle - 20 cm
* le rayon incident, parallele a 1’axe op- cchelle
tique, passe par le foyer F» de Mo ;
e le rayon incident se dirigeant vers Co - -- _ggl [

n’est pas dévié.

Les droites (A’B’) et (A1 By) sont paralleles tandis que Cy est le point d’intersection
des droites (C2 By ) et (C2Aq) ; les conditions d’application du théoréme de Thalés sont
réunies : L )
A B A1 Bl 7/ C2A
= = A'B'=A,B; x
Codl — CoA, LT G4y

ol les résultats (48) et (46) fournissent :

CoA’ =048 m = CoA' =048 met: CoA; =0,8m = CyA; =0,8m

Il s’ensuit que :
4

A/B/ = AlBl X O’ 8

0,8

Y

= 0,6 X AlBl

Le résultat (49) indique, quant a lui, que :

AlBlzyi A/BI:0,3XR1X(]§

ol ¢ doit étre exprimé en radian (180° représentant 7 radians, 1° = fﬁ radian) :
0,bxm 0,bxm
_ ° ) A/Bl — ) — 1
¢ =05 180 0,3 x 6 x 130 0,0157 m
= A'B'=15,7mm
® 94 Lycée Pissarro, Pontoise

1. Soit A; B I’'image que I’objectif (de centre optique O;) forme de AB et soit A’ B’
I’image de Ay B; a travers 1’oculaire (de centre optique O3). La formule de Des-
cartes s’applique a ces deux lentilles :

* pour I’objectif £ :
1 1 1

04 OA f]

mais puisque AB se trouve a I’infini, O; A tend vers I’infini, de sorte que :

1 1 1
=0= — = — = 0,4, = f] 50
0,4 ox f o=k 0

e Pour I’oculaire £ :




256 Chapitre 3

ou

== =0 lorsque la distance e = 0104 séparant les deux lentilles est ré-
2
glée de maniére 2 assurer I’observation de A’ B’ sans accommodation du cris-

tallin : O5 A’ tend vers Iinfini, d’ou il découle que :
1 1

- =— = 04, = —f, = A105 = f} 51
oot 7] 241 f2 102 = f (51

La distance e séparant les deux lentilles est définie par :

e = 0102 = 01A1 + Alog

soit, compte tenu des expressions (50) et (51) :
e=fi+/f;

2. Considérons séparément I'influence des deux lentilles :

e L’objectif £, forme de B une image By que 1’on peut retrouver en tragant deux
rayons remarquables :

* le rayon (1) issu de B et traversant £, en son centre optique O n’est pas
dévié par L.

* le rayon (2) passant par le foyer objet F} de £ ressort de £; parallélement
a I’axe optique.

Ces deux rayons provenant du méme point B situé a I’infini, ils arrivent paral-
leles sur £1, sous un angle « par rapport a I’axe optique. En outre, le stigma-
tisme impose aux rayons réfractés de se rejoindre en B;. Cependant, la lentille
Lo y fait obstacle, de sorte que seuls leurs prolongements (en pointillé) peuvent
concourir en By :

Remarquons deés a présent que B; se trouve dans le plan focal image de £, ce
qui signifie que A; est confondu avec le foyer image F| de £; et donc que :

O, F| = fi

De plus, signalons que tout rayon incident parallele a (1) et (2) arrivant sur £
en ressort en convergeant vers By, ce qui est le cas notamment du rayon (3) qui
passe par le centre optique O2 de L.

e L’oculaire £, forme de B; une image a I’infini, ce qui signifie également que
Aj Bj est situé dans le plan focal objet de L5 et donc que A; est confondu avec
le foyer objet Fy de Lo.

Quant aux rayons (1), (2) et (3) déja tracés sur la figure ci-dessus, leur trajet, a
la sortie de Lo, se prévoit aisément :



Optique géométrique 257

* le rayon (2) arrive sur Lo parallelement a I’axe optique et en émerge donc
avec un prolongement qui intercepte le foyer image F) de Lo ;

* le rayon (3) traverse Lo en son centre optique Os et n’est pas dévié par
Lo

* le rayon (1) émerge de Lo parallelement aux deux autres rayons.

A nouveau, remarquons que la coincidence des points A; et F5 entraine que :

OsA; = O3F, = —f}

3. Les figures précédentes indiquent que :

AlBl A1B1 N AlBl
= o~

014, fi M

A1B1 _ AlBl r _A1B1

- = ~
0244 —f5 2

e dans le triangle (O1 41 By) : tan o =

¢ dans le triangle (O3 A1 By) : tana’ =

Par conséquent, le grossissement de cette lentille vaut :

a f2 A1By 2
4. Application numérique :
f1=20cm :G:EZAL
f5=-5cm 5

5. Si A’ B’ désigne I'image que la lunette forme de AB, le grandissement est défini
par :

_AB _AB  AB
~ AB ABi  AB

gl

ou I’on reconnait :

AB 01A
¢ la définition du grandissement de £; : 73 = 2121 1 avec:
AB 01A
0141 >0
i =v <0
{ OlA <0 n
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A'B’ 0O, A’
* la définition du grandissement de Lo : 70 = =—— = 27 avec:
AlBl 02A1
0,A" >0
B =72 >0
{ 0241 >0 2
Il s’ensuit que :
A'B’
= = = X <0
v B 71 X 72

ce qui révele que I'image A’B’ est renversée par rapport a I’objet AB, ce qui
confirme, du reste, le schéma de la derniere figure. Cette figure indique, de sur-
croit, qu’un ceil placé a droite de I’oculaire observerait une image dans le méme
sens que AB car, si les rayons arrivent sur £ depuis le haut de 1’axe optique (ce
qui est le cas sur la figure), ils parviennent également dans 1’ceil depuis le haut de
I’axe optique.

® 95 Concours Icare

1. Caractéristiques de la lunette

(a) Pour observer, sans effort, le réticule a travers 1’oculaire, 1’ ceil doit recevoir des
rayons paralleles (I’ceil normal voit nettement et sans effort des objets a 1’in-
fini), ce qui signifie également que I’oculaire (lentille convergente £, de centre
optique O et de distance focale image f}) forme du réticule une image a 1’in-
fini. Le réticule se trouve alors nécessairement dans le plan focal objet de Lo.
Pour recevoir le maximum de rayons 7,
lumineux, ’ceil de lutilisateur doit
étre placé au cercle oculaire, image de /
L1 par L. Or, ce cercle oculaire étant 17 / -

N - T O. 1
tres proche du foyer image F3 de Lo, / 2
I’ceil devra se situer au voisinage de

F}. Dans ce cas, I'image observée par réticule /
I’ceil sera la plus lumineuse. Cepen- L,
dant, cette contrainte n’est pas impérative, a condition que 1’observateur se sa-
tisfasse d’une image plus sombre.

(b) Un objet AB forme, par £, une image A’ B’ dans le plan focal objet de I’ocu-
laire Lo, afin que I’ ceil effectue une observation sans effort :

B f’l ' ' f/z
E E Al !
A
Cette condition impose : Oy A’ = — f}, tandis que la relation de conjugaison
entre A et A’ suit la formule de Descartes :

1 1 1
014 O0,A fi 62
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ou 51 = 0 lorsque AB est situé a grande distance de 1’objectif (car O; A
1
tend alors vers I’infini). Il s’ensuit que :

1 1 [
—— == 0,4 =f]
0.4 fi ' h

Par suite, la distance entre 1’objectif et I’oculaire vaut :

Lo =005 = O1A" + A'O9 = Ly = 01049 = f{ + fé (53)
Légalité O1 A’ = f| = OF] montre que A" est confondu avec le foyer image

de L1 et, puisque A’ est aussi confondu avec le foyer objet Fy de Lo, cela
signifie que les foyers F} et F; sont confondus :

L,
L’image, par I’ensemble de la lunette, d’un point objet A situé a I’infini est
également située a I’infini et c’est la raison pour laquelle :

la lunette est afocale

(c

~

Soit AB un objet situé a I’infini, dont £; forme une image A’ B’ dans le plan
focal objet de L5 :

L’objet AB serait apergu, sans lunette, sous un angle orienté «, tandis qu’avec

la lunette I’observateur voit I'image A’ B’ sous un angle orienté o. Les triangles
(O1A’B’) et (O2A’ B”) définissent :

A'B’ A'B’
tan o = ~ aet tana’ = ~ o
LA O A/

en conséquence de quoi le grossissement G de la lunette vérifie :

o AB O A&
— X — =
o 0,4 AP

O, A’
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avec .

0.4 = I
ahiel G=_2L
{ ox=f 72

Les lentilles £; et Lo étant convergentes, f; et f4 sont positifs, de sorte que
le grossissement G apparait négatif, ce qui signifie également que la lunette
inverse le sens des images par rapport a celui des objets correspondants. Une
telle inversion ne peut cependant €tre satisfaisante si 1’objet observé présente
une dissymétrie (le haut de I’objet serait observé vers le bas), avec ou sans
micrometre. En revanche, I’observation d’objets symétriques (par exemple des
étoiles) demeure envisageable avec une telle lunette.

2. Transformation en frontale fixe par adjonction d’une bonnette
(a) Assimilons la bonnette a une lentille convergente £, de distance focale image

[ et de centre optique O. Soit Ay By I'image que la bonnette donne d’un objet
AB a une distance finie de O, :

L, L,

L’image A’ B’ que £ forme de A;B; se trouve dans le plan focal objet de Lo
(ce qui permet a I’ceil une observation sans effort), tandis que la distance entre
I’oculaire et ’objectif est donnée par le résultat (53) : Lo = f{ + f5. La relation
de conjugaison entre les points A et A’ s’écrit aussi :

1 1 1

014" 014, fi

avee |

014" = 0109+ 04" = OlA':LO*fé:f{‘f’fé*fé:f{
RS W e
fi O0iAr  fi  OiA

= OlAl — +o0

De méme, la formule de Descartes décrit la conjugaison des points A et A; par
Eb :

1 1 1
OyA1 OvA
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avec :
OpA; = 0,01 + 0141 = 0OpA; — L+oo (54)
——
+oo

1

= =0 (55)
OpAy
1 1
= —— = — 56
OvA [y 0
c’est-a-dire :

OpA = —f! (57)

Ce résultat montre que la distance entre AB et la bonnette vaut fj et est donc
déterminée ; ce dispositif permet de viser des objets a la distance f; de la bon-
nette.

Remarque — Les calculs précédents ont utilisé I’équivalence :

=0= 0,4, - +©

014,

1l aurait aussi été possible de poser :

= ¢ et faire tendre < vers zéro.

141
Dans ce cas, I’équation (54) serait devenue :
_ — 1 ex0,0:+1
ObAl — ObOl + - = #
€ €
1 €
= =
OpAq 14+¢e x 0,01
1 1 1 € 1

ObA:ObAl_ﬁ:1+€XOb01_Té

soit encore :

. 1 . € 1 1
hm f— = hm _— - — -
e—0 ObA e=>0\ 14 ¢ % Obol fb fb

ce qui permet, heureusement, de confirmer que Oy A = — f}.
La remarque précédente a permis d’obtenir :

. 1 . € 1 1
Im (=) =ln | ————— | -5 =——%
e=0 \ OpA e=0\ 14 ¢ x 0,04 1 fi

ce qui signifie aussi que la distance Oy A vaut f} indépendamment de la distance
0,01, c’est-a-dire quelle que soit la distance séparant la bonnette de 1’objectif.
Ce résultat peut étre compris autrement : pour que 1’objectif forme une image
dans son plan focal image, les rayons incidents doivent étre paralleles entre eux.
Ceci est assuré par la présence de AB dans le plan focal objet de la bonnette
Ly, en conséquence de quoi les rayons lumineux entre £; et £; demeurent
paralleles entre eux quelle que soit la distance séparant les deux lentilles :
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(b) Le schéma précédent montre qu’entre £;, et £1 deux rayons remarquables sont

paralleles :

e le rayon (1) qui, issu de B, traverse L, en Oy, sans étre dévié, et a partir
duquel est défini 1’angle « (non orienté) que fait BO;, avec 1’axe optique.

A
Dans le triangle (ABOy) : tan o = 7
b

* le rayon (2) qui traverse £1 en Oy sans étre dévié et qui fait aussi un angle
« par rapport a I’axe optique (les rayons (1) et (2) sont paralleles entre £,
I R/

et £1). Dans le triangle (A’B'O1) : tana =

fi

De ces définitions, il ressort que :

AB A'B 1
7 = 7 = AB = A/Bl X f—l;
Io Ji fi

tana =

Cette relation montre 1’intérét de la lunette a frontale fixe : connaissant la taille
de A’B’ qui se superpose au réticule (gradué), les distances focales fj et f]
étant également connues, on peut déterminer, la taille d’un objet AB €loigné.

3. Transformation en frontale fixe par déplacement de I’objectif

Si la bonnette était collée a I’ objectif L1, la distance entre O; et 1’objet AB vaudrait
f} (conformément aux questions précédentes) et la distance séparant 1’objectif £,

de I’oculaire £o vaudrait Ly = f] + f4, conformément au résultat (53) :

‘Cb ‘Cl

On convient, cependant, d’obtenir 1’image A’B’ (dans le plan focal de Lo pour

permettre a 1’ceil une observation sans accommodation) en remplagant la bonnette
par un allongement de la distance OO qui sépare 1’objectif de I’oculaire ; soit L
cette nouvelle distance :
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La relation de conjugaison de Descartes entre les points A et A’ suit la loi (52) :

1 1
O A O0:A i
avec: O1A = —fjet: 01A’ = 0102+ 02 A’ = L — f5, ce qui conduit a :
1 1 1 1 1 1 -
g T T g L
2 A E T SR fily
fity
= L—f,=
LhL-h
fity
= L=fi+
LA
Par conséquent, il faut déplacer I’ objectif d’une distance D telle que :
! gl
D=L-Ly = ft gy
fo— 11
R R
fo—=H
\2
N P
fy=Hh
® 96 Lycée Saint-Louis, Paris

. L’image B; que forme la lentille £;, de distance focale image fi, est située dans
le plan focal image de L4, soit a une distance f{ de O;. En outre, la lentille Lo,
de distance focale image f%, doit former une image B’ de By en Uinfini (I'ceil de
I’observateur accommode a I’infini). C’est pourquoi B; se trouve également dans
le plan focal objet de Lo, ¢’est-a-dire a une distance f5 de Oz (voir figure 1). 1l
apparait donc que :

0105 = f{ —l-fé =12 cm

. Grossissement

(a) Parmi tous les rayons issus de I’objet B, situé a I’infini (ces rayons sont donc
paralleles) deux sont remarquables :
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e le rayon (1) passant par le foyer objet F; de £; ressort de la lentille paral-
Ielement a 1’axe optique ;

* le rayon (2) passant par le centre optique O de £ n’est pas dévié.

L’intersection de ces rayons coincide avec I’'image By de B par L.
De méme, parmi tous les rayons issus de B;, deux sont remarquables :

e lerayon (1) arrivant sur Lo parallelement a I’axe optique émerge de L5 en
passant par son foyer image F3 ;

* le rayon (3) passant par le centre optique Oy de L5 n’est pas dévié.

L, figure 1
(b) Le schéma de la figure 1 indique que les angles orientés 6 et 6’ peuvent étre
définis par :
F|B F/B
tanf = ——L et tan @ = —L—L
O1 F] Os F]

Or, dans I’approximation de Gauss, les angles 6 et 6’ sont suffisamment petits
pour qu’il soit légitime de poser :

0 ~ tan6 N 07/ - tan@’ - F{Bl « OlFll - OlFll
0 ~tan®’ 0  tan0 O,F] F/B, OF,

o O1F] = f{ =10 cmet OxF] = — f} = —2 cm, de sorte que :

c=%__ 4

T

3. Cercle oculaire

(a) Soit C' la position du cercle oculaire sur I’axe optique :

L,
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Puisque C est I'image de O par Lo, il convient d’écrire la relation de conju-
gaison relative a Lo :

l_l_i:>1_1+i:>1_—71+i
0,C 0.0, [3 0.C 0,0, f3  0C [fi+[fs [f3
/ / !/
N m:fz(ﬁ/‘f‘fﬁ
fi
Application numérique :
0202%84_2):> 0,C =24cm

(b) Représentons la trajectoire d’un faisceau de lumiere parallele prenant appui sur
les bords de 1’oculaire (lentille £1) :

figure 2 |

Le rayon (R), passant par O; et n’étant donc pas dévié, arrive sur le plan (IT)
de la lentille £o en un point O'. Les rayons prenant appui sur les bords de
I’objectif aux points C' et D passent par B (car ils sont paralleles a (R) et By
est situé dans le plan focal image de £4) et arrivent sur (IT) aux points C’ et D’
respectivement. Le théoreme de Thales permet alors de poser :
CD c'D’ f 0'By , O'By
0.B. ~ OB, = C'D'=CD x 0.8, = ¢ =d; x 0.8,

ol I’on reconnait sur la figure 2 :

OlBl X cosf = OlFll = f{ . O/Bl . fé
O'B; x cosf = f} OBy f]
Par conséquent, il se forme sur le plan (IT) un cercle de diamétre :
!
§ =dy x f—% (58)
hi

Application numérique :

2
P T
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Ce cercle est entierement compris dans la monture de I’oculaire a condition que
d . L . O

0,C" < 52 (do représentant le diametre de 1’oculaire), c’est-a-dire, compte

tenu du résultat (58) :

do dy o d di_ f3
/ Yal 4 ! e / e J2
OgOJrOC’<2 :>020<2 2é020<2 QXf{
dafi —dify
= 0,0
Y
En outre, la figure 2 indique que :
020’ daof1 —dufs
tanf = = tanf < —————
fi+1s 2f1(f1 + f2)
Application numérique :
1x10—-3x%x2
tan < —— XS 0,016 = <573

2 x 10 x (10 + 2)

En revanche, tous les rayons entrant dans le systeéme optique sont interceptés

par I’oculaire lorsque : O3 D’ > 52, avec :

0;D' = 0,0'-0'D' = 020’>O’D’+—d22
0 dy dif3 | d

IS 2o o d2 22

:>OQO>2+2 QXf{+2

dy f5 + da f]

= 00
Y7
ou:
0,0’ difs +dafi
tanf = = tanf > ——=————
fi+ /3 2f1 (fi + f2)
Application numérique :
2+1x1
tang > X 2HIXA0 g pes g 380~ 999/

2 x 10 x (104 2)

Nous venons de montrer que pour § < 57,3, tous les rayons qui traversent
I’ objectif traversent également 1’oculaire. Ainsi, la zone centrale de 1’objet pa-
rait trés lumineuse, tandis que ses bords (3,8° > 6 > 57’) émettent des rayons
dont certains sont arrétés par la monture de I’oculaire. Cette perte d’énergie lu-
mineuse se traduit par un amoindrissement de la luminosité apparente des bords
de I’'image.

La définition méme du cercle oculaire C' (image de £, donnée par Lo) suggere
que tout rayon issu de L1, et traversant Lo, doit passer par C' Le cercle oculaire
constitue par conséquent une région ou passent tous les rayons issus de Lo ;
I’observateur a intérét a y poser son ceil pour percevoir le maximum de rayons.
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4. Role de il

(a) Soit AB un objet dont I'image formée par £ est A; B;. Cette image est ensuite
récupérée par Lo qui en forme une image A’'B’.

Bl
L’ ceil peut encore voir nettement A’ B’ lorsque ce dernier se trouve au PP, ¢’est-

a-dire lorsque A’C’ = 25 cm (I’ceil se touvant en C'). La relation de conjugaison
de L4 s’écrit alors :

1 1 1 1 1
OQA/ 02A1 f2 O2A1 OQA/ f2
1 1 1
02A1 OQC + CA/ f2
1 1 1
= = ——=-0,544 (61
0,4, 24-25 2 ' D)
———
02 A7
soit encore :
05A; = —1,84 cm (62)
Il en découle que :
01A1 = 0102 + 02A1 =12 — 1,84 = 10,16 cm (63)
de sorte que la relation de conjugaison associée a £ s’écrit :
1 1 11 1
0141 014 f O1A 04 i
1 1 1
N — - — =-16.10"°
0.A 10,16 10 ’
ce qui donne finalement :
01A=—-625cm = —6,25 m (64)

(b) Les grandissements transversaux des deux lentilles £ et Lo valent respective-
ment :

4B _OA AT O
AB 04 PTAB OuA,

71 =

b
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Ainsi, le grandissement transversal v de la lunette vérifie-t-il :

résultats (62), (63) et (64) :
02A; =

Chapitre 3

A'B" A'B" A B 04" O A
AB AlBl AB 02A,
N——"
72

014

71

z:N 2

ou les valeurs numériques du membre de droite ont déja été obtenues avec les

et o O5 A’ est accessible a partir de I’équation 61 :

C’est pourquoi :

v

—1,84 cm 01A; =10,16 cm

01A = —625 cm

0A" =24 —25=—-22,6cm

—226

10,16
—1,84

=
625 !

X
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Seconde période
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Electrocinétique

4.1 Régime sinusoidal
4.1.1 Définition

Définition 1 Un dipdle est soumis a un signal périodique i(t) s’il existe une durée
minimum T permettant d’écrire :

i(t+T) =i(t)Vt
T est alors appelé période du signal périodique.

Parmi tous les signaux périodiques envisageables, seuls les signaux sinusoidaux seront
étudiés dans cette partie :

u(t) = Uy cos(wt + @)

ou I’on introduit :
o I’amplitude Uy de la fonction u(¢) (il s’agit de la plus grande valeur accessible a
u(t));
* la pulsation de ce signal :
w = 2% =2rf
si f = % désigne la fréquence de u(t).

* la phase ¢ qui donne la date ¢,,, minimale qui sépare le maximum (Up) de u(t), de
I’axe correspondant a ¢ = 0 :

/\
VARV
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Remarque —  Cette définition permet de trouver rapidement le déphasage
A = ¢y — ¢ entre deux signaux synchrones uy = Uyg cos(wt + ¢1) et ug = Usg cos(wt + ¢a) :
At

l\\\

Ly N
U’l/ \ U U \‘ '

A=y —¢1 = —wAt ; mZ : /«\ N

4.1.2 Notations complexes
4.1.2.1 Rappel sur les nombres complexes

Pour éviter la confusion avec la notation ¢, dédiée en physique aux courants, on note j

le nombre complexe tel que (j)2 =1
Tout nombre complexe z = a + jb admet également une représentation polaire :

z=a+jb=|z| & = |z| X (cos$ + sin¢)

N

ou :

* |z| = Va2 + b? désigne le module de z;

* ¢ désigne son argument (arg {z}), tel que :

b= —m ing=—— tang =
COS ) = ———= Sinp = ——— ang = —
va? + b2 Va? + b? a
* a et b sont respectivement les parties réelle (a« = Re{z}) et imaginaire

(b=TIm{z}) de z.
Dans le cours de physique, seules quelques regles algébriques concernant les nombres
complexes sont a retenir :

* le produit de deux nombres complexes :

|z| = |21 X |25

Fél“ﬁ{ =1+

* le rapport de deux nombres complexes :

1]

e

z |z| = 2|

=2 6= 1 — ¢o

* le conjugué complexe z* de z :

x|
é*X§:|§|2 avec{ |§|_|§|

|2

arg{z*} = —arg {z}

ou encore :

z=a+jb=2"=a—jb
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4.1.2.2 Impédances et admittances

Lorsqu’un dipdle (D) est traversé par un courant sinusoidal

i(t) = Iy cos(wt), il apparait & ses bornes une tension sinusoi- :D
dale u(t) = Uy cos(wt + ¢). A ces grandeurs sont associées des —
images complexes ¢ et u telles que :

Re{i} = i(t) et Re {u} = u(?)
et c’est pourquoi ¢ et uw sont choisis sous la forme :

i= Iy ety = Uy @it

Remarque — L’intérét de cette représentation complexe repose sur la linéarisation
qu’elle apporte aux équations différentielles, qui pourront toujours étre remplacées
par leurs images complexes :

du d™u du d"u

ap + a dt+ +a a f) ap + ay dt+ +a a i

oi:u=Re{u} et f(t) =Re{[}.

Définition 2 Soient u et i les images complexes de la tension u(t) aux bornes d’un
dipéle et celle du courant i(t) qui le traverse. On définit I'impédance Z et I’admittance
Y de ce dipdle par :

Z ==

SRS
Q
=
!
I
ISEIEE

La connaissance simultanée de i(t) = Iy cos(wt) et de I'impédance Z du dipdle per-
met de trouver instantanément :

Uo = |Z]

u(t) = Uy cos(wt + ¢) avec { ¢ =arg{Z}

A chaque dipdle élémentaire sont associées une impédance Z et une admittance Y :

1
e pour larésistance: Z =R =Y = = =G ;

* pour la bobine idéale (sans résistance), d’inductance L :

1
Z=Lwj=Y = —
Sy 7%

* pour le condensateur idéal (sans résistance de fuite), de capacité C' :

Z=—— =Y =Cuj

1
Cwj
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4.1.2.3 Associations de dipdles

Les lois des mailles et des nceuds demeurent utilisables en notation complexe :

(A — 1"+
T Uy Uy
=1+ U= U+ Uy

ce qui permet de déduire les lois d’association des dipdles :
* en série, les impédances s’additionnent : Z;. = Z; + Z5
* en parallele les admittances s’additionnent :

Zl XZQ

| =y R = T —
e YA

=

On s’intéresse au montage ci-contre, contenant des
dipoles parfaits : une résistance R en série avec une
bobine (d’inductance L) montée en parallele avec un
condensateur (de capacité C'). L’ensemble est par-
couru par un courant d’intensité i(t) = I cos(wt).

1. Exprimer I’'impédance de cette association.

2. En déduire I’expression de la tension u(t) a ses bornes.

REPONSE

1. Lassociation en parallele de la bobine et du condensateur, d’impédances respectives Z; = Lwj et

1
Z -~ = —, équivaut a un dipdle d’impédance Z :
EXe) Cwj q p p “éq

Lwj X — .
ZyxZo _ T Cuj L
Zgy = = = 5
Z, + 2 . 1 1—LCw
Lwj+ ——
Cwj
placé en série avec la résistance. Ce montage a dont pour impédance :
Lw
Z=R+Z;,=R+j—F=
- t s + 1— LCw?

2. Traversé par un courant d’intensité i(t) = I cos(wt), le dipdle considéré (d’impédance Z = Z eI?)
présente a ses bornes une tension u(t) = Uy cos(wt + ¢), telle que :

Lw 2
Uop = Z Ip = I R2 _—
0 0 0><\/ +(17Lcw2>

_ Im{Z} Lw
" Re{Z} R (1-LCw?)

et:

tan ¢
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4.2 Résonances

4.2.1 Résonance en intensité

Soit un circuit RLC' série constitué d’une résis- . R L C

: ine et d' S — |
tance, d’une bobine et d’un condensateur asso- AAANS 1]
ciés en série. Ce circuit est soumis a une ten- u

sion u(t) = Uy cos(wt), out Uy (fixe) et w sont supposés connus. Le circuit est alors
parcouru par un courant d’intensité i(¢) qu’il convient de déterminer.
Pour cela, associons a u(t) et i(t) leurs images complexes u et i telles que :

u= Uy = u(t) = Re{u} eti(t) = Re{i}
L’impédance Z de ce circuit :

1 1
. . L . o

permet de relier ¢ a w. On définit la pulsation propre wy et le facteur de qualité () de ce
circuit par :

1
v LC

afin de présenter Z sous la forme suivante :

L
wo = etQ:%

w wo

Z=R+jRQ <__U> — R+jRQ (z—i) avec z = -

Wo

qui admet également une expression polaire : Z = Z e?, telle que :

2
Z=|Z|=R\/1+Q2 (x—i) ettand):Eﬁiéi:Q (m_i)

Il s’ensuit que ¢ s’écrit :

_ U0 Do jwt-o)

Z el¢ Z

=N
I

Nl

d’ot découle I’expression de i(t) :
1
i(t) =Re{i} = % cos(wt — @) avec tan¢ = Q (x - —)
%

et ol apparait I’amplitude Iy de i(¢) :

U
[0:%: 0

VA 2
1

R\/l—l—Q2 (ac——)
5
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4.2.1.1 Etude de ¢

De I’obtention des limites :

lim [t = ~ .
lim [tan ¢] = —oo lim(¢) = -3
lim [tang] =0 = § lim () =0
lim [tan ¢] = 400 . a5
r—00 Jim (9) = +3

se déduit la représentation graphique de la fonction ¢(w) :

b
7T/2 *******************
0 /0 w
/2
4.2.1.2 Etude de amplitude I
Les limites :
lim (Ip) =0 R lim (/o) =0
lim (Iy) = 0 lim (Ip) =0
T—00 w—00

montrent qu’il existe une valeur x,, (ou w,,) qui affecte a I une valeur maximum. Or,

1
étant donné que Q? <x — > > 0, ce maximum vaut :
x

U
IOmax = EO

Lorsque z = z,, = 1, ou encore : w = w,, = wp , un phénomene de résonance en
intensité se produit a la pulsation wy pour laquelle I devient maximum :

IOmaX ———————
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4.2.1.3 Bande passante

Définition 3  On appelle bande passante Uintervalle B = [w1,ws] dans lequel w as-

IOmux .

Ve

sure a Iy d’excéder

IOmax

V2

Les pulsations wy et wo sont alors les pulsations de coupure du circuit.

Yw € [wr,ws], Ip(w) >

Pour déterminer les pulsations de coupure, il suffit de trouver les solutions z; et x5 de
I’équation :

Qa’—2-Q=0

IOmax 2 1 2
Ip(z) = = Q <x — > =1=1< ou (1)
V2 * Qz?4+2-Q=0

Apparaissent alors seulement deux solutions positives :

VA -1 VA +1
xlzietxgzw

2Q

d’ou sont déduits : w; = T wg et wy = Towyp -

V1+4Q% -1 V1+4Q2 +1

20 et wy = wp X 20

avec A = 1 4+ 4Q?

w1 = W X

Définition 4 La largeur de la bande passante représente I’écart entre les pulsations
de coupure :

Aw = wy — wq

[@: L’équation (1) peut également s’écrire :

2
1
f(z) = 0avec f(z) = Q* <x——> -1 ()
3¢
1. En supposant qu’il existe une solution z5 > 1 a cette équation, montrer que
1 . .
1 = — en est aussi solution.
T

2. En déduire directement I’expression de la largeur de la bande passante Aw en fonc-
tion de wq et de Q.

REPONSE
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1. Si a2 est solution de I’équation (2), cela signifie que :

2
fla2) = @? (xz—i> -1=0 3)

R 1
Aussi, en posant 1 = —
xr2

12 1 2 12
f(a1) =@ (ﬂcl—f) —-1=@? (7_322) -1=¢? (062—*> -1
T1 T2 2
c’est-a-dire, compte tenu de ’identité (3) :
fl@1)=0
ce qui suffit a montrer que 1 est aussi solution de I’équation (2).
1
2. De ce qui précede, il découle que z2 et 1 = — représentent les deux solutions de 1’équation (3),
2
auxquelles sont associées les pulsations de coupure w1 = wo x1 et wa = wp x2. Ce faisant, I’identité
(3) devient :
13\2
Q2 (x2_7> :1:>Q2 (a:z—x1)2:1
2

avec

1
o>1l=21=—<1 = x2>21=>20—21>0
2

1
= Q(I2—$1):1¢$2—$1:§

d’ou I’on déduit que :

w
Aw = w9 — w1 = wo (mg—xl)észao

4.2.2 Résonance en tension

On s’intéresse dorénavant au circuit RLC |:|R L

série alimenté par une tension sinusoidale

u(t) = Uy cos(wt). L’objet de cette étude est la 4 v
détermination de la tension v(¢) (amplitude et dé- T
phasage par rapport a u) aux bornes du condensa-

teur.

En associant 2 ces tensions leurs images complexes u = Uy e/ et v, la loi du diviseur
de tension conduit directement a :

1
b — % Cwj . u
- 1 . 1 — LCw? + RCwj
——+Lwj+R
Cwj
c’est-a-dire, en utilisant les parametres :
1 LOJQ 1 w
ng = — (2 = — = = —
LC R RC(JJO wo
cette relation devient :
U
v = —
T
1— 1‘2 +J —
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ol apparait, au dénominateur, le nombre complexe :

2

W =We?avec W = /(1 —22)® + %
et:
2 %
cos ¢ = et sing = oW 4)
Par suite :
Upet Uy . U
v=Jrar = @Y = () = Re {u} = 7 cos(wt — )
ce qui introduit I’amplitude V; de v(t) :
Uo
v(t) = Vo cos(wt — ¢) avec Vg = - 3
(1-22)%+ =
Q2

4.2.2.1 Etude du déphasage ¢

Les identités (4) montrent que :

lim [cos ¢] = lim [1962] =1
@0 @0 { V-2 = lim (¢) =0

w—0
lim [sin ¢| = lim
z—0 [ ¢] z—0

JE e +} =0

T—r T— —x il
RS = lim (¢) =2
w—wo 2
lim [sin ¢] = lim [J} -1
w1 o1 [ V/Q? (1-a?)2+a?
i =i __1-a® |
xh_{lgo [cos @] = xlgrolo [ (1x2)2+w21 1 .
@ = lim (¢)=m
wW—>00
Aim [sin¢] = lim_ [ Joroae } =0

d’otr se déduit la représentation graphique de ¢ (w) :
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T2k -----

4.2.2.2 Etude de I’amplitude V;

Le résultat (5) peut aussi s’écrire :

Vo = o avecf(x):(l—xz)Q—&-f

V()

de sorte que :
lim (Vo) = Up et lim (Vo) =0

En outre, la fonction V{, devient extremum lorsque f(x) le devient aussi, ¢’est-a-dire
pour une valeur z,. de x telle que :

Ty =
df 9 1

—| =0=4 - —1+— | =0=¢ OU

daf,, o (% - 2Q2> 22 —1— 1

La premiere équation montre que la courbe V;(w) admet une tangente horizontale en
w = 0, quant a la seconde équation, elle indique que V;, admet un maximum Vj max Si

() > —= pour une pulsation de résonance w, définie par :

V2
1
Wr = Wy Ty = Wyr = W 1—W

C’est pourquoi la courbe représentative de Vj(w) adopte 1’allure suivante :

VOmaX

Uo
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VO max
Uo
1. En tenant compte de I’étude précédente, donner I’expression de 7 en fonction de

Q.

1 . .
2. Montrer que, pour @ > ——, le facteur de surtension excede 1’unité.

V2

I=="on appelle facteur de surtension le rapport : n =

REPONSE
U
1. L’amplitude Vo = \/% devient maximale pour la valeur z = x, telle que :
T
1 1
m%:l——il—m%:—
2Q2 2Q?

d’ou I’on déduit que :

1 1 1 1 1 1
e =t gt g ()
de sorte que :

W Uy Uy N 1
0 max — = n=
V(@) 11 11

Q? 40t Q2 4Qt

2. L’expression de f(z) se présente aussi sous la forme :

1 LN 12’1_1121
fan =5 =i =12~ (3gr) *1=- (1) *

avec :

(1 1>2>0¢f( )<1¢71 >1
[ Ty
2Q? f(zr)
Par conséquent :
o V0 max o 1 ~n>1
T T Vi
4.3 Puissance en régime sinusoidal
On considere un dipole d’impédance Z = Z ei?, traversé par un 7
courant d’intensité i(t) = I cos(wt) et aux bornes duquel appa- —
rait une tension u(t) = Uy cos(wt + ¢). T

Définition 5 On appelle puissance moyenne P recue par un dipdle pendant une pé-

s
riode I' = — la grandeur :
w

t+T
P=z /t P(t) dt avec P(t) = u(t) x i(2)

Définition 6 Soient (u*) et (i*) les valeurs moyennes de [u(t)]? et de [i(t)]? pendant
la période T :

La tension et le courant efficaces sont alors définis par :
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U = \/(u?) et Iy = +/ (i%)

Ces définitions permettent non seulement le calcul de :

Uett = % et Lo = %
mais également I’expression de la puissance moyenne P :
P = U Lgt cos ¢ = Z I% cos ¢ = Re {Z} T2
Le coefficient cos ¢ est appelé facteur de puissance

=

Un dipdle d’impédance Z = Z e recoit une puissance moyenne

T » Z
P = Ugg It cos ¢. On lui adjoint un condensateur de capacité C, —
en parallele. Exprimer le nouveau facteur de puissance cos ¢’ de
cette installation en fonction de Z, C, ¢ et w (pulsation des signaux I IC

électriques sinusoidaux).

REPONSE L association en parallele des deux dipdles précédents équivaut a un seul dipole d’impédance
7' = 7' tel que

1 1 ) e*j(ﬁ, e—i® )
Z=Z+CQJJ = = + Cwj
cos¢’  sing’ cos¢dp . sin ¢
= — = Cw —
7z Tz z I\
d’ou il découle que :
cos¢’ cos¢ sing’  sing
= (& = —Cw
zZ! Z zZ! Z
Le rapport de ces deux relations conduit a :
in ¢’ Z i ZC
tan ¢’ = sin ¢ = (Smd)—Cw) = tan ¢ — e
cos ¢’ cos ¢ Z cos ¢
Aussi, le nouveau facteur de puissance cos ¢’ vérifie :
1 2ZCw si ZCw)?
——— = 1+tan?¢’ =1+tan?¢— wsing | (ZCw)
cos2 ¢/ cos? ¢ cos? ¢
_ 1 27Cw sing  (ZCw)?
T cos2¢ cos? ¢ cos? ¢
= cos¢’ = cos$

V1 —2ZCw sin ¢ + (ZCw)?

4.4 Les filtres

4.4.1 Fonction de transfert

Soit @ un quadripdle a I’entrée duquel apparait une ten-
sion sinusoidale e(t) = E cos(wt) et a la sortie duquel ¢(¢) Q s(t)
est observée une tension s(t) = S cos(wt + ¢).
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A ces tensions sont associées des images complexes e = E et et s = S el(@Wtt9),

Définition 7 On appelle fonction de transfert H(jw) = H(w) el? de Q le rapport :

H(jw) =

I (1w

H(w) = |H(jw)| désigne le gain du quadripdle.

La connaissance simultanée de la fonction de transfert H(jw) = H(w)el? et
de la tension d’entrée e(t) = E cos(wt) entraine celle de la tension de sortie :
s(t) = S cos(wt + @) car :

S=H(w)x Eet¢=arg{H(jw)}

Définition 8 Parmi les quadripédles, on distingue :
o les filtres passe-bas, dont le gain H(w) est monotone décroissant ;
e les filtres passe-haut, dont le gain est une fonction monotone croissante ;

o les filtres passe-bande, dont H(w) admet une valeur maximale pour une pulsation
donnée ;

e les filtres coupe-bande (ou réjecteurs de bande) dont le gain admet une valeur
minimale pour une pulsaton donnée.

On considere le quadripdle ci-contre, constitué d’une résis-
tance et d’un condensateur. Il est alimenté par une tension
sinusoidale e(¢) de pulsation w. e(t) :|’

1. Exprimer le gain H (w) de ce quadripdle, en fonction de w et wy = ——.

2. En déduire la nature du filtre ainsi réalisé.

REPONSE
1. Laloi du diviseur de tension fournit directement la fonction de transfert H (jw) :

Jr
=
Q

&

I 11

! + R 1+Aw
Cwj JUJO

14+ —
wd

2. La fonction H (w) étant décroissante, ce quadripole réalise un filtre passe-bas.
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4.4.2 Diagramme de Bode

Définition 9  Un quadripdle, de fonction de transfert H(jw), est caractérisé par son
gain en décibels :

G = 20 log [H(w)] oit H(w) = | H(jw)

Définition 10 Le diagramme de Bode d’un circuit consiste en la représentation gra-
phique de son gain en décibels G4p en fonction de log w.

La représentation asymptotique du diagramme de Bode s’obtient en linéarisant les ex-
pressions de Ggp en fonction de logw : Ggg = A + B X logw, pour des valeurs €le-
vées et pour des valeurs faibles de w. Les droites ainsi obtenues constituent des asymp-
totes pour le diagramme de Bode.

Le quadripdle, représenté ci-contre, est alimenté par une

- : 1 ¢
tension sinusoidale e(¢) de pulsation w. On pose wy = RO
1. Donner I’expression de son gain en décibels, en fonction e(?) 4 5(¢)
de w et wy
2. Tracer son diagramme de Bode asymptotique.
REPONSE
1. Laloi du diviseur de tension fournit :
R 1 1
s=ex =ex =ex
1 1 . wo
1—j—

R4 — 1—j——
Cosj T RCw

d’ou se déduit I’expression de sa fonction de transfert :

et donc celle de son gain en décibels :
wo \ 2
Ggp = 20 log [H(w)] = Ggg = —10 log {1 + (—) i|
w

2. Lorsque w > wo, ¢’est-a-dire lorsque log w > log wg :
2
(£2)" < 1= Gas ~ ~10 log(1) = 0
w
tandis que pour w <K wy, ¢’est-a-dire logw < logwo :

2 2
(ﬂ) > 1= Ggg ~ —10 log (ﬂ) = 20 logw — 20 log wop
w w

11 s’agit alors d’une droite de pente +20 (décibels par décade). Ces deux asymptotes conduisent au tracé
du diagramme de Bode asymptotique :
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logw

Définition 11  Soit G'j5* la valeur maximale prise par le gain en décibels. On appelle
bande passante intervalle I3 dans lequel :

Vw € B,Gys > G" — 3 dB

=

Le quadripdle schématisé ci-contre est alimenté par R

une tension sinusoidale e(¢) de pulsation w. On posera
1 e(t) C s(t)
wo = RC

1. Représenter son diagramme de Bode asymptotique.
2. En déduire sa bande passante.

REPONSE

1. Laloi du diviseur de tension conduit a :

Aussi, le gain en décibels s’écrit :

Ggp = 20 log [H(w)] = —10 log

v (2)]

Il est des lors possible de distinguer deux cas :

e Lorsque w < wp, ¢’est-a-dire lorsque log w < log wo :

2
<UJ) <<1:>Gd32—1010g(1):0
wo

e Lorsque w > wp, ou encore log w > log wo :
w\? w\?2
— ) >1=Gg ~—-10log| — ) =20logwy— 20 logw
wo wo

Cette asymptote est alors une droite de pente —20 (décibels par décade).

Ces deux asympotes donnent finalement acces au diagramme de Bode attendu :
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2. Ce diagramme indique que le maximum de Gqp vaut Gg* = 0. Aussi, la définition de la bande passante

impose :
w2
1_,’_(7) >0—10log2
wo N —
=3dB

GdB > deéx —3dB = —10 log

wo

Cette bande passante vaut, par conséquent : B =]0, wo].

4.4.3 Autres applications de la fonction de transfert

Cette section s’adresse aux étudiants de PCSI et de PTSI, mais les autres étudiants
pourront également la lire avec profit.

4.4.3.1 Equations différentielles

Considérons une fonction de transfert qui se présente sous la forme d’une fraction de
polyndmes en (jw), a coefficents réels constants «; et ; :

: s _ g+ o (jw) +as (jw)? + -
H(jw) = == ~ )2
e Bo+Bi(jw)+ B2 (jw)+ -
= fos+Bi(jw) s+ P2 (jw) s+ =age+ar(jw) e+ as (jw)’et -
En remarquant que les images complexes : ¢ = E el“! et s = S el (“'+¢) vérifient :
de . d% . ds . d% . .,
oo ge = W) e =iws, o = (W)e
I’équation linéaire en jw se transforme en équation différentielle :
bos+ 52y g Le fode g, L
S —= P — e =q@p € o] — oo —— e
0T g T g 0T T g

dont la partie réelle procure 1’équation différentielle du circuit :

d?s % d%e

ds
508+51E+62@+“-—a06+a1 dt+a2@+”.

4.4.3.2 Conditions initiales
Considérons un quadripdle () alimenté par une tension e(t) en échelon :

e(t)=0pourt <0
e(t) = E pourt > 0 (9] Q ()

Cette tension peut étre assimilée a une tension sinusoidale de pulsation infiniea? = O et
nulle lorsque ¢ devient infini. C’est pourquoi, de la définition de la fonction de transfert :
s = H(jw) x e, on tire aisément les conditions initiales portant sur s(t) :
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cat=0: s(0) = lim [H(jw)] x E

w—r00
d d
e at=0,ladérivée — = jws = — = jwH(jw) x E fournit :
at at
ds . . .
= o, o] 2

de méme pour les dérivées d’ordre supérieur :

s

=l [w)" H(w)) x B

t=0

* Lorsque ¢ devient infini :

A La méthode décrite précédemment n’est justifiée que lorsque e(t) est un échelon
de tension de la forme ci-dessous.

e(t)

Le circuit schématisé sur la figure ci-contre est
alimenté par un échelon de tension (e) d’ampli-
tude F :

e(t) =0pourt <0 e(t)
e(t)= Epourt >0

1. Donner I’expression de la fonction de transfert H (jw) = = de ce circuit, et la

I [l

représenter sous la forme d’une fraction de polynomes en jw.

2. En déduire I’équation différentielle vérifiée par s(¢) ; on introduira les coefficients :

1
et ) = RCuwyg.
T Q 0

1 . . s 4
3. En supposant @) > 2 donner I’expression de la solution générale de cette équa-

Wo =

tion différentielle pour £ > 0. Combien de conditions initiales est-il nécessaire de
connaitre pour en extraire la solution particuliere souhaitée ?

4. A T’aide de la fonction de transfert, chercher ces conditions initiales et en déduire
I’expression de s(t).

REPONSE
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1. Soit Z I'impédance équivalente a I’association en parall¢le de la bobine et du condensateur :

Lwj X —
“ Cwj Lwj R
Z= 3 e Z
1 . 14+ LC (jw)
—— + Lwj
Cwj
La loi du diviseur de tension fournit directement :
A Lwj
S = e =
- Z+ R~ Lwj+ R+ RLC (wj)?
S Lwj
= H(jw) ===
H(w) =7 =716 (@2 + Lwj + R

2. De laloi précédente, il découle que :

d?s ds

de
RLC (wj)? Lwj Rs=Lwje=RLC —+L—+Rs=L—
(wj)*s+ Lwjs + Rs = Lwje qz Tl g TRe &
dont la partie réelle s’écrit :
de d?s 1 ds 1 1 de
RLC— L— Rs=L—=—F+4+——+—-—558=— —
dt? + + dt dt? * RC dt + LC RC dt
soit encore :
d2s  wg ds _ wo de
de? Q dt T Q At
3. Pourt > 0, e = I demeure constant, de sorte que 1’équation différentielle :
d?s L0 ds o2 0
— 4+ = — tuwis=
dez2 ' Q dt ' °
est associée a I’équation caractéristique :
X242 x 42 =0
Q
dont le discriminant :
w3 2 8 2
A = §—4w0:@(1 4Q%) < Ocar Q= >
2
= A= (ﬂ) x (4Q2 — 1)
Q
génere deux solutions complexes :
X1 =— +J—\/4Q2 1=—-a+jQ _wo
2Q 2Q =350
avec 2Q
wo
X:f—f' 402 — 1= —a —jQ Q=ay/4Q2% -1
2 20 13 Q Q a—j V4Q

Par suite, la solution générale de I’équation différentielle s’écrit :
s(t) = Xt 2 oXat — g—at (m 2 4 o e—th)
que I’on peut également présenter sous la forme suivante :
s(t) = e~ [A cos(Qt) + B sin(Qt)]
ol A = p1 + p2 et B = j(u1 — p2) sont deux constantes qu’il convient de déterminer avec autant de

s
conditions initiales, par exemple : s(t = 0) et n .
t=0
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4. L’expression de la fonction de transfert :

Luwj

H(jw) =
H09) = per on? + Lol + R

fournit directement les valeurs initiales cherchées :
s(t=0)= lim [H(jw]x E=s(t=0)=0
w—r 00

et:
d d LE E
S 2 im wH(w)] x E=> —| = 2 =
dt |y wreo dt|,_y  RLC _ RC

Aussi, I’expression générale de s(¢) doit non seulement vérifier s(t = 0) = 0:

A=0= s(t) = Be * sin(Qt)

. ds E
mais également : — = ——,avec:
t|,—g RC
ds E E
— =Be ™ [Q t) —asin(Qt)) = — =BQ=B= ——
" e [Q cos(wt) — a sin(0t)] RO RCO
c’est-a-dire, compte tenu des expressions de 2 = ;—5 \/m etde RCwp = @ :
2K
B=_ "
102 — 1
Finalement : op
5(t) = ————— e~ %" sin(Q)
102 — 1

4.5 Introduction a I’amplificateur opérationnel

Ce composant, d’'une grande utilité en électronique, ne fait pas I’objet d’une étude dé-
taillée en cours. Cependant, sa mise en ceuvre, ainsi que son principe de fonctionnement
doivent étre abordés en travaux pratiques.

4.5.1 Présentation

r ampliﬁcateqr opérationnel (A.O.) est caractérisé i S
par deux tensions d’entrée (et et e~) aux entrées it o
respectives non inverseuse (+) et inverseuse (—).
En outre, une tension de sortie s dépend de la dif-
férence de potentiel e™ — ™.

En premiere année de CPGE, I’A.O. est supposé,

pour toute fréquence : m T m

e idéal, ce qui signifie que les courants i~ et i a ’entrée du composant ont des
intensités nulles (les résistances d’entrée du composant sont considérées infinies,
sauf indication contraire explicite) ;

« en fonctionnement non saturé (régime linéaire), c’est-a-dire que les potentiels e
et e~ sont toujours identiques.

it=i"=0etet =~
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A De ces hypotheses, il ne faut surtout pas conclure qu’aucun courant ne sort de
I’A.O. Des alimentations externes fournissent a ce circuit intégré 1’énergie électrique
nécessaire a son fonctionnement. Bien qu’elles ne soient pas représentées, ces sources
pourvoient le circuit en courant électrique que 1’on peut retrouver en sortie de I’A.O.
Or, ce courant n’étant pas connu a I’avance, il invalide en général 1’'usage de la loi des
nceuds sur la borne de sortie.

4.5.2 Montages amplificateurs
4.5.2.1 Amplificateur inverseur

Le montage de base est schématisé ci-dessous :

i PN
at Ry
i >
R (o]
1 +
€ € et=0 5

LN T LN

La relation entre les tensions e et s peut s’obtenir de deux manieres différentes :

» Application des lois de Kirchoff
Les tensions u; = e — e~ etug = ¢~ — s vérifient la loi d’Ohm :

u1 = Ri11 et ug = Rais

Or, I’hypothese selon laquelle I’ A.O. est idéal suffit a admettre que 7; = i, de sorte
que :

Uy Us e—e” e — s

—=_=
Ry R R Ry

En outre, le fonctionnement linéaire de I’ A.O. impose I’identité de e~ et de et = 0.
C’est pourquoi :

e*—():>i—_—s:> s——RQe
B Ri R R

» Application du théoréme de Millman

Il convient de représenter le schéma équivalent au montage amplificateur inverseur :
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R, B
A B
4 — T [%o g B Ry Ry
+ p— e
) A S
€ € S ‘ ‘
€ S

Le théoréme de Millman fournit alors directement :

(& S

74_7

R1 R2 _ S € R2
——==e¢ =0 5+ 5=0=> s=——X
Lol ¢ R R STTR, S
R Ry

4.5.2.2 Amplificateur non inverseur

Le montage de base, ainsi que son équivalent, sont les suivants :

En appliquant 1'une des deux méthodes développées précédemment, on trouve aisé-

ment la loi :
Ry
=1+ —=—] X

Il existe une variante a ce montage, équivalenta 1 = 0 et Ry — 00 :

1
[ A >
(o]

AN

Ce montage, appelé suiveur, permet d’obtenir la tension de sortie s = e tout en pré-
levant un courant ¢ d’intensité nulle. Son intérét se manifeste particulierement lorsque
le circuit qui délivre la tension e présente une résistance interne tres forte, rendant la
valeur de e trés sensible a celle de <.
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4.5.3 Filtres actifs
4.5.3.1 Filtre passe-haut ou montage dérivateur

Le schéma de ce filtre est représenté ci-dessous :

Zy R

T e L]

+ +

T T T T T T

. . 1 .
ou les impédances Z; et Z, valent respectivement T et R. L’analogie avec le mon-
w

J
tage amplificateur inverseur permet de déduire la forme générique de la fonction de
transfert du filtre :
A
H(jw) === —2—2 = H(jw) = —RCwj =
£

I 11w
I [lw

Le module H(w) = |H (jw)| = RCw est une fonction croissante de w, ce qui justifie
le role de filtre passe-haut joué par ce montage. En outre :

d
=—RCwj = §:—RC’wj§:—RC§

I [l

Cette relation met en évidence le role dérivateur de ce filtre.
4.5.3.2 Filtre passe-bas ou montage intégrateur

Le montage théorique du circuit est schématisé ci-dessous :

. Z
2 e
- %0 LT - %
+ +
S € S
T T T T T AN
1
ou les impédances Z; et Z, valent: Z, = R et Z, = ——. Par suite, la fonction de

Cwj

transfert théorique de ce montage s’écrit :

Z
S =T = H(w) = -

H(jw) = 2
Hiw) =32 =%, ROwj
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1 . .
dont le module H (w) = RO est une fonction décroissante de w ; ce montage est un
w

filtre passe-bas.

Dans la pratique, cependant, un tel montage ne peut pas fonctionner pour diverses
raisons :

* les courants d’entrée dans I’A.O. ne sont pas rigoureusement nuls ;
* les potentiels d’entrée e™ et e~ ne sont pas rigoureusement identiques ;
* la tension d’entrée e(t) peut présenter une composante continue, auquel cas w = 0.

Ces différents facteurs provoquent rapidement la saturation de 1’A.O., qui ne peut par
conséquent fonctionner en régime linéaire. Pour réduire I’'influence de ces phénomenes,
on introduit une résistance r en parallele avec le condensateur :

l_r|
| E—
| IC
N
i T =
1 () .
+
€ s

T T T

ﬁ On considere le montage amélioré précédent, alimenté par une tension sinu-
soidale e() de fréquence f = 1000 Hz, et dans lequel :

C=10puFet R=7r =10k
1
RC

1. Déterminer la fonction de transfert H (jw) =

On posera : wy =

de ce montage, en fonction de w et

I [w

de wo-.

2. Représenter son diagramme de Bode asymptotique et en déduire la nature du filtre
ainsi réalisé.
La présence d’une faible composante continue eg pour e(t) peut-elle provoquer la
saturation de I’A.O. ?

3. Compte tenu des valeurs adoptées, montrer que ce filtre réalise 1’intégration de la
tension e(t), dépourvue de composante continue.

REPONSE

1. Soit Z; = R I'impédance de la résistance R et soit Z, celle équivalente a I’association en paralléle de
retdeC :
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2
1 1 1 Cwj
1L gy b LErCu ;
Zy T r Z1
r | - [%o
= Zy=-———avecr=R ;
1+ rCuwj !
R € S
= Ly=———
=27 1+ RCuwj
La fonction de tranfert est alors fournie par : T TN TIIm
Z 1 1
H(jw)=-22 =~ - =
Z, 1+ RCwj L w
14+j—
wo

2. Le module H (w) de la fonction de transfert :

H(w) =

conduit a I’expression du gain en décibels de ce montage :

Gap = 20 log [H(w)] = —10 log

= (2)]

ol I’on peut distinguer deux cas :
¢ lorsque w < wo, c’est-a-dire log w < logwyg :
w2
(*) <L1l= GdB ~ —10 log(l) =0
wo
* lorsque w > wq, ou encore log w > log wp :
w2 w?
— ] >1=G4g=—-10log| — ) =20logwy— 20 logw
wo wo

Cette expression révele que lorsque w >> wo, la courbe Ggp (w) admet pour asymptote une droite
de pente —20 (décibels par décade).

Le point d’abscisse log w = log wg a, en outre, pour ordonnée :

Gag(w =wp) = —10 log2 = —3 dB

ce qui conduit a I’allure du diagramme de Bode :

GdB

Ce diagramme est caractéristique d’un filtre passe-bas.
Une composante continue e présente une pulsation nulle, auquel cas la fonction de transfert indique
que :

1
so(t) = “111310 — X eg = so(t) ~ —ep
14
wo

Notamment, si eq est faible, la tension so(¢) ne peut atteindre une valeur de nature a saturer I'A.O.
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3. De la fonction de transfert, il découle que :

ﬂ(jw)zi = s+ RCwjs = —e

-1
14 RCwj
RCw =10% x 107° x 27 x 10% = 628 > 1
autorise une simplification :
d d
RCwjs~ —e= RC -2 = —e= RC =2 = —e(t)
dt dt

Aussi, en notant Sp la valeur de s(¢) a la date ¢ = 0, cette équation différentielle devient :

S(t)d = ! ' dt = =S ! ‘ d
= —— t) dt t) = - — t) dt
/50 s RC 06() s(®) 0 RC/OG()

ce qui montre que ce montage réalise I’intégration de la tension e(t).
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® 97 Lycée Hoche, Versailles
5 min.

Impédances MPSI-PCSI-PTSI

Un condensateur de capacité C' est monté en série avec Cl i

une inductance L en parallele avec une résistance R. |

Montrer que I’intensité ¢ qui circule dans R est indé- u I R v

pendante de R si LCw? = 1 (w est la pulsation de la -

tension d’entrée ).

Quelle est la valeur correspondante de ¢ ?

® 98 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
5 min.

Impédances MPSI-PCSI-PTSI

Le circuit ci-contre est alimenté par une tension u d’amplitude
Up = 127 V et de fréquence f = 500 Hz.
On prendra: L = 0,5 H R=500Q C=0,1uF.
1. Déterminer I’amplitude Iy, et le déphasage ¢, du courant v
ir,(t) = Ior, cos(wt + ¢r.).
2. Déterminer I’amplitude Iy et le déphasage ¢ du courant
ic(t) = Ipc cos(wt + ¢¢).

® 99 Lycée Fabert, Metz
10 min.
Impédances MPSI-PCSI-PTSI

Une cellule en T est formée de trois dipdles d’impédances Z, Z " et Z. Entre les bornes

A et B est branchée une source de tension délivrant une tension u(t) = Uy cos(wt).

La source débite un courant /.

L’ensemble {source + cellule} débite un courant J sous une tension v(t) = V) cos(wt + ¢).

D
Uk) - 7 1%
B E

1. Déterminer I et .J en fonction de Z, Z’ et des images complexes U et V associées
aux tensions respectives u(t) et v(t).

2. On branche, entre D et F, bornes de sortie de la cellule, un voltmetre d’impédance
interne infinie (aucun courant ne le traverse). Donner I’expression de V' en fonction
deU,ZetZ.

3. Le « dipdle Z » est un resistor de résistance R, le « dipdle Z’ » est un condensateur
de capacité C'. Exprimer I’amplitude Vj et le déphasage ¢ en fonction de Uy, R, C'
et w.
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Lycée Hoche, Versailles

® 100
10 min.

MPSI-PCSI-PTSI

Impédances
Le circuit schématisé ci-dessous est alimenté par une tension u(t) = Uy cos(wt).

1. Déterminer I’impédance complexe entre A et B en fonction de Ry, Ra, C et w.
2. Dans la branche AB circule un courant i(t) = Iy cos(wt + ¢). Déterminer Ij et ¢
en fonction de Ry, Rs, C, w et Uy.

® 101 Lycée Fabert, Metz
20 min.
Impédances MPSI-PCSI-PTSI
On considere le circuit suivant alimenté sous une tension sinusoidale u(t) = U sin(wt).
A
i(t) Ta )
L R
u(t) ’
" T
B

1. A quelles conditions, portant sur les valeurs de Ry, Ro, L et C, la tension u(t)
est-elle simplement proportionnelle a i(t), quelle que soit la valeur de w ?

2. Dans ces conditions, calculer i1 () et i2(¢) en fonction de U, L, C et w ?

Lycée Pissarro, Pontoise

® 102
20 min.

MPSI-PCSI-PTSI

Impédances
Déterminer le générateur de Thévenin équivalent au circuit suivant, entre les bornes P

et M ; la tension u est sinusoidale, de pulsation w.

J ol
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Quelle peut étre I’utilité d’un tel dispositif ?

® 103 Q.C.M.
30 min.
Impédances MPSI-PCSI-PTSI

Le dipole, de bornes A et B, représenté sur la figure suivante, comporte les deux €lé-
ments suivants :

* une bobine réelle (L, r)

 un rhéostat, de résistance variable R, en parallele sur un condensateur de capacité
C.

Il est alimenté par une tension sinusoidale v(¢), d’amplitude V; et de pulsation w ré-
glable.
Ona:L=10mH, C = 1072 uF,r =293 QetVy =20V.

1. Calculer I'impédance Z de ce dipdle.

(W) Z= R+ —pomg +iw [L—ngccw}
(b) Z =1+ e T {L—Hﬁgw}
© 2= 32:;@2 e {Coﬂ TR fJ;w?}

(d) g:R+r2+rﬁ+jw {—Clwﬂwf?gwg]

2. Déterminer la résistance R du rhéostat pour que i(¢) et u(¢) soient en phase, condi-
tion remplie dans la suite de 1’exercice.
2

,
(@ k= Cw (1?2 4+ L?w?)
Lw
R T
I 1/2
© &= {0(1 - LCwQ)}

1 1/2
(d R=Lw (1 —3 LCwQ)

3. Donner une expression de Z indépendante de w.

L
Z=R+
@ Z=R+ -7
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r L

®) Z=1mx5
L

Z=r+ —
(c) Z T+RC’

(mg:R+%ﬁ

. Calculer la valeur maximale wp,x de la pulsation et la valeur minimale R, de R

qui permettent d’assurer le fonctionnement du dispositif.
() Wmax = 10° rad - s~*

(b) Wmax = 7 x 10*rad - s !

(¢) Rmin =500 2

(d) Rupin = 103 Q

. Lorsque w = wyax, donner I’expression de Z et indiquer la constitution du dipdle.

(a) Z infini
by Z=r
(c) Le dipOle est un circuit ouvert.

(d) Le dipdle est un circuit 7 LC' série.

® 104 Lycée Carnot, Dijon
40 min.

Impédances et admittances MPSI-PCSI-PTSI
1. Au moins au voisinage du point de fonctionnement effectif, un quartz se comporte

comme un dipdle AB de la figure suivante :

A _ﬂuiw_%g;_ B

-— | — o

I I aC
(a) Calculer I’admittance complexe Y du dipole AB en fonction de la pulsation w
d’un signal sinusoidale appliqué a ses bornes.
(b) Exprimer Y quand la pulsation w tend vers zéro, puis quand elle tend vers
I’infini.
Etablir, dans les deux cas, un systéme simple équivalent.
(c) Préciser, hormis les cas particuliers précédents, les pulsations :
* wy, pour laquelle 1’admittance a un module infini ;
* wo, pour laquelle 1’admittance est nulle.

(d) Donner I’allure des courbes traduisant les variations du module Y de Y et du
module Z de I'impédance Z, en fonction de w.

. Aux alentours de la pulsation w = ws, 1’admittance complexe Y ne peut pas étre

rigoureusement nulle ; on tiendra alors compte d’un terme résistif dans la bobine ;
le dipole équivalent est représenté sur la figure suivante :
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— e
A B

aC

N
I
La résistance r est cependant beaucoup plus petite que I'impédance Lw- de la bo-
L
bine ; le rapport T2 et appelé Q.
r

(a) Calculer I’admittance complexe Y (w2 ) obtenue pour la pulsation ws, en fonc-
tion de «, 1, C et wo.

(b) Exprimer Y (w-) en fonction de «, r et Q. Sachant que Q > « > 1, donner une
valeur approchée de Y, et de Z(w2). Quelle est la nature (résistive, capacitive,
inductive) de I'impédance équivalente ?

3. On considere maintenant le dipole schématisé ci-dessous :

On désigne respectivement par Y’ et Z’ I’admittance et I'impédance complexes de
ce montage.
(a) Quelle valeur convient-il de donner a Cyy pour que le module Y de I’admittance
Y’ soit minimale & w = wy ?
!

(b) Pour quelles valeurs de la pulsation w, le module Z’ de Z’ est-il égal & —™&% 9

. . w
On définit une bande passante de largeur Aw ; évaluer A—z
w

® 105 Concours E.N.S.T.I.M.
45 min.

MPSI-PCSI-PTSI

Impédances

Un multiplieur est représenté par un circuit intégré qui réalise le produit des tensions
d’entrée vy, vo et donne une tension de sortie vs = k vy vy (k est une constante posi-

tive).

i1=0

=0

—

v
1 v,
Vo
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Les courants d’entrée sont toujours nuls.
La figure suivante montre les différents éléments du circuit oscillant; M désigne le
multiplieur.

—— oo
L R

0] M

u — )
u(t)I@ @0 vy(1)

u(t) est la tension d’un générateur sinusoidal de pulsation w et d’amplitude Uy. Ey est
la force électromotrice d’un générateur de tension continue.

1. Montrer que la tension v, (t) est telle que :

vat) = k x [u(t) + uc(t)] x By

oll u(t) représente la tension aux bornes du condensateur.

2. En déduire I’équation vérifiée par la tension aux bornes du condensateur u¢ (t) sous

la forme :

d2uC 2 duc

Déterminer wy, A et 7 en fonction des caractéristiques du circuit : Uy, Ey, R, L, C,
k.

3. En utilisant la notation complexe, déterminer I’amplitude U¢ (w) de uc (t) en fonc-
tionde 7, A, w et wy.

4. Ondonne R =310, L =0,5H,C =47nF, E; =0 V.
Calculer le facteur de qualité et tracer I’allure de la courbe Ue (w).

5. On trouve expérimentalement :

Eo (V) 0 1 2 3 4 5 6 7
103wy (rad-s~Y) | 6,52 6,18 583 546 505 4,61 4,13 3,57

Vérifier que w3 est une fonction affine de Ey. En déduire la valeur de k.

® 106 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Résonance MPSI-PCSI-PTSI

Le circuit ci-dessous est alimenté par une tension u(t) = Uy cos(wt) et est traversé par
un courant d’intensité i(t) = I cos(wt + ¢@).

1
On note w3 = ke w? =2w3.
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1. Exprimer I'impédance Z du circuit et en déduire I’expression de I en fonction de
U, w, wy, w1, Ret L.

2. Quelles sont les pulsations qui assurent a I une valeur minimum ou maximum ; que
valent ces extrema ?

3. En déduire une représentation graphique de I(w). Pourquoi parle-t-on d’antiréso-

nance ?
® 107 Concours ENSI
10 min.
Résonance en tension MPSI-PCSI-PTSI

On considere le circuit suivant, alimenté par la tension u(t) = Uy cos(wt).

R

_iC

u

Déterminer la condition sur R, L et C' pour qu’une résonance se produise aux bornes
du condensateur. Que vaut alors la pulsation de résonance w,. ?

® 108 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.
Résonance en intensité MPSI-PCSI-PTSI

Le circuit schématisé ci-dessous est traversé par un courant d’intensité io(t) = I cos(wt).

1 Lwy w
Onpose:wl=—,Q=—ctx = —.
P T IC R wo
1. En utilisant la loi du diviseur de courant, déterminer la relation entre %, et ¢ en
fonction de x et de Q. En déduire ’expression de I’amplitude I du courant ().

1
2. On suppose @ > ﬁ Exprimer, en fonction de (), le coefficient de surintensité

I, . L. .
:;g , ol Iy0x désigne la valeur maximale de I.

défini par: 0 =
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1
3. Montrer que, pour toute valeur de ) > ﬁ’ Tnax > 1.

® 109 Lycée Hoche, Versailles
15 min.
Résonance en intensité MPSI-PCSI-PTSI

On réalise le montage suivant, dans lequel les dipdles sont considérés comme idéaux.

La tension u(t) = Uy cos(wt) est imposé par une source idéale. Il apparait alors,
dans le dipdle RLC, un courant d’intensité i(t) = Iy cos(wt + ¢) ; on s’intéresse ici a
I’influence de la pulsation w sur I’amplitude [, de ce courant.
1 Lwo w
1. Exprimer cette amplitude en fonctionde wg = —,Q = —,x = —,Upet R
P P VLC R wo
exclusivement.
2. Tracer I’allure de la courbe Iy = f(x) en fonction de x.

3. Trouver les deux pulsations de coupure wq et wy > w1, telles que :

U
Ip(wi) = fo V2

4. En déduire I’expression de la largeur de la bande : Aw = wy — wy.

®110 Lycée Roosevelt, Reims
25 min.
Résonance MPSI-PCSI-PTSI

Le circuit suivant est alimenté par une tension sinusoidale e(t) = E cos(wt) et sa ten-
sion de « sortie » vaut s(t) = .S cos(wt + ¢).

L —_—
|:uuuuu
e }C—R s

Lwg w
— et = —.
R wo

1
9=
1. Exprimer S en fonction de z.

2. Représenter graphiquement la courbe donnant ¢ ().
3. Quelles sont les pulsations qui affectent a S des valeurs maximales et minimales ?
que valent ces valeurs ?

2 _
On pose wj =
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4. En déduire une représentation graphique de .S(w) montrant le phénomene d’antiré-
sonance.

5. Exprimer les pulsations de coupure w; et wo > wq, définies par :
Smax
V2

puis calculer la largeur de bande Aw = ws — wy en fonction de wy et Q.

S(wl}g) =

o111 Lycée Hoche, Versailles
15 min.
Puissance en régime sinusoidal MPSI-PCSI-PTSI

Une installation électrique est alimentée sous une tension efficace U = 200 V. Elle
consomme une puissance moyenne P = 12 kW. La fréquence est f = 50 Hz, I’inten-

sité efficace 80 A.

1. Sachant que cette installation électrique est de type inductif, calculer la résistance R
et I’inductance propre L qui , placées en série avec la méme alimentation, seraient
équivalentes a I’installation.

2. Quelle capacité C faut-il placer en parallele sur I’installation pour relever le facteur
de puissance a la valeur 0,9 ?

®112 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.
Puissance en régime sinusoidal MPSI-PCSI-PTSI

Le montage ci-dessous illustre le principe d’une alimentation triphasée :

dans lequel les sources délivrent des tensions :
2 4
e1(t) = E cos(wt) ea(t) = F cos (wt - ;) es(t) = F cos (wt - ;)

1. Que vaut la somme s(t) = e1(t) + e2(t) + e3(t) ?
En déduire la valeur de 1’'image complexe u associée a la tension u(t).

2. Les tensions e; ont pour amplitude £ = 220V et leur pulsation vaut
w=3l4rad-s~'. On posera Iy = 400 A et on admettra que Z est 1’impé-
dance d’une association en série d’une bobine d’inductance L = 1,52 mH et

d’une résistance R = 0,275 Q. En admettant que arctan (1,735) ~ g, trouver les

expresions des courants i1 (t), i2(t) et iz(t).
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3. Calculer les puissances moyennes Pi, P2 et Ps absorbées par chacun des trois
dipoles d’impédance Z, pendant une période 7.

®113 Lycée Carnot, Dijon
30 min.
Puissance en régime sinusoidal MPSI-PCSI-PTSI

Une source de tension v(t) = V/2 cos(wt + ¢) alimente un dipole (d) traversé par
un courant d’intensité i(t) = I/2 cos(wt) de fréquence f = 50 Hz.

1. Exprimer la puissance active P (puissance moyenne mise en jeu) en fonction de V,
I eto.

2. On définit une grandeur () (unité VAR), appelée puissance réactive, par la relation :
1 (7
Q= T/ vg 1 dt avec v, :V\/icos(wt—i—(b—g)
0

Exprimer () en fonction de V, [ et ¢.

3. Un dipdle série est constitué d’une résistance R et d’une réactance X ; son impé-
dance s’écrit :
Z=R+jX

Exprimer les puissances active P et réactive () en fonction de R, X et I.

4. Soit un dipdle constitué par 1’association en parallele de deux éléments dont 1’un
est purement résistif. Son admittance complexe est de la forme :

Y=G+jB

Exprimer les puissances P et () en fonction de G, Bet V.

5. Un dipdle (ds) série, caractérisé par R et X, est énergiquement équivalent 2 un
dip6le parallele (d,,), caractérisé par G et B, s’ils échangent les mémes puissances
actives et réactives, lorsqu’ils sont soumis a la méme tension sinusoidale.

Comparer leurs impédances Z,; et Z,,.
6. Applications numériques.
Pour un dipdle (d), on donne :

V=231V P =3465W @ = 6000 VAR

(a) Calculer les valeurs G et B du dip6le (d,) équivalent.
(b) Calculer les valeurs R et X du dipdle (ds) équivalent.
(c) Calculer ¢.

o114 Lycée Poincaré, Nancy
30 min.
Puissance en régime sinusoidal MPSI-PCSI-PTSI

Un moteur M, équivalent a un resistor R associé en série a une bobine de coeffi-
cient d’auto-inductance L, est alimenté en courant alternatif sinusoidal de fréquence
f =50 Hz par un fil de résistance négligeable. Le moteur consomme une puissance
moyenne P = 4,4 kW et son facteur de puisssance est égal a 0,6. On mesure, entre ses
bornes A et B, une tension de valeur efficace U = 220 V.
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|""A
i
| :
VT U
b3 C
|L : I
moteu'f?/\_/l-B

1. Calculer le courant efficace [ circulant dans la ligne.
al=125A b.I=272A c¢lI=426A d.I=333A
2. Calculer R.
aR=4Q b.R=8Q c¢R=2Q b.R=12Q
3. Calculer L.
aaL=7"TmH b.L=12mH ¢ L=17TmH d.L=52mH

4. Pour relever le facteur de puissance de ’installation, on connecte entre les bornes
A et B un condensateur de capacité C. La tension mesurée aux bornes du moteur
a toujours la valeur U = 22 V.

Calculer la valeur de C' pour que le facteur de puissance soit égal a 0,9.
a.C=246 uF b.C=354pF ¢ C=192puF d.C =53 uF
5. Calculer la puissance moyenne P’ absorbée par le moteur.
aP' =23kW b. P =44kW ¢ P =78kW d.P' =53kW
6. Calculer le courant I’ circulant dans la ligne.

al'=124A b.I'=534A ¢l =333A d.I'=222A

® 115 Lycée Hoche, Versailles
45 min.
Puissance en régime sinusoidal MPSI-PCSI-PTSI

1. Méthode des trois ampeéremetres
Dans le circuit de la figure suivante, Ay, Ay et Az sont des ampéremeres de résis-
tance négligeable.
2@

2
(a) Une fonction ¥(t) = 1y cos(wt + ¢) est périodique de période T' = “T Mon-
w

trer que la valeur moyenne <1/12> de 1)? sur une période T s’exprime de maniére
Yo

7

simple en fonction de la grandeur efficace v =
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(b) Montrer que la mesure des trois valeurs efficaces 11, Is, I3 des intensités res-
pectives 41, i, i3 permet de calculer la puissance moyenne (P) consommée
dans I'impédance Z inconnue, connaissant Ry (on exprimera (P) en fonction
de Ry, I}, I3 et I2 exclusivement).

2. Méthode des trois voltmetres
Dans le circuit suivant, les trois voltmetres Vi, V5 et V' ont une impédance infinie.
Ils indiquent les tensions efficaces U;, Us, U de u1, uo, u, a la fréquence v.

Uy Us

i =
LT o1
Rl L R2
®)
O
u

(a) Exprimer la valeur moyenne (P) consommée par la bobine {L, Ry}, pendant

une période 7' = —, en fonction de Ry, U2, U? et U3.
14

(b) Application numérique.

R =5Q v =50 Hz Uy =50V U, =60V U=105V

Montrer que (P) = 492,5 W.

(c) On note Z I'impédance complexe de la bobine {L, R>}. Montrer que :

Ut
(P) =Re{Z} x R—%

et en déduire 1’expression de Ro en fonction de U 2 U 12, U22 et Ry.
(d) Montrer que I'inductance L est donnée par la relation :
Ry

L= Tl VIUL + U2)? = U2 x [U? = (Uy — Ua)?]

(e) U, Uy et Uy sont mesurés avec une incertitude absolue € = 1 V. Montrer que
'incertitude relative sur (P) vaut :

A(P)
2V L 87%
(P)
® 116 Lycée Champollion, Grenoble
5 min.
Fonction de transfert MPSI-PCSI-PTSI

On considere le montage suivant, pour lequel u(t) = Uy cos(wt) etv(t) = Vi cos(wt + ).
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\ANANANAS

1. Trouver la fonction de transfert de ce montage.
2. En déduire I’expression de tan ¢ en fonction de R, L, C' et w.

® 117 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

5 min.
MPSI-PCSI-PTSI

Fonction de transfert

Le montage schématisé ci-dessous est alimenté par une tension e(t) = E cos(wt).

C

|
I
€ C

L7
T

1. Déterminer la fonction de transfert H (jw) de ce montage.

2. En déduire ’expression du déphasage ¢ de s(t) = S cos(wt + ¢), en fonction de

t = —.
w el wyo RC
3. Tracer graphiquement I’allure de la fonction ¢(w).
® 118 Concours ENSI
10 min.

Fonction de transfert MPSI-PCSI-PTSI

On considere le montage ci-dessous :

Ry
—L

|
C

1. Exprimer la fonction de transfert H (jw) de ce montage.

2. A quelle condition portant sur Ry, C7, Ro, C5 les tensions u; et us sont-elles

proportionnelles ?
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®119 Lycée Hoche, Versailles
15 min.
Fonction de transfert MPSI-PCSI-PTSI

Dans le montage ci-dessous, e est I'image complexe d’une force électromotrice déli-
vrée par une source idéale de tension, Z, sont des impédances complexes et I? est une
résistance.

Z Z3

1
LT

o

5
=
IS

Montrer qu’il est possible de choisir Z; pour que la tension v ne dépende pas de R.
Exprimer, dans ce cas, u en fonction de e, Z; et Z,.

® 120 Concours ENGEES
20 min.
Fonction de transfert MPSI-PCSI-PTSI

On dispose d’un multiplieur analogique, qui transforme les signaux analogiques
21(t) = Vi cos(wt) et x2(t) = Vo cos(wt 4 ¢) en un signal de sortie s(t) :

s(t) =k x x1(t) x xo(t) otk = 0,1 V!

1. (a) Que vaut la fonction de transfert H (jw) du filtre RC'?
(b) En déduire la fonction du « dipdle » RC'.

(¢) On choisit f = % =608 Hz, R=1MQ et C' =1 uF; quelle conclusion
peut-on en déduire quant a la tension v (%) ?
2. Les tensions x; et zo présentent la méme fréquence f = 608 Hz; on réalise suc-

cessivement les conditions suivantes :

o 21(t) = z2(t) = Vo1 cos(wt) = vs(t) = Vs =21,2mV;

o 21(t) = za(t) = Voo cos(wt) = vs(t) = Vg, = 21,1 mV;

o 21(t) = Vo1 cos(wt) et xo(t) = Voo cos(wt + ¢) = vs(t) = Ve = 6,4 mV.
Montrer qu’on peut en déduire le déphasage ¢ ; que vaut-il ?

® 121 Lycée Roosevelt, Reims

10 min.

Application de la fonction de transfert PCSI-PTSI
a+ Bjw

Un quadripdle, de fonction de transfert H(jw) = ——— («, 3, v, € sont des
Y+ Ejw

constantes réelles positives, et w est la pulsation des signaux électriques) est alimenté
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par un échelon de tension e(¢) d’amplitude E :

e(t) =0pourt <Oete(t) = Epourt >0

On désigne par s(t) la tension de sortie du quadripdle.
1. Trouver I’équation différentielle reliant s(¢) et e(t). Discuter la continuité de la
fonction s(t) a I'instant ¢ = 0.

2. Déterminer I’expression de s(t = 0).

® 122 ESIGETEL

15 min.
PCSI-PTSI

Application de la fonction de transfert

Le circuit ci-dessous est alimenté par un échelon de tension e(t) d’amplitude E.

R Ue
E

0

1. En utilisant la loi des mailles et la loi des nceuds, déterminer I’équation différen-

tielle vérifiée par us.

2. (a) Trouver I’expression de la fonction de transfert H (jw) de ce circuit et en déduire
I’équation différentielle vérifiée par us ; comparer avec 1’expression obtenue a
la question précédente.

(b) A T’aide de Iexpression de H (jw), déterminer la valeur initiale de wug :
us(t =0).
(c) Résoudre I’équation différentielle et représenter u(t).

® 123 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.
Application de la fonction de transfert PCSI-PTSI

On considere le montage ci-dessous, dans lequel R, L, C' désignent respectivement une
résistance, une bobine et un condensateur.

On utilisera, par la suite, les notations suivantes :

1 1
sziethzRCwozi

VLC
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La tension u(t) est un échelon de tension défini par :

u(t) =0pourt <0
u(t) = Up pour t > 0

1. Donner I’expression de la fonction de transfert du montage et en déduire I’équation

différentielle satisfaite par la tension v :
d?v dv

@+2woa+w81}:0pourt>0

2. A T’aide de la fonction de transfert, déterminer les conditions initiales v(t = 0) et
dv
At

3. En déduire la solution de I’équation différentielle précédente.

4. Représenter graphiquement I’allure de la courbe v(t) en précisant les points singu-

liers.
®124 Lycée Livet, Nantes
10 min.
Diagramme de Bode MPSI-PCSI-PTSI

On s’intéresse au montage suivant, alimenté par une tension sinusoidale e(t) de pulsa-

tion w.
T T
xe

e -

1. Exprimer la fonction de transfert de ce montage en fonction de w et de wy = iToh

2. En déduire I’expression de son gain en décibels G(w).

3. Que vaut la pulsation de coupure w, ?

4. Etablir I’expression des asymptotes de la courbe G (log w).
5. Tracer le diagramme de Bode de ce circuit.

® 125 Concours ESIGETEL
10 min.
Diagramme de Bode MPSI-PCSI-PTSI

Le circuit schématisé ci-dessous est composé d’une résistance R et d’un condensateur
de capacité C'; il alimente une résistance de charge R’. On note u. = E cos(wt) la
tension d’entrée et u, la tension de sortie.
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1. Déterminer la fonction de transfert de ce circuit.

2. Calculer la pulsation de coupure et représenter le diagramme de Bode, apres avoir
exprimé les équations des asymptotes.

® 126 Concours ESIM
25 min.
Diagramme de Bode MPSI-PCSI-PTSI

On établit, a I’entrée du filtre suivant, une tension sinusoidale e(t) = E cos(wt). On
adopte la notation complexe.

On posera :
1 Lw w
2 _ - 20 .
“o = LC QO R . wo
\ANAANS
L
€ c—= Bl | |s

1. Sans calcul, prévoir le comportement de ce filtre.
2. Déterminer la fonction de transfert du montage.

3. On note G le gain en décibels du montage et H le module de sa fonction de trans-
fert.

(a) Quelle inégalité doit vérifier Qo pour que la courbe représentative de H (w)
présente un maximum ?

(b) Quelles sont alors, en fonction de wy et g, la pulsation wy de ’extremum Hp,x
et la valeur de Hax ?

(c) Représenter deux allures possibles (suivant la valeur de Q) de la courbe repré-
sentative de GG en fonction de log w, en faisant apparaitre clairement les points
de pulsations remarquables, ainsi que les asymptotes de la courbe.

® 127 Concours ENSI
25 min.
Diagramme de Bode MPSI-PCSI-PTSI

On considere le quadripdle représenté ci-dessous :

Gy 1=0

_':IH

vy v| ¢ L O, — Uy

1. Faire I’analyse physique du filtre et en déduire sa nature (aucun calcul n’est de-
mandé, mais on justifiera les raisonnements).
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2. Etablir sa fonction de transfert 7°(wj), que 1’on mettra sous la forme :
. 1
T(wj) =

1
a+ —+dwj
bwj

Expliciter les constantes a, b et b en fonction de R, L, C7 et Cs.

3. Quelle est la nature du filtre ? Quelle est sa fonction de transfert réduite :

ou I’on explicitera les constantes Gy, @ et w, en fonction de a, bet d?

1 1
4. En admettant que Gpax = 3 et Q = E, représenter I’allure du diagramme de

Bode de ce filtre : Ggg = f (log x).

® 128 Lycée Jacques Decourt, Paris
5 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI
1. Dans le montage ci-contre, I? représente un résistance fi- r
nie. Montrer que u # Ejy
2. On insere alors dans le circuit un amplificateur opération- £o R u
nel idéal :
r
L7 + >

& (D

T

S

Quelle relation lie v et Ey ? Trouver un intérét au montage suiveur.

® 129 Lycée Jeanne d’Albret, Saint-Germain-en-Laye
10 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI

Le montage amplificateur schématisé ci-dessous est un amplificateur non inverseur qui
permet d’obtenir une grande amplification en tension.
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e
=
Ry
U ,&‘ (%
| I
Rl R4

On donne :

Ry =10k Ry = 100 k2 R3 =10k Ry =1kQ

Calculer I’amplification en tension : A, = o2
U1
® 130 Concours de la filiere PT
10 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI
On réalise le circuit suivant, dans lequel les A.O. sont supposés parfaits.
Z
= R
| |
R
0 - [> R
| S| () | — - [>
+ I %
+
e
s
AN T T TN

Déterminer I'impédance Z pour que ce montage permette de réaliser un circuit de
fonctions de transfert respectives :

1+ jwr

Jw

) H )
H,(jw) = jjo et Hy(jw) = Ho x

On précisera les caractéristiques des dipOles a associer, a la place de Z pour parvenir a
ces résutlats.

® 131 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI

Dans le montage ci-dessous, I’ A.O. fonctionne dans son régime linéaire.
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Ry
.
| S| - [%O
D + C
€1 R3 3
€ Ry
T T
1. Compléter le schéma ci-dessous, équivalent a la branche (ABC') :
Ry 7?
Vv
7 $
Ty

En déduire une relation entre V —, eq, s, ?1 et Ro.
2. Quelle relation lie e5 au potentiel V' de 1’entrée non inverseuse de I’A.O. ?

3. Trouver I’expression de s en fonction de e, es et des résistances R; qui composent
le montage.

4. Quelle relation doit-on imposer aux produits 1 x R4 et Ry X R3 pour que :

s=ax(ea—ey),aeR?

5. Comment doit-on alors choisir R, Rs, R3 et R4 pour obtenir v = 1 ? quel nom
porte un tel montage ?

®132 Lycée Hoche, Versailles
15 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI
1. I’A.O. du montage ci-dessous est idéal et fonctionne en régime linéaire.
Ry
[ —
LT
- B
—+
e Ry
s
R
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Etablir que ce montage équivaut 2 une résistance négative, c’est-a-dire qu’il existe
une grandeur r positive, que 1’on déterminera en fonction de Ry, Ry et R, telle
que :

e=—rxi

2. Une bobine (d’inductance L et de résistance () et un condensateur idéal de capa-
cité C sont associés au montage :

(a) Trouver I’équation différentielle satisfaite par la tension u aux bornes du
condensateur.

(b) Montrer que ce circuit réalise un oscillateur dont on donnera la pulsation
lorsque R = ¢

® 133 Lycée Saint-Louis, Paris
25 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI

Dans le montage ci-dessous, I’ A.O. idéal fonctionne de maniere linéaire.

T
R G
I
0 | 1
] C = & Us
@ R —+
e R v s

I T T

1. En utilisant la branche (BAS), trouver une relation entre les tensions complexes v
et s.

2. Déduire de la loi des nceuds, appliquée en B, une autre relation entre v, s et e.

3. Montrer que la fonction de transfert de ce montage peut s’écrire :

Hy
. W wo
410 (5-%)

ou I’on exprimera les grandeurs Hy, @ et wy en fonction de R, C et Cs.

H(jw) =

I [l
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4. Représenter le diagramme de Bode de ce filtre ; quelle est sa nature ?

5. Donner, en fonction de wq et ), 1a largeur de la bande passante Aw = wy — wy (w1
et wy > w1 sont les pulsations de coupure).

®134 Lycée Champollion, Grenoble
25 min.

MPSI-PCSI-PTSI

Amplificateur opérationnel
Un A.O. idéal et linéaire est branché conformément au schéma de la figure suivante.

Ry

—
5
| o)

T T T

1. Exprimer v, en fonction de e, F, Ry et R».

2. On connecte un pont diviseur ,&l
{R1, Rz} entre la sortie et la masse R —
i 1
(figure ci-contre). . —L S
(a) Calculer la tension u 4 g entre les D 0
. +
points A et B.
o : E C) Ry
(b) On court-circuite les points A v,
et B. Quelle est ’expression du e[ <> B A R
courant circulant dans le court- !

circuit ? NS T

3. On remplace la source de tension par un condensateur de capacité C. A I’instant
t = 0, on ouvre I'interrupteur K.

Ry
LY
Ry
10 ) |
u 1
WWW\W\W—Y\%\

(a) Exprimer I’intensité du courant ¢ en fonction de R et R;.

(b) Quelle est la loi de variation de la tension u(¢) ?
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. . . . dv
(c) En déduire les expressions de la tension vs(t) et de sa dérivée T: Que
remarque-t-on ?

® 135 Lycée Henri IV, Paris
30 min.
Amplificateur opérationnel MPSI-PCSI-PTSI

Soit le montage intégrateur a A.O. le plus simple :

— Il

_— T
R +
v, v,
T NN TN

1. (a) En utilisant les lois des nceuds et des mailles, et en considérant I’ A.O. idéal et
en régime linéaire, trouver I’équation différentielle liant V; et V.

(b) Que se passe-t-il si V, possede une composante continue ?

2. L’expérience montre que, pour V, = 0, la tension de sortie Vs passe de 0 a 10 V
en 2,5 s lorsque R =10k et C' = 0,1 uF. Pour expliquer cette dérive, on peut
envisager certains défauts de I’A.O. pouvant charger C :

* soit I’existence d’un courant de polarisation 4,, modélisé par une source de cou-
rant (figure 1) ;

* soit I’existence d’une tension de décalage V; modélisée par une source de ten-

sion (figure 2).
Ja
B =0
—_—+
=0
Figure 1 Figure 2

(a) On suppose que la dérive observée est due a la seule présence de ,. Calculer
ip lorsque V., = 0.

(b) On suppose que la dérive observée est due a la seule présence de V. Calculer
Vi lorsque v, = 0.

(c) Le constructeur garantit les caractéristiques suivantes :
ip] < 200 pA [Va| < 10 mV

Quel défaut est véritablement responsable de cette dérive ?
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® 97 Lycée Hoche, Versailles

Soit Z; , I'impédance de 1’association en parallele de L et R :
1 1 1

Zin Lwj R

a| i
I
v =1Uu L R v
La loi du diviseur de tension permet de poser :
A 1
v o= uX ;L’R =u X 1
Z — X =
LRt G T 0 Z;n
1 1
= uX =u X
- 14 1 1 n 1 - 1 1 n 1
Cwj \Lwj R LCw? RCwj

En outre, la tension v est aussi celle aux bornes de la résistance R, parcourue par le
courant ¢, en conséquence de quoi :

1 u

v=Ri=1i=

EQZR R
LCw? Cuwj

Par suite, z devient indépendant de R si le coefficient qui accompagne R est nul, c’est-
a-dire :

LW =1
Dans ces conditions, ¢ devient simplement :

i=Cuwju
® 98 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
1. Soit w = 2m f la fréquence de la tension u(t) = Up cos(wt) a laquelle est

associée I’image complexe u = Uye®t. Le courant i, d’image complexe
ip = Ior el@itoL) alimente 1’association RL série, d’impédance Z I

Lw

Z; = R+ Lwj = \/R? + (Lw)? & avec tan py, = =

Cette impédance est du reste définie par :

1 —jpL X
Z,=2 = ip=u= Uy
173 Zy R? + (Lw)?
o Iy ol@ten) — Do giwi—er)

R + (Lw)?
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L’identification de ces deux nombres complexes conduit a :

Uo 127
Iyp = —F—— = Iyp=
VR? + (Lw)? v/(500)2 + (0,5 x 27 x 500)2

= Iorp =T77TmA

et fournit également :

Lw
¢ =—pr = tan¢p = —tanyp = R
= tang 0,5 x 27 x 500
1n = - = —7
L 500
= ¢~ —1,26 rad
. 1 1 ,
2. Le condensateur d’impédance Z, = = ——— étant parcouru par un

Cwj Cweim/2
courant 7., sous une tension u, il s’ensuit que :

L
Zc
= IOC ej(“’H‘bc) = CWUO e—j(‘”H%)

ZA1 u=Cwe™? x Uy et

u="Zpi = i=

A nouveau, Iidentification des modules et arguments des deux membres de cette
équation fournit directement :

Ipc = CwUy = 0,1 x 1075 x 27 x 500 x 127 = Iyc ~ 40 mA

et:

™
bo =2

® 99 Lycée Fabert, Metz

1. Au nceud F', le courant I se sépare en un courant J et un courant [ '=1-],
responsable de 1’apparition d’une tension U’ = Z'I' = Z' (I - J).

Uk Q{ z v

B G E

La loi des mailles appliquée a (BAFGB) conduit a :
U-ZI-U=0=2U=ZI+Z'(I-])=U=(Z+2)I-2"] (6

de méme qu’en (ADEBA), cette loi fournit :
U-21-2)J-V=0=U-V=21+2J (N
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Les équations (6) et (7) deviennent, aprés multiplication par Z et par Z’ respecti-

vement :
ZU=2(Z+2I-22"J
{Z’(U ()Z’)ZI+ZZ/J = ZU+Z(U-V)=2Z(Z+2Z)1

uiz+z)-2z'v
= [I= :
Z(Z+22")

De la méme maniére, la multiplication par Z et par (Z + Z') des équations (6) et
(7) conduit a :

d’ou I’on déduit, apres soustraction de ces deux dernieres équations :

Z+2YU-V)-2U=[2(2+2)+22Z]J

soit encore :

Z(Z+2Z)
2. Si aucun courant ne circule entre D et F/, J = 0 se traduit par :
ZI
2+ =2U=V=—-
Z+2)V=20=V=777U

.. 1 . . .
3. En choisisssant Z = Ret Z' = Cov’ I’équation précédente devient :
w)

1
_ Cwj 1
K*R+ 1Q*1+Rcwjg
Cwj

Les images complexes V. = V el@ttd) et U = Uy el“t sont associées aux ten-
sions réelles V (t) = Vi cos(wt + ¢) et u(t) = Uy cos(wt). En outre, le nombre
complexe 1 + RCwj s’écrit aussi :

1+ ROwj = /1 + (RCw)2el? avec tanp = RCw

C’est pourquoi :

jwt
Vo elwt+o) _ Yo _ Yo (wt=9)

1+ (RCw)2eiv  /1+ (RCw)?

L’identification des deux membres fournit finalement :
Uy

Y= i (Row)
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et:
¢=—p=tangp = —tanyp = tan¢p = —RCw

® 100 Lycée Hoche, Versailles

1. L’association en parallele du condensateur de capacité C' et de la résistance Ro
équivaut a un dipole d’impédance Z, telle que :

11 1+ ReCuwj Ry
Z Ry ol Ry ¢ 1+ ReCwj

€

L’impédance équivalente entre A et B vaut par conséquent :

Ry (R1 T RQ) +jR1 RoCw
L=tz =Rt pen~ 4 1+ RyCl ®

2. Les images complexes u = Uy ™! et i = Iy el(“'*+%) sont liées par I’'impédance
Z=Ze?:

Uy
i ) Iy = —
u=Zi=i= % = [yl Wtte) = %el(“t—@ ={ "z
a p=—0¢
Le résultat (8) donne directement :
Ry + Ry)2 + R2R2C2w2
— 12
B 1+ R3C2w?
d’ou I’on déduit que :
1+ R2C?w?
Io=Uo 2 2PR2(12,,2
(658 = S == g RO
Quant a la détermination de ¢ = —¢, elle impose la détermination préalable de

I’argument ¢ de Z, qui peut étre menée de deux manieres différentes :

Premiere méthode

L’impédance Z se présente comme le rapport de deux nombres complexes :
Rl RQC w

Z, = (Ry + Ry) + jR1R2Cw = Z, &1 avec ta = =
4y (1 2)J12w 1 n ¢, Ry + Ry

et:
Zy =14+ jR:Cw = Zy el?2 avec tan ¢o = RoCw
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Ce faisant, Z se présente sous la forme suivante :

g — L _ 2" 21 o)
- Z2 Zy el®2 Zy

= Ze? = ée]'(%—d’z)
Zy

= ¢=0¢1— ¢

tan ¢; — tan ¢,
= tan¢ = tan(¢p; — ¢o) = 1+ tan ¢, tan ¢g

C’est pourquoi :

RlRQCw R.C
tan¢ = Ri+Ry, 27 _ R3Cw

Ri1RyCw Ry + Ry + R1R§C2w2

1+ ——x RyCuw
R+ Ry

d’ou il découle que :
= —¢ = arctan 0
A Ry + Ry + Ry R2C2u?

Deuxiéme méthode

L’expression (8) de I'impédance :

7 Ry + R> +jR1Rng . [(R1 + RQ) +jR1R20w] [1 —jRng]

1+jR:Cw 1+ R2C?w?
. Ri1+ Rs + RlR%CQwQ . R%Cw
B 1+ R3C%w? Ty R3C?w?
fait apparaitre clairement les parties réelle et imaginaire de Z = Z /%, d’o il res-
sort que :
Im{Z R3C
tan ¢ = m {Z} = 2 = tan(—y)

Re{Z}  Ri+ Ry + R1R3C%w?
Finalement, ce résultat confirme 1’expression de ¢ :

R3Cw
Ry + Ry + R1R§C2w2

(p = arctan <

® 101 Lycée Fabert, Metz

1. Les associations en série {L, R } et {C, R} sont équivalentes a des dipdles d’im-
pédances respectives :

7. =R L tZ, =R —_—
L1 =t heiet 2y =t m = T o0 Ul g 7
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Ainsi, I'impédance équivalente a I’association en parallele de Z, et Z, vaut Z telle
que :

B i L 1 1 L Cwj
B Z, Z, B Ry + Lwj 1+ RyCwj
1+ jw (R1 + Rg) C — LCw?

R1 + jw (L + RlRQC) — RQLOLUQ

N~

Or, par définition :

u=Zi=i=-1uU

N

ce qui signifie que (t) et u(t) sont proportionnels s’il existe un nombre réel a,
indépendant de w, tel que :

1
5 =a= 1+ (R1+ Ry) C — LCw? = aRy +jw (L+ R RyC) a— Ry LOw*

sans quoi il existerait un déphasage entre i(t) et u(t).
Or, cette équation devant étre vérifiée pour toute valeur de w, elle impose I’identité :

e des termes d’ordre 0 en w :

1
l=aRi = R = —
«

e des termes d’ordre 2 en w :

1
LCW? = RyLCwW?a = 1= Rea = Ry = -

soit encore :

On notera dorénavant R; cette valeur commune a R et Rs.

e des termes d’ordre 1 en w :

L
w(Rl+R2)C:w(L+R1RgC)a:>2RZ-C=E—&—RZC’: L= 150

(3

que I’on peut aussi présenter sous la forme :

L
Ri=y\=
c

2. De ces résultats découlent les expressions polaires de Z; et Z,, :

/L L .
Z,=R;+ Lwj = 5+ij=,/5+L2w2er¢
tan(b:LwX\/%:w LC

avec |



Electrocinétique 325

et:
g 1 + RiCwj /14 RIC2?w?el?2 /1 + LOw?e??
=7 Cwj Cweim/? N Cweim/2
ou:

| L
tang, = R;,Cw= awa:vLCw:tanqb

- 7\/1+LC’w2x 1
=2 Cw J(5-9)

En choisissant pour u(t) = U sin(wt) une image complexe u = U e/“!, on im-
pose :

u(t) = Im{u} eti(t) = Im{i}
et c’est pourquoi I’'impédance Z; est traversée par un courant 7, tel que :

u U et U

Z, |I T
' ol L2w? ei? ot L2w?

w iwt—¢)

Q:Z111 =1 =

d’ou il s’ensuit que :

U
Z.1(t) = Im{il} - L—
\/ 6+L2w2

= = e 9)

sin(wt — ¢)

De méme :

c’est-a-dire :

i2(t) =

® 102 Lycée Pissarro, Pontoise

La force électromotrice e, du générateur équivalent s’identifie a la tension entre les
bornes P et M lorsqu’aucun courant ne circule entre ces points. Une nouvelle présen-
tation du schéma du montage :



326 Chapitre 4

u o
7~ Cwiu 1 — RCuwj
erp =" =

T i Row ®

Quant a I’'impédance interne Z 1, elle équivaut a I’'impédance
entre P et M lorsque les sources de tension sont remplacées
par des fils électriques. La résistance et le condensateur étant
alors montés en parallele, il s’ensuit que :

1
Rx —
Loy, = chjé A il
Th 1 =Th ™ 1+ RCwj
R+ —
Cwj

Soit u = Uy ™ I'image complexe associée a la tenstion u(t). Le résultat (9) s’écrit :
1 — RCwj

=—— Uy = He? x Uye*?
€Th = 1L RCwj ° ¢ 0¢

avec :

1—RCwj (1- RCwj)(1— RCwj)

1+ RCwj 1+ R2C2u?

1 - R2C%*? 2RCw

T 14 R2022 X T R2020,2
2RCw

1 — R2C?w?

H=H? =

= tan¢ = —

et:
14 R*C%?

= =1
1+ R2C?w?

|1 - RCwj
|1+ RCwj

Par suite : _
ern = Up &) = eqy, = Uy cos(wt + ¢)

Ce montage sert ainsi a créer un déphasage sur une tension, sans en modifier 1’ampli-
tude.
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® 103 Q.C.M.
1. L’association en parallele de R et C, d’impédance :
Rx —
7 _ Cwj _ R
=1 . 1 1+ RCwj’
Cwj

est branchée en série avec L et 7 ; 'impédance équivalente vaut :

R
7 - it 70—t Lwid — v 10
A r+Lwj+Z, =1+ UJJ+1+Rij (10)
. R(1- RCuwj)
= vl T ey (an
= Z=r+-———+4uwj L—i (réponse b) (12)
4= 1+ R2C2,,2 J 1+ R2C2.,2 p
2. Soient i = Iyt et v = Vel @) Jes images complexes associées a

i(t) = Iy cos(wt) et a v(t) = Vo cos(wt + ¢). Ces deux grandeurs sont en phase
lorsque ¢ = 0, auquel cas :

_ Voo _ W

7 ===
o Iy Iy

eR

RIS

ce qui signifie aussi que la partie imaginaire de Z est nulle :
R2C

-
14+ R2C?w?

=0= L+ R’LC°w* = R°C = R*C (1- LCw*) =L

d’ou il s’ensuit que :

I 1/2
R= {m} (repOHSC C) (13)
3. Laréponse précédente équivaut a :
L=Trmee =1 T HCw =7 (9

En outre, lorsque Im {Z} = 0, I’expression (12) devient :

L L
ZZT+WZT+RXW:> Z:r—k%(reponsec) (15)

4. Pour que I'identité (13) attribue a R une valeur réelle, il est nécessaire que :

1
1- L0 >0=L0w? < 1= w< —

VLC
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11 existe donc une valeur Wy, = pour w :

1
vLC
1

= W = 10° rad - s~ (réponse a
/(10 x 10-3) x (10-2 x 10-9) — s )

Wmax =

En outre, 1’équation (14) montre que :
R%*C

= 1+ R2C%w? > 1car R2C%*w? >0

Il existe par conséquent une valeur minimum :

| L
Ruyin = 5 = R > Rnin
Application numérique :

10 x 10—3 5
Rmin = W = ijn = 103 Q (repOHSC d)

1
5. Lorsque w = wyax = Wirek I’expression (13) montre que R tend vers I’infini, ce

qui, compte tenu du résultat (15), conduit a :

L
Z. . = 1li — Z. . = S
Lo RI_IE(IDO [r + RC] = Z_., = r (réponse b)
En outre, I’identité (12) fournit :

A = lim T+L+w' L—&
Loo = pWI 1+ R2C%2 ) 1+ R2C202

1 1
= rtuwj <L0w2> ézw:r+ij+7ij

ce qui suffit a montrer que :
le dipdle est un circuit » LC' série (réponse d).

Du reste, ce résultat est confirmé par le schéma dans lequel la résistance R serait
remplacée par un interrupteur ouvert (R — 00) :

A | L :17" B
[[C
I
® 104 Lycée Carnot, Dijon
1. (a) L’admittance Y ; ~ équivalente a 1’association en série vérifie :
2 .
Xic :ZL(}:LWJ'+CLM:%§XLC: 1_6111%

C’est pourquoi I’admittance totale du montage proposé vaut :
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. . Cwj . (14+a)—aLCw?
Y =aCwj+¥ic=aCui+y—pam = Cuix =755
(b) De cette expression, il découle que :
. . ) Cwj
Jm ) = i focui (o
= lim (Y) = lim (aCwj) = 400 (17)
w—ro0 w—r0o0

(©)

(d)

et:
. . . Cwj .
tny () = iy € s | =l () =0

Par définition, I’admittance Y est liée a la tension u aux bornes du dipdle AB
et au courant 7 circulant dans AB :

Y==-=i=Yuetu=

<

ISHICS

Lorsque Y tend vers I’infini, u tend vers zéro (il s’agit de la tension aux bornes
d’un fil électrique idéal), tandis que pour Y = 0, ¢ devient nul, ce qui corres-
pond a I’absence de courant circulant a travers un interrupteur ouvert. Par suite,
le montage proposé équivaut aux systemes simples suivants :

pour w nul pour w infini

Le module de I’admittance :

(14 a) — aLCw?
1—LCw?

Y =Cw

est infini lorsque son dénominateur s’annule, ce qui se produit lorsque :

En revanche, ce module s’annule pour w = 0 (cas déja étudié dans la question
précédente) et pour une pulsation wy telle que :

1 1
1+afaLCw§:O¢w§:%¢ wgzwazg (18)

Le résultat (17) peut également s’écrire :

lim Y = lim (aCw) =400

w—r00 w—r00

ce qui montre que la courbe Y (w) admet, a I’infini, une asymptote linéaire (9)
de coefficient directeur ooC'. En outre, les limites :

IlmY =0 lim Y = 400 lim =0

w—0 w—rw1q W2

completent le tracé asymptotique de la courbe Y (w) :
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Quant au module Z de Z, sa définition :
1 1

Z=—=7=~—
Z=y=Z=%

conduit directement a :

lim Z = 40 Iim Z =0 lim Z = +o0 lim Z =0

w—0 w—rw1 w—rwso w—00

d’ou découle sa représentation graphique :

w

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L
0 Wi Wo

2. (a) L’association en série de r, L et C' a pour impédance complexe :

1 1 — LOw? j
Z, =+ Lwj+ —— = Cw? + rCwj

Cwj Cwj
en raison de quoi le montage proposé par I’énoncé a pour admittance :
1 Cwj
Y = aCuwj+ — =aluwj
- @ wJJer “ wJ+1—LCw2+erj

a+1—aLCw?+ arCuwj

= C i
w 1—-LCw? +rCwj

or, lorsque w = wsy, les équations (18) révelent que :

a+1—alCwi =0

et:
1 1 1
LCwSzﬂjl—Lngzl—ﬂ:——
« « «
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d’ou ressort ’expression de Y (ws) :

arCwaj a?rC?w?
Y — C 1 —_— = Y = —
Y(ws) wal X 1 . Y(we) 1 — arCwsj
——+ rCwsj
«@

. . Lw o L .
(b) La définition du coefficient Q = —2, associée a la définition de w-, conduit
T
a:

1 1 1 1
+a:>LwQ: +a:>rQ= +a:0w2: rta
aCwg

2 _
LCw, = aCws ar@

11 s’ensuit que :

a2r><<1+a)2 5

X(M):—MQ:LXM
1+a r@? 1+ a

arQ g

+ «

1—arjx

. 1
Etant donné que () > acet () >> 1, le rapport est négligeable par rapport

a 1, ce qui simplifie I’expression de Y (w>) :
1+ a)? rQ?
¥i(log)l = O "
rQ (1+a)
La nature purement réelle de Z(ws) indique que le dipdle AB se comporte
rQ?
(14a)*
3. (a) La bobine, le condensateur et la résistance se trouvant associés en parallele,
leurs admittances s’additionnent pour donner I’admittance Y du dipole AB :

= Z(OJQ) =

autour de wy comme un resistor de résistance

1 1 1 1
Y Py Y = - ] S
Y=gttuityy = Y=gt (Cow Lw)

2
1 1
Le module Y/ de Y’ : Y/ = \/ VA + (Cow — L) est minimum pour une
w

2
. . . 1 .
pulsation w = wq qui rend aussi minimum le terme (C’ow “To qui, comme
w

tout carré, devient alors nul :

1
CO(A)Q:TL‘)Q@CO:TLU%

Le résultat (18) conduit finalement a :
s l1+a «

L Co = C
w2 aC ad 1+«
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(b)

Chapitre 4

. 1
Pour cette valeur de Cy, et a la pulsation ws, Y/ = = affecte au module Z’ de
I’'impédance Z' sa valeur maximum :

Zlx =R

max

Les pulsations de coupure sont les pulsations ws et w, solutions de 1’équation :

o T R _n
V2 N2 V2
1+ R? <C’0w>
Lw
1\2
2
) =1
= R <C’0w Lw)

Par conséquent :

R R
RCow—m_louRCow—m_—l

procurent deux équations du second degré :

RLCyw? — Lw— R=0et RLCow?> + Lw—R =0

de méme discriminant :

A=L>+4R’LCy > L> = VA > L

Quatre solutions mathématiques s’en déduisent :

L+VA —L+VA
W=7+ Ctw= ———7+7—
2RLC, 2RLC,

dont seules les positives présentent un sens physique :

—L++L?2+4R%2LC, L++/L?2+4R2LC,
w3 = etwy =
2RLCY 2RLCY
La bande passante a pour largeur :
L 1
A fr— — = — =
YT TS T TRC, T RGy

a la suite de quoi :
wa 1+« 1+« aC
Aw aLC * 0 aLC . 1+«
wo

N _ a C
Aw l1+a L

® 105 Concours E.N.S.T.I.M.

1. Soient v; et vo = Ej les tensions d’entrée du multiplieur.
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U

U R .

L —
ANAANAY

L PR

N,

?

we( t)T p— M S

U(tﬁ : @EO = o
K

La tension v; étant égale a u + uc, la tension de sortie du multiplieur vaut :

vs =kvivg = vs=kX (u+uc)x Ep (19)

2. Aucun courant ne pénétrant dans les entrées du multiplieur, le courant ¢ qui circule
dans la résistance et dans la bobine est aussi celui qui circule dans le condensateur ;
les tensions aux bornes de ces dipdles valent respectivement :

di duc

UR:RZ UL:LE Z:CW

d’ou il s’ensuit que :

d2uc
de?

d
uR:RC%etuL:LC

Quant a la loi des mailles appliquée a (SPN K S), elle impose :

Vg —UR — U, —Uc —u =20

ouvs = k Eyu+k Ey uc, compte tenu du résultat (19), a I’aide duquel on obtient :

kEyu+kEyuc—u—uc—ur—ur = 0= ur+ur+(1—kEy)uc = (kEy—1)u

soit encore :

d2 d
ve | po &Y | (1 —=kEp)uc = (kEy—1)u

L
¢ de? dt

c’est-a-dire, apres simplification par LC et en tenant compte de 1’expression de
u(t) = Up cos(wt) :

dzuc + E duc 1-— kEO - 1-— k}EQ
a2 "L dt Lc T IC

2L /1 —kEq
T = E’ Wy = —LC et A= Uy (20)

cette équation se présente aussi sous la forme :

Uy cos(wt)

En posant :

d2uc 2 duc
dt2 ; T —+ wg uc = OJ(Q) A cos(wt)
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3. En notation complexe u¢ est associé a son image :

d2ﬂc

g = W Ucdrt?

up = Ug H0) % _ wUe o)
et cos(wt) peut étre remplacé par e/’ :

de? TF+W3@CZWSA6M

d’ou il découle que :
2 . 2w 2 i(wt+) 2 jwt
—w +jx — 4wy ) Uce =wjAe
T

dont I’identité des modules conduit a :

doo? 2 |A
\/(wg—w2)2+szc:w§ Al = Ug = wo ] .
’ \/(wz—w2)2+4i
0 T2

4. En choisissant F/y = 0, on obtient wy = , de sorte que le facteur de qualité

1
VLC
prend la valeur :

Lwe 1 /I 1 0.5
_Lwo 1 L1 — 105
Q=% =rVo 30 Vim0 ~ 9710

L'inégalité : Q@ > ﬁ suggere que la courbe représentative de uc(t) admet un
maximum pour une pulsation w,, que I’on peut trouver en posant :
2 2
2 n2 , 4w wp |4
fw)=(wg—w’)"+ 5 =Uc=
T

fw)
w,, apparait ainsi comme la valeur de w qui affecte & f(w) une valeur minimum :
df 8uwm
@ - = 0 = _4UJm (wg — UJ?n) + 7_2 = 0

2
2 2 —
= dwp, (wmw0+ 7_2) =0

La solution w,,, = 0 révele que la courbe U..(w) admet une tangente de pente nulle
a lorigine, tandis que Uc (wyy,) est un maximum pour :

2
2 2
wm:wo—ﬁé W, = wg—ﬁ
Remarque — La définition du facteur de qualité :
0 Lwy - 1 2L N L T
=— > —avecT=— => — = =
R V2 R R 2



Electrocinétique 335

confirme l’existence de w,,, étant donné que :

2
72

woT 1
> == wh >

2 " V2

Enfin, I’expression de Uc(w) fournit les limites suivantes :
lim (Ue) = [A] et lim (Ue) =0

d’ou découle la représentation graphique :

Al

|

|

|

|

|

|

|

|

|
] [
5. Les valeurs expérimentales :

Eo 0 1 2 3 4 5 6 7
103wy | 6,52 | 6,18 | 5,83 | 5,46 | 5,05 | 4,61 | 4,13 | 3,57
106w2 [ 425382 | 34 [208 255|212 17 | 127

permettent d’obtenir la courbe suivante :

10_6 LOOZ
50

A
40

30

20
10

E
01 "2 3 4 5 ¢ 7

qui confirme que w? est une fonction affine de Ey, comme le suggere le résultat
(20) :
W 1k
T IC IC

La pente a de cette courbe s’obtient, du reste, a I’aide de deux points, par exemple

A 0 6| etH 7 Nk
42,5.10 12,7.10

12,7.10° — 42,5.106 29,8.106
a = = —
7 7

XEO
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. . k
et s’identifie alors a — — :

LC

6
_k =a=k=—-LCa=0,5x4710"2 x 28107

k=01V!
7e = 0,

® 106 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. L’association en parallele de la bobine et du condensateur équivaut a un dipdle
d’impédance Z; . telle que :

1 1 1 — LCw? Lwj
—=— 4 Cvj=——mF =L = ———
Zio  Lwj 1O Lwj £LC T 1 I0w?

i
R L
u Ze

C’est pourquoi I’impédance du montage proposé vaut :

. wWj . 2— LCOwW?
Z = R+L ——— =R+ L P
= + wJ+1—LCw2 + wa1—LCw2
W2
2-—
= R+ Lwj x :g
l——

wo
c’est-a-dire :

2y
Z =R+ Lwjx 32—
W —w

Les images complexes i et u associées a u(t) = U cos(wt) eti(t) = I cos(wt + ¢):

u="Ue"" i=1eWtte)

sont a I’origine de la définition de I'impédance Z :

u=ZLi=1i=

N1
N
&
=
[\v]
_|_
N
h
€
X
O =0
| ]|
€ €
[\v] [\v]
N~
[\v]

2. Cette expression révele que :

2, 2\2
(wa“;“’) >0¢1<%

— 2
wh —w

et c’est pourquoi I prend sa valeur maximum In,x pour deux valeurs de w qui

w? — w?

2

annulent Lw X 5
Wi —w
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w=0 U
:>I:Imax:_
{ :

w = Wi

Quant a la pulsation wy, son influence se révele a partir du calcul :

. . U .
lim 7 = lim = lim =0

w—rw w—rw 2 w—rwi
0 0 , w% — W2 0
R+ (Lwx 55—
wi —w

3. Ces calculs meénent a la représentation graphique de I(w) :

Imax

qui indique qu’a la pulsation wy, aucun courant ne circule a travers le circuit; /
prend donc une valeur minimum pour w = wy (tandis que pour une résonance, [
prendrait une valeur maximum) ; il s’agit d’une antirésonance.

® 107 ENSI

L’association en paralelle de R et C' équivaut a un dipole d’impédance Z telle que :

u
1 1 . 14+ RCwj R
o= N hthet RN U S A
Z R R “TitRCy — Lo
v

La tension v aux bornes du condensateur est aussi celle aux bornes de Z et s’obtient a
I’aide de la loi du diviseur de tension :

R

A 1+ RCwj
v = € =eX

7XZ+ij

1+ RCwj

R
T Y RA-LOW) 1+ Lwj

1 Lw w
On notera dorénavant : LC = —;, Q = Z ety = —, de sorte que :
w§ R w

0
LCW? = w?

jszCtLUJ:RQiZRQl‘
Wy wo
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afin d’obtenir :
1 le

|
v=exX ————— = |v| =
T T 1—224iQx vl VI —22)2 + Q%2

Aussi, en désignant par V et E les amplitudes des tensions v(t) et e(t) :

V= avec f(z) = (1 — :v2)2 + Q%

E _E
V(=222 + Q%2 \/f(z)

C’est pourquoi V' admet un maximum pour une valeur x,, non nulle de = qui rend f(x)
minimum, c’est-a-dire telle que :

d 2
arr g o —dz,, (1 —22) +2Q%2, =0 =4z, (22, -1+ 2| =0
dxzm 2
2
2 Q
= =1 =
T D)

Or, cette équation n’admet de solution réelle qu’a condition d’observer :
2
1> = Q< V2

soit encore :

™~

L 1 1 /L [ L

Dans ces conditions :

2 _ @ _,_ L __L
z,, =1 5 =1 2RC2:>w—w0 1 SRC2
® 108 Lycé Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1
1. Soient Y = CwjetY = ———— les admittances complexes des deux
Lo J et X R R+ Lwj p
branches du circuit. La loi du diviseur de courant révele que :

1
v >
i = g x Y Ry, =i, R+ Lwj
Yo+Ypy Cusi + ) L
WIT TR Luwj Yo Yrr
1 — LCw? + RCwj
D’une part :
wQ—L:>LC’w2 w—z—xQ
o7 L Wl
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et d’autre part :

1 w T
2
= =>Llw=—=0Q= =>RCw=—=—
“ =16 7 0= G 7 9T Row, YT Qw  Q
ce qui pemet de présenter ¢ sous la forme suivante :
. Ly
fL =
x
1—224j—
Q
De cette expression, il découle que :
i 1
il = i LI— 0
x 2
22 x
’1 JU—HQ‘ (1,$2)2+@

soit encore :

IO 2\ 2 :E2

avec f(z) = (1 —2°)" + =

2. Ce dernier résultat montre que I admet une valeur maximum I,,x pour une valeur
Ty, de x qui rend minimum f(z), ¢’ est-a-dire telle que :

I =

df 9 2%y,
azm:O = 4xm(:cm—1)+@:0
4 SR
= Tm | Ty — +TQ2 =0
1 1
2 _ 2 _

On s’assurera aisément que cette équation admet une solution réelle, étant donné
que :

1 1
=220°>1=> —<1l=1-—>0
Q> 20 202
. . 1
Ce faisant, la valeur maximum de I vaut : I,,, = ———, avec :

V f(zm)

1 1\? 1 1

111
IR
11 41
S @

1l s’ensuit que :

Tinax _ 4Q4 2Q2

1
L~ Viwm O V@17 Vagr—1
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3. Pour toute valeur de Q) > \@’ on constate que :

2Q°-1)">0 = 4Q*—4Q*+1>0=4Q*>4Q* —1
4Q*
-1 77

ce qui confirme que :

Inax = 0 Ip > Iy

® 109
1.

Lycée Hoche, Versailles
L’association en série de la bobine et du condensateur possede une impédance :

1 1 — LOw?
Zico=Lwj+ —=——
Lo Wi Cwj Cwj
auquel cas I'impédance Z de I’ensemble du montage vérifie :
l_l+ 1 _l+ Cwj  1—LCw?+ ROWj
Z R Z, o R 1-LCw?  R(l1-LCw?)
soit, avec :
1
IC @

1 1

wo

= LOw?=2?et ROw = z

de sorte que :

1— 22 +] -
r . Q 14 T
Z  R1-22 R| You-u
Aussi, les images complexes u = Uy e/“* et i = I el(“t+9) sont lides 2 Z :
Uu=Zi=i=ux

= il = luf % —
1 = |u =
Z]

N —

d’otu ’on tire I’expression de 1’amplitude [j :

Uo CL’2
R Q1 -a2)

Iy

2. Cette relation montre que :

. _ Uy . _ Uy
apt) =T o ) ="7
En outre :

lim (Ip) = +o0

rz—1
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montre que la courbe I(x) présente une asymptote verticale en z = 1 :

Iy ‘
UO/R/K
0 1 ’
3. Les pulsations de coupure wy, associées a x; = ﬂ, sont solutions de I’équation :
wo
U() Uo 2 UO
Ip(z;)) = —=V2 = —4/l+——"-""7==—+V2
(i) = 7 V2 TR R i L
2
x _ 2 _ 2 2)2
= Q2(1—x2)2_1:>x =Q (1—x)
r=@Q (1-2?) Qr’+z—-Q=0
= ou = ou
x:—Q(l—x2) Qr’—2—-Q=0

Le discriminant commun a ces deux équations du second degré :

A=144Q*>1=VA>1

génere deux couples de solutions :

—1+ VA 1+vVA
=—F—ouxr=———

T

20 2Q
dont on ne retient que les positives (car z = ud >0):
Wo
VA -1 VA 41
r)=————¢etlg = ———

2Q 2Q

d’ou il ressort que :

VI+4Q% -1 VI+4Q% +1

W] = T1Wo = Wy el wo = Tawy = Wy
2Q 2Q

4. Ces résultats conduisent a I’expression de la largeur de la bande passante, définie
par :

wo
Aw=wy —w; = —

Q
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®110 Lycée Roosevelt, Reims
1. Soit Z I'impédance de 1’association en parallele de la bobine et du condensateur :
1 1 1— LCw? Luwj
—=Cwj+ —=——"—"=2Z="——"""—
Z Yt I Lwj “T 1 Low?
ou )
1
LC = — :>LCw2—w—2:x2
“o wo
et: I R
Q=two L _BQ 1, RQY —RQe
R wo
permettent de poser :
. RQzx
4TI
De fait, la loi du diviseur de tension impose :
R e E ejwt
s=exX = =
s=ex o 0 5
x
1+J1 2 1+(Q ) x el¥
1—2z
avec : 0
x
t =
an ¢ .2

Par suite, I’'image complexe s de s(t) vérifie la relation complexe :

E
2
Qx
1 -
\/ + (1 — x?
dont I’identification des modules et des arguments fournit :

E
b= 7
Qx
,/1+(1_x2)
Qx

¢=—1Y=tan¢p = —tany = tan¢ = PO

oWt =1)

s = S eiwi+e) —

et:

2. L’expression de tan ¢ présente une singularité au voisinage de la valeur x =1
(tan ¢ tend vers +oo selon la valeur relative de x par rapport a 1). Or, cette singu-

larité disparait avec :
1 -1 1 1
= = — l‘ —_— —
tan ¢ Qx Q x
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et c’est pourquoi 1’étude des limites sera menée sur :

oG- (+-2)

C’est ainsi que :

i o 5 )] === by (5 ¢) =5 = o=

lim {tan(g—qﬁ)]:ooé lim (g—¢):g:> lim ¢ =0

Tr—r00

3. L’expressionde S :

S:

\/f(ix)avewf(x) — 14 (16_222>2

montre que S prend une valeur maximum lorsque la fonction f(z) est minimum,
c’est-a-dire pour une valeur z; de x telle que :

Q1
2

1—27

=0=21=0= wi=wyx1 =0

La valeur de .S vaut alors :
Smax = S(wl) =F
En outre, lorsque = = 1, la fonction f(z) présente une singularité :
;1_>H11 [f(x)] = +o0 = 911—>m15 =0
avec :

r=1=>w=2wy=wy= S(wo) = Smn=0

Enfin :
lim [f(z)]=1= lim S=F= lm [SWw)]=F

r—r00 T—r 00 w—r0o0

4. De ces limites ressort la représentation graphique de S(w) :
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0 wo

. Soient 1 et xo les solutions de I’équation :

Shmax w1 w2
2 avecry = — et xg = —

V2 wo wo

Les expressions obtenues dans les questions précédentes pour S(z) et pour Spax
donnent a cette équation la forme suivante :

S(x) =

E _E Qx 2_1
Qx )ﬁ:’(1> -

1

+(1—x2

soit encore :
Qr=1—2a? 224+ Qr—1=0
ou = ou
Qr = —1+2? 2 —-Qr—1=0

Le discriminant commun a ces deux équations du second degré :

A=Q*+4=VA>Q

génere les solutions mathématiques suivantes :

~Q+ VA Q+VA
r=—/——"—"¢etr=——"

2 2
parmi lesquelles seules les positives (z = dl > 0) ont un sens physique :
wo
VA-Q _w Q+VA _ w
r=—F—=—¢€tlg= ——=—
2 wo 2 wo

d’oui ressortent les expressions des pulsations de coupure :

oy x YO H1-Q Q@ri+Q
2

w1 et wg = wg X 5

La largeur de la bande passante est par conséquent donnée par :

Aw=ws —w; = Aw=wy X Q
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®111 Lycée Hoche, Versailles
1. L’impédance équivalente a 1’association en série de la résistance et de I’inductance
vaut :
Z=R+ Lwj=Ze? = Re{Z} =R
avec :
Z =/ R? + L2uW? 21
et:
R L L
cosqb:E sin¢:7w tanqS:%

La puissance moyenne consommée par cette installation vaut alors :

P
P=Re{Z} I?=RI*= R=2
Application numérique :
12 x 10?
_ 7(8%)2 = R=1875Q

U
Quant a I’identité (21), dans laquelle Z = T elle conduit a :

1
R+ LW =2 = L=—
w

1 U\?
= e— — PR— 2
= L o f (I) R

Application numérique :

2
1 200
pr— — J— 2 —
L= % \/( 80) (1,875)2 = L =5,3mH

2. En associant a ce montage un condensateur en parallele, on obtient un nouveau
dipdle d’impédance Z’ telle que :

Z' = 7' ¢ avec cos¢’ = 0,9

#
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L’additivité des admittances des dipdles en paralleéle impose ainsi :
F =g O S g = s+ Gl
= %jjy = % + Cwj
co;/gb’ ;| s12/¢>' _ co;gb 4 (C’w 3 Sl;qﬁ)

L’identification des parties réelles et imaginaires de cette équation génere les équa-
tions suivantes :

sing’  sing c cos¢’  cos¢
_ — Cw _

= t =
7z Z T Z
dont le rapport fournit :
sin @’ _ Z sin ¢ CCw) = tané — ZCw
cos @’ cos @ Z cos ¢
ZC sin ¢
N w _ ang — sin ¢
cos ¢ cos ¢’

1 . sin ¢/
= C—Z—w (Sm¢—cos¢x cosqzﬁ’)

U
ol, d’une part : Z = T et d’autre part :

P
P=UI cos¢ = cosp = —

Ul
Il s’ensuit que :

_ 2 A/
. Ufw<h_mg _P v1<m¢>>

Ul X cos @’

1 P2 P \/1—cos?¢
_ 2_ - _ - N PP Y
all U x 2rf ( g vz U cos ¢/’ )

Application numérique :

1 12.103\>  12.103 1-1(0,9)2
= e ————. 2 _ — ’
¢ 200 x 27 % 50 \/(80) < 200 > 200 09

= € =380 uF

® 112

Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
1. En notation complexe, les tensions e1, es et e sont associées a :

e, = Eelt ey = E ol (@1=27/3) ey = B ol (@t—in/3)
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de sorte que :

5 = e teteg=Ee (1+e‘j%ﬂ+e‘j%")

= Eet {1+COS (Q?:T) + cos (?) —j sin (ij) —j sin (4;)]

avee |

() Y3 (A3 my_ 1L dmy _ L
S 3 = B S 3 = D) COS 3 = ) COs 3 = B

d’ ot il découle que :
s=0= s(t)=Re{s} =0

Le théoreme de Millman permet alors d’exprimer la tension u en fonction de I’ad-

1
mittance Y = - des dipdles :

Les images complexes ¢, ¢, et e; adoptent la forme générale :

. 2 4
e, = E@ %) avec 0y = 0,0, = ?ﬂ etfs = ?ﬂ

tandis que Z désigne I’'impédance d’une association en série d’une bobine et d’une

résistance : _
Z =R+ Lwj = Z? avec Z = \/R? + L2w?

et: )
Lw  1,52.107% x 314

t = — =
ane = p 0.275

:1,735:>¢:g

C’est pourquoi :

j(wt—0y,
o Ee-](Wf k) o Eej(UJt_gk_g)

S
ou I’on remarque que :
E 220 E
= ~400A= - =1y (22)
Z V/(0,275)2 + (1,52.103 x 314)2 Z
= iy =Ly (W1 0F) (23)

ce qui équivaut, en notation réelle, a :

ir, = Re{iy} = Ip cos (wt — 6 — g)
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soit, en tenant compte des valeurs de 6y, :

™
11(t) = Iy cos <wt - §>

io(t) = In cos(wt — m) = —Ij cos(wt)

) 5T ™
i3(t) = Iy cos | wt — 5= Iy cos | wt + 3
3. La puissance moyenne P absorbée par un dipdle d’impédance Z = Z el? s’écrit :
P = Ukt Legr cos ¢

Dans le cas présent, tous les dipoles ont la méme impédance Z = Z ¢/™/3, la méme
Iy
V2

Uk = |ug| = |Z] x |ix| = Z1o

intensité efficace I.g = , tandis que leurs tensions u;, = Z 7, ont pour ampli-

tude commune :

ot le résultat (22) révele que :
Zly=FE=U,=F

Aussi, tous ces dipdles présentent la méme tension efficace :

v Ue _E
eff \/§ ﬂ
C’est pour cette raison que :
EI ET
P="es(3)="7
Application numérique :
220 x 400
- % — P —22kW
®113 Lycée Carnot, Dijon
1. La puissance moyenne P est définie par :
I 2vr (7T
P = —/ vidt = —/ cos(wt + @) x cos(wt) dt
T Jo T Jo
vl [T
= Wi [cos ¢ + cos (2wt + ¢)] dt
2T J,
= — {cos¢ dt +/ cos(2wt + ¢) dt
T 0 0
Vi

= 7 {cosd) x T+ % [sin(2wt + ¢)]0T}

En remarquant que w7 = 27, on obtient :
sin(2wt + 2wT + ¢) = sin(2wt + 47 + ¢) = sin(2wt + ¢)
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ce qui simplifie I’expression de P :
P =VI cos¢
2. L'expression de vy (?) :

vy (t) = VV/2 cos (wt +¢— g) = V2 sin(wt + ¢)

conduit a : T
2VI
Q= T/ sin(wt + ¢) X cos(wt) dt
0

ou I’identité trigonométrique :

1
sina x sinb = 5 [sin(a — b) + sin(a + b)]

se traduit par :

v
Q = ?/ [sin ¢ + sin(2wt + ¢)] d
VI
= T smfb dt—I— sin(2wt 4 ¢) dt
Or:
r 1
/ sin(2wt + ¢) dt = —— [cos(2wt + qb)]g
0 2w
- oL (2wt 4+ 2wT +¢) — cos(2wt + ¢)| =0
= 5, |cos(2w w cos(2w =
4
simplifie I’expression de @) :
Q =VIsing
3. U'impédance Z = R + jX est définie a partir des images complexes
V= V/2el@ite) et j = [1/2eiwt :
Z = %ej‘ﬁ =Ze?% =27 cosd+jZ sing
Z =
= C_OS¢ R avec Z = —
Z sing =X I
V cosp = RI
= .
Vsing = X1

Il s’ensuit que :

P=VIcoso P =RI?
{ Q=VIsing { Q=X @4)
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4. 1’admittance complexe Y = G +jB, associée a I'impédance Z = Z el?, est définie
par :

IcosqS

1 I

Ibln¢ CarZ_V
I cosp =GV
{Ismd)—— BV

Par conséquent :

{Pﬂﬁm¢§{P:mﬁ 03)

Q=VIsing Q=-BV?

5. Le dipdle (ds) est caractérisé par son impédance Z, = R, + jX§, tandis que le di-
pole (d,) est caractérisé par son impédance Z. » = Rp +jXp, alaquelle est associée
une admittance Y, = G, + jB),. Compte tenu des résultats (24), les puissances Ps
et Qs de (ds) valent :

P,=R,I?etQ,=X,I?

v
oul; = 7 désigne le courant efficace circulant dans (d) :

V2 V2

PS 22 et QS = ZE

De méme, le résultat (25) donne les puissances P, et (), du dip6le (d,,) aux bornes
duquel régne la méme tension efficace V' que celle aux bornes du dipdle (D) :

P,=G,V?etQ,=—-B,V?

Ces deux dipdles sont alors énergiquement équivalents a condition que :
P,=P,etQ, = Qs

c’est-a-dire si :

R Xs
Dans ces conditions, I'impédance Z, est donnée par
1 . Rs B .] Xs
? :Yp:Gp+JBp: T
=p S
ou :
. Rs = Z coso
Z,=Rs+iXs = Zs cosps +jZs sings = Zy el = o °
Z, = Ry +]X, = Z, co56 + 7, sing, = 7, {stzs oy
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C’est pourquoi :

1 Zscosgs—]jZssings  cosds —j sings
Z, 72 Z,

B e~ i¢s - 1 B 1

N Z,  Zselts  Z,

é Zp = Zs

En conclusion, deux dipdles énergiquement équivalents ont la méme impédance.

6. Applications numériques

(a) Compte tenu du résultat (25) :

P 3465

G = ——= ——
P=GV? N vz o (231)2 N G =0,065S
Q =—-BV? B Q ~ 6000 B=-0,1128
vz (231)2
o N 1 S
(b) Les deux dipdles ayant la méme impédance Z = v les identités (26) de-
viennent : o
G
_ _ 2 _
G = 7= RY R= vz
=
X 9 B
avec :

Y=G+jB = Y?=G?>+B*~0,017Q7?

0,065
N 0,017 R=13820Q
0,112 X =6,59Q
X =
0,017

(c) A nouveau, les résultats (24) conduisent 2 :

VI cos¢ = RI?  tang = { _ 6,59
VI sing = XI? R 3,82

= 1,725 = ¢ = 1,04 rad

®114

Lycée Poincaré, Nancy

1. Le facteur de puissance valant cos ¢ = 0,6, la puissance moyenne consommée par
le moteur est donnée par :
P 4400

P=Ulcose = I = = 20% 06

= I = 33,3 A (réponse d)
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2. L’'impédance Z = R + Lwj du moteur a pour partie réelle :
Re{Z}=R = P=Re{Z}I?=RI’
P 4400
= R=—5=—=
7 (33,3)2

= R =4 (réponse a)

3. L’expression de I'impédance complexe du moteur :
Z =R+ Lwj= Zé?

conduit a celle de son argument :
Lw R sin R v/1 — cos?
tanqS:? - L:;cosf;:ﬁx cos ¢ ’
_ 4 y 1—1(0,6)2
21 x 50 0,6
= L =17 mH (réponse c)

=

4. Soit Z = R+Lwj = Z e/¢ 'impédance du moteur et soit Z' = Z' ¢I®' I'impédance
de I’association en paralleéle du moteur avec le condensateur :

1 1 . e_j¢l e_.]¢ .
Z—Z+C’wj = i + Cwj
cos¢’ . sing’  cos¢ . sin ¢
= o i =gy i\t

L’identification des parties réelles donne :
cos®’  cos¢ N Z  cos¢
z"  Z Z"  cos¢’

27)

ol cos ¢’ = 0,9 est le nouveau facteur de puissance, tandis que 1’identification des
parties imaginaires conduit a :
sin ¢’ sin ¢ Z ,
— =Cw— = —— sin¢g = ZCw —sin
A Z zZ! ¢ ¢

Z
= ZCw=sing — i sin ¢’
Z . ) < .
Or, le rapport 7 est fourni par le résultat (27), en conséquence de quoi :
cos @
cos @’

= ! (\/1—COSQ¢—§O??\/1—COS2¢/)

Uw 08 ¢
B3 (1067 - 20 T (097
220 x 27 x 50 ’ 0,9 ’

C = ! (singb—

- 1 / [
70 sin ¢ ) avec Z i

Finalement :
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C = 246 uF (réponse a)

5. Le moteur, d’impédance Z = Z /%, est parcouru par un courant d’intensité efficace
I/, tandis qu’a ses bornes régne une tension efficace U telle que :

U
=71 I =—=1I

La puissance moyenne alors consommée par le moteur vaut :

P' =UIl cos¢p=Ul cosp =P = P’ = 4,4kW (réponse (b)

6. L’association du moteur et du condensateur équivaut a un dipdle d’impédance

st . ., .
Z' = 7' /% parcouru par un courant d’intensité efficace I’, sous une tension effi-
cace U :

A
U:Z’I’:lexl’:?l

soit, compte tenu du résultat (27) :

7 cos ¢ cos ¢ 0,6
— = =1 = =" 333= I' =222 A (ré d
Z'  cosq’ cos ¢’ 0,9 s /2 A (réponse d)
® 115 Lycée Hoche, Versailles

1. Méthode des trois amperemetres

(a) Soit ¥ (t) = 1o cos(wt + ¢) une fonction telle que :

P2 =12 cos*(wt + ¢) = %8 [1+ cos(2wt + 2¢)]

. 27 .
La valeur moyenne, sur une période 7' = ~—, de 12 est alors définie par :
w

| T 2 T t+T
2 - = 24t =20 d 2 20) d
(¥?) T./t P* dt T {/t t—l—/t cos(2wt + 2¢) t}

_ U {T 4 [sin (2wt + 2¢)}§+2’T/w}

2T 2w
= g + UG [sin(2wt + 47 + 2¢) — sin(2wt + 2¢)]
2 ATw
=0
Aussi, la grandeur efficace étant définie par Ve = %, il s’ensuit que :

P =g cos(wt + ¢) = (¢¥*) = Y3 (28)

(b) Considérons le montage proposé par 1’énoncé dans lequel la tension u est com-
munea Z eta Ry :
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u = Rg’ig
0o 2
La puissance instantanée consommée par Z est définie o
par : ,
PZUXigZRQXi2i3 i
Ry
ou la loi des nceuds stipule que :
i? — i3 — i3
i1 =iy +i3 = i3 = i34 i3 + 2igiz = igiz = %
= P= % (i1 — i3 —43)

A cette grandeur est associée la valeur moyenne :
1 [T R, [t+T
<P>:T/ Pdt:ﬁ/ (i3 — i3 —42) dt
t t

ou I’on reconnait les définitions des valeurs moyennes de i%, i3 et i3 :

1

@)=t [ m s =B - - @)

Or, les courants i; adoptent la forme : i; = Iy; cos(wt + ¢;), auquel cas le
résultat (28) permet I’identification de <z§> avec la grandeur efficace 12, et c’est
pourquoi :

(Py="2 (8- B - 1)

2. Méthode des trois voltmétres
(a) Dans le circuit proposé par 1’énoncé :

Uy Uy

i «— —
LT woaaa—_ 1
R1 L RQ
u

les dipoles Ry et {L + Ro} sont montés en série, en conséquence de quoi :

2 2 2 u? — U% - U%
U=1u +us = u :u1+u2+2u1u2:>u1uQ:f 29)
et le courant ¢ est commun aux deux dip0les, et notamment traverse R :
. . U1
w=Rii=i=—
Ry
Quant au dipdle {L + R»}, la puissance instantanée qu’il absorbe est définie
par :
. U U2
P=usi=
Ry

c’est-a-dire, d’apres I’identité (29) :
1

P=_— 5
2R,

(u2 — u% — u2)
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Sa valeur moyenne sur une période vaut alors :
t+T t+T
2 2
2R1

;/ttJrT 2dt-/t+Tu1 v /t+Tu2 dt}
R

Or, les tensions u, u1 et ug adoptent des formes analogues a celle de la fonction
1 = 1 cos(wt + ¢), en raison de quoi le résultat (28) est & nouveau appli-
cable :

U2 = U2 = U%
(P)=——p— (30)

(b) Application numérique :

(105)2 — (50)2 — (60)?

(P) = 2%x5

= (P)=4925W

(c) Soit Z = Ze¥ I'impédance du dipdle {L, Ry}, qui absorbe une puissance
moyenne :
(P) =UsI cosyp

si I représente I’intensité efficace associée a ¢, d’amplitude /. En notation
complexe, on pose :

— j(wt+e)
{ Uy = Uz ,=Zi=Ze% x [yelt &)

\
S

i=Ipel!

= Uy el (Wite) Z I, el @tte) (32)
Uso Iy

= Uypy=Zly= —==7— 33

20 0= 5 NG} (33)

= Uy=127I (34)

= (P)=ZI’ cosp (35)

Quant a I'impédance Z, elle admet des parties réelle et imaginaire :
X =Re{Z}etY =Im{Z} telle que :

Z=X+iY = Ze&?=X+iY
= Zcosp+jZsinpg=X+jY

N Z cosp =X =Re{Z}
Zsinpg=Y =Im{Z}

C’est pourquoi :

(P)=Z cosp x I =Re{Z} x I” (36)
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En outre, la résistance R?; est parcourue par le courant ¢ tel que :

1
u = Ri1 = Rl-[O cos(wt) = U10 = leo = % =Ry % 37

= U1:R1[:I:ﬂ (38)
Ry

Finalement, la puissance moyenne s’écrit :

(P) = Re {Z} x (Z—)

ou I’on remarque que :

Z = Ry+Lwj=Re{Z} = Ry = (P) = R, <R
1

Or, le résultat (30) fournit :

U2 - U2 - U2
py=-__ -1 ~2 Ry = —-
(P) 2R, T TR S U2

L’expression de Z = Ry + Lwj = Z e/¥ permet de poser :

(d)
2 2_ 2 p2 Us o,
Z =1\/R5+ (Lw)? = (Lw)* = Z° — R5 avec Z = i d’apres (34)

2] =

et ot I’équation (38) fournit :

U1 U2
I=— = Z=R —=
R1 1le
U2 2 U2 U2
= (lw)=(R =) —R2=(R,=—=-R Ri—=+R
(OJ) (1U1> > <1U1 2)(1U1+ 2)

Quant a ’expression de Ro, elle consduit a :

Uy U2—U2-U; 20Uy — U2+ U 4 U3

Ri22-R = Ri22-R -
1 2 1U1 1 2U12 1 2U12

B (Uy + Us)* — U2
= fux 202
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et:
Us B Us U2 —U2 - U2
&a+m47mU+m—jﬁﬁf
B U Uy + U? — U2 — U2
= X 202
:RMU%ﬂﬁﬂgdmm
207
U2 — (Uy — Uy)?
= R; x T

Par conséquent :

wh = (nn) (1)

- <w» zn+w)—w}@%4m—%ﬂ

Ry 2
- Lw 2W¢Wwwg-m“m-&-ww
ol w = 27v conduit finalement a :
Ry 2 5 5 2
s \/[(Ul +Uz)" U ] [U — (U1 = Us) }

(e) Compte tenu du résultat (30) :

L =

U—U2-U2

(P)= R,

des variations AU, AU, et AUs se traduisent par une variation A (P) de (P)
telle que :
2U AU —2U; AU, — 2U; AU,

2R,

A(P) =

Aussi, 'incertitude € = 1 V sur les tensions U, U; et U, provoque une incerti-
tude sur (P), donnée par :
UetUiet+Use U+UL+Us e
Ry Ry
105 4+ 50 + 60

= ——x1=43V
5 X

A(P) =

et c’est pour cette raison que :

A(P) 43 A(P) 3
B " 195" ) = 0,087 = 8,7%

® 116 Lycée Champollion, Grenoble

1. Soientu = Up el“? et v = V) el“t+9) Jes images complexes associées aux tensions
u(t) et v(t). Lassociation en parallele de la résistance et du condensateur équivaut
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a un dipdle d’impédance Z telle que :

1 1 1+ RCwj

= Cwi4 — =

Z YT R R
Par conséquent, la fonction de transfert, qui s’obtient directement a partir de la loi
du diviseur de tension, s’écrit :

v A 1
H(i = == — =
H(jw) w74 La o T
Xi
) 7
B 1
B 1+ RCwj
1+ Lwj X ————
+ Lwj X =
R

= H(jw) =

R(1 - LCw?) + Lwj

2. Le dénominateur de la fonction de transfert peut aussi se présenter sous la forme :
R(1 - LCw*) + Lwj= D = De"¥

avec :
D =+/R2(1 - LCw?)? + L2w? et tanp = e
R(1 - LCw?)
Par suite :
v . R
" =H(jw) = v= Do <Y
= pyerre) - U0 g
D
L’identification des arguments de part et d’autre de cette équation fournit alors :
Lw
(b = —p = tan(b = —tango = tand) = m
® 117 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. L’association en parallele de la résistance et du condensateur a pour impédance Z,
telle que :

1 1 4 Cwi 1+ RCwj
—_ = = w] = ——
Z R ! R
Aussi, la loi du diviseur de tension fournit :
YA s 1
= — = H(@ = = =
s sz+ H(jw) A
—_— —_— >< —
- Cuwj Cwj Z
1
= H(jw) =
H{jw) 1+ RCwj
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soit encore :
_ RCuj
1+ 2RCwj

2. Soit ¢ I’argument du nombre complexe 1 + 2RCwj, tel que tan ¢ = 2RCw; la
fonction de transfert se présente alors sous la forme :

H(jw)

Hijw) — RCwel™/?
= VI +4R2C2u2 i
_ BTy 1YY
V1+4R2C?w?

C’est pourquoi, en notant ¢ = F e/ I'image complexe associée a e(t), la définition
de H (jw) conduit a :

s=H(jw)xe=HE¢ (wt+5-0) s(t) = HE cos(wt + ¢)

s
avec :
A
sin < — (b)
0 s 2
p==——0¢ = tango:tan(f—qb) = — =
2 2 T "
cos | 5
o cos ¢ 1
an = prmnd
= S ¢ tan¢
ou encore :
¢ 1 wo
anp = = —
X 2RCw 2w

3. Cette expression a pour limites :

lim [tan @] = +00 = lim g = =
wlp AR PL= oo = I =5

et:
lim [tany] =0= lim ¢ =0
w—r00 w—r0o0
puis :
<0 =1 1= T 0 €0
= — ang = = — pourw = —
2 4 P=3P 2

De ces expressions découle la représentation graphique de ¢(w) :
/2

/4
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®118 Concours ENSI
1. Soit Z, I'impédance de I’association en parallele de R, et Cf :
1 1 . 1 + Rl Cle Rl
—=— 4+ CWwj=—-——"=4 = —
Z, R T R LT T RiCrwj

et soit Z, celle de I’association de Ry, C'y en parallele :
1 - 14+ RoChwj
ZQ N R2
Le montage présente une structure de diviseur de tension :

Z

dont la loi fournit directement la fonction de transfert :

Lo . Uy ZQ 1
Uy = =y = Hjw) = 2 = =
Zg +Z1 Uq Zg +Z1
1+2Z, x —
4 Z,
ou :
1 1 j j
1+Z1X7 14 R _>< -+ RQCQU)J _ Ri+ Ry + R1 Ry (Cl + Cg)wj
ZQ 1+ R1Chwj Rs Ry + RoR1Chwj

Il s’ensuit que :

RQ a4 RleCle
Ri + Ry + R1 Ry (C1 + C2) wj

H(jw) =

2. Si les tensions uq et uo sont proportionnelles, il existe un nombre réel « tel que :
Uy =au; = uy=au = H(jw) =«
Ry 4+ R1 R Chwj B
Ri+ Ry + RiRy (C1 + C2)wj ¢
= Ro+ R1R:Ciwj =« (R1 + Ro) +aR1 Ry (01 + Cg)wj

=

L’identification des parties réelles et imaginaires de cette équation fournit alors :
1 Ri+Ry Ry

Ro=a(fi+R)=_=—p—=17 +1
et:
313201=0¢R1R2(C1+Cz):>$:010;102:1+%
Par conséquent :
1"‘&:14-@?&—@@}%101:}2202

Ry C Ry Oy
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®119 Lycée Hoche, Versailles

Soit v I'image complexe de la tension aux bornes de Z, et soit Z, I'impédance qui
équivaut a I’association de Z, en parallele avec {R, Z5}.

avec: Ze| | équivalent a : ZZ[

La fonction de transfert du premier montage représenté ci-dessus vaut :

v Z, 1
e Z+Z,
- Tt 14+Z
+Z; X Z
ou
1 n 1 B R+Z,+ 723
Z,  Zy R+Zs; Zy(R+Zy)
v 1
= ==
€ R+ Zg + Zg
142 X ———F—+
Zy (R+Z3)
soit encore :
e R(Z,+2Zy)+Zy2Zy+ 23 (21 + 2Z,)
De méme, la fonction de transfert du deuxieme montage s’écrit :
u R
v Z3y+R
C’est pourquoi, la fonction de transfert globale du circuit est donnée par :
H(w) = ===x=
€ v €
_ R y Zy (R+Z3)
Zs+R  R(Z +Zy)+ZZy+ 25 (Z,+ Zy)
_ RZ,
R(Zy+Zy) +Z1Zy+ Z3 (Z1 + Zy)
1
En outre, I'indépendance de u & I’égard de R entraine celle de H (jw) (ou de i ))
11 (Jw
par rapport a R, ce qui signifie également que :
1 _ Zy+Zy | Z1Zy+ 23 (Zy + Zs) (40)

H(jw) Z, RZ,
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ne doit pas dépendre de R. Ceci n’est possible qu’a condition de poser :
Z1Z2 +Z3 (Zl +Z2) =0

c’est-a-dire :

2y Zy
=T Z,+2,
Dans ce cas, I’équation (40) devient :
1 _e_Z,+Z; , e
H(jw) u Z, T 41+ 24,
® 120 Concours ENGEES

1
1. (a) Ennotant Z, = o et Z, = R les impédances du diviseur de tension, v, et s
w]

sont liées par :

1
Z v Cwi — I )C——l
1 Ug w)
= H = — =
-+ S Vs
Cwj
c’est-a-dire :
1
H(w) = ————
H{w) = I Row;
1
(b) Le module de H (jw) : H(w) = ———————= montre que le « dipdle » RC

V1+ (RCw)?

joue le role de filtre passe-bas (H (w) est une fonction décroissante).

(c) Le multiplieur agit sur les tensions z1 = V; cos(wt) et o = Va cos(wt + ¢)
afin de produire, en sortie, la tension :

s(t)=kxiaxe = kViVa cos(wt) x cos(wt + ¢)
= k V12V2 [cos ¢ + cos(2wt + ¢)]
Cette tension possede par conséquent deux composantes :
s(t) = s1(t) + s2(t) = S1 cos ¢ + Sy cos(2wt 4+ ¢) avec S; = Sy = kV;V2

Chacune de ces composantes est traitée par le filtre passe-bas, qui leur associe
des tensions v (t) et vgo(t) d’amplitudes respectives :

Vi1 = H(0) x Sy cos ¢ carw = 0 pour s1(t) = Sy cos ¢
et
So

Voo = H(Q2uw) X Sy = ———————
2 = H(2w) x 5 1+ (2RCw)?
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Notamment, avec les valeurs numériques proposées :

1

H(2w) = ~1,3.107* = Vi = 1,3.107* S,

\/1 + (108 x 10-6 x 2 x 27 x 608)*

Ces calculs confirment le rdle passe-bas du filtre : Vo < Vi1, qui supprime la
composante vgo. C’est pourquoi :

WV

vs(t) = vs1(t) = S1 cosp =k 22 cos ¢ 41)
2. Au cours des expériences proposées :
o 21(t) = x2(t) = Vo1 cos(wt), les tensions x1 et xo ne présentent pas de

déphasage (¢ = 0) tandis que leurs amplitudes sont identiques (V; = Vj; et
Vo = Vi1). Le résultat (41) fournit alors :

VA |2V,
Vsa*k7§V01* &

(42)

o 21(t) = wa(t) = Via cos(wt), les tensions ne présentent toujours pas de dé-
phasage (¢ = 0) et leurs amplitudes sont identiques (V} = V5 = V{y2). De la
relation (41), il découle que :

1% 2V,
Vi = k=% = Vog = | =%

(43)

o 11 = Vi1 cos(wt) et xg = Vo cos(wt + ¢) donnent a I'identité (41) la forme

suivante :

‘/sc:k% cos ¢

soit, en tenant compte des résultats (42) et (43) :

k 2 Ve
Ve = 5 % E\/VsaVstOS¢=> cos ¢ = Vo

Application numérique :

6,4 x 1073
cos¢ = e ~ 0,30 = ¢ ~ 1,26 rad
V/(21,2.1073) x (21,1.10-3)
@121 Lycée Roosevelt, Reims
1. La définition de la fonction de transfert :
H(jw) = 2= M = ys+ejws=ae+ fjwe
e vtew
= s—i—ﬁg—ae+6$car'ws—get'we—$
74 dat - qr SIET g e Ty

permet de trouver 1’équation différentielle reliant s(¢) et e(t) :
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ds de
73+Ba—a€+ﬁa

A la date t = 0, la tension e(t) subit une discontinuité qui I’améne instantanément
de la valeur 0 a la valeur F, de sorte que :

de = to0
dt N

d
=+o0=7yxs(t=0)+7 s
dt|,_o

t=0

Or, puisque s(t = 0) ne peut tendre vers I’infini, il s’ensuit que :

. ds _
50 \ dt = oo

ce qui suffit 2 montrer que la fonction s(t) est discontinue a la date ¢t = 0.

2. De la fonction de transfert :

S () = &P ot Blv
e Y +ejw v +ejw

il ressort que :

s(t:O)zlim{ =0) =

w—00

WE]: s(t
Y+ ejw

o122 Concours ESIGETEL

1. On note 4, i1 et io les courants qui circulent respectivement dans R, C' et R'.

Ri o

La loi des mailles fournit :

Ue — Rt —ug =0 = ue = Ri + ug

tandis que la loi des nceuds impose :
1 =11 + i

avec :
dug Ug

ih=C etus = R iy = iy = —

1 i s 2 2=

Par conséquent :

du, +% o Re du,

=0 TR dt

R
+<1+E> Us = Ue = Epourt > 0
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2. (a) La fonction de transfert, dont I’expression (45) est établie a la page 370 :

. 1 u,

i + RCwj

conduit a :

R : R du, _
(l-l-R,) u, + RCwju, = u, = <1+R,) u, + RC = Le

La partie réelle de cette équation :
R du
(1+E> us+RC—dts =u. = Epourt >0
confirme de fait I’équation obtenue a la question précédente.

(b) La valeur initiale de () est donnée par :

E
us(t=0) = lim [ﬂ(jw)xE]:Jggo AR

w00
R/

+ RCwj

= us(t=0)=0

(c) Pour t > 0, I’équation différentielle :

dug /
u —|—R+RuS=E

RC

dt R
admet :
* une solution v/ de I'équation différentielle dépourvue de son second
membre :
du, R+R |, —0

RC
a T Rm "
dont I’équation caractéristique (en X) :
R+ R R+ R

X+ — X = —
RC X + i 0= RO

génere la solution :

R+ R
X
U/S:Ae t:AeXp(_th>

ou A est une constante.

* une solution «”/, homogeéne au second membre de I’équation différentielle,
c’est-a-dire constante (comme F)) :

du! R+ R 1 R'E

" _ B = _
@ T Ys = RIR

RC

=0
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La solution générale :

R'E R+ R
us(t)ungu;MJrAexp( RJ};’C Xt)

présente une constante A qui doit étre adaptée a la condition initiale :

R'E RE
US(t_O)_():}m—’—A_O:}A__m

d’ou il s’ensuit que :

R'E R+ R
s(t) = —— [1— Xt
us (1) R+R’[ eXp(RR'C ﬂ
De cette expression, se dégagent les limites suivantes :
R'E
R+ R

lim [us(t)] =0 et tlirgo [us(t)] = = u;(00)

t—0

d’ou découle la représentation graphique de u(t) :

® 123 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Soit Z I'impédance de 1’association en parallele de la bobine et du condensateur :

1 1 R
= = —— + Cwj ]
Z LWJ LT

NN
<

Le montage présente une structure de diviseur de ten-
sion, pour lequel :

Z v 1
= — = H j - - =
v=ux Zog = ) T
>< J—
A
B 1
= . .
1+ R [ —+Cuwj
Luwj
B Lwj
~ Lwj+ R+ RLC (jw)?
<o e . L
c’est-a-dire, apres simplification par RLC' = W :
wo
2wp X wj

H(jw) =
Hjw) (wj)? + 2wo X wj + w3
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La définition de cette fonction de transfert conduit directement a :
2wy X wj
(wj)? + 2wo X wj + Wi

= (wj)2y+2wo ijerwgy:?wO X wju

= =

o o0 B 12— 2y L2
— 4+ 2wy — +wyu = 2wy —
dr? O 0T T T @
. dv ¢ ( .)2 d2ﬂ
carwjv = —et(wj) v=—5
T W T e
La partie réelle de cette équation fournit finalement :
d?v dv 9 du
W‘FQWO&“"WQU:QWOE
c’est-a-dire lorsque ¢t > 0, u = Uy = cte :
d%v dv 9
ﬁ+2WOa+wOv:0 (44)
2. D’une part la fonction de transfert révele que :
2wy X wj
v=Hwj)xu = v({t=0)= lim _ o 2 %) x Uy

- w00 | (wj)? + 2wp X wj + wi

= vit=0)=0

et d’autre part, la dérivée de v s’écrit :

d
< = dwu=jwHw)) xu
2 i)?
_ : wox(wJ). < u
(Wj)? + 2wo X wj+wi
d 2 i)?
B
dt|,_, w—oo | (wj)? + 2wo X wj + wg
dv U()
il Uy = =2
dt|,_, “°*Y°T Re

3. A I’équation différentielle (44) est associée I’équation caractéristiques (en X) :

X2 420X +wi=0= (X +w)’>=0

dont la solution double X = —wjq révele que v adopte la forme :
v(t) = (A+ Bt)eX! = (A+ Bt)e “ot
dv

i e ! (—wyA —wyBt+ B)

ol les constantes A et B sont ajustées aux conditions initiales :

o(t=0)=0=A=0
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et:
dv

— = 2woUy = —wpA +B = 2woUy = B = 2woUy
dt N—~—

t=0

C’est pourquoi :
v(t) = 2wely x te ot
4. De I’expression précédente, il ressort que :

lim [v(¢)] = lim [v(¢)] =0

t—0 t—oo

ce qui suggere que v(t) admet un maximum a une date t,, telle que :

dv 1
— =0 = e win (B—Bwoty) =0= t, =—
dt ton wo
Ce maximum vaut alors :
1 _ 1 2U
Umax = V(tm) = 2wl X — X € “°X%0 = ey = —
wo €

. dv N . .
Enfin, la valeur initiale de — = 2woUjy révele que la courbe représentative de

t=0
v(t) admet, a la date ¢ = 0, une tangente oblique :
u(?)
Umaxf - - - - - -
0 T t
® 124 Lycée Livet, Nantes

1. Si Z désigne I'impédance de I’association en série de la résistance et du condensa-

teur horizontaux : Z = R + ——, laloi du diviseur de tension conduit directement

Cwj
a I’expression de la fonction de transfert :
1 1
Cwj . s Cuwj 1
s=c st Hw) =2 ny 2 2% RO
- Cwj Cwj
c’est-a-dire :
. 1
H(jw) =
2+j—
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2. Le module de cette fonction de transfert :

1 w? —1/2
- = (4
H(w) ( +w2)

w? 0

44+
+W8

correspond a un gain en décibels :

w2
G(w) =20 log [H(w)] = G(w) = —10 log <4 i w_§>

3. Lafonction G (w) est décroissante, ce qui signifie qu’elle prend sa valeur maximale
Ghax pour w =0 :
Gmax = —10 log4 = —6 dB

Par suite, la pulsation de coupure w, est solution de 1’équation :

G(we) = Gmx —3dB=—-10log4 — 10 log2
2 2
= —10 log (4+w§) =—10 log8 = U‘% —4
) wy
= 2 2
We = 2wp = —
°" RC
4. Lorsque w < wo, le terme dl devient négligeable devant 4, de sorte que :
wo
lim [G(w)] ~ —10 log4 = —6 dB
w<Lwo

ce qui montre que pour w < wy, la courbe G(w) admet une asymptote horizontale.
En revanche, lorsque w > wy :

2 2

w w
72>>4:>4+72 3
wo wo wo

i~}

w

~

ce qui justifie que :
w > wy = G(w) =~ 20 logwy — 20 logw

Dans ces conditions, la courbe G(w) admet une asymptote oblique (A), de pente
log w = log wy

—20 (décibels par décade) et passe par le point A G—o

5. A I’étude précédente, on peut également rajouter que la droite A passe par le point
B d’abscisse logw. = log(2wy) telle que :

G(we) = 20logwy — 20 log(2wp) = 20 logwy — 20 log 2 — 20 log wy
1
= —6dB=B| 5%
—6dB

C’est pourquoi le diagramme de Bode adopte I’allure suivante :
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Gap
log(so) log(w 1
0 A N T ogw

® 125 Concours ESIGETEL
1. Soit Z I'impédance équivalente & R’ et C' en parallele :

1 1 i

— == +0Cuwj —

/
Z R Ue A Ug

U Z 1
U = gy Rt ™ H0) u, Z+R 1
1+Rx —
A
B 1
R .
1+E+R0w‘]
soit encore :
H(jw) L (45)
H(w)= 57—
R+ R
+ RCwj

R/

2. De I’expression du module H (w) associé a cette fonction de tranfert :

1
2

R+ R
[(E3) e

se dégage la définition de la pulsation de coupure w, :

H(w) =

Hmax

H(wc) = \/§
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oll Hiyax désigne la valeur maximale de H(w), ¢’est-a-dire :

oo 1 N 1 B 1
max — =
R+ R R+R/2 oo s R—l—R/Q
R i + R2C%w? 2 i
R+ R
= RC(A}C:T
= w, _R+R/
“ RRC

Ce faisant, le module :

R 1 e

“RtR N
1+ (2)

We

H(w)

= X
2 max

w\ 2
1+()]

We
permet de définir le gain en décibels de ce circuit :

Gag = 20 log [H(w)] = 20 log [Hmax] — 10 log

e (2)]

R/
Gmax =20 IOg [Hmax] =20 IOg <R—|—R/> <0

soit, en posant :

ce gain s’écrit aussi :

GdB - Gmax —10

1 (2)

Les expressions des asymptotes de Ggg = f (logw) s’obtiennent alors aisément :
e lorsque w < we :

2
w
() +1>~1= G =~ Gnax

We

* lorsque w > w, :

2 2
<w) +12<w> = Ggp =~ Gax + 20 logw,. — 20 logw

We We

Il s’agit d’une droite de pente —20 (décibels par décade) et qui passe le point

logw = log w,
GdB = Gmax

Enfin, la définition de la pulsation de coupure : G(w.) = Gmax — 3 dB permet la
représentation graphique du diagramme de Bode :
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Guax-3 dB

® 126 Concours ESIM

1. En basse fréquence, la bobine se comporte comme un fil électrique et le conden-
sateur comme un interrupteur ouvert, tandis que ces comportements s’inversent en
haute fréquence.

L L
e C R S e C R s

en basse fréquence en haute fréquence

Ainsi :
lim [s(t)] = e(t) et lim [s(¢)] =0

w—0 w—00

ce qui montre que ce filtre peut jouer le rdle d’un filtre passe-bas.
2. Soit Z p I'impédance équivalente a la résistance en parallele avec le condensateur :

1 1
= Cwj+ —
Zpc R

La loi du diviseur de tension permet d’obtenir directement I’expression de la fonc-
tion de transfert de ce filtre :

S Z 1
- e Zpo+ Lw 1
€ SRO TN L x
Zpe
B 1
R 1+ Lwj Cwj + !
X J—
w] Wit Th
B 1
N Lw
1-LCw? +j—
w* +] R
Or, d’une part I’énoncé définit le coefficient wy par :
1 2
w%z—:LC’wzzw =2

LC w?
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et d’autre part :

3. (a) Le module de H (jw) :

(b)

H =

V(L= 22)? + Qa2 Vi@

p . . 2 ,
présente un maximum lorsque la fonction f(z) = (1 — z?)” + QF x* présente
un minimum, c’est-a-dire pour une valeur z; non nulle (car, en régime sinusoi-
dal, w # 0 = z # 0) telle que :

df _ 2 2 _ 2 Q(Q) _
W =0= —4x; (1—27) +2Q¢z1 =0 = 4y —1+5)=0
X z1
c’est-a-dire : )
P#=1-2 (46)

2

Or, cette équation n’admet de solution réelle qu’a condition que :

Q%

2

1- 2 >0=Q2<2= Qo< V2
a défaut de quoi la courbe représentative de H(x) n’admet d’extremum que
pour x; = 0.

De ce qui précede, il ressort que H peut admettre un maximum Hp,x pour une
pulsation w; telle que :

2 2 2
w1 Q [, _@Q
x%:(wg) :1—70:>w1:w0 —70

2
Dans ce cas, le résultat (46) : 23 = 1 — % =1—-x

o _ &
2 L

montre que :

4 2 4
fa) = (-2 + et =D (1-F) -t - %

et ¢’est pourquoi H,,, vaut :
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on obtient tout de suite que :
1
Hysx = —F—— 2 1= Guax = 20 log (Hpax) = 0
f(z1)

(d) La définition du gain en décibels :

G = 20IOgHZ—1010g[(1_332)2+Q(2)x2}

w2\ ? 5 w?
= —1010g (1—(&)3> +Q0w7(2)

conduita: lim [G(w)] =0et:
wwo

2\ 2
w > wy = H(w)~—10 log (Zz) = G(w) =~ 40 logwy — 40 logw
0

Aussi, la courbe décrivant G(w) admet une asymptote horizontale pour
logw < log wy, et une asymptote oblique () pour logw > logwy, qui passe

1
par le point G Ogowo

. Quant a la valeur de (), elle détermine 1’existence
d’un maximum pour G(w) :
e lorsque (Qp > V2, ce maximum n’existe pas;

e lorsque Qp < \/5, ce maximum existe pour :

2
w1 :wowl—% < wp = logw; < logwy

et il prend la valeur Gp,x dont on a démontré précédemment qu’elle est

positive.
Gap
Gmax
0 log w
® 127 Concours ENSI

1. Lorsque la pulsation w tend vers zéro, les condensateurs se comportent comme des
interrupteurs ouverts et la bobine comme un fil électrique ; le montage équivaut a :
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R
— 1
Gy
Uy L Cl (%)
1l s’ensuit que :
lim [oy(¢)] = 0

En revanche, lorsque w devient infini, les condensateurs équivalent a des fils élec-
triques et la bobine a un interrupteur ouvert ; le montage s’apparente 2 :

R
— 1
Gy
U1 L Cl Uy
ce qui signifie que :
wh_}rr;o [v2(¢)] =0

Les valeurs de ces deux limites suggerent que le filtre se comporte comme un filtre
passe-bande.

2. Décomposons le schéma du montage de la maniere suivante :

R
(% — 02 R
équivalenta: U1
_[ Uy zZ| | [v()
a condition de poser :
11,
Z  Lwj 1 1
Cle CQWj

Deux diviseurs de tension apparaissent ainsi, tels que :

1
Cwj Y !

’()2:7 =

¢ T S R
Crwj | Cowj 1O\ Crwj T Cowi
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et:
v = Z v :>£— !
7_Z+R71 Q1_1+R 1
X J—
A
Il s’ensuit que :
Twj) = 2-2x2
Uy v
1 1
= X
Chwj ! + ! 1+ al + R
W\ Cwi " Cowj Loj 1 1
61Wj ngj
1 1
= X
Ciwj  Cawj Lwj
B 1
= z.
1+ — 14+ — RChwj
( + Cz) ( + ij> + 1Wj
soit, en posant :
C LC
a=1+2 : d = RC

] h= — 72
Cy R (C1 4 Cy)
la fonction de transfert du montage se présente sous la forme :

() = —

1

a+ — + dwj
bwj

3. L’expression de T'(wj) révele que :

lim [T'(wj)] = lim [T(wj)] =0

w—0 w—00

ce qui confirme le résultat de la premiére question : ce circuit se comporte comme
un filtre passe-bande.

En outre :
1
. 1 a
T(wj) = : = —
a4+ —+dwj 1+j|-w———
bw a abw
c’est-a-dire, avec :
1
Guax = — etr = — = w=1xw,
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cette expression devient :
Gmax

( wrd 1 1 >
1+j(=x — —X
a r  abw,

On cherche alors w,- et () tels que :

T(wj) =

wrd d d
Q= Q=w, X — Q=w, X —
a a a
1 - wyrd 1 - 1
= L 2 _
@ abw, a abw,. wr bd
de sorte que :
1
Wy = —
Gm X
Vs pag) = — o
= /= 1+jQ <:1: - —)
@ aVb T

4. De I’expression de T'(wj) découle celle du gain en décibels :

GmaX
2
\/1 +Q? (Jc — 1)
T

= Ggg = 20 log Giax — 10 log

Gap = 20 log |T'(wj)| = 20 log

1\ 2
14+ Q2 <x = —) ]
T
Plusieurs cas peuvent ainsi étre distingués :
e Siz =1, c’est-a-dire lorsque logz = 0 :
1
Gag = 10 log Gimax = 20 log (2) = Gmax = —6 dB
¢ Si z tend vers I’infini (ou encore log xz — o0) :

1
x> p = G =~ 20 log Gmax — 10 log (szz)

20 log (Gmax> — 20 logx

Q
201 (1) 201
= O R — ogxr
e\ 5 g
= —-3dB—20logzx

La courbe représentative de Ggg = f(«) est une droite de pente —20 (décibels
logx =0

ar décade), et qui passe par le point .
p ), et qui passe par le p <GdB:_3dB
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* Si z tend vers zéro (ce qui signifie aussi que log x tend vers —o0) :

1 1\ 1 1\? 2 1
>>$:><$—> —2:>1+Q2<$—) 21+Q722Q2X—2
x x x x x

T

d’ou il s’ensuit que :

1 G max 1
20 log Gmax — 10 log { Q% x — | =20 log [ —= ) — 10 log [ —

x? Q x?2
= Gg = —3 dB + 20 logx

1

[en

Cette relation représente 1’équation d’une droite de pente +20 (décibels par
logz =0

décade) et qui le point '
écade) et qui passe par le poin (GdB — 3B

De cette étude ressort le diagramme de Bode asymptotique du montage :

Gap
. 0 _ log
3dB ]
P T B
® 128 Lycée Jacques Decourt, Paris
1. Dans le montage proposé, la loi du diviseur de tension révele que :
R
u = E = u< E
T RO 0

2. Soient Vet V~ les potentiels des entrées de I’amplificateur opérationnel.

)
Ey —

Le courant ¢ qui circule a travers la résistance r vérifie : g — V+ = ri, mais ce
courant est aussi celui qui entre dans 1I’A.O. ; il est par conséquent nul :

1=0= vVt = Ey
Quant 2 la linéarité de I'A.O., elle impose : V~ = V' = K en raison de quoi :

u=V" = u=Ej



Electrocinétique 379

Ce montage suiveur permet ainsi de stabiliser la tension u d’un générateur (de ré-
sistance interne ) a une valeur Fy (force électromotrice) indépendante de la charge
R ; finalement, ce montage transforme un générateur en une source de tension.

® 129

Soient 7 le courant qui circule dans la résistance Rs, vy la tension aux bornes de la

Lycée Jeanne d’Albret, Saint-Germain-en-Laye

résistance 74 et = = 0 le courant qui pénetre dans I’entrée inverseuse de I’A.O.

+

e
1

e -

i
Ry
U

Uy

Uy

R, ;
|
Rl R4|:|

L’association des résistances R3, R4 équivaut a un diviseur de tension dont la loi de
fonctionnement s’écrit :
Ryvy R3Ry | Rz + Ry

= — 1= U9 = ——— 14+ R31
Rs+ R, Rsz+ Ry 2 R,

Vg

Or, le courant 7~ étant nul, il s’ensuit que le courant ¢ est également celui qui traverse
la résistance R, aux bornes de laquelle regne la tension :
e Rs + Ry R3

6_:R1’L.:>Z.:R71jU2:R74’U4+R718_ (47)

Enfin, non seulement les tensions e~ et et = v; sont égales :

e :e+:>e_:v1

mais de surcroit, I’association des résistances R; et Ry constitue un deuxieéme pont
diviseur de tension qui impose :

- favs Rl 1 =0 _ v :v—7R1+R2U
Ri+Ry, FRi+Rs ""Ri+R, YT R, !
Par suite, I'identité (47) devient :
. (Rg + R4) (Rl + Rz) R3
v = R Ry v+ i V1
Rs + R
N szvj:(s-k 4)(R1+R2)+&
V1 R Ry Ry

Application numérique :

11.10° x 110.10* | 10.10°

= = A, =122
10.10° x 10° ' 10.10°
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® 130 Concours de la filiere PT
Soit u la tension intermédiaire entre les deux amplificateurs opérationnels :
Z
— R
| |
3 f
1
RU + oo L I - [%o
+

I3
(S
I

T T T T T

Les deux montages apparaissent ainsi, avec pour fonctions de transfert :
S R U Z
Hijw=="=—-—==-1letH (jw) === ——
H(jw) v R H(jw) e R

Par suite, la fonction de transfert de la totalité du circuit vaut :

H(w) = & = H(jw) x B'(jw) = 2 = Z = Ry x Hy(jw)

e Ry
* Pour H, (jw) = —2
H i
_ Ry Hy
i = jw

ce qui correspond a I’impédance d’un condensateur de capacité :

1
C=—-"=2,=—
RoHy ~' 7 Cuj
14
* Pour H,(jw) = Hp X _ﬁ‘]WT:
Jw
14 Ry H
Zy = RoHy X —F.‘]WTZ 9% 4 RoHor

Jw Jw
Une telle impédance peut étre réalisée en associant en série un condensateur de

avec une résistance r = RoHqT :

capacité C' = RoHy

1
—— +rpour C' = etr = RoHoT

1
Z =
=27 Cwj RoH,

® 131 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Pour distinguer, dans le montage équivalent, les différents dipdles, il convient d’y
faire apparaitre les points A, B, C, D, E. On remarque ainsi qu’entre la masse et
le point A se trouve la source de tension e et qu’entre les points B et C' se situe
une résistance Ry :
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Rl R2

Le théoréme de Millman fournit alors directement :

€1 S

- + P
— Ry Ry — Roer +Ris
1 n 1 R+ Ry “48)
R Ry
2. A I’entrée non inverseuse de I’A.O. se trouve un diviseur de tension :
- B
dont la loi donne immédiatement :
Ry
V"" = — ¢ 49
Rt Ry (49)

3. Lalinéarité du fonctionnement de I’A.O. est conditionnée par I’identité des poten-
tiels V* et V', au demeurant exprimés par les résultats (48) et (49) :
R2 e + Rl S R4 Rl aF R2 R4 R2

Vi=Vt= = = §=——= _
Rit Ry  RetRa > ° Rat Ry Ry’

4. Pour que s s’écrive : s = « (ea — e1), il suffit de choisir :
Ry Ri+Rs Ry
a=—=—"—""X —=>RyR3+ RoRy = RiR4s + R2R
i st Ry Ry 2113 2114 14t 2 Iy
c’est-a-dire :
RoR3 = R1Ry
5. En outre, la condition o = 1 se traduit par :
Ry

Oz—Rfl—1=> Ry = Ry

de sorte que :
RoR3 = RiRy = R3s =Ry
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On peut des lors s’assurer que :

 Ri+Ry R4 2R _ Ry

=~ Z = — — =1
T RetRs "Ry 2R Ry

Un montage qui réalise la différence de e; et es : s = e1 — es est appelé différen-

ciateur.
® 132 Lycée Hoche, Versailles
1. Soient V= = e et V7 les potentiels des entrées de I’A.O., a travers lesquelles ne

circule aucun courant.

ViR
AN T
La différence de potentiel aux bornes de la résistance R; vérifie la loi d’Ohm :

Ve —s=Rii=e—s=Rji (50)

tandis que le potentiel V' est donné par la loi du diviseur de tension associé aux
résistances R et Ry :

R R+ Ry Ry
Vvt = =s=—"“Vt=(1+=2=|VT
s X S R ( +R>

Enfin, la linéarité du fonctionnement de 1’ A.O. a pour conséquence 1’identité de ses
potentiels d’entrée :

V+:V_=>V+=e=>s=(1+};2>e

de sorte que 1’équation (50) devient :

R R
e—(1+R2) e:Rli:—ﬁe:Rlié e:—rxiavecr:Rxg—;

2. (a) Dans le montage proposé, les résistances R; et Ry prennent la méme valeur R/,
si bien que :
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7

e=—-rxiavecr=R=e=—RXi —
Quant a la loi des mailles appliquée a I’entrée de I’A.O., elle ré- UL‘ L
vele que : e
ur,+u+e=0 C
Y
di d
avec uy, :Léeti:C’%.Il s’ensuit que : —IKY%EY\
d? d d
LCd—tT;—l—roC%ﬁ-u—ke:Ooﬁe:—Ri: —RCTZL

Finalement, u vérifie I’équation différentielle :

d2u du
LC—+C —R)— =0
qz tC(ro—R) G- +u
(b) Lorsque R = rq, cette équation devient :
du d?u 1
LC — =0=>—%+—u=0
az a et
dont la solution générale :
1

u= A cos(wt + ¢) avec w=—

VLC

montre que ce circuit réalise un oscillateur sinusoidal, de pulsation w.

® 133 Lycée Saint-Louis, Paris

1. Aucun courant ne traversant I’entrée de 1’ A.O., dans la branche (BAS), le courant
i, a travers R est également le courant qui traverse Co.

. C
2o 2
R
B =t A
12 L T - [%o S

|
T

S

Ty T T

Si v 4 désigne le potentiel de I’entrée inverseuse de 1’A.O., la remarque précédente
permet de poser :
U—Uy

R

vpa = Riy =iy =

et:
1 . 1
Vas = %12:QA_§: m (v—1y)
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Or, la linéarité de I’A.O. impose I’identité des potentiels d’entrée sur I'A.O., et
I’entrée non inverseuse étant reliée a la masse du montage, cette identité implique

que :
= v=—RChwjs (51)

1
La 27 ROy

2. Soit 47 le courant qui traverse le condensateur C'y et soient is, i3, 14 ceux qui tra-
versent les trois résistances R :

U3
1
| I |
‘ R C,
i3 [
T |
|| 4Bl lo—7 Al - >
|| i T So _‘S
G —+
e R v s

Ty N T

Les trois tensions v; = e — v, Vg = U — Uy = ¥, U3 = U — S et v s’expriment en
fonction des impédances des dipdles traversés par les courants i, 45, i3 €t 2 :

1
v = i, =i, = Cw] (e—v
Uy Clefl 11 wj (e —v)

. . v
22:R12:>12:§

. . v—3S
vy = Riz = i3 = R

Ri . v

v=Ri, =1, =—
v Lb=u=7

tandis que la loi des nceuds appliquée en B impose :

=iy
1w

iy =iy tig+i = Cwjle—v)=

= RCwj(e—v)=3u—s

3. L’identité (51) transforme cette équation :
RCiwje = (34 RCiwj) v —sotuv = —RCowj
— [SROM' + R2C1C (wi)? + 1} s

d’ou découle I’expression de la fonction de transfert :
RCle
3RCowj + R2C1Cy (wj)® +1

Hjw) =

I lw
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soit, apres simplification par RCowj :

Cq
. C,
H(jw) = — —
3+ RC
+ 1wW]+ RCywj
. Cq .
On notera dorénavant : Hy = o tandis que :
2
Q ) !
RCy = — °0_ - wO:R/CC
. “woo 0 R2C1Cy = c t
— = Qwo Q = woRCy Q = 1

RCs

de maniere a présenter cette fonction de transfert sous la forme :

. Hy
H(jw) = — P
e
wo w
4. Le module H de H (jw) :
07 -1/2
H=H, |9+ Q? (“’“’0) ]
wo w

permet d’exprimer le gain en décibels de ce montage :

2
w w
2 0
9+@Q ( - ) 1
wo w
dont la valeur maximum G, est obtenue lorsque le dernier terme est minimum,
c’est-a-dire lorsque :

Gag = 20 log H = 20 log Hy — 10 log

Yo == Gurax = 20 log Hy — 10 log 9
wWo w

En outre :

e lorsque w > wy :
(2o ()
wo w wWo
= Ggg ~ 20 log Hy + 20 logwy — 20 logw — 20 log Q

La représentation graphique de Ggg = f(logw) s’identifie alors a
une droite A; de pente —20 dB par décade et passant par le point

log wo
20 log Hy — 20 logQ )
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* lorsque w < wy :
w o owo\’ wp \ 2
9+ Q? (°> ~ @ (22)
wo W w

= Ggg =~ 20 log Hy — 20 logwy + 20 logw — 20 log @

Cette loi montre que la courbe Ggg = f (logw) admet alors pour asymptote la
droite Ao de pente 420 dB par décade et qui passe également par le point /.

Enfin, lorsque w = wg, Ggg = Gmax, ce qui signifie aussi que la courbe
log wq

20 log Hy — 10 log 9

du point [ si @ < 3 ou situé au dessus pour ) > 3. Par conséquent, le diagramme

de Bode présente ’allure suivante :

Gas = f (logw) passe par le point H situé en dessous

0 logw

20 lOg(Ho)
Gmax

/

Ce diagramme révele la nature du montage ; il s’agit d’un filtre passe-bande.

w N
5. Notons z = —, de maniére a présenter Gyp sous la forme :

Wo
2
9+@Q* (x—1> ]
x

. .. w1 w2
Les pulsations de coupure wy et wsy, auxquelles sont associés x1 = — et xo = —,
wo wo

e (o)

=20 log Hy — 10 log 9 — 10 log 2

2
9+ Q? <x;> ] =101log (2 x 9)

GdB =20 10g Hy— 10 log

sont solutions de I’équation :

Gig = Gmax —20dB = 20 log Hy — 10 log

= 10 log

ou encore :

2
. . 1

Définissons alors une fonction : f(x) = Q? (a: — > — 9, dont x1 et x5 sont so-
T

lutions des équations f(x1) = O et f(x2) = 0. Notamment, puisque 2 est solution
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de cette équation :

1 1

C’est pourquoi f () = 0et f(x2) = 0 permettent d’affirmer que z; = — est
T2 L2

la deuxieme solution cherchée pour I’équation :

2
Q2 (.132—;2) :9:>(1‘2—$1)2:%

et, notamment, si zo > X7 :

Wy — W 3 3w
2 125 Aw:wg—wlzao

wo Q

3
.’L'Q_./,Ul:a:

® 134 Lycée Champollion, Grenoble

1. La linéarité de I’A.O. met le point D au méme potentiel e que 1’entrée non inver-
seuse, auquel cas le montage proposé par 1I’énoncé équivaut a :

Rl RQ
e
5)
US
Le théoréeme de Millman fournit alors directement :
Vg FE
Ry, R, Rivs — RoE
e 1+1 "+ R (Ri+Rs) e 1Us 2 (52)
Ry Ry
Rs Rs
= s=(1+—/ — F 53
v ( + Rl) e+ o) (53)

2. (a) Le point B est porté au potentiel V3 = e, tandis que le point A présente un
potentiel V4 qui s’identifie a la tension aux bornes de la résistance I?; verticale.
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La loi du diviseur de tension impose :
Ry v Ry Ry
= - /L
Ri1 4+ Ro R+ Ry

Va

Notamment, ¢ = 0 lorsque les points A et B ne sont pas

connectés :
IRy Ry Ri+ R, Rs Ro F
Va= Vg = e+ —FE| =>Vi=et—"
47 R+ Ry Ri+Ry | R Ry } A Ry + Ry
Par suite, la tension ugg = V4 — Vp vaut :
S RyE
42" R+ Ry

(b) D’une maniere générale, lorsqu’un courant i circule entre les points A et B :

Vi = i Vg — Fiy R i
Y7 RitRC Ri+hR
_ R, (R1+R26+R2E)_ R Ry ;
Ri + Ry Ry Ry Ri + Ry
B RoE — R1 Rt
B Ry + Ry
et, plus particulierement, lorsque les points A et B sont reliés par un fil élec-
trique :
RoE — Ry Roi . B
Ve=Va=e= " = = —
B 4 c=et Ri1+ Ro ! R,

3. (a) Le nouveau montage proposé présente des similitudes avec le précédent (les
points A et B sont reliés par un fil électrique) a condition de remplacer la ten-
sion e par la tension u. C’est pourquoi :

_E
=

i

(b) Le courant 7 ne pouvant pénétrer dans 1’entrée non inverseuse de I’A.O., il tra-
verse intégralement le condensateur dont la tension w vérifie par conséquent :

dt

) du i

Or, 'interrupteur K est ouvert a la date ¢ = 0, a laquelle le condensateur est
alors déchargé (u = 0) :

u(t) E t E
du = dt t) = t
/0 u R1C/o = u(t) RO X

(c) Compte tenu de ce qui précede, et de I’identité (53), la tension v est donnée
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par :
RoFE Ri+ Ro RoE (R1 aF RQ) E
t == _— t e
v (1) R + 7 xu(t) = wvs(t) 7 4 R2C X t
dov, R1 + Ro
=————XF
@ RrRcC

dov, . N .
On constate alors que O est constant et proportionnel a E : cette tension

commande alors la rapidité avec laquelle la tension v4(t) s’accroit.

® 135 Lycée Henri IV, Paris

1. (a) Le fonctionnement de I’A.O. idéal en régime linéaire impose 1’identité des po-
tentiels V' et V™ aux bornes de I’A.O. ainsi que I’annulation des courants 7~
etiT d’entrée.

uc
ic
Ur C
i ‘-
TR
>t
|l
Ve Vv as V,
AN NN AN

Soient i et i les courants qui traversent la résistance et le condensateur, aux
bornes desquels apparaissent les tensions up et uc telles que :
duc c d(V- -Vy)

dt dt

ur =V, -V~ =Rigetic =C

L’hypothese du régime linéaire impose, du reste :

Ve=Rigr
- _ 1yt
Vi=VT"=0= o av,
¢ dt
Enfin, les courants i~ et ¢ 1 étant nuls :
S Ve dVg dvs 1
IR =1 —|—zc—zc:>R_—C’ dt:> % = RO

(b) Supposons que V. possede une composante continue V[ et une composante
Vi (t) variable dans le temps. En notant Vi la valeur de V; a la date ¢t = 0,
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2. (a)

Chapitre 4
I’équation différentielle précédente devient :
1 I
dVy = ——= V. (t) dt s(t) = Vso = ——== L (t) dt
Vom—gg Ve dt = Vi)~ Va =55 [ Vo)
1 t t
= Vi) =Veo— =5 Vo dt Vi(t) dt
(t) 0" RO [/0 0 +/0 1(2) }
Vo 1
) =V ===t==—= t) dt
> V) =Vo—gat-zg f 1O

Cette relation montre que V;(¢) est amené a atteindre une de ses tensions de

A Vo T
saturation tot ou tard car Vg — RO t varie linéairement dans le temps ; I’ A.O.
cesse vite de fonctionner en régime linéaire pour atteindre la saturation.

Considérons le montage dans lequel existe un courant de polarisation 7, et ol
V. = 0 revient a connecter la résistance R directement a la masse :

uc
E,_|
C
iR N| i
i, 1e=0] %
D pa +
RU S Vo v,
J1ALAITAAARAAARANAAARRA AN TN
La source de courant i, et la résistance 2 se trouvant en paralléle, leur tension
V= est commune : V~ = Rip. Quant 2 la relation e =V~ — V1 =0, elle
révele que :
. vt
V_:V+:0:>ZR:f:0

Ce faisant, la loi des nceuds, appliquée en IV, s’écrit :
1 +ic+ip+ig=0=ic+i, =0cari” =0

avee |

dt dt a d¢
dVs

= ip,=—ic=0C T

En considérant 7, constant dans I’intervalle de temps [t, ¢ + At], au cours du-
quel Vi passe de Vi(t) a Vi(t + At) = Vi(t) + AV, cette équation différen-
tielle conduit a :
Vo () +AV, t+AL
CdVs=i,dt = C stzip/ dt = C AV, =1, At
Vs (t) t
AV,

= i,=C A
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Application numérique :

10
ip:O,lxlo_Gxﬁ: ip =4 x 1077 A = 400 nA

(b) En considérant la seule présence d’une tension de décalage V, le montage in-
tégrateur équivaut a :

Ve
ic |
o i
iR (A =0
N T 20 2
Vd Z-+:O+
Vel |R
e, 2
T TN T

La loi des mailles impliquant la résistance R, la source Vy et I’A.O. impose :
VR—Va+e-Vi=0 = Veg=V;+V"—¢
= Vp=VicarVT =0ete=0

avee |
Ve=Rir= Rir=Vy (54)

En outre, au nceud N :
iR+t +ic=0=1p=—tccart =0

ce qui donne a I’équation (54) la forme suivante :

—Ric=Vy
dV dVs . .
on:Vo=Vg—-V,=V;—-V, = th = — T si V est constant. Par suite :
R\ 7 ave v, _
ic=C a = —RC ar =Vy= RC i =Vy

A nouveau, en considérant que V; demeure constant pendant la période At,
cette équation devient :

V. (t)+At t+AL
RCdVy=V;dt = RC dVS:Vd/ dt
V() t
AV

Application numérique :

V= (10 x 10%) x (0,1 x 107°) x 21% = Vg=4x10"°V=4mV

)
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(c) Pour que V; s’accroisse de 10 V pendant 2,5 s sous le simple effet du courant
de dérive, il faudrait que i, atteigne la valeur de 400 nA = 400.10 pA. Or, le
constructeur garantit que |i,| demeure inférieur a 200 pA, en conséquence de
quoi le courant de décalage ne peut étre responsable, a lui seul, de la satura-
tion de I’A.O. En revanche, une tension de dérive de 4 mV suffit a provoquer
cette saturation et c’est essentiellement ce défaut qui interprete les observa-
tions effectuées, car le constructeur tolere que V; atteigne, voire excede, 4 mV
(V4] < 10 mV).
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Mécanique

5.1 Changements de référentiels

5.1.1 Cinématique

5.1.1.1 Rappels sur les produits vectoriels

Soient deux vecteurs A et B, définis dans une base cartésienne (O, 7,7 E) par leurs

coordonnées respectives (A, A,, A.) et (B, By, B.).

Définition 1 Le produit vectoriel C des vecteurs A et B :

C=AMNB
s’obtient par :
Am Bm Asz - Asz
C=|4,|nr|B,|=|A.B.— 4.B.
A, B, AzB, — AyB,

On peut montrer que 1’algorithme présenté précédemment pour trouver c équivaut au

suivant :

4 - k

* Repérer un plan (IT) contenant les vecteurs A et
B, et définir une direction (A) perpendiculaire a
(ID).

* Positionner les doigts de la main droite : le pouce
orienté comme A (premier vecteur de A A B)
et I'index orienté comme B ; le majeur, perpen-

diculaire a ces deux doigts, définit un sens (E)
d’orientation de A. B
e Repérer le plus petit angle 6 entre Aet B, puis

poser, finalement :

Q)

393
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é:/hé:‘ff x | B x sinf x k

A N’utilisez que la main droite pour réaliser cette opération et remarquez que le pro-
duit vectoriel génére toujours un vecteur (perpendiculaire a A et B simultanément), ce
qui impose de définir le vecteur directeur unitaire k.
Ces définitions conduisent aux propriétés importantes suivantes :
« ANB =0siA et B sont colinéaires.
« ANB=-BAA
* Double produit vectoriel :
AN (E/\é) =B x (A’-é) ~Cx (/T-E)
* Invariance par permutation circulaire des vecteurs dans un produit mixte :
A. (B/\é) =C- (/I/\E) =B. ((3/\2)
* Pour les trois vecteurs de la base directe (€7, €3, €3) :
€3 =€1 NGy = €1 =€ Né3 =€ =¢e3Nep
5.1.1.2 Le vecteur rotation
Définition 2 )
Soit U un vecteur de norme constante, qui

tourne dans un plan (11) d’un angle d6 pen-
dant dt. Le vecteur rotation & associé a ce —

hy 2
mouvement vertﬁe N
W _gna =
— =wAU & e !
dt T s

dé
ol ||w| =w= = définit la vitesse angu-
laire de rotation de U

La direction de & est la perpendiculaire a I1, tandis que son sens est fourni par la « regle
de la main droite » : faire tourner les doigts de la main droite dans le sens de rotation
de i ; le pouce tendu impose le sens de &.

5.1.1.3 Rotation d’un référentiel

Soit R un référentiel dont la base (O, €, €, €,) conserve des directions fixes, et soit

R’ un référentiel, de base (O’ €z, €y, Z), en mouvement par rapport a K.

Définition 3  Le référentiel R’ est en rotation par rapport a R si au moins un de ses
trois vecteurs de base effectue un mouvement de rotation.
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Remarque — Il n’est pas nécessaire que O’ e, AL
tourne par rapport a R pour que R’ effectue un

. 21
mouvement de rotation. 0 €y
Dans le cas d’une rotation de R’ par rapport a R, 7 -,

- L e
le mouvement des vecteurs de base {e’ l} de R’ ‘ ¢
est caractérisé par un vecteur rotation : R

) %
de’; L - N
—=dAe; €y
dt

rotation de R’
Définition 4 La rotation est uniforme si la vitesse angulaire demeure constante :

w = ||&|| = cte & rotation uniforme.

Définition 5 Le référentiel R’ est en translation circulaire autour d’un axe A de R si
son origine O' tourne autour de /\ tandis que les axes de R' conservent une orientation
constante par rapport a ceux de R.

Translation circulaire de R’

Pour distinguer ces deux types de rotations, on conviendra d’utiliser les notations sui-
vantes :

¢ larotation de R’ (donc de ses axes) est caractérisée par un vecteur rotation @ ;

* larotation de O’ est caractérisée par le vecteur rotation Q.
5.1.1.4 Composition des vitesses
Soit R un référentiel (supposé fixe) de base B (O, €1, €, €3) et soit R’ un référentiel
en éventuel mouvement par rapport 2 R. On note B’ (O’ e, e, ¢ 3> une base de R'.
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Définition 6 On appelle vitesse absolue U, d’un point M sa vitesse mesurée dans le
référentiel R :

si {xo} désignent les coordonnées de M dans la base B.

Définition 7 La vitesse relative v, du point M est sa vitesse mesurée par un observa-
teur placé dans le référentiel R’ :

ou {z!,} sont les coordonnées de M dans la base BB'.

Soit & le vecteur rotation de R’ par rapport a R et soit r= O M = Z Ty, ¢ a

vecteur position de M, mesuré dans la base B’ ; les vitesses v, et U, sont hees par la
loi de composition des vitesses :

—

Vg = Uy + TUe

ol U, désigne la vitesse d’entrainement de R’ par rapport a R :

—
0 —dOO/+ Arl
CTdt

Remarque — La vitesse d’entrainement prend en compte les deux composantes du
mouvement de R’ par rapport a R : la rotation de ses axes (avec &) et le mouvement

du centre O’ de B'.

.ﬁ Un automobiliste roulant vers le N.O. & 52 km - h~! remarque que le vent
semble venir du N.E. Quand il roule vers le S.0. 2 60 km - h™!, le vent semble venir
du N.O. sous un angle de 60° a partir de la direction nord-sud.

Trouver la vitesse ¥ du vent par rapport au sol.

REPONSE  Appelons ¥ le vecteur vitesse du vent par rapport au sol, 7 celui du véhicule par rapport
au sol et ¥, le vecteur vitesse du vent par rapport au véhicule. Les deux situations décrites dans I’énoncé
donnent acces aux composantes de ces vecteurs.

¢ Premiére situation :
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Uy
T/4
E
Y&l
Vitesse al?solue de vitesse relative du vent
la voiture
Ainsi :
_ —sin(r/4) —V2/2 .
= = avec ve = 52km - h
Ve = e ( cos(m/4) ) ve < V2/2 vee e
et:

S —sin(w/4) . —V2/2
T \=cos(r/a)) T T\ =v2/2

¢ Seconde situation :

i

U

<7/4 /3

Vitesse absolue Vitesse relative du vent
de la voiture

ou :

— cos(/4) c\—-v2/2

T sin(7/3) Y V3/2
"\ = cos(n/3) "\ —1/2

La loi de composition des vitesses impose, dans ces deux cas :

- —si 4 —V2/2
v’ev’e< sin(r/ )>v’< v2/ > avec : v, = 60 km-h~?

et:

.
V="Te +Uretd =0+

a partir de quoi il est possible d’introduire les composantes v et vy, de U’ dans les équations :

T B e —V2/2
o) () (25
\/ivm = —Ve — Ur
:>{ V2uy = ve — vy = V2 (vy —va) =2ve (1)
et:

=7 7 Ve |\ _ —V2/2 , (V3/2
s )2

20, = =20, + /30!, B ,
:>{ 2or — 30 =2 (o +v3u,) =—v2 (1+V3) v, @
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Des relations (1) et (2) découle un systeme de deux équations :

vy—vzzig . (1+\/§)vy:%[2ve—(1+\/§)v;]
\/§vy+vz:—?(1+\/§>v’e Uz=vy*2\/v§
2ve—(1+\/§) vl
I e
v e — (14v3) ol =20 (14v3)  2vBuc+ (14 V3) ol
o V2 (1+v3) o V2 (1+3)

Application numérique :

72><52—(1+\/§>><60

vy = 7 (1+\/§) = —155km-h~!
2\/§x52+(1+\/§) X 60
vy = — = —89km-h!
V2 (1+3)

5.1.1.5 Composition des accélérations

Définition 8 On appelle accélération absolue (7,) celle du point M mesurée dans le
référentiel « fixe » R :

3 3
. dvg d%z,
VYo=Y ——&=

dt dt?

a=1 a=1

—

€a

3 3
. o L = R . .
oun v, = E Vo €q et 7= OM = E T € SONt respectivement la vitesse absolue et
=1

a=1 a
la position de M repérées dans R.

Définition 9 L’accélération relative (7,.) est celle du point M mesurée par un obser-
vateur immobile dans R’ :

3 &
dvl, ~ d?z!, -
5 — - a
I = Z dt Ca= Z d#2 € o
a=1 a=1

3 3
< = ;T = ;7 ;. . . .
ou v, = g v, € et = E € o désignent respectivement la vitesse relative de

a=1 a=1
M et sa position, repérées dans R'.

La loi de composition des accélérations relie v, et 7, :

— —

Ya = Fr + Ve + Ve

Dans cette expression interviennent :
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e ['accélération d’entrainement

2 7 =
. dOO—I—dw/\_;—i—_’/\(_'/\_;)
=———+4+ — AT +JdA|(DAT
ks d2 dt
e 'accélération de Coriolis (ou accélération complémentaire) :
Ve =20 N Uy
5.1.1.6 Cas particuliers
Mouvement de translation
Par définition, & = 0 conduit a :
—
dOO’
dt

—

e = ot o

= =
Vg = Up +

Mouvement de translation circulaire

Le centre O’ du référentiel R’ tourne autour
d’un axe A passant par O, tandis que sa base
conserve une direction constante. Si on note H’
le projeté orthogonal de O’ sur A, on observe
que :

400’ —=
=QAHO
dt
= , dH'O" = ——
ol ) désigne le vecteur rotation de O’ autour de A : T QA H'O'. De méme
200’ — <
7 = —0% x H'O avec Q = ”Q”

Par suite, étant donné que & = 0 :

T 7 2 iy
Uy =T+QANHO ety, =7 —Q° x HO

Composition de rotations uniformes

Le point O’ tourne a la vitesse angulaire ()
constante autour d’un axe A de R tandis que la
base B’ effectue une rotation caractérisée par un
vecteur rotation ¢J constant. D’une maniere gé-
nérale la vitesse et ’accélération d’entrainement

valent :

-

= _—
T, =OAHO +wAO'Met7, =@ A (w/\r') — XX HO
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Dans le cas particulier ot ) = @, ¢’est-a-dire lorsque I’ensemble (O, @) tourne autour
de A de maniére synchrone (ce qui est représenté sur la figure précédente), on utilisera
plutdt :

—— -
To=0ANHMety, = —w?x HM 3)
ou H est le projeté orthogonal de M sur A.

5.1.2 Dynamique en référentiel non galiléen

Définition 10 Soit R un référentiel galiléen. Un autre référentiel, R', est aussi gali-
léen si et seulement s’il est en mouvement de translation uniforme par rapport a R.
!
dOO
dt

R’ galiléen < & =0 et = cte

On considere un référentiel R’ non galiléen par rapport a un référentiel galiléen R. Un
point M, de masse m, est soumis a des forces f d’interaction (ou forces « vraies »)
et adopte, dans R’, une accélération ¥, qui suit la loi fondamentale de la dynamique
généralisée aux référentiels non galiléens :

mYyr = f+ fe+ fe
ou sont introduites :

* la « force » d’entrainement : f, = —m 7, ;

* la « force » de Coriolis : f. = —m7, .

Ces deux termes (appelés « forces » par abus de langage) sont également désignées
comme « forces » d’inertie.

i

Soit (O, x, y, z) un repere associé a un référentiel R immo-
bile, dans lequel une tige OO’ tourne a la vitesse angulaire
w constante autour de Oz. Cette tige supporte un ressort,
de raideur k et de longueur a vide [, fixé en O a I’'une de
ses extrémités, tandis qu’a I’autre extrémité est accroché
un point matériel mobile M de masse m

On définit le référentiel R’ tournant autour de (Oz) avec la méme vitesse angulaire que
—
M, de base (0, €, €g), ot OO’ = OO’ x €. etey L é,.
1. Dans le référentiel R/, faire le bilan des forces d’interaction et des « forces » d’iner-
tie.

2. Le point M étant écarté de sa position d’équilibre relatif dans R’, il effectue des
oscillations de faible amplitude. Déterminer la pulsation {2 de ces oscillations en
fonction de k, m et w.
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REPONSE

1. Pour opérer les changements de référentiels, il est fortement recommandé de procéder a deux représen-
tations différentes du méme phénomene :

y —
— 69 B
e la situation vécue dans le référentiel R, et notamment le comporte- 5 \/ M
/ -5 - 7 5 €
ment de O’ et de la base (er, €p, k:) ; ¢’est de ce comportement que T 20!
dépendent les accélérations d’entrainement (¥, ) et de Coriolis (V.). @ | -~ .
ol
référentiel R
* lasituation vécue dans le référentiel R’ ; on prend soin d’y représenter .
. Ry 4 o . . e 4
la position relative (ici ¥ = O’ M = r €,) et le vecteur vitesse relative &
(U = 7€) ; les vecteurs e et 7. en dépendent aussi. ® | e M 7
0
r

référentiel R/
Dans ce référentiel, le point M est soumis a :
* son poidsl’3 =mg= —ng;
+ latension du ressort : T = —k (r—1v) €r;
la réaction R de la tige ; en I’absence de frottements, cette force est perpendiculaire a la tige et ne
comporte donc pas de composante selon & :

ﬁ:R9€9+RkE

la « force » d’entrainement : ﬂ = —m#e, ou I"accélération d’entrainement est donnée par la
relation (3) de la page 400, pour un référentiel R’ tournant 2 la vitesse angulaire w autour de 1’axe
(O E) :

SN e R
Je = —w?xOM = —w? (00" + O'M) = —w? (00" + 1) & = fo = mw? (00'+1) &

la « force » de Coriolis : fo = —m e, colinéaire a 1’accélération de Coriolis :

Fe =2BATr = 2WFEAEr = 20T G = fo=—2mwr ey

7|7 .

°le, 1M &

o — o5
7

2. Lintroduction de « forces » d’inertie généralise la loi fondamentale de la dynamique au référentiel R’
non galiléen ; I’accélération relative 5, = # €, de M vérifie :
my,=P+T+ R+ fo+ fo = mié = [k (r — ly) + mw? (00" +1)] é-
+ (Rg — 2mw ) & + (R —mg) k

Le membre de gauche de cette équation ne comportant que la composante non nulle selon &y, il en va
de méme du membre de droite, d’ou il s’ensuit que :

Ry —2mw1r =0 N Ry =2mwr
R —mg=20 Ry = mg
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o mi = —k (r —lp) + mw? (00" +r) = (m(.u2 —k)r+ mw? 00" + ki,
1l existe donc une position d’équillibre relatif, r, qui annule 7 :

0= (mw? — k) re + mw? 00 + kly = mw? 00 + kly = — (mw? — k) e
en raison de quoi I’équation du mouvement de M s’écrit :

= (k) 7= (st — K) 7o = (s —4) (=)

<SIP

A T’instar des équations du mouvement obtenues dans les référentiels galiléens, celles qui appa-
raissent en référentiels non galiléens admettent des solutions trés simples lorsqu’elles mettent en jeu
I’écart par rapport a I’équilibre : € = r — r¢

L’introduction de € conduita : r = 7o + € = 7 = € = 7 = £ et I'équation du mouvement devient :

mé:(mw27k)£:>é'+(£7w2)5:0
m

Si — > w?, cette équation différentielle admet une solution harmonique :
m

e = A cos(Qt) + B sin(Qt)
qui montre que M oscille autour de sa position d’équilibre avec une pulsation :

k
Q=4/— —w?
m

k
Remarque — Siw? devait excéder —, la solution de I’équation différentielle :
m

e=Ae" + Be "t onr? = w? — L
m
révelerait que M s’éloigne sans cesse de sa position d’équilibre. Une telle situation est cependant peu
réaliste car, lorsque le ressort est complétement étiré, il exerce une tension T qui ne dépend plus de son
allongement, auquel cas la loi : T=_k (I — ly) & perd toute légitimité.

5.2 Oscillations forcées

Soit un ressort horizontal dont I’extrémité O est
fixée a un support immobile et dont I"autre ex- 50) M T
trémité est accrochée a un point mobile M, de W/WV’ """" —
masse m. On note ¢ la longueur du ressort, ¢, sa '
longueur a vide et & sa raideur. Outre son poids et

la réaction du support qui le compense, le point
M est soumis a :

« latension duressort : T = —k ({ — (,) @ = —ka @i;
 une force de frottement : ﬁf = -\ =-)\zU;
* une force d’excitation sinusoidale de pulsation w : F. =F, cos(wt) 4.

L application de la loi fondamentale de la dynamique génere I’équation différentielle :
k F
i+ i+ —a=—2 cos(wt)
m m m

que I’on écrit aussi :

F [k
jé—l—%a’c—l—w%x:ﬁcos(wt)avecwo: EetQ:$ 4)
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La solution x4 de I’équation différentielle dépourvue de son second membre :

.. wo . 2
Ts+ —=Ts+wijzs =0

Q

a déja été déterminée en premiere partie du cours de mécanique. C’est pourquoi on ne
s’intéressera ici qu’a la solution homogene au second membre : & = X cos(wt + ¢),
encore appelé régime permanent (qui, ajouté a la solution x4, fournit le régime transi-
toire).

5.2.1 Résonance en élongation

En notation complexe : z = X e (“/+¢) est solution de 1’équation différentielle :

d’z  wo dz 2 Fy i 2 9 Lwwo\ 4 F0
Gz g T 0w Ko (W mwt T et =

>

Apparait alors un nombre complexe :

W2 — o2
2 cosp =
X = X% avec X = (wg—w2)2+(ww0 et X
Q g
sing = ox
L’équation qui s’ensuit :
' EF
X x Xellete) = 20 (5)
m
impose alors :
wi — w?
cos ¢ = @ X -
b= VO (o - et) i
— Ww
sin ¢ = 0
V@2 (6 — 2+t
Les limites :
limp=0  lim¢=——  limé=—=
w—0 w—rwo w—00

conduisent & la représentation graphique de ¢(w) :

¢
0] u.JO w

VL) S

o
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De méme, I’équation : Xy = —— fournit :
mX

Iy

my/ f(w)

Les éventuels extrema de I’amplitude X correspondent a ceux de la fonction f(w),
aux pulsations w,. qui assurent :

Xo = avec f(w) = (w§ — w2)2 + =2 w?

df wi
awr:()éélwrx (wfwngZC;Q)O

La solution w, = 0, bien que dépourvue de sens physique (en régime sinusoidal !),
indique néanmoins que la courbe X(w) admet une tangente horizontale pour w = 0.
En revanche, un extremum peut étre obtenu pour une pulsation :

1 1
wy; = wp4 /1 — —= acondition que ) > —

202 V2

1
Dans le cas ou Q) < E, la courbe X((w) n’admet pas d’autre extremum qu’en w = 0.

Enfin, les limites :

: Foy :
Jim [Xo(w)] = i et lim [Xo(w)] =0

completent I’étude qui mene a la représentation graphique de la courbe de résonance :

w
5.2.2 Résonance en vitesse
5.2.2.1 Courbes de résonance
Soit v I'image complexe de la vitesse de M :
) 1
z=XoeW sy =—i=juz=z=_—0
Jw

que I’on choisit alors sous la forme :

y:‘/oej(thrw) S F=0=jwv
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L’équation complexe associée a I’équation différentielle (4) :

. wo Fy
g-&-ag-l-wgg:—ewt
m

2
o [0 5o )] o0 = B
Q w

ol apparait a nouveau un nombre complexe :

devient de fait :

)=
w? w2\ ? W wo
avec V = %—I—(w—o) ettanH:Q(—)
Q w wy W

Vo x Vel (0+y) — 20 (6)

Ainsi :

impose I’identité des arguments :

0+ =0=1=—0=tang) = Q (“JO—“’)

w wWo

d’ou ressortent les limites suivantes :

limqﬁ:g lim ¢ =0 1im¢=—g

w—0 w—wo w—00

NI

“o

En outre, 1’équation (6) révele également que :

F
Vox V=" V= -
" “ (<
™Mo t\YTw

Non seulement la fonction V' (w) devient maximum pour une pulsation de résonance
w, = wo, et prend la valeur :



406 Chapitre 5

F
Vo(wy) = @
mwo
mais, de plus, les limites :

ilgb(vo) =0et wh_}rr;o (Vo) =0

conduisent a la courbe de résonance suivante :

VU (wr)

5.2.2.2 Bande passante
Définition 11 On appelle pulsations de coupures les pulsations solutions de I’équa-

tion :

Va(w) = L2l

S

0

La résolution de cette équation :

wo
N 9 w——w-wi=0
w w Q
0) _ %
w——] ===

w Q

wo
w4 —w-—wi=0
0 0

2
s [ . . R L w .
génere deux équations du second degré, de méme discriminant A = —% V14402 a
I’origine des deux seules solutions positives :
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wzz% (1+ 1+4Q2) etw1:;—£2 (W—l)

Définition 12 Si wy ef wy > wq désignent les deux pulsations de coupure, on appelle
bande passante l'intervalle dans lequel :

Vo(wr)

Vi(w) > 7

Dans le cas étudié ci-avant, la bande passante a pour largeur :

wo
Aw=ws —w = —

Q

5.3 Théoréme du moment cinétique

5.3.1 Moment d’une force

5.3.1.1 Moment d’une force en un point

Définition 13
Soit O un point fixe d’un référentiel (galiléen ou non), dans lequel M

= °
un point matériel M est soumis a une force résultante I (qui peut 7‘ M \ 7

inclure des « forces » d’inertie). On appelle moment de la force °
F' en O, le produit vectoriel : 0

MOZO—]>\4/\F

Orientation d’un moment

Si M tourne autour d’un axe A de vecteur directeur unitaire &, 1’orientation de cet axe
s’opere de la maniere suivante :

e définir un axe de référence 0 perpendiculaire a A, a partir duquel la rotation de M
est repérée par un angle 6 ;

* faire tourner les doigts de la main droite dans le sens de I’augmentation de 6 ;

* le pouce levé indique le sens de k, dont la direction est celle de A.

A




408 Chapitre 5

5.3.1.2 Moment d’une force par rapport a un axe

Définition 14 Soit A un axe et soit O un point fixe de A. Un point M est soumis a
une force résultante F', dont le moment par rapport a /A est défini par :

MA:/\ZO-Ez(O_J\J/\ﬁ)-lZ

Le moment d’une force par rapport a un axe ne dépend pas de la
position du point O (de cet axe) par rapport auquel est calculé ce

moment : 7
k
Mo # Mo mais Ma = Mas 0
C’est aussi pour cette raison que M est souvent déterminé a frl - - __, M
partir du point H projeté orthogonal de M sur A : ]
O!

- ———— R
Mg =HMANF = Mp=Mgpg -k

Remarque —

Le signe de M a indique influence de la force sur la rotation du point

oul elle s’exerce. Dans I’exemple illustré sur la figure ci-contre (o k 0O
est orienté dans le sens de I’augmentation de o) :

* Ma > 0 pour F, ce qui signifie que F a tendance a augmenter
I’angle o ;

e Ma < 0 pour F', ce qui traduit la tendance qu’a F' a diminuer
a.

5.3.2 Moment cinétique

Définition 15 Soit M un point matériel, de masse m et de vitesse U repérée dans un
référentiel on est défini un point fixe O. On appelle moment cinétique de M en O la
grandeur :

e
do = OM N mv

Si, de surcroit, le point M tourne dans un plan conte- o
.. . . 0
nant O, sa position et sa vitesse s’expriment en coor-
données polaires par : €.
— — — — T ) — g
OM=7r=re,=>v=1r¢e.+rley @k R
oM v
Le moment de M en O s’écrit alors : -

Définition 16 Soitr A un axe orienté par un vecteur unitaire k et soit O un point fixe
de A, par rapport auquel est défini le moment cinétique d’un point M (de masse m et
de vitesse U) en O. Le moment cinétique de M par rapport a A est défini par :
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OA — (?0 E

Le moment cinétique oo d’un point en rota-
tion autour d’un axe ne dépend pas du point de
I’axe qui a permis de le définir et c’est pour-
quoi on choisit souvent le projeté orthogonal
H de M sur I’axe A. Hb 7

R

—) PR— .
Gg=HMAmo=mr?0k=oca =mr?0 0,

== un point matériel M de masse m est repéré par son vecteur position dans la
base (O,Z’,j’, E) :
a cos(wt)
OM = | a sin(wt)

at

Déterminer I’expression de son moment cinétique par rapport a I’axe A = (O, k), en
fonction des constantes réelles a, m et .

REPONSE

g Etant donné que I’énoncé ne précise pas le point par rapport auquel le moment cinétique doit &tre
mesuré, et étant donné que le résultat ne dépendra pas de ce point, il est préférable de 1’évaluer par
rapport au point H, projeté orthogonal de M sur A.

-
Le vecteur H M a pour composantes :

a cos(wt) a cos(wt)
HM = HO +OM=| 0 |+ | asin(wt) | = | a sin(wt)
—at at 0
de sorte que le moment cinétique de M en H s’écrit :
a cos(wt) —maw sin(wt) aa sin(wt)
~ =Ty ~ .
g =HMAN mv= | asin(wt) | A| maw cos(wt) | = | —aa cos(wt)
0 « ma?w

Le moment cinétique de M par rapport a A est alors défini par :

on =& -k = ma’w

5.3.3 Théoreme du moment cinétique

Dans un référentiel galiléen, la dérivée temporelle de 7 s’identifie au moment Mo
de la résultante des forces F en O :

—

d_' - —
99 _ Mo =OM AF

dt
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Remarque — Dans un référentiel non galiléen, la loi fondamentale de la dynamique
peut étre généralisée a condition d’adjoindre a F des « forces » d’inertie F; :

do - ~ —

0 M

m&’:ﬁ—&—ﬁi: EZMO—I—MoiavecM_’OZ‘:O

—

AR,

Soit un axe orienté A, fixe, de vecteur directeur unitaire k, et passant par le point O ;
le théoreme du moment cinétique devient :
doa - doa

_z doa _
dt Mo = —g- =Ma

Notamment, si le point M est en rotation autour de A, sa distance HM = r a A ne
varie pas dans le temps, de sorte qu’a I’identité précédente se substitue la suivante :

erézMAz(WAﬁ)-E %

[SS’ Un point matériel M, de masse m, est assujetti a se déplacer sans frottements
sur un plan horizontal percé en O. A travers O passe un fil souple inextensible, dont
une extrémité est tenue par un opérateur.

Le point M décrit des cercles de rayons » = OM autour de O, a la vitesse angulaire
w.

1. Dresser le bilan des forces subies par M et calculer le moment ./\;lo de leur résul-
tante en O.

2. En utilisant le théoreme du moment cinétique, montrer que le moment cinétique
oo de M en O demeure constant.

3. Dans une base cylindro-polaire (eﬂ, €y, k), déterminer les composantes de 7.

. o s - i
4. L’opérateur agit sur le fil de maniere a faire passer la longueur OM de r( a 50 ;la

vitesse angulaire passe concomitamment de wg a w;. Déterminer w; en fonction de
wo-

REPONSE

1. Le point M est soumis a son poids P vertical, a la réaction R du plan horizontal (ﬁ est ainsi vertical
en I’absence de frottements) et a la tension 7" du fil, auquel cas une force résultante F' = P + R+ T
s’exerce sur M.
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Or, le mouvement de M s’effectuant dans le plan horizontal, les forces P et B se composent vectoriel-
lement: R+ P=0= F="T,ce qui signifie que la force résultante Fa pour moment en O :

Mo = OM AT = 0car OM |7
2. Le théoreme du moment cinétique relie /\le a la variation du moment cinétique 6o de M en O :
ddo -

a _MO:5:>60:£ (8)

3. Le mouvement plan de M incite a travailler avec les coordonnées polaires de M :
Y g L
OM =reé-etdv=ré, +rwey
Le moment cinétique de M en O est alors défini par :
~ =7 " . . - - 2 7 - - r
Gdo=0OMANmMU=ré ANmré -+ (ré-) A (mrweéy) =mrwkcaré. Néy =k
=0
4. Le vecteur & étant constant, conformément au résultat (8), sa norme 1’est également. :

2

oo = ||6o]] = mrfw = cte

a N To N .
méme lorsque r et w passent des valeurs ro a 7] = 5 et de wp a wy respectivement :

_ 2
o0 = Mmrgwo r0 2
= w)] =wy X | — = 4wq car rg = 2rq

o0 = mriw; 71

Ce résultat révele que le rapprochement du point M vers son centre de rotation O s’accompagne d’une
« accélération » de sa rotation.

Lidentité (7) : mr2 0 = M suffit 2 montrer qu’un point en équilibre est caractérisé
par un moment M nul (de méme que M) :

équilibre = Ma = 0 et Mo =

5.4 Forces centrales conservatives
5.4.1 Energie potentielle

Définition 17 Soit O un point fixe d’un référentiel galiléen dans lequel un point M

.
est repéré par ¥ = OM = r €,. Une force F' qui s’exerce sur M est dite centrale (et
conservative) si elle peut s’écrire :

F=F(r)xé,

Une force centrale est attractive lorsque F'(r) < 0 et répulsive si F'(r) > 0. Parmi les
forces centrales, on peut citer :
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o Gmimy
* la force gravitationnelle entre deux masses m; et mq : F; = ————5 €}
: r
. 192
* la force coulombienne entre deux charges q; et ¢2 : F, = ——
4meqr?
que I’on notera dorénavant sous la forme générique :
_. a
F = 7‘72 Er
ou la constante « sera adaptée a la nature gravitationnelle (o« = —G my mz) ou cou-
lombienne (o = Zl e ) de la force F.
La définition de 1’énergie potentielle E,, associée a F: F(r) = _Tp permet
T

d’écrire :

By(r) = Bylro) = [ F() ar

Pour les forces gravitationnelles et électrostatiques, £, est choisi nul pour r infini, ce
qui fournit :

5.4.2 Moment cinétique
5.4.2.1 Expression du moment

Le théoréme du moment cinétique :

1!

day - —

2 = Mo = OM A Fave cOM

M

Q

H
gw

appliqué a une force centrale montre que :

o = =
do=ctesi F' || OM

Si M désigne un p01nt de masse m soumis a une force centrale, la trajectmre de M est

plane on note & un vecteur unitaire perpendiculaire a ce plan, tel que k=& Aéet
U=71€ +rwep:

-
—

Go =mriwk

Si le point M décrit une trajectoire linéaire passant par O, son moment cinétique est
nul ; la réciproque de cette proposition est aussi vérifiée :

&0 = 0 < M parcourt une droite passant par O
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5.4.2.2 Loi des aires

Définition 18 Un point M est repéré dans un re-
pére de centre O. Pendant une durée dt, le rayon

) M(t+dt)
vecteur OM balaye une surface dS, définissant la
ds
vitesse aréolaire : —.
d 0 ()

La vitesse aréolaire d’un point M, de masse m, est
proportionnelle a o :

dt ~ 2m

En I’occurence, si M est soumis a une force centrale, la surface S balayée par le rayon
vecteur ne dépend pas de la date a laquelle est elle mesurée, mais seulement de la durée
pendant laquelle elle est balayée :
Hh+At
ty
go 9 9
S = — x At (loi des aires) th+ AL
2m

51252

I=="un point matériel M, de masse m, est repéré par sa distance » = OM a un
point fixe O d’un référentiel galiléen. Les coordonnées polaires de son mouvement
plan sont 7 et €. Dans chacun des cas suivants, dire si M est soumis a une force centrale
dirigée vers O :

th/2

1. r=rge et = 0y e=“°" oll rg, Oy et wy sont des constantes positives ;

2. r =19+ A cos(wot) et = wy t ot g, wp et A sont des constantes positives.

REPONSE
Dans la base polaire (O, €, €p), I’accélération du point M est donnée par :

7= (7'«‘77«9'2) e+ (2f*9+ré) G

et cette base, étant affectée a un référentiel galiléen, la loi fondamentale de la dyna-
mique y lie la force F a7 :

F=my=m <F77"9'2) ér +m (2%é+ré> €y

Or, pour que la force F soit centrale, elle ne doit posséder qu’une composante non nulle selon €., ce qui se
traduit par :

270+1r0=0
et c’est la validité de cette équation qu’il s’agit d’examiner dans les deux cas proposés par I’énoncé.

1. Avec les composantes polaires :

. Towo
r=roev0t/2 o j = 20 qwot/2

et:
0 =0pe w0 = 0 = —wpbpe W0 = § = wifye w0t
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on obtient :
270 +1r60 =rowo ewot/2 o (70.)090 ef“’ot) + 7o ewot/2 o (w%@oef“’ot)
- mwgeo e—wot/2 o rowgao e~wot/2 —

ce qui suffit a prouver que le point M est soumis a une force centrale.

2. Les coordonnées polaires du point M vérifiant :
r=rg+ A cos(wot) = 7 = —Awg sin(wot) et § = wot = =wyp=0=0

il s’ensuit que : ) .
270 +rf = —2Awg sin(wot) X wo = —2Aw? sin(wot)

Ainsi : 276 + r 6 n’étant pas nul pour toute date ¢, le point M n’est pas soumis a une force centrale.

5.4.3 Conservation de I’énergie

54.3.1 Energie potentielle effective

Si le probléeme était purement radial, la vitesse d’un point matériel s’écrirait : v = 7 €,
al’origine d’une énergie cinétique : £, = % m 2. Son énergie mécanique serait alors :

1
Em:§m7'~2+Ep ©)

Cependant, dans le cas général, la vitesse 7 = 7 €, + 0 € donne 2 I’énergie cinétique
la forme : 1 1 1
E.=—mv® = —mi? + = mr? 6>
c 2 2 2

d’out découle I’expression de 1’énergie mécanique :

1 1 .
Em:§m7*2—|—§mr202—|—Ep

Afin de se ramener au cas d’un probléme purement radial, décrit par I’équation (9), on
définit une énergie potentielle effective E,, . telle que :

1 1 .
Ep =3 m 2 + Epefr avec Ep et = 5 mr?6? + E, (10)
Dans le cas d’une force gravitationnelle ou électrostatique : £, = @ tandis que la
r

nature centrale des forces a permis d’établir que :

00:cte:>mr29:cte:>r29:0:cte (11

ou la constante C' est appelée constante de la loi des aires. Par suite :

mC?  «
Byen = W+; (12)
Quant a la loi (10), elle indique que le mouvement du point est assujetti a :

1
E, = gm"z + Epeff = E, > Epeff (13)
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5.4.3.2 Force attractive

Lorsque 1la force centrale est attractive
a < 0= o= —|a| donne a E, . la forme :
B o mC? o
peff = 752 r

dont la représentation graphique est fournie ci-
contre.

415

=

p eff

Selon la valeur de F,,, on peut distinguer plusieurs cas :

e SiFE,, <0etkE, =
2E,, r* 4+ 2|alr —mC? =0

fournit :
« «@

Yo ™= 9

Aussi, I'unité de cette solution montre que
M décrit un cercle de rayon r( autour du pdle
attracteur O.

e SiFE, <0OetkE, =
équation :

2E,, 7 + 2|alr —mC? =0

fournit :

_ o[ = VA

. o] + VA
LT 2B,

t =
el ry 2‘Em|

avec : A’ = |a]? — 2mC? |E,|.

» eff N’admet qu’une solution, la résolution de cette équation :

Ey

m(----

»eff présente deux solutions 7y et 72, la résolution de cette

w Ep eff

0l \n )

By,

Par suite, le point M décrit une trajectoire elliptique de demi-grand axe horizontal

a tel que :
1+ 7 || o
2 2 |E,| 2a
y
2a !

il

p)

* Si E,, = 0, la courbe ci-dessous, associée a la condition E,,, > E, ¢, montre qu’il
existe une valeur minimale 7,,, en dessous de laquelle r ne peut descendre ; il s’agit

de la solution de I’équation :
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mC? o

E eff — Em =0 —— =0
peft a2 oy
N mC?
Ty = ———
2|af

Une trajectoire parabolique est associée a cette
situation.

W

Chapitre 5

E p eff

* Si B, > 0, la condition E,,, > I, n’est satisfaite qu’a condition que r excede
une valeur minimale 7/, unique solution positive de 1’équation :

02
Ep@fszmém2 —M:Em WEpeff
2ryy M
. . Em- ——————————————
11 s’agit de la solution : ol!
: T
e \/ 2mC2E,,
= x| —144/14+ 77"
M 2F,, + + o?
et la trajectoire correspondante est une hyperbole.
5.4.3.3 Force répulsive
Lorsque la force est répulsive, o > 0 = a = |¢] 1 E, o
donne a ), ¢ la forme :
mC? o
Epetr = 72
dont la représentation graphique révele que la B
condition I, > E, . ne peut étre satisfaite que si
r

FE,, >0 etpourr = ryy.

0

Seules les trajectoires hyperboliques sont alors attendues.

Définition 19 On appelle état lié le cas correspondant a E,, < O et état de diffusion

celui pour lequel F,,, > 0, avec :
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état énergie trajectoires

lié E, <0 cercles ou ellipses
diffusion | E,, > 0 | paraboles ou hyperboles

5.5 Mouvement d’un point dans un champ de force cen-
trale

5.5.1 Lois de Kepler

Les trois lois de Kepler stipulent que :

¢ les astres du systeme solaire décrivent des ellipses (de grand axe a) dont un des
foyers est occupé par le Soleil.

* la surface balayée par le rayon-vecteur, qui lie le Soleil a une planéte, est propor-
tionnelle a la durée de ce balayage.
3
e le rapport % (ou T est la période de révolution d’une planete) ne dépend pas de

L GM 3 .
la planete du systeme solaire; il vaut =) (M étant la masse du Soleil et G la
7
constante de gravitation universelle).

5.5.2 Energie et trajectoires
5.5.2.1 Formules de Binet

Bien que la connaissance de ces formules ne soit pas exigible d’un étudiant en CPGE,
rappelons rapidement le moyen de les retrouver.
A partir du résultat (11) de la page 414 :

r29:C:>9=€

r2

f.ffc’i 1 etfffcizﬁ 1
N do \ r 2 de? \r

. 1
résultats que 1’on présente souvent sous les formes suivantes, en posant u = — :
T

on montre que :

. du . C? d%u
T:_C@etr:_ﬁ@ (14)

Ce faisant, les expressions de la vitesse et de 1’accélération :
T=ié +r0eetqy= (7’"’— r92) e + (2¢é+r€') &

deviennent, avec ces notations :

du C C? (dzu Cc? ) .

v=—-—C—¢+—épety=—— - —u| e
r r 6 Y 402 r2 T

de 72

d’ou ’on tire I’expression de I’énergie cinétique d’un point de masse m :
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(premiere formule de Binet)

1 mC? du\?
E — 2 ma? = dau 2
e =M= [(da) T

. . . N = a

et 'expression de la loi fondamentale de la dynamique relative a une force F' = — €, :
r

d?u _

m~y = F= a2 +u = (seconde formule de Binet)

(0%
mC?
5.5.2.2 Trajectoires

La résolution de la seconde formule de Binet suffit a montrer que les trajectoires d’un
tel point sont des coniques :

1 «
—=u=-——03+ A cos 6 ou A est une constante
r mC'
ou encore :
C? AmC?
r=-——avecp = — ete = — (15)
1+ e cosf « a

2

|

Si la force F est attractive, p = > ( autorise toute valeur pour e. En revanche,

. = . —mC? .
si la force F' est répulsive : p = ﬁ < 0= p= —|p|. Aussi, pour que r demeure
o
positif :
r:i>0 = 1l4+ecosf <0=ecosf <—1
1+ e cosf

= le] x|cosf| >1= |e| > > 1
| cos 6

Cette inégalité montre clairement que si la force F est répulsive, le point matériel décrit
nécessairement une hyperbole.

5.5.2.3 Energie mécanique

L’énergie potentielle : F,, = - o, associée a la premiere formule de Binet, fournit :
T
2 |/ du)®
E,, = mT (dZ) +u?| 4+ au

02
ol v = — , conformément au résultat (15), qui révele aussi que :

p

1 1 e mC? e 9

Cette relation permet de confirmer les résultats concernant les forces attractives
(a=—la]):
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 Les états liés, caractérisés par F,,, < 0, sont associés a des trajectoires décrites par :
mC?
2p2

(1) <0= || <1

11 s’agit soit de cercles (e = 0) soit d’ellipses (0 < |e| < 1).
* Les états de diffusion correspondent, quant a eux, a F,,, > 0, c’est-a-dire :
mC?
2p2

(2=1)>0= le|]>1

Les trajectoires associées a ces états sont soit des paraboles (|e| = 1), soit des hy-
perboles (Je| > 1).

5.5.2.4 Vitesse de libération

Définition 20 On appelle vitesse de libération la vitesse vy qu’il faut communiquer a
un point matériel, a la surface d’un astre (de masse M et de rayon R) pour qu’il arrive
a une distance infinie de l’astre avec une vitesse nulle.

La conservation de I’énergie mécanique

conduit immédiatement a :
1 5 GMm 1 5 GMm

5 muv, — 7R = § muv, oo

avec r'sy — 00 et Vs = 0, ¢’est-a-dire :

5.5.3 Etude de cas particuliers
5.5.3.1 Mouvement circulaire

En coordonnées polaires, la vitesse d’un point matériel P
qui décrit une trajectoire circulaire de rayon rq, s’écrit : . b

7/
L = = v / o P\
U=Te€, +trowey = row €p = W = — | !
~—~ |

To 1 O h

0 \
tandis que son accélération : AR P
= (r — r0w2) €. = —row’ e,

suit la loi fondamentale de la dynamique :

- GMm s GM
my=——5—€ = rw° = —5—
) o

2
olw = % (T désignant la période de rotation du point P, de masse m). Ce faisant, la

troiseme loi de Kepler se trouve confirmée :
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8 _GM
T2 472
En outre, w = v donne a la loi fondamentale de la dynamique la forme suivante :
To
GM 1 GM E GM
vP="—= E,=-—mv?= m:——pcaIEp:f m
To 2 27‘0 2 To
d’ou se déduit directement 1’expression de 1’énergie mécanique :
GMm
En=E.+E,= E,=— =-E,
27"0
5.5.3.2 Mouvement elliptique
Les relations entre les parametres des coniques :
p 1—e? 1 a 5 a
= = =—ctb,=— (11— = —
T P P 2p (1-¢%) 2a

fournissent directement 1’expression de 1’énergie mécanique d’un point soumis a une
force gravitationnelle (« = —GMm) :

_GMm

E, =
2a

Les identités entre les parametres de I’ellipse : a® = b? + ¢ et : ¢ = a x e conduisent

a:
b? = a? (1762)

de sorte que la surface S = wab de ’ellipse, balayée pendant une période 7" devient :
S =mab= S* =71%a* x a® (1—62)

En outre, la loi des aires :

= 2
5 = Il At:%xT@SQ:%TQ

2m
permet de poser :

m2at (1—€2> :OTT2

2

ol la constante C' est déterminée par les lois (15) : p = — et ou le demi-grand

axe de I'ellipse est 1ié a son parametres p et a son excentricité e : a = 1 b 5 °
—e
mC? ao
a(lfe2):f = ?=-— (1762)

o m

ao

= 72 = ——T%aveca = ~-GMm
4m

Finalement, la troisieme loi de Kepler est également confirmée dans le cas d’un mou-
vement elliptique :
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a® GM

T2~ 4g2

[;? La période de la comete de Halley est 7' = 76 ans; la distance du périhélie

au Soleil est 79 = 0,59 UA (I'unité astronomique correspond au demi-grand axe de

I’ orbite terrestre).

1. Calculer, en unités astronomiques, le demi-grand axe de 1’orbite de la comete, son
excentricité, et la plus grande distance de la comete au Soleil (aphélie).
On rappelle que la distance du centre O de lellipse aux foyers F et F’
(c = OF = OF") dépend de I’excentricité et du demi-grand axe : ¢ = a X e.

2. Déterminer les vitesses maximale et minimale de la comete dans le référentiel de
Copernic (héliocentrique).

REPONSE
1. Conformément a la troisieme loi de Kepler, la comete de Halley décrit, pendant une période 7" = 76 ans,
3
a GM
une ellipse de demi-grand axe a, tel que : T 42 ou M est la masse du Soleil (non précisée dans
7y

I’énoncé). Il en va de méme pour la Terre (avec ag = 1 UA et Tp = 1 an) :

a% GM a3 a8:>a u (T)2/3
_ _ = ap

= = =
T2 an? T T2 T2

To
Application numérique :
a=1x(76)%3 = a~ 17,9 UA

Soit O le centre de I’ellipse décrite par la comete et S la position du Soleil, confondue avec un des
foyers de I’ellipse :

Le périhélie P se trouve a une distance rg = SP = 0,59 UA du Soleil, tandis que OS = c=a X e.
C’est pourquoi :
a:c—i—ro:ae+r0:>ae:a—r0:>e:l—r—0
a

Application numérique :
0,59

e=1—— =e~097
17,9
De méme, 1’aphélie A se trouve a une distance r1 = AS du Soleil, telle que :
rm=a+c=at+ae=rr=a(l+e)

Application numérique :

r1=17,9 x (1 +0,97) = r1 ~ 35,26 UA
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2. La vitesse maximale vg est atteinte au périhélie P tandis que la vitesse minimale vq 1’est a I’aphélie A.
Or, le moment cinétique de la cométe en S est constant :

Gs =To NUg =71 N1

ou :
7 I
{ T;O :>7'0v0=r1v1:>v1=—0v0 (17)
71 1
)

A P

- >

o
Quant a I’énergie mécanique, elle s’exprime de deux manieres différentes :

1 Mm GMm GMm
Emzfmvg— et By, = — = -
2 0 2a ro + 71
d’ou il s’ensuit que :
1 1 1
—mva = GMm(—— ):Gmerilﬁvoz 2GM x —— 2
2 ro  To+T1 ro (ro +71) ro (ro +71)
87r2a8 r1 ag GM
= g = 5 X car —5 = —
TO 70 (7’0 + Tl) TO 47
Application numérique :
35,26

8m2 x (1)3
e [

et

70

v = —
r1

= v9~11,5UA-an" !
0,59 x (35,26 + 0,59)

0,59

x 11,5 = v1 ~ 0,19 UA - an~ "

)

5.6 Systémes de deux points matériels

Cette section ne concerne pas les étudiants de PTSI

5.6.1 Eléments cinématiques

5.6.1.1 Définitions

Définition 21

Soient deux points matériels M, et Ms, de masses respectives m1 et

ma. Le centre d’inertie G de ce systéme est défini comme son barycentre :

Définition 22 Soient v et Uy les vitesses des points My et M. On appelle quantité

de mouvement de ce systeme la grandeur :

P'=mi U1 + mg Uy
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En notant m = my + mo la masse du systeme { M7, M>} et U la vitesse du centre
d’inertie, on montre que :

Définition 23 L’énergie cinétique de ce systeme de points est définie par :

1 1
E. = 3 mlv% + 3 mgvg

Définition 24 Le moment cinétique 6o de { My, Ma} en un point O vaut :

p— %
oo = OMq, AN mv; + OMo N\ mavs

d’ou se déduit le moment cinétique oa de { My, Ms} par rapport a un axe (A) orienté
(par un vecteur unitaire k) :

On notera dorénavant R un référentiel galiléen de repere B
centré sur un point O et R* le référentiel barycentrique carac-
térisé par un repere :

o 2K

* dont les axes conservent la méme direction que ceux de 5 M T
(absence de rotation des axes) ;

e de centre G. o R

Dans le référentiel barycentrique, les positions de M; et My sont repérées par les vec-
Ty Ay . . e on . ATT

teurs 77 = GM et 'y = GM o, tandis que leurs vitesses sont notées : U7 = Ttl et
. T . . s .

5 = TtQ Ce faisant, on démontre que, dans le référentiel barycentrique :

ﬁ* =m1171*+m2172*=0

et:

E; = 5 M (U1)2 + 5 M2 (%)2

et le moment cinétique de {M;, M>} en un point A, dans le référentiel barycentrique,
ne dépend pas du point A :

p— — —— —
5’7{ =AM A m1171* + AMo A m2172* = MiMs5 A m2172* = M>M; A mlﬁl*
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5.6.1.2 Théorémes de Keenig
Ces théoremes ne sont pas au programme de MPSI.

1
Soit E.(G) = = mvZ I'énergie cinétique de G dans un référentiel R de centre O tel

que vg = , et soit E. I’énergie cinétique du systeéme de deux points { My, M}

dans ce méme référentiel. Le premier théoreme de Kcenig stipule que :
E.=E.(G)+E;

De méme, on note 5o le moment cinétique de ce systeme en O dans R :

— —
— dOM — dOM
co=0Mi N mq 1+0M2/\mg 2

et dqo = (ﬁ A (mq 4 ms) Ug celui de G en O (toujours dans R). Le second théo-
reme de Keenig précise que :

o = 5@/0 + 35

5.6.2 Dynamique du systéme

5.6.2.1 Théoreme de la quantité de mouvement

Les points M7 et My sont soumis aux forces internes ( f12 7 : El ﬁz T .
que M; exerce sur My et fo; que My exerce sur My), . M, ‘ 7M2 y
ainsi qu’a des forces fi. et fo. provenant de 1’extérieur T E _____ JZ;_ )

e e

du systeme. La variation de la quantit¢é de mouvement
P = (m1 4+ m2) U de ce systeme ne dépend que de la résultante fexy = f1e + foe :

dp -
Tit) = f ext
5.6.2.2 Théoreme du moment cinétique

On note M.y le moment en O des forces extérieures fi. et fo. qui s’exercent en My
et M, respectivement :

. — o — o
Mexe = OM1 A fre + OMa A fae
en conséquence de quoi :

—

. L a0 . do
o = OM1i N miv; + OMo N\ maty = o

T = Mexl
5.6.2.3 Théoreme de I’énergie cinétique

Le travail des forces internes au systeme (6 Wj,,) ne dépend que du déplacement relatif
de M et My :

- —_— - —_—
6I/Vim - f12 . dM1M2 = f21 . dM2M1
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Définition 25 Les puissances P, et Py, des forces foq = f1e + foc €t fine = f12 + fo1,
qui exercent les travaux respectifs 0W,; et SWiy,, pendant une durée dt, sont définies
par:

6W€Xl _ 6 VI/int
“a T

Pext =

La variation d’énergie cinétique E. du systeme dépend simultanément des travaux de
f ext €t f int -

dE,
th = Pint + Pext & dE. = 5VVint + 5Wext

5.6.2.4 Energies potentielle et mécanique

Définition 26 Une force est dite conservative s’il existe une fonction E,, appelée

énergie potentielle, dont la variation est liée au travail élémentaire SW'©) de cette
force :

dE, = 6w

Par exemple, si les forces internes au systeéme sont gravitationnelles ou électrosta-

tiques : fiQ = —fél = % €, le travail :
SWin = fra - AMy Ms = (% 5,.) (dré) = —a %
est associée a une énergie potentielle :
Epim = g
7

D’une maniere générale, les forces fex et fin présentent des composantes conservatives
(c) et dissipatives (d) :

Fo_flo @ o gl £d)
fext = fexd’ + fext et fint - finl + fim
auxquelles sont associés les travaux élémentaires :

sW. 1+ WO = dE, et sW.D + WP = dE,,

int int

ou I, et B,, = E, + I, désignent respectivement 1’énergie potentielle du systeme et
son énergie mécanique.

Remarque — Sile systeme est indéformable, le travail des forces internes :
- P
OWine = fr2 - dMi Mo

est nul. Aussi, Wi, = 0, quelle que soit la nature (conservative ou dissipative) des
forces internes.
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5.6.3 Systeme de points isolés

5.6.3.1 Lois de conservation

Le systeme de pomts {Ml, M5} est supposé isolé de 1’exté-

rieur : fext = f 1e T f 2¢e = 0 de sorte que le théoreme de la
quantité de mouvement conduit a :

dUG -
Sdt = Jou

Ol

ce qui suffit & montrer que : a R

le référentiel R* est galiléen

en conséquence de quoi la loi fondamentale de la dynamique s’y applique :

&7

de2 = fiz

ma

Dans le cas ou la force d’interaction entre M et M, se réduit a la force gravitationnelle
(conservative) :

WD £ sWiD = 0= dE, =0= B, =cte

Quant au moment cinétique barycentrique de { M7, Ms} en G :
6:5 - Fl* N ml'Ul* + 7?2* A m2172*
sa variation vaut :

dél dvs - _
a =7 A far + 75 A fi —M1M2/\f12 = —< =0 car M{ M || fi2

5.6.3.2 Réduction canonique

La définition de G permet d’écrire :

my Ty +meiy =0=7=——73

e o T R N
de sorte qu’en définissant : ¥ = M Mo = 75" — 77", il apparait que :

Mo Ty = —my 7y = pr (18)

ol u= mmz appelé masse réduite de { My, Ms}.

mi + mo
On peut alors décrire le systeme {M;, Ms} de deux manleres différentes : les points
My et Ms, repérés dans R* par 7} = GM et iy = GMQ, ou un point fictif M, de

masse i, repéré par 7 = GM.
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3

Cette derniere représentation simplifie 1’étude des mouvements simultanés de M et
M car, en vertu de la relation (39), elle se réduit a 1I’étude du mouvement du seul point

M, a partir duquel se déduisent :
=t rery = Ly
my ma
, L, dr
En outre, on montre qu’en posant : ¥ = n
Gmim 1 N . R
P28 Bl=g ) g=7Aud"

do* -
uw—flz——
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® 136 Lycée Rabelais, Saint-Brieuc
10 min.
Changements de référentiels MPSI-PCSI-PTSI

Un bateau se déplace vers 1’est sur un plan d’eau immobile. Il est animé d’une vitesse
constante égale 2 15 km - h~*. Une girouette, placée sur le bateau et qui indique d’o
vient le vent, marque le nord-nord-est (NNE).

Quand le bateau s’arréte, la girouette indique nord-ouest (NO). Quelle est la vitesse
réelle du vent ?

La figure suivante rappelle les points cardinaux :

® 137 Lycée Clémenceau, Nantes
10 min.
Changements de référentiels MPSI-PCSI-PTSI

Un disque circulaire, de centre C' et de rayon R, tourne a vitesse angulaire constante
w = ¢ autour d’un axe perpendiculaire a son plan et passant par un point O de sa
circonférence.

Y Y
t=0
u
M
a & 17 x

Un point M glisse sur la circonférence, a la vitesse relative i, de norme u constante.
Aladate t = 0, M esten A, diamétralement opposé a O. On note :

o= (a0.08) = (0400)

Le référentiel (Oxy) étant supposé galilléen, calculer les composantes de I’accélération
de M dans ce référentiel, en fonction de u, R, w et t.
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® 138 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Changements de référentiels MPSI-PCSI-PTSI

Une grenouille tente de traverser une riviere, dont le cours d’eau possede une vitesse
U, (parallele aux berges et constante) et est dépourvu de tourbillons.

L’animal (remarquablement perspicace) a déja remarqué que, dans un lac immobile,
il peut atteindre une vitesse v constante. Son objectif est de réaliser la traversée de la
riviere, de largeur h, en empruntant le chemin le plus court O A.

berge ‘A

eau

berge %)

Pour parvenir a ses fins, la grenouille doit orienter son corps de maniére a compenser
le courant de la riviere ; on appelle 6 I’angle que fait I’axe de son corps par rapport a
OA.

1. Exprimer ’angle 6 en fonction de v et de v, = ||U.].
2. Quelle est, en fonction de h, v et v,, la durée At de cette traversée.

3. Interpréter le cas ot v = v,.

® 139 Lycée Clémenceau, Nantes
25 min.
Changements de référentiels MPSI-PCSI-PTSI

Une roue de rayon a, de centre O; et d’axe OO horizontal, roule sans glisser sur un
plan horizontal fixe. O est fixé et OO, tourne avec une vitesse angulaire constante w
autour d’un axe vertical Oz. On considere, a I’instant ¢, le point M le plus haut de la
roue.

On pose OO = R.
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1. Exprimer, en fonction de R, w et a, la vitesse angulaire de rotation €2 de la roue
autour de I’axe OO;.

2. Donner, en fonction des mémes parametres, la norme du vecteur vitesse de M par
rapport au référentiel fixe.

3. Trouver, de méme, I’expression de la norme du vecteur accélération 7 de M dans
le référentiel fixe.

4. Calculer I’angle que fait le vecteur accélération 7 avec le plan fixe.

® 140 Lycée Poincaré, Nancy
30 min.

Changements de référentiels MPSI-PCSI-PTSI

Soit OAB un triangle rectangle en O. L’hypoté- z

nuse AB a pour longueur 2a, I’angle (OBA) = 0 est P

constant et le c6té O A est confondu avec 1’axe vertical A

O~z. Ce triangle tourne dans le sens positif autour de Oz 2a

a la vitesse angulaire constante ).

Simultanément, un point M oscille le long de 1’hypoté- C

nuse AB de part et d’autre du point C, milieu de AB. © M

L’élongation de M, comptée positivement de C vers B, Y (AN T

est donnée par u(t) = C'M(t). Par la suite, on considé- 0 B

rera les deux référentiels suivants :

* (Ryo), lié a la Terre, et auquel on attache le repere (O, €1, €3,€3) ;
* (Rq), lié au triangle O AB et auquel on attache la base (Eh Es, Eg)
On exprimera toutes les grandeurs demandées dans la base (El, EQ, Eg)
Calculer la vitesse ¢’ du point M a I’instant ¢ par rapport au référentiel R :
—
1. a partir de I’expression de OM, que 1’on déterminera ;

2. en utilisant la loi de composition des vitesses.

® 141 Lycée Champollion, Grenoble
10 min.

Dynamique en référentiel non galiléen MPSI-PCSI-PTSI

On dispose d’un ressort a spires non jointives, de longueur au ()

repos [y et de raideur k. On négligera la masse du ressort dans

tout 1’exercice proposé. 0

On enfile ce ressort sur une tige Ot, soudée en O a un axe ver-

tical (A) et inclinée obliquement par rapport a la verticale des- AN

cendante d’un angle 6 (6 < 90°). t

Une des extrémités du ressort est fixée en O tandis qu’a I’autre

on accroche un corps C, de masse m, coulissant sans frottements

sur Ot. (A)
L’ensemble tourne autour de A a la vitesse angulaire constante w ; le ressort n’oscille

pas et a une longueur constante .
1. Préciser la trajectoire décrite par C'.

2. Exprimer la longueur [ du ressort.
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3. Exprimer, littéralement, ’intensité R de la force exercée par la tige sur C' en fonc-
tion de m, g, 6, w et [ que I’on considérera comme un parameétre commode pour ne
pas surcharger I’expression littérale de R.

® 142 Lycée Clémenceau, Nantes

10 min.

Dynamique en référentiel non galiléen MPSI-PCSI-PTSI
€

Un axe horizontal tourne a vitesse angulaire w constante
autour d’un axe Oz vertical. Un point matériel M, de
masse m, est mobile sur I’axe Ox, sans frottements.

A la date t = 0, on abandonne M en My sur Oz, tel que
OM, = xy > 0, avec une vitesse nulle par rapport 2 Oz.

1. Etudier le mouvement relatif de M sur Ox.

2. Déterminer la réaction de Oz sur M

® 143 Concours ENSTIM
15 min.
Dynamique en référentiel non galiléen MPSI-PCSI-PTSI

On considere une particule M, de masse m, pouvant se mouvoir sans frottements
le long d’un axe (O, é,). Le champ de pesanteur est dirigé selon la verticale Oz :

g = —g k, tandis que le mouvement de M se fait dans un plan horizontal Oxy.

Le mouvement de M est étudié dans le référentiel R’, en ro-

tation uniforme autour de I’axe Oz d’un référentiel galiléen % & -
. - . R N €

(Oxyz), de vecteur rotation & = wk, et associé au repére OF "

(o,a,gg,k). T

La masse m est accrochée a I’extrémité d’un ressort (point M)
de longueur a vide [y, de raideur k, dont I’autre extrémité est
fixée en O. La position de M est repérée, dans la base (€., €y ),

P
par OM = reé,.

Q=
=

1. Préciser les expressions vectorielles des « forces » d’inertie dans la base

(a, &, k) .

2. Montrer que la « force » d’entrainement dérive d’une énergie potentielle I,. que
I’on précisera.

3. On peut montrer que la « force » de Coriolis ne dérive pas d’une énergie potentielle,
mais on admettra ici ce résultat.
Déterminer 1’énergie potentielle totale E,(r). Tracer I’allure de E,(r) en distin-
guant trois cas possibles, selon la valeur de w.

4. Déterminer la longueur [, du ressort correspondant a la position d’équilibre dans le
référentiel R'.

5. A quelle condition le résultat précédent est-il possible ? Cet équilibre est-il stable ?
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® 144 Lycée Poincaré, Nancy
30 min.
Dynamique en référentiel non galiléen MPSI-PCSI-PTSI

Un anneau M, de masse m et de dimensions tres petites, peut glisser sans frottements
sur une circonférence de rayon R, tournant a la vitesse angulaire wq constante autour
de son diametre vertical, relativement au référentiel terrestre supposé galiléen.

On appelle g le champ de pesanteur.

1. Déterminer les positions d’équilibre relatif en fonction de wq et de wy = 4/ %

2. Déterminer les équations des petites oscillations autour des éventuels équilibres
relatifs stables.

3. En déduire la stabilité de ces équilibres relatifs en fonction de wq et w,.

® 145 Concours ENSTIM
15 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel M, de masse m, est soumis a la tension d’un ressort de rai-
deur k, a une force de frottement fluide de coefficient \ et a une force extérieure
F(t) = Fy cos(wt). La position horizontale de cet oscillateur vérifie :

mi + At + kx = F(t)

. k A
On notera, par la suite : wg = {/ — et = —.
m 2m

1. On cherche une solution homogene au second membre de la forme :

x = a cos(wt — @)

Déterminer les expressions de a et de ¢ en fonction de Fy, m, « et wy.

2. On rappelle que, pendant une période T', la valeur moyenne d’une fonction ¢ (7T")
est définie par :

t+7T
W=z [ v

(a) Quelle est la puissance P(t) fournie par la force F'(t) ?

(b) Donner I’expression de sa valeur moyenne sur une période 7', en fonction de
m, o, w et a.

(c) Montrer que cette puissance compense exactement, sur une période, celle de la
force de frottement fluide.

3. Donner I’expression de la valeur moyenne de 1’énergie mécanique de 1’oscillateur,
sur une période.
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® 146 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

Un pendule simple est constitué d’une tige de lon-
gueur [, dont I’extrémité supérieure A est animée
d’un mouvement sinusoidal horizontal :

—
OA=z,1u= X cos(wt)d

et dont I'extrémité inférieure B est accrochée a un
point matériel de masse m, plongé dans un liquide qui
exerce sur lui une force de frottement fluide linéaire
F'¢ de coefficient \.

L’ensemble est soumis au champ de pesanteur g.

Le référentiel R auquel est associé I’axe (Ow) est supposé galiléen et on note 0 I’angle
que fait AB par rapport a la verticale.

1. Soit R’ le référentiel attaché a la base (A, @). On associe, a ce référentiel, la base

. R L A . : - .
polaire B (A, €., &) telle que €, = e désigne le vecteur radial unitaire et € le
vecteur orthoradial unitaire.

Exprimer, dans la base 3, les composantes des forces d’interaction et des « forces »
d’inertie.

2. Les oscillations de B sont supposées d’amplitude assez faibles pour qu’on puisse
se satisfaire des approximations suivantes :

cost) ~ 1etsinf) ~0

On définit les coefficients constants : wg = g eta =
l mwy

Montrer que 1’équation du mouvement en 6 se présente sous la forme :

0+ awo 0 +wi 0 = w? TO cos(wt)

3. Lerégime permanent du mouvement de B est la solution de I’équation différentielle
précédente, homogene au second membre ; elle est décrite par la fonction :

0 = 0 cos(wt + ¢)
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ol 0 est I’amplitude des oscillations et ¢ leur déphasage.
A cette solution est associée une image complexe 6 telle que :

0 =09 = § =Re {0}

- . , . . . . N W
Etablir I’équation complexe faisant intervenir les parametres u = —0, 0o, ¢, a, L et
w
Xo.
4. En déduire les expressions de 6 et ¢ en fonction de Xy, u, [ et .

5. Donner une représentation graphique du déphasage ¢ en fonction de w.

6. Lorsque ¢ = —g, quelle est I’expression de 6y en fonction de Xy, [ et o ?

® 147 Lycée Poincaré, Nancy
15 min.

Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

On considere, dans le référentiel galiléen R(O, X,Y, Z), une particule de masse m
soumise a I’action d’un ressort vertical et parallele & OX, de raideur k, et a I’action
d’un amortisseur vertical exercant un frottement fluide proportionnel a la vitesse (de
coefficient f).

A I"équilibre, A esten (a,0,0) et M esten (0,0,0).

A linstant ¢ = 0, on donne 2 A un mouvement sinusoidal vertical suivant OX :

Xa= % [1+ cos(wt)]

[k
On pose : wy = Eet)\:%.

1. On note €2 le point tel que Sﬁ = a €y, R’ un référentiel lié a ), et = I’abscisse de
M par rapport a Q : QM = x é.
Déterminer I’équation différentielle relative a I’abscisse .

2. Déterminer I’amplitude des oscillations forcées, en fonction de wy, A, w et a.

3. Déterminer I’expression de la pulsation w a la résonance d’élongation.

® 148 Concours de la banque « Agro »
20 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

On considere le dispositif représenté sur la figure ci-dessous.
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Un boitier (B), muni d’une pointe P, est posé sur le sol
de telle sorte que la pointe suive les déplacements ver-
ticaux du sol, repérés dans un référentiel galiléen (R)
par leur cote Z,,(¢) sur la verticale ascendante .. L’axe
Oz est lié a ce référentiel (R).

Les extrémités Q et M d’un ressort de raideur k et de
longueur a vide [y sont fixées respectivement au boitier
et a un point matériel de masse m. La position de M
par rapport au boitier est repérée par la longueur [(¢) du
ressort.

Le mouvement de la masse m est amorti par une force

- dal , ..
F=f e ou f est une constante positive.

Q-

435

~——boitier B

1. (a) Exprimer la longueur [; du ressort lorsque la masse m est a 1’équilibre, en

fonction de [y, m, g et k.

(b) Dans toute la suite, on pose [(¢t) = I3 — z(t) et on suppose que 1’électronique
du sismographe permet d’obtenir directement z(¢). Exprimer 1’accélération du

&z, 5 d*z

W = Zp et — = 2.

int M en fonction d
poin en fonction de T

. En présence d’une onde sismique, la pointe P est animée d’un mouvement modé-
lisé par Z,,(t) = a cos(wt). En traduisant les lois de la mécanique dans le référen-
tiel (R), montrer que I’équation du mouvement de M se met sous la forme :

542 \wp £ + wi 2 = w?a cos(wt)

et exprimer les constantes A et wy en fonction des données.

. La réponse z(t) du sismographe a I'excitation Z,(t) = a cos(wt) est égale a
la somme du régime transitoire z;(t) et d’un régime sinusoidal forcé z(¢). Pour
quelle valeur de A le régime transitoire est-il apériodique critique ? Quelle est alors
la forme générale de z;(t) (on ne cherchera pas & déterminer les constantes d’inté-
gration) ?

. Dans la suite, on s’intéressera au régime sinusoidal forcé pour lequel la solution est

de la forme : 2(t) = b cos(wt — ¢). On introduit I’amplitude complexe associée
2 = bel@=%) qui est alors solution de I’équation différentielle :

2420 wo 2+ wh 2z = wla et
Lo . b .
(a) Etablir I’expression du rapport — en fonction de w, wy et A.
a

b
(b) La figure ci-dessous donne I’allure du graphe de — en fonction de w pour diffé-
a

rentes valeurs de \ :
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0

Vérifier la cohérence de ce graphe avec I’expression obtenue en 4. (a) en exa-

minant les limites de — pour w tendant vers zéro ou vers I’infini.
a

(¢) A quelle condition sur w le sismographe restitue-t-il fidelement 1’amplitude du
mouvement de la pointe P ?

Quel est I’intérét de choisir pour A une valeur proche de celle calculée en 3. ?

® 149 Lycée Poincaré, Nancy
40 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI

Un oscillateur harmonique a une dimension est composé d’un ressort horizontal (de
raideur k et de longueur a vide nulle) dont I’extrémité O est immobile tandis qu’a
I’autre extrémité est fixé un point M de masse m. On repérera la position de M par le

— .
vecteur OM = z .

. . N ~ m
Le point M est également soumis a une force de frottement /' = —— ¥/ (7 est un co-
7’

efficient constant positif et ¢'le vecteur vitesse de M) et a la force F'=F, cos(wt) U.

1. Soient deux fonctions f(t) = A cos(wt+ ¢) et g(t) = B cos(wt + ) ; on appelle
valeur moyenne, pendant une période 7', de f X g, la grandeur :

t+T
o =5 [ 1w xawa

Soient f et g les images complexes associées a f(t), g(t) et g* le conjugué com-
plexe de g. Montrer que :

(fg)= % Re{f xg"}

2. Etablir I'équation différentielle satisfaite par x.

3. Soit (P) la valeur moyenne de la puissance délivrée par la force F. Exprimer cette

. . k w
puissance en fonction de m, 7, wp = 1/ —etu = —.
m wWo

Quelle est sa valeur maximale (P), .. ?
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4. On définit la bande passante par :

P
Aw = wy —wy avec (P(w1)) = (P(w2)) = < ;m‘”‘
Déterminer la relation liant 7 et Aw.
® 150 Concours ENS Lyon et Cachan
30 min.
Oscillateurs MPSI-PCSI-PTSI

La surface du sol est considérée comme plane.
Le sismographe est un appareil destiné a enregistrer les vibrations du sol sous 1’action
d’un séisme. Nous envisageons un mouvement du sol décrit par une vibration verticale :

Zs = Zy cos(wt)

par rapport a un niveau de référence Z = 0 dans un référentiel galiléen.

Le sismographe est constitué d’un support rigide de hauteur 4 auquel on suspend une
masse m par I’intermédiaire d’un ressort sans masse, de raideur k et de longueur a vide
l,. Le ressort prend alors une longueur [;.

La position de la masse est repérée par rapport a sa position d’équilibre dans le référen-
tiel terrestre ; son mouvement est vertical, amorti par un frottement fluide f = —\Z,
A étant le coefficient de frottement et Z « la vitesse de la masse par rapport au sol.

HZ Lz

5 —

| o

: l

Lo 1

5 s M(m)

g R -
Zs E = sol

'O'¢ """""""""""""""

1. Expliquer pourquoi le référentiel d’étude n’est pas galiléen.

2. Déterminer I’équation différentielle donnant le mouvement de la masse m, repérée
par la cote z(t).

3. Déterminer I’amplitude A du mouvement de la masse m en régime sinusoidal forcé
et tracer la courbe donnant A en fonction de w, dans le cas ou le coefficient d’amor-

tissement vérifie :
A2 < 2km

4. L utilisateur souhaite observer un mouvement dont I’amplitude soit, dans la mesure
du possible, égale a I’amplitude du mouvement du sol. Comment doit-il choisir m
et k, la pulsation w étant fixée. Justifier physiquement ce résultat.

Les fréquences de vibration enregistrées étant dans la gamme de 1 & 10 Hz, quelle
relation sur m et k obtient-on ? Que dire, a 1’équilibre, de I’allongement du ressort
soumis au seul poids de la masse m ?
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® 151 Concours des Mines-Ponts
10 min.
Théoréme du moment cinétique MPSI-PCSI-PTSI

Soit un fil inextensible et sans masse, fixé en
A aun socle horizontal AB (de longueur a)
et passant en B sur une poulie parfaite, de
treés petites dimensions.

En un point M, tel que AM = a, est fixée
une masse ponctuelle m et, au bout du fil,
est aussi accrochée une masse m’ en N.
Le dispositif est placé verticalement dans le m) (m)
champ de pesanteur g. /\/; ]

B

]

1. Etablir le bilan des forces qui s’ exercent sur le point M et exprimer leurs moments
en A; le seul angle devant intervenir dans ces expressions sera § = (A JAM ) .

2. Trouver une condition sur m et m’ pour qu’une position d’équilibre existe.
Exprimer, quand il existe, I’angle d’équilibre 6., en fonction de m et m/.

® 152 Concours Centrale
10 min.
Théoreme du moment cinétique MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel M, de masse m, peut se dé- w
placer sur une trajectoire circulaire de centre ‘\0
C et de rayon a passant par le centre O d’un

disque D. La trajectoire est contenue dans le
plan du disque et I’expérience est réalisée en
I’absence de champ de gravitation; on sup-
pose négligeables les frottements. Le disque est
animé d’un mouvement de rotation uniforme, a
la vitesse angulaire constante wy, autour de son

axe (O, E).Onnotegb: (O?,CT/[)

1. Définir un référentiel d’étude (R) pour le mouvement de M. Dans ce référentiel,
faire le bilan des forces d’interaction et des « forces » d’inertie qui s’exercent sur
M.

2. Exprimer le moment, en C, des « forces » précédemment recensées.

Exprimer, de méme, le moment cinétique ¢ de M en C par rapport au référentiel
(R).
3. En déduire I’équation du mouvement en ¢ dans (R).

-

®F

R S I

4. Caractériser les positions d’équilibre relativement a (R) et étudier leur stabilité.

® 153 Concours de PENS
15 min.
Théoréme du moment cinétique MPSI-PCSI-PTSI

Un pendule simple, de longueur /, a son extrémité O fixée sur un plan incliné d’un
angle 6 par rapport a 1’horizontale.
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A Iautre extrémité, M, on a disposé une masse ponctuelle m. Le contact avec le plan
incliné se fait sans frottements.

1. Faire le bilan des forces qui s’exercent sur M et exprimer le moment M de leur
résultante par rapport a 1’axe A passant par O perpendiculairement au plan du
mouvement.

2. Pour 6 fixé, déterminer la pulsation €2 des petites oscillations, en fonction de 6, g et
[, en appliquant le théoréme du moment cinétique.

® 154 Lycée Poincaré, Nancy
15 min.
Théoreme du moment cinétique MPSI-PCSI-PTSI

Dans le plan (zOy) d’un référentiel galiléen R (O, €,, €,, €, ), un mobile ponctuel P
décrit la parabole d’équation cartésienne :

y? = 2px (p est une constante positive).

Sa vitesse v, de composantes v,,, vy est telle que :

vi = 2q v, (g est une constante positive).

1. Exprimer v, et v, en fonction de p, g et .

2. Déterminer, en fonction de p, ¢, m (masse de P), le moment cinétique ¢ de P en
0.

3. (a) Montrer que la résultante des forces qui s’exerce sur P s’écrit :

F=aOP

ou «v est une grandeur que 1’on exprimera en fonction de m, p, g et y.

(b) Que vaut le moment /\710 de FenO?

(c) Montrer que le résultat de la question 2. confirme 1’expression de Mo.

® 155 Lycée Bellevue, Toulouse
20 min.
Théoréeme du moment cinétique MPSI-PCSI-PTSI

Un axe A, vertical et de vecteur directeur €, est animé d’un mouvement de translation
rectiligne uniformément accéléré, d’accélération constante @ = ag €. On désigne par
€y, €y et €, les vecteurs unitaires d’une base orthonormée associée a un repere galiléen
R(Oxyz) dont le plan 2Oy est horizontal.
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En un point A de A est attachée une tige, de masse négligeable et de longueur L, dont
I’ autre extrémité est assimilée a un point matériel B de masse m. Le mouvement de B
se fait dans le plan horizontal xOy, sans frottements. La tige A B fait un angle 6 par rap-

.. L e N . s
port a la direction de €, et, a I'instant ¢ = 0 ot commence 1’expérience, 0(0) = 0y = 3
tandis que B est immobile.

On se place dans le référentiel R’ (A, z’,y/,2") 1ié & A, d’origine A et dont les axes
Ax’, Ay’ et Az’ sont respectivement paralleles aux axes Oz, Oy et Oz de R.

4 g = -ge; N
. ® o
ey E

0 /W

B A

1. Calculer le moment M a, par rapport a A, des forces qui s’exercent sur B.

2. En appliquant le théoréme du moment cinétique, écrire I’équation différentielle
vérifiée par ’angle 6.

3. En déduire la vitesse angulaire de rotation w de B dans R’ en fonction de ag, L et
0.

4. On pose :

7r/2 da
I =
/0 v cos 0

Exprimer, en fonction de L, I et ag, le temps 7 nécessaire pour que 6 devienne nul.

® 156 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
20 min.
Théoréme du moment cinétique MPSI-PCSI-PTSI

Un pendule pesant est constitué d’un point M, de masse
m, suspendu par une tige rigide, de longueur L et de masse
négligeable, dont I’autre extrémité peut tourner autour d’un
point O immobile. Le point M est également soumis a I’ ac-
tion d’un ressort de raideur k et de longueur a vide nulle.
Lorsque la tige est verticale, le triangle O M A représente un

. D
triangle rectangle tel que (M OA) = 6, avec tan 0y = T
Le dispositif est plongé dans le champ de pesanteur ¢ verti-
cal et descendant.

1. Lorsque la tige fait un angle 6 avec la verticale :

(a) exprimer le moment M A(ﬁ) du poids Pde M, par rapport a I’axe A passant
par O perpendiculairement a la tige ;

—

(b) exprimer, en fonction de k, L, D et 6, le moment M (7") par rapport a A, de
la tension 7' du ressort.
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2. Trouver I’expression de I’angle 6. d’équilibre de M, en fonction de k, D, m, g et
L.

3. La tige est écartée de sa position d’équilibre d’un angle ¢ = 6 — 6. d’amplitude
petite devant 6.

(a) Etablir I’équation différentielle vérifiée par e.

(b) En déduire que des oscillations prennent naissance, avec une pulsation :

(mg + kL)? + k2D2"/*
m2L2
® 157 Lycée Camille Guérin, Poitiers
5 min.
Forces centrales MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel M de masse m est soumis a une force centrale, de centre O :
= ~ Y .
F = F(r)é, avec OM =ré,

Déterminer 1’expression de F'(r) en fonction de la valeur initiale r de r et de la valeur
initiale vy de la vitesse, pour que ce point décrive une trajectoire circulaire.

® 158 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
10 min.
Forces centrales MPSI-PCSI-PTSI

Soit O un point fixe d’un référentiel galiléen dans lequel se déplace, sur un plan (z0y),
un point matériel M de masse m. En coordonnées polaires (r, #), la position de M est
donnée par :

— — _
OM =ré,avecr =rge ¥

ol 7o et a sont des constantes réelles positives. On suppose, en
outre, qu’aladatet = 0,0 = 0 et 6 = wy.

1. Trouver I’expression 6(t) pour que M soit soumis & une force centrale de pole O.
2. En déduire I’expression de r(t).
3. Quelle est la valeur algébrique F'(r) de la force centrale F qui s’exerce sur M ?

4. Donner I’expression de I’énergie potentielle E,, () du point M soumis 2 cette force.

® 159 Lycée Champollion, Grenoble
15 min.
Forces centrales MPSI-PCSI-PTSI

Dans un référentiel galiléen, une particule M de masse m est soumise a une force
centrale unique f de la part d’un point fixe O.

1. Montrer que son mouvement est plan.
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2. L’expression de la force est :
- m o,
f = _k 5 Er
r
Yy LT iy
our7™=O0OM,r =0M, e, = — etol k est une constante positive.
r

Quelle est 1’énergie potentielle de la particule ? (on prendra 1’énergie potentielle
nulle lorsque la particule est infiniment éloignée de O).

3. A D’instant initial, la particule est au point A, situé a la distance a du point O et sa
vitesse est 7y, perpendiculaire a O A.

La particule est repérée, a chaque instant, par ses coordon- y e R
nées polaires 7 et §, comme 1’indique la figure ci-contre. \/" €
Justifier, puis traduire, en utilisant les conditions initiales, T N
la conservation du moment cinétique en O de la particule TUO
et la conservation de son énergie mécanique. f D) (A T

4. En déduire une équation différentielle du premier ordre liant 7 et la dérivée pre-
miere de r par rapport a 6, ainsi que a, k et la norme v, de la vitesse initiale .

5. On souhaite que la trajectoire de la particule soit un cercle de diametre O A.
Quelle doit étre la relation liant r et 6 ?

6. Utiliser cette relation et I’équation différentielle de la question 4. pour déterminer
la norme vy de la vitesse initiale.
Vérifier ’homogénéité du résultat obtenu.

® 160 Concours Polytechnique
15 min.
Forces centrales MPSI-PCSI-PTSI

Un point matériel P, de masse m, est soumis a I’attraction gravitationnelle d’une pla-
néte, de centre O et de masse M > m :

- GMm .
f=- 2 eravec(ﬁ%:rer

r

4R

Si R désigne le rayon de la planete, le point P occupe initialement la position d’un
point Py tel que OFy = 4R.
1. Exprimer I’énergie mécanique F,, du point P, a tout instant, en fonction de G, M,

r .. .
m, r et e en admettant que P soit immobile en F.

2. En déduire une équation différentielle en r(¢).
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3. Exprimer, en fonction de R, G et M, le temps 7 mis par P pour tomber sur la
planete.
On pourra éventuellement effectuer le changement de variable : 7 = 4R cos® .

® 161 Concours ENSTIM
30 min.
Forces centrales MPSI-PCSI-PTSI

Un palet M, de masse m, peut se mouvoir sans frottements dans le plan (O, z,y)
horizontal (table a coussins d’air par exemple).

Le champ de pesanteur est suivant la verticale Oz : § = —g €,
et le mouvement de M est étudié dans le référentiel du labo- e
ratoire assimilé a un référentiel galiléen associé a un repere Oh
(0, €, €y,€.). La masse m est accrochée a I’extrémité d’un
ressort (point M) de longueur a vide [y, de raideur k, dont
I’autre extrémité est fixée en O. La position de M est repérée
dans la base (€;,€,) par OM = x &, + y €, ou dans la base o

(€,,€p) par OM = ré€,. g &

X

1. Faire un bilan des forces et montrer qu’il y a conservation du moment cinétique L
en O.

— —
2. On lance la particule d’un point M, tel que OM o = OM (t = 0) = [; €, avec une

vitesse initiale ¥y = l;w €, orthogonale & OM. Dans la suite, on travaillera en
coordonnées polaires dans le plan (O, z, y).

- . . do . o
(a) Préciser Lo en fonction de r et § = T puis en fonction des conditions ini-

tiales et des vecteurs de base. On notera L la norme de EO.

(b) Rappeler I’expression de I’énergie potentielle élastique.
Doit-on tenir compte de 1’énergie potentielle de pesanteur pour étudier le mou-
vement ?

(c) Montrer qu’il y a conservation de I’énergie mécanique FE,,, puis préciser 1’ex-
pression de F,, :

¢ en fonction des conditions initiales ;

d - de
* en fonctionde r, 1 = —T, m, k,lpetd = T

dt

(d) Montrer que I’énergie mécanique peut s’écrire :

1
Em = §mr2 +Eeff('l")

Préciser I’expression de E.g(r) et tracer son allure.
3. La masse peut-elle s’éloigner indéfiniment du pdle attracteur ?
4. La particule peut-elle passer par le centre attracteur au cours de son mouvement ?

5. On cherche a déterminer une condition entre /; et w pour avoir un mouvement
circulaire.

(a) Montrer que, dans ce cas, le mouvement est uniforme.

(b) Déterminer [; en fonction de k, [y et w. Cette expression est-elle valable pour
tout w ?



444 Chapitre 5

® 162 Lycée Hoche, Versailles
60 min.
Forces centrales MPSI-PCSI-PTSI

Le probleme a pour but 1’étude de certains mouvements d’un point matériel soumis a
une force centrale inversement proportionnelle au cube de la distance.

1. Un point matériel M, de masse m, est soumis a une force dont le support passe
constamment par un point fixe O. L’intensité de cette force est inversement propor-

tionnelle au cube de la distance » = OM. On posera : F' = en convenant que

3 b
T
K et I sont des nombres positifs si la force est répulsive, négatifs pour une force
attractive.

Démontrer que :
(a) le mouvement de M est plan;
(b) le mouvement de M a lieu suivant la loi des aires.

2. Dans le plan de la trajectoire, on repérera la position du point M a I’aide des coor-
données polaires (r, ) d’origine O. On posera 12 § = C.
En appliquant a M le principe fondamental de la dynamique et en tenant compte
de la loi des aires, montrer que 7 (considéré comme une fonction du temps ¢) est
solution d’une équation différentielle que 1’on appellera équation (I).

3. En appliquant la loi de conservation de I’énergie mécanique, montrer que 7 est
solution d’une équation différentielle du premier ordre, ou équation (II).

4. Les équations (I) et (II) sont-elles équivalentes ?
Pour les questions de 5. 2 9. on supposera que les conditions initiales sont telles que :

* & I’instant initial, pour lequel on prendra ¢ = 0, le point M se trouve en A, de
coordonnées rg = a ety =0;

. s = . =
* la vitesse initiale Vj est perpendiculaire & O A.
On orientera le plan de telle sorte que C' soit positif.

5. On suppose que la force est répulsive (K > 0). Exprimer r en fonction de a, t et
2
a

VK +C?

Indiquer I’allure de la trajectoire décrite par M lorsque ¢ varie de 0 a +oo.

6. Les conditions initiales étant choisies comme indiqué ci-dessus, quelle valeur par-
ticuliere Cy faut-il donner a C' pour que la trajectoire soit un cercle de centre O ?

Quelle doit étre la nature de la force ?
Quelle est, en fonction de K et de a, la période du mouvement ?
7. Les conditions initiales étant choisies comme indiqué ci-dessus, la vitesse initiale

est modifiée de telle sorte que C' = o C, avec o > 1. Exprimer 7 en fonction de
K,a, aett.

8. Construire I’allure de la trajectoire.

9. Si, de méme, C' = 3 Cj, avec 0 < [ < 1, exprimer r en fonction de K, a, S et t.

En se limitant aux deux conditions : ¢ > 0 et > 0, indiquer sommairement 1’allure
de la trajectoire.
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10. On ne suppose plus, maintenant, la vitesse initiale perpendiculaire a O A, mais on
se limite au cas particulier C' = Cjy. Montrer qu’il y a deux types de mouvements
possibles et donner I’allure de la trajectoire dans ces deux cas, en supposant ¢ > 0
etr > 0.

® 163 Concours ATS
10 min.
Trajectoires dans le champ de gravitation MPSI-PCSI-PTSI

La Terre, de masse M, tourne sur elle-méme autour de sa ligne des poles, a la vitesse
angulaire 2. On ne considere pas son mouvement de révolution autour du Soleil.

Un satellite, de masse m, évolue de facon géostationnaire (c’est-a-dire immobile pour
un observateur terrestre) ; il tourne de fagon synchrone avec la Terre sur une orbite
circulaire, de rayon a, située dans le plan équatorial.

1. Enappliquant la loi fondamentale de la dynamique au satellite, déterminer 1’expres-
sion du rayon a de I’orbite géostationnaire, en fonction de €2, M et G (constante de
gravitation).

2. Donner I’expression de 1’énergie potentielle de gravitation U (r) du satellite lors-
qu’il se situe a une distance r, quelconque, du centre de la Terre.
On exprimera U () en fonction de G, m, M et r, en retenant la condition : U = 0
a I’infini.

3. Exprimer I’énergie mécanique totale I/ du satellite sur son orbite géostationnaire,
en fonction de G, M, m et a.

4. Le satellite a été lancé a partir d’une base terrestre située sur I’équateur (Kourou, en
Guyane). Déterminer 1’énergie minimale, W7, qu’il a fallu dépenser pour le placer
sur son orbite géostationnaire. On ne tient pas compte ici des frottements dans
I’atmosphere, pas plus que de 1’énergie dépensée pour propulser la fusée porteuse,
hors satellite.

5. Exprimer la différence AW, entre I’énergie minimale de lancement sur orbite géo-
stationnaire a partir d’une base équatoriale et a partir d’une base située a une lati-
tude géographique A\ # 0.

Est-il, sur le plan énergétique, préférable d’effectuer les lancements depuis la base
de Kourou (A = 0) ou du Cap Canaveral, en Floride (A ~ 25°N) ?

® 164 Lycée Saint-Louis, Paris
10 min.
Trajectoires dans le champ de gravitation MPSI-PCSI-PTSI

Un satellite décrit, autour de la Terre de rayon R, une orbite circulaire de rayon ry. On
exerce sur le satellite une force F' supposée constante et tangente a I’orbite circulaire
pendant un temps tres court 7 (brusque variation de vitesse sans déplacement). On
observe que le satellite vient s’écraser sur la Terre, son rayon-vecteur ayant tourné

7T . N PN . £
d’un angle — entre I’instant ou I’on exerce la force et celui ol le satellite s’écrase au
sol.
On rappelle qu’en coordonnées polaires une ellipse a pour équation :

1":7]9
1+ e cosf
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ou p est le parametre de ’ellipse et e son excentricité; son demi-grand axe a pour
valeur :
_ b
a

T 1—e2

1. Le satellite ayant une masse m, déterminer la norme v de sa vitesse, apres lui avoir
appliqué la force F', en fonction de R, rg et go (intensité de la pesanteur au niveau
du sol).

2. En déduire HﬁH en fonction m, ro, R, T et gg.

® 165 Lycée Livet, Nantes
20 min.
Trajectoires dans le champ de gravitation MPSI-PCSI-PTSI

Un satellite artificiel A, de masse m, est placé sur une orbite circulaire d’attente, de
rayon g = R + h, autour de la Terre.
Lorsque le satellite atteint un point B de cette trajectoire, on lui communique un
excédent de vitesse; la nouvelle vitesse est tangente a 1’orbite circulaire et vaut
vy =10km-h™',
Données :
* masse du satellite : m = 2000 kg ;
e altitude de B : 180 km ;
» constante de gravitation universelle : G = 6,67 x 10~!1 USI;
* masse de la Terre : M ~ 6 x 10%* kg ;
* Rayon de la Terre : R = 6400 km.
1. Exprimer, en fonction de 7o, G et M, la valeur vy de la vitesse lorsque le satellite
est sur son orbite d’attente.
Calculer numériquement vy ainsi que I’énergie mécanique du satellite.

2. Lanouvelle trajectoire vérifie la deuxieme loi de Binet :

7 d2u+ 2\ - 1
=-5 | gty ) éravecu=_

=2

ol ¥ est 'accélération du satellite et C' est la constante de la loi de aires
(C = ||F A U], 7 étant le rayon-vecteur du satellite et ¢ sa vitesse).
p

—, e et p étant des constantes dont on donnera la
1+ e cosf

(a) Montrer que r =

signification.

r est la coordonnée radiale, et § 1’angle que fait le rayon vecteur avec le rayon-
vecteur initial.

Exprimer p en fonction de 7, v, G et M, puis calculer sa valeur numérique.

(b) En déduire la valeur de e.

® 166 Concours Centrale-Supélec
20 min.
Trajectoires dans le champ de gravitation MPSI-PCSI-PTSI

On considere un vaisseau, supposé ponctuel, de masse m, mobile par rapport a un astre
de masse M et de centre O. La constante de gravitation est notée GG. La distance entre le
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vaisseau et le centre de 1’astre est . On se placera dans le référentiel (supposé galiléen)
lié a I’astre.

1. Le vaisseau est initialement sur une orbite circulaire de rayon 7 décrite a la vitesse

Vo.

(a)
(b)

Exprimer la relation existant entre o, G, M et Vj.

On allume le moteur pendant un temps bref, de sorte que la vitesse varie, mais
pas la distance au centre de I’ astre.

Evaluer la vitesse V4 qu’il faut communiquer au vaisseau pour qu’il échappe au
champ gravitationnel de 1’astre, en fonction de V.

2. Le commandant de bord dispose, en fait, d’un « budget vitesse » AV égal a 4V} ;
cela signifie que la quantité de carburant disponible lui permet de faire varier la
vitesse du vaisseau, en une ou plusieurs fois, pourvu que la somme des valeurs
absolues des variations de vitesse n’excede pas 4Vj.

()

(b)

(c)

(d)

Option 1 — Le commandant utilise tout son budget d’un seul coup en amenant
sa vitesse initiale a 5V/y. Evaluer sa vitesse finale (« a I’infini »), en fonction de
Vo.

Option 2 — On utilise un huitieme du budget pour ralentir le vaisseau de 1} a

0 N - . N
— en un temps tres court devant la période, le vecteur vitesse gardant la méme

direction. Décrire la nouvelle trajectoire : le demi-grand axe a, la distance rp
du centre O au périgée (ry désignant la distance de O a 1’apogée), les normes
des vitesses V4 et Vp a I’apogée et au périgée.

On utilise ensuite le reste du « budget vitesse » au passage au périgée pour
augmenter au maximum la vitesse du vaisseau. Justifier la nature de la nouvelle
trajectoire et déterminer la nouvelle vitesse finale (« a I’infini ») en fonction de
Vo.

Comparer les deux options, et commenter.

® 167 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

30 min.

Trajectoires dans le champ de gravitation MPSI-PCSI-PTSI

On considere le référentiel géocentrique de travail (R) comme galiléen, ou la Terre
occupe la position d’un point O, autour duquel tourne un satellite artificiel de masse
m, assimilé a un point S, soumis a la force d’attraction de la Terre :

f:—'li—TXO?avecO?:F

1. Dans le cas général, la position de .S dans le plan de sa trajectoire est repérée par

les coordonnées polaires » = 0.5 et 6, angle que fait (ﬁ avec une direction fixe du
plan de la trajectoire.

On note C' = 72§ = r2w. Montrer que C est une constante et que 1’équation de la
trajectoire est :

e

1
=-=A 0+ B sinf
U , cost + b sin +C2

que I’on peut aussi présenter sous la forme :

u:%x[l—l—ecos(e—(p)]
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qui montre que la trajectoire est une conique de foyer O, d’excentricité e et de
parametre p.

2. Montrer que :
2 = p? (A2+B2)

3. Sestlancé d’un point Sy (r = 19, 8 = 0) avec une vitesse ¥y # 0 perpendiculaire
2 05,

(a) Calculer C et les constantes d’intégration A et B. En déduire ’expression :

2
nro TV
= —————avecn =
Ty (n—1) cosf K

(b) Lorsque la trajectoire est une ellipse, calculer le demi-grand axe a, le demi-petit
axe b, la distance c entre le centre de I’ellipse et un foyer, en fonction de r( et

7.
On rappelle que :

b=av1l—-ec2etc=axe

(c) Exprimer la période 7" en fonction de a et p. On rappelle que 1’aire de I’ellipse
vaut : A = mab.

® 168 Lycée Carnot, Dijon
40 min.
Troisieme loi de Kepler MPSI-PCSI-PTSI

I- Généralités

On considere un point P, de masse m, en mouvement dans un champ de force centrale,
dont on prend le centre O comme origine du référentiel dans lequel s’effectue I’étude.
On note : A la norme de tout vecteur A, 7 le vecteur Oﬁ, ¥ la vitesse de P, & son
moment cinétique en O, &, son énergie potentielle, £, son énergie mécanique.

1. Exprimer, en fonction de &,, la force f subie par le point P.

2. Ecrire I’expression de &, et montrer que cette énergie est conservée au cours du
mouvement.

3. Montrer que & est aussi conservé et en déduire que le mouvement de P est plan.

4. On repere, dans ce plan, la position de P par ses coordonnées polaires 7, et on
note 7, 6 leur dérivée temporelle.
(a) Exprimer o a I’aide de ces variables, et en déduire la loi des aires de Kepler,

. o
qu’on traduira en posant : ' = —.
m

(b) Exprimer I’énergie cinétique de P en fonction de m, o et des variables u = —
r

et 2
do’
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II- Cas de la gravitation

Dans cette partie, on consideére le mouvement d’une planéte assimilée a un point ma-
tériel P, de masse m, dans le champ de gravitation du Soleil, de centre O et de masse

1
M > m. On pose g = GM et on utilise la variable u = —.
T

1. Exprimer I’énergie potentielle newtonienne, &,, de cette planéte.
2. Montrer que la trajectoire de P vérifie I’équation différentielle :

du) > 9
((119) +u*—au=0 (19)

ol « et 3 sont des constantes que 1’on exprimera en fonction de g, de la masse m,
de I’énergie mécanique &,, et du moment cinétique o de la planéte.

3. Résoudre I’équation (19). Montrer que la trajectoire de P est une conique dont on
calculera I’excentricité e, d’abord en fonction de « et 3, puis en fonction de g, m,
Em eto.

4. Dans le cas d’une trajectroire elliptique, calculer le demi-grand axe a et le demi-
petit axe b en fonction de g, m, &, et 0.

On rappelle que b = av/1 — e? avec a = T2
—e

5. Retrouver la loi de Kepler reliant a et la période 7' du mouvement.

® 169 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
30 min.
Diffusion coulombienne des protons MPSI-PCSI

Un noyau, de charge électrique positive, est supposé immobile dans un référentiel ga-
liléen, dont I’origine coincide avec le centre O du noyau. Un proton P, de masse m
et de charge ¢ (¢ > 0), est envoyé en direction du noyau, a une distance b appelée
paramétre d’impact ; P présente une vitesse v lorsque la distance » = OP est suffi-
samment grande pour considérer que P n’est pas soumis au champ électrique du noyau.

Le but de cet exercice est la détermination de la déviation A en fonction de vy = ||7 ||
et de b.

. . . R . 0 L.
1. On travaille en coordonnées polaires, systeme dans lequel €, = —— désigne le

oP

vecteur radial et &y L €, le vecteur orthoradial.

(a) Rappeler I’expression de la force électrostatique f que le noyau, de charge
Q > (), exerce sur le proton.
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(b) En coordonnées polaires, la trajectoire du proton est une hyperbole d’équation :

T:7p
1+ e cosb

ol p est le parametre de la conique et e son excentricité, telle que |e| > 1.

Exprimer, en fonction de e, I’angle 0, correspondant aux directions vers les-
quelles le proton est infiniment éloigné du noyau.

Compte tenu du schéma proposé ci-dessus, donner les signes de e et de p.

(c) Quelle relation peut-on établir entre A et 6 ?
En déduire que :

2. On définit le vecteur C' = 7 A U, ol ¥ est le vecteur vitesse de P.

(a) Montrer que C' = H@ ‘ est constant.

(b) En déduire I’expression de C' en fonction de b et vg.

3. On rappelle qu’en coordonnées polaires, la vitesse ¢ et 1’accélération 7 de P sont
données par :
du

T=—-C—¢& +Cuéyety=—C%u> @—ku é'avecu—1
T 0= a2 v o

(a) Montrer que :

A
(b) En déduire I’expression de tan (2> en fonction de ¢, Q, m, vg et b.

(c) Commenter le cas b = 0; représenter schématiquement I’allure de la trajectoire
de P dans ce cas.

®170 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie
15 min.
Systemes de deux points matériels MPSI-PCSI

Deux points A et B, de masses respectives my et mp
(mp < my), sont liés par un fil de masse négligeable et de
longueur L. Le point B se déplace sur un plan horizontal et
le point A sur un plan incliné d’un angle « par rapport & 1’ho-
rizontale, et qui fait suite au plan horizontal. L.’ensemble peut
se déplacer sur les plans, sans frottements, dans le champ de
pesanteur d’intensité g.

On désigne par x ’abscisse de A sur le plan incliné. L’ensemble est 1aché au repos a

t = 0 lorsque I’abscisse de A vaut a.
Exprimer, en fonction de m 4, mp, g, o, L et a, la vitesse de B quand = = L (le point

B quitte le plan horizontal).
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®171 Lycée Poincaré, Nancy
15 min.
Systemes de deux points matériels MPSI-PCSI

Deux personnes, A et B, de masses my et mp < mp, se trouvent sur un canot de
masse négligeable, a une distance L I’une de I’autre. Le tout est au repos initialement.
On néglige les frottements.

Déterminer le déplacement d et le sens de ce déplacement lorsque A et B ont changé
de place dans le canot.

®172 Lycée Fabert, Metz
15 min.
Systemes de deux points matériels MPSI-PCSI

Soient deux points A et B, de masses m 4 et mp, liés par une tige
de masse négligeable. La tige est percée, en O, d’un trou par lequel A
passe un axe A horizontal autour duquelle elle peut tourner libre-
ment. On note a = OA, b= OB et g I'intensité de la pesanteur 0
(verticale). La position de la tige est repérée par ’angle 6 qu’elle

fait par rapport a la verticale.

a

1. Exprimer, en fonction de my4, mp, a, b et 0 le moment cinétique du systeéme

{A,B}enO.
2. Déterminer, en fonction de m 4, mp, g, a, b et 6 le moment du poids de ce systeme
en O.
En déduire qu’il existe deux positions d’équilibre.
3. (a) Déterminer I’équation différentielle en @ puis linéariser cette équation au voisi-
nage des positions d’équilibre.

(b) Montrer qu’une de ces positions correspond a un équilibre stable et déterminer
la pulsation des oscillations qui se produisent lorsque la tige est un peu écartée
de cette position. On supposera que am4 < bmp.

(c) Discuterle cas:amy = bmnpg.

®173 Lycée Poincaré, Nancy
30 min.
Systemes de deux points matériels MPSI-PCSI

On assimile la Terre et la Lune a deux points matériels de masses mr et my, ; la distance
Terre-Lune est supposée fixe et égale a d.

On admet que ces deux points décrivent des orbites circulaires autour de leur bary-
centre (G a la vitesse angulaire constante w (vitesse définie par rapport a des directions
fixes). Ce barycentre GG décrit autour du Soleil — supposé fixe a I’origine O des coor-
données — une orbite circulaire de rayon a, a la vitesse angulaire constante 2. Ces deux
mouvements sont supposés coplanaires et les rotations ont lieu dans le méme sens.
Calculer, pour le systeme Terre-Lune ainsi schématisé :

1. I’énergie cinétique dans le référentiel « fixe » lié au Soleil ;

2. le moment cinétique en O dans ce méme référentiel.
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®174 Concours Centrale-Supélec
30 min.
Systemes de deux points matériels MPSI-PCSI

Soit un systeme, isolé dans I’espace, de deux astres A; et Ao, de masses my et mo. On
étudie leur mouvement dans un référentiel R(O, z,y, z) supposé galiléen. Les deux
astres pourront étre considérés comme ponctuels.

1. Soient 71, 7%, U1, U2, d1, d2 les positions, vitesses et accélérations des deux astres
dans R. Exprimer la relation fondamentale de la dynamique en désignant par fig
la force gravitationnelle agissant sur 1’astre As, par g la constante de gravitation
universelle et par i le vecteur A; As.

2. Que peut-on dire du centre de masse G des deux astres ?

3. On étudie le mouvement relatif de Ay par rapport a A;. Ecrire une équation liant
2 =

— '8 .
fi2, a2 et la masse réduite ;. de ’ensemble des deux astres.
4. Définir I’énergie potentielle £, I’énergie cinétique E et I’énergie totale £ dans

dr
le repere barycentrique. Exprimer £ en fonction de p et 0% = ?Z Etablir la loi

de conservation de E*.

5. Donner I’expression du moment cinétique barycentrique ¢ * en fonction de 7, U

et u.
Que peut-on dire de & * ? on posera : |G *|| = uC.

6. Montrer que 1’étude du mouvement des deux astres dans le référentiel barycen-
trique se ramene a celle du mouvement d’une particule fictive, dont on précisera la
masse. Quelles sont les propriétés générales de ce mouvement ?

Etablir la relation :
1/ dre\? N
2 g ) =8 Bt

ol Ee(r) est I’énergie potentielle effective dont on donnera I’expression et la re-
présentation graphique. Examiner les différents cas possibles, selon la valeur de
E*. Rappeler (sans démonstration) dans chaque cas, la nature de la trajectoire.

7. Dans le cas d’une trajectoire elliptique, on désigne par rpy,x et rmin les distances
maximale et minimale des deux astres. Etablir une équation du second degré en
r dont 7max €t rmin sont solutions. En déduire d’une part I’expression de I’énergie
E* en fonction de g, m1, ms et du demi-grand axe de I’ellipse a, d’autre part une
relation entre a, e (excentricité de I’ellipse), £, C' (constante des aires) et .
Etablir la relation :
C? =ag (m1 +ms) (1—é?)

Retrouve-t-on la troisieme loi de Kepler ?
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® 136 Lycée Rabelais, Saint-Brieuc

Chaque quart de plan étant divisé en quatre portions
égales, les directions données par les points cardi-
naux font entre elles un angle :
1 n =«
a=-X—-==

4 2 8

Dans un repere, dont les axes Ox et Oy coincident
avec les directions ouest-est et sud-nord, il devient
alors possible de repérer les composantes des di-
verses vitesses impliquées dans I’énoncé.

* Lorsque le bateau s’arréte, son référentiel coincide avec le NO . Y
référentiel terrestre, auquel cas la vitesse ¥, du vent cor- .
respond a sa vitesse « absolue ». Ce vecteur a donc pour é
o)
o [ g cos(2a) Sa L
composantes : v, . .
—v, sin(2a) 7
a
. , . - [ Ve
* Le bateau se déplace vers 1’est avec une vitesse v, 0/ Or, v
la girouette étant solidaire du bateau, la vitesse de celui-ci est w
assimilable a la vitesse d’entrainement du bateau par rapport au - SR
référentiel terrestre. ) .
* Lorsque le bateau avance, la vitesse du vent que la girouette
mesure représente la vitesse du vent relativement a un référen- Y NNE
tiel en mouvement. Cette vitesse relative s’écrit aussi :
g
. (o
_ [ vy sina K
—Vy COS ¥ —
La loi de composition des vitesses impose une relation entre ces
trois vecteurs :
N N . v, cos(2a —v, sin « v
Ug = Up+Ue= @ . ( ) = " ¢
—v, sin(2a) —V, COS 0
N Vg cos(2a) = —vpsina + ve L)oo sin v = ve — v, cos(2ar)
Vg sin(2a)) = v, cos vy COS @ = v, sin(2a)
Le rapport de ces deux équations fournit :
sin «v Ve — Vg COS(2cx . sin a
= —() = Vg sSin(2a) —— = v, — v, cos(2a)
cos v, sin(2«) cos
. sin av
= v, sin(2a) + vg cos(2a) = v,
Cos o
v, . .
= “_ [sin(2a) sina + cos(2a) cosa] = v,
cos o

=cos(2a—a)=cos «
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d’ou I’on déduit que :
Vg = Ve =15km-h7!

® 137 Lycée Clémenceau, Nantes

Soient €} et €5 les vecteurs de la base associée au référentiel tournant autour de O avec
le disque :

Dans ce référentiel, le point M tourne autour du point C, auquel cas il est recommandé
d’utiliser les coordonnées polaires pour décrire ses éléments cinétiques :

ey 4 L .
CM = Reé, etv, =uéy

De plus, les composantes de ¢, et de €y s’obtiennent aisément dans le référentiel fixe
(Oxy):

c C?S(H + ) e, [~ sin(6 + ) oOF
sin(6 + ) cos(f + ¢)
e + ¢ ér
Aussi I'accélération (absolue) ¥, de M dans (Oxy) se
. . . 2 O+
calcule en appliquant la loi de composition des accéléra- x
tions :
'711 = :);T + ’Ve =+ ’Vc

ou :

—.

* 7, désigne I’accélération (relative) de M dans le référentiel (C, €}, €, k), en coor-
données polaires :

N = (R— R92)€T + (2R9+Ré) € =—RO?¢.car R=cteetd =0

et:
17}:Ré},—l—Réé’g=R9€9=u€9:>R9=u:>9:%:cte (20)
Aussi : ) )
) u u
0=— _"r‘:_ (*> _'r:_i_’r
R:> R x 7 € Re
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e 4, représente 1I’accélération de Coriolis :

c’est-a-dire :

kANéy=—¢€ = 9. = —-2wue,

* 7. est’accélération d’entrainement du point M, dans le référentiel tournant autour
de O ala vitesse angulaire w constante :

ie:—w2W4:—w2 (O?—I—m)

Les vecteurs qui apparaissent dans le membre de droite s’expriment aisément :
Ty S
OC = Ré, et OM = R,

et conduisent a I’expression de 7, :
Yo = —w?Ré& — w?RE,

ol les vecteurs € et €, ont pour composantes, dans la base (Oxy) :
. cos . cos(6 +
= [€5P) oz = [Cos0+¢)
sin ¢ sin(0 + )
De ce recensement, il ressort que :

Ya = ﬁr"';);e"';);c
2

= g é. —w?’Ré, —w?RE, — 2wué,

2
- (% + Rw? + 2wu C?S(e o)) Rw? C?SQO
R sin(6 + ) sin ¢
En outre, a la date ¢ = 0, M est confondu avec le point A, ce qui signifie aussi que
p =0etd = 0lorsque t = 0. Or, I’équation (20) révele que :
. t
0:%:cte:>9=%+oz

ol ¢ est une constante ajustée a la valeur = 0 pourt =0 :

t
uxo+a:>a:0:>0:%

0:

et, puisque le rayon OC' du disque tourne a la vitesse angulaire w autour de O, il
s’ensuit que : ¢ = wt.
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Les composantes 7, et -y, de ¥, vérifient ainsi :

2
Ya L - (u + Rw? + 2wu) c?s(Q ) _ Rw? %
Yy R sin(f + o) sin ¢

2
Vo = — <2+ Rw? + 2wu> x cos(f + ¢) — Rw? cos ¢

2
Yy =— <1;%+ Rw? + 2wu> x sin(f + ¢) — Rw? sin g

c’est-a-dire :

Vo = — <U—2 + Rw? + 2wu> X COS [(;—; + w) t} — Rw? cos(wt)

R
et:
2
Yy = = (% + Ruw? + 2wu> X sin K% + w) t] — Rw? sin(wt)
® 138 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

M
Pour mener a son terme cet exercice, il convient de distinguer tres clairement les
référentiels d’étude.
Dans le référentiel immobile, lié aux berges, la grenouille se déplace de O vers
A, auquel cas sa vitesse (absolue) v, est dirigée selon O A :

berge ,A
eau

v
berge 0O

En revanche, dans le référentiel lié a 1’eau, le corps de la gre-
nouille fait un angle 6 par rapport 2 (OA); il en va donc de
méme de sa vitesse relative U.

1. Le conseil méthodologique précédent suggere I’existence de deux référentiels
d’étude :
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Y y’ Y
I/
!
A 0 ——— )
Ve v 9
T !
O!

référentiel (R) lié

aux berges référentiel (R') lié a l'eau

o . N . . [0 .
Dans le référentiel (R), la grenouille posséde pour vecteur vitesse : ¥, < ) , tandis
Vq

—v sin 6

que dans le référentiel (R’), son vecteur vitesse s’écrit : ¥/ < 0 |
v €OS

Ces deux vecteurs sont liés par la loi de composition des vitesses :
Uy = Ve + U

oll, en I’absence de tourbillon (le vecteur rotation & de (R’') est nul), la vitesse
d’entrainement s’écrit simplement :

—
67d00’7 Ve
c o dt \o

0\  [ve n —v sinf N Ve = v Sinf 21
val \O v cos Uy = U cos b

La premiere équation de ce systeme fournit alors :

Par suite :

. Ve . Ve
sinf = — = 0 = arcsin (—)
v v

2. Dans le référentiel (RR), la grenouille parcourt la distance OA = h avec une vitesse
constante v,, pendant un temps At tel que :

Va = % = At = %
Quant au systeme (21), il fournit :
{ Zgzzz zlcf?ee = 02 + 02 = 0% = v, = /02 — 02
C’est pourquoi :
A= .

P — o
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3. L’identité v = v, signifie que, par rapport a I’eau, la vitesse de la grenouille
n’excede pas celle du courant par rapport aux berges; ses chances d’atteindre le
point A sont assez faibles. D’ailleurs, la relation (22) confirme ce résultat car

h . .
At = —— tend vers I’infini lorsque v = v, (la grenouille n’est pas pres d’at-
vT — Ue
teindre le point A). Toujours est-il que son corps doit prendre la direction donnée
par :

v T
9 = 1 (—e) = 1 1) = —
arcsin ( - arcsin(1) 5

ce qui signifie qu’elle nage a contre-courant ... mais reste en O.

® 139 Lycée Clémenceau, Nantes

1. En I’absence de glissement, lorsque la roue décrit un arc dCy = R df autour de
Oz, pendant dt, un point P de cette roue décrit le méme arc dCy = dC; autour
de I’'axe OO :

Le point P ainsi défini tourne d’un angle da tel que : dCs = a da, en conséquence
de quoi :

2. La roue est animée d’un double mouvement de rotation : autour de I’axe Oz d’une
part et autour de ’axe OO; d’autre part. C’est pourquoi il convient de définir un
référentiel R(Oxyz) fixe par rapport au plan, et un référentiel R’ de centre O; et
dont les vecteurs de la base €. et €p tournent autour de I’axe Oz avec un vecteur
rotation & = w k (k est un vecteur unitaire directeur de ’axe Oz) :



Mécanique 459

référentiel (R) référentiel (R')

Dans le référentiel R’, le point M est affecté d’une vitesse relative o, = v,. €y et,

) . ) ) Rw . |,
puisque ce point tourne autour de O avec une vitesse angulaire {2 = —, il s’en-
a
suit que :
v, = af) = Rw = U, = Rwép

tandis que le vecteur position relative vaut : 7 = ak. Aussi, le vecteur vitesse
(absolue) que M présente dans le référentiel (R) s’obtient grice a la loi de compo-
sition des vitesses :

U =T, + U,

ol le vecteur vitesse v, d’entrainement de (R’) est donné par :

5= 4000 5.5
T dt
Par suite, la connaisssance de :
d00, _ d(Ré) _ pde _ pone — Rua
a At At n 0

—

etde: @ AT == (w k) A (a E) = ( conduit 2 I’expression de 7 :

—
. doOy . - . .
v =17, + T + WA =Rweéy+ Rwey

c’est-a-dire :
U =2Rweéy = ||v]| = 2Rw

. Laccélération (absolue) 7 de M, dans le référentiel fixe, suit la loi de composition
des accélérations : ¥ = 7, + Y. + Y. ol :

* 7, représente 1’accélération de M dans le référentiel (R'). Notamment, dans
ce référentiel le point M tourne autour de O; avec une vitesse angulaire 2
constante :

- Rw\? - R2w? -
%z—aQQk:—a(;) Fod=——Fk

e 7. désigne I’accélération de Coriolis : 7, = 2 A ¥,..
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A Dans I’expression précédente, ¢ représente le vecteur rotation de €, et €y
par rapport au référentel fixe (R).

11 aurait été erroné d’écrire : 7, = 2 an 7, car §) désigne le vecteur rotation de
M dans (R').

Ainsi :
Ve =2 (w k) A (Rwéy) = 2RW? kA ¢y = —2Rw? ¢,

* 7, est’accélération d’entrainement du référentiel (R’) qui contient le point M,
dont la projection sur I’axe de rotation Oz est H :

- =y ~
Ve = —w?HM = —w?RE,
De cette analyse, il ressort que :

2,.2 2,2
B oRe —wiRe — — YR spete (23)
a

7=-
a

Les vecteurs €, et k étant perpendiculaires, il s’ensuit que :

R2w2\ 2 R2
I \/ (-E5) + (-sRun2 = Il = Re? x 2 +9

4. Le vecteur 7 possede les composantes -, et
v, associées aux vecteurs unitaires €. et €.
C’est pourquoi le vecteur 7 fait, avec le plan
fixe, un angle ¢ tel que : 3
7] Ir B plan fixe
tan d) = k €r
|7 .
Y Yk
avec :
R2w?
. - . Vi = — R2w? 1 R
Y=wk+mwe = a = tanf = X =
5 a 3Rw 3a
¥ = —3Rw
R
= 0 =arctan | —
3a
® 140 Lycée Poincaré, Nancy

1. Soit Es le vecteur perpendiculaire a Eietady:
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—

B .
Iﬁ ux /9\/ 0B
¢ ’ 0 N
My - N
0 B\9<A%$ £y
Ey

Le vecteur O? a pour composantes, dans la base (O7 E17 Eg, Eg) :

O? = OB cos0 E; + OB sin6 E,
ou la norme OB = HO?H vaut :
OB = 2a cosf = O? = 2a cosQGE_"l + 2a cos sinﬁﬁg
C’est pourquoi le vecteur position 5]\7 s’écrit :
O—]\/l> = O?—l—%—l—m:@—aﬁl—&—uﬁl (24)
= O—]\>4:(2a 00529—a+u)ﬁl+2a cos 6 sin 6 E (25)

La vitesse v de M, dans le référentiel R, est alors définie par :

— N N

_dOM . 4 5 dE; . dEs

= & =uE; + (2a cos“ 0 a+u)w+2acosesm9 It
ouu—%
St

Or, les vecteurs E et Fo tournent autour de 1’axe Oz avec un vecteur rotation

Q:Q€2:
eé] 9 5

0

®©\g
B
By

C’est pourquoi leurs dérivées temporelles s’écrivent :
dE;
dt

= ﬁAEl =-0 sinaE},
= -0 COS@Eg cara = g — 0 = sina = cos @

et:

T ﬁ/\ﬁg =-0 sin9ﬁ3
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Ce faisant :

wEy —Q cosf (2a cos® 0 — a+ u) Es — Q sinf (2a cosd sin0) Es
wEy —Q cosf (2a cos® 0 — a + u + 2a sin® 0) E

o)

ot I’identité sin” # + cos 6 = 1 apporte une simplification :
T=uFE, —Q cos(a+u)Es

2. Laloi de composition des vitesses fournit une relation entre la vitesse v’ de M dans
Ro, sa vitesse relative v, dans R4 et la vitesse d’entrainement v, de R par rapport
a RO .

U= Uy + Ue
Il convient alors de définir méthodiquement %, et U.

 La vitesse v, est celle du point M dans le référentiel R;.

Dans ce référentiel, O() est immobile, de méme que A
F)1, en raison de quoi :

— —— =
= U, = ﬂEl M
0 B\j
By
. ~ . H R Ty - p ...
* La vitesse v, est donnée par : U, = Q A1/, ot r’ = OM représente la position

de M dans R, donnée par le résultat (25) :

— N N
OM = (2a cos29—a—|—u) E| +2a cosf sinf Fy
2a cos’f —a+u

2a cos O sin 0
0

Quant au vecteur ﬁ, il s’obtient par projection sur les vecteurs El, EQ et Eg :
1 1a -
62[ [ E'2

E® [\
B
1
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En remarquant que O L Ej, le vecteur O peut s’écrire :

a —Q xcosa=a
b Q) x cost =b

folell

B,
By

Goabytbh = {

N —Qsinf =a
) cost =b

car cos o = cos (g — 0) =sinf

Aussi :
— sinf
ﬁ:—Qsin9E1+Qcos9E2= Q cosb
0
d’ou se déduit le vecteur ¥, :
—Q sin @ 2a cos?0 —a+u
— ~ — .
U = QANOM =] Qcosf | A 2a cos 0 sin @
0 0
0
— 0

—Q sinf x 2a cosf sinf — Q cos x (2a cos? 6 — a + u)
c’est-a-dire :
7, = — cos 0 (2a sin® 0 + 2a cos? 0 — a + u) B3 = —Q cos 0 (a + u) Es
De la loi de composition des vitesses est alors issue 1I’expression de ' :
T=0, +0, =uk; —Q cos@(a—i—u)E},

On s’assurera, heureusement, de la compatibilité des deux résultats obtenus par les
deux méthodes pourtant différentes.

® 141 Lycée Champollion, Grenoble

1. En I’absence d’oscillations du ressort, le corps C n’est animé que d’un mouvement
de rotation autour de I’axe A ; la trajectoire de C' est un cercle de centre H (projeté
orthogonal de C' sur A) et de rayon r = CH = [ sinf :
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2. Le point C' est immobile dans le référentiel (R’) solidaire de la tige, tournant a la
vitsse angulaire w de I’axe (A).

Ce référentiel est associé a la base (O, é,,é,€,) telle que OZ% =0Cé, et sa
nature non galiléenne fait apparaitre des « forces » d’inertie :

¢ la « force » de Coriolis : f: = —2ma@ A T, = 0 car la vitesse relative 7, est
nulle pour le corps C' immobile relativement a (R’).

e la « force » d’entrainement f, = mw? H 8, d’intensité :

fe = mw? HC = mw?l sin @

et de composantes :

fe sinf
fe = fesin@é,. + focosfég+0xé, = | fo cosb
0
mw?l sin® 0
= fo= | mw?lsin® cosb
0
En outre, des forces « vraies » s’exercent également sur le corps C'; il s’agit :
* du poids :

mg cos 6
P= mg = mg cosf&. —mgsinféy+0xé, = | —mgsind

0

« de la réaction R de la tige ; cette réaction étant perpendiculaire a la tige (de
vecteur directeur €,.), elle ne peut posséder une composante selon é,.. C’est

pourquoi R peut s’écrire :

0
R=Ryé +Ry€,= | Ry
R,
o latension T = —T €,- du ressort, avec pour intensité :
—k (I —lo)
T=k(l—1l)=T= 0

0
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L’immobilité relative de C' dans (R’) trahit la compensation des « forces » citées
précédemment : f. + P + R + T, soit encore :

mw?l sin? 0 mg cos 0 0 E(lo—1) 0
mw?l sinf cosf | + | —mgsind | + | Ry | + 0 =
0 0 R, 0 0

d’ ol découlent trois équations :

mw?l sin? @ +mg cos@ + k(lg—1) =0 (26)
mw?l sinf cos —mg sinf + Ry =0 27)
R, =0 (28)

La premiere de ces équations s’écrit aussi :

mw?l sin® @ +mg cos 0 + kly — kl = 0 = [ (k — mw? sin® @) = mg cos 6 + kl
en raison de quoi :

0+ ki
Mg cosv + o si k> mw? sin®0

l_

k — mw? sin® 6

Remarque — La condition k > mw? sin® @ s’écrit aussi :

k
W<\ —=3,
m sin“ 6

et signifie que la vitesse angulaire ne doit pas excéder une valeur limite, faute de
quoi 1 tendrait vers Uinfini. Evidemment, un tel phénomene ne se produira pas
car, si la rotation est trop rapide, le ressort s’étirera jusqu’a devenir un simple
fil métallique, sans propriété élastique, dont la tension ne suivra plus la loi :
T=—k (I —1lo) € ; les équations du mouvement devraient alors étre modifiées.

3. L’équation (28) montre que la composante 2, est nulle, en conséquence de quoi :

ﬁ: Rgé]g = R= HRH = |R9|

Quant a I’équation (27), elle fournit :
Ry = mg sinf — miw? sinf cosf = m sin@ x (g — lw? cosf)
en raison de quoi :

R =m sinf x |g — lw? cos 6|

® 142 Lycée Clémenceau, Nantes

1. On note (R') le référentiel tournant (donc non galiléen) autour de Oz, associé a la
base B (€, €y, €) :
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Dans ce référentiel, le point M est assujetti a se dépla-

cer selon (O, ;) en conséquence de quoi ses vecteurs po- €
sition O M, vitesse relative . et accélération relative 7,
s’écrivent :
T T T
d—OM=zé,=|0|=3=10 =5.=10| &® M
0 0 0) O—F— "%

MR

:g‘ L’étude du mouvement d’un point M dans un référentiel non galiléen procede
de la méme maniere que celle effectuée en référentiel galiléen : I’'usage de la loi
fondamentale de la dynamique exige le recensement et I’expression des diverses
forces qui s’exercent sur M, auxquelles sont adjointes les « forces » d’inertie
spécifiques aux référentiels non galiléens.

Le point M est soumis a des forces vraies :

* son poids P vertical descendant : P 0 dans B.
—mg
« laréaction R que I’axe Ox exerce sur M ; I’absence de frottements interdit a R

la possession d’une composante selon €, :

0
R=0x& +R,& +R.& =|R, | dansB.
R,

et a des « forces » d’inertie :

* la « force » d’entrainement f,. qui s’exerce sur le point M en rotation autour du
point O, avec un vecteur rotation ¢ = w €, constant :

mw=x
f; = mw? 67\7 = mw’re, = 0 dans B.
0
¢ la « force » de Coriolis :
0 T 0
f;:—2mo3/\17}:—2m O|AN|O] =-2m ] 2w | dans B.
w 0 0

Sous I’influence de ces « forces », le point M acquiert une accélération 7,., relati-
vement & (R'), qui obéit a la loi fondamentale de la dynamique :

my, = P+ER+fo+f.
T 0 0 mw2z 0
= m|0]| = 0 + g | T 0 + | —2mwt

R
0 —mg R

I\
jen}
e}
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D’ou sont issues trois équations :
2

T =w’T
0= R, — 2mws 29)
0=-mg+ R,

La premiére équation de ce systeme : & — w?

ristique (en X) :
X2 =0=2X=X1=wouX=X,=—w

x = 0 admet pour équation caracté-

et donc, pour solution générale :

t wt

= z=mec +pge”
= IT=w (m e“t — 1o e_“’t)

X1t X
r=pre"t + puge?

Les constantes 141 et uo sont alors ajustées aux conditions initiales imposées par
I’énoncé : a la date ¢ = 0, x prend la valeur zy et £ = 0 (la vitesse initiale est
nulle), ce qui se traduit par :

{"E—Iu,leWt-l-/,LQGWt {xo—ul—i-,[,@
7wt)

. at=0
& =w (e’ —pge 0=w(p1 — p2)

La seconde équation révele que p1 = o (si w # 0), a la suite de quoi la premiére
équation devient :

To
xo=2u1=>u1=3=uz

Finalement, le mouvement de M est décrit par :

ewt + e—wt

Tr =g X
2

Remarque — L’expression précédente révéle que x(t) augmente dans le temps, ce
qui signifie que M s’éloigne de plus en plus de son point de départ My. La seule
valeur de x( qui assurerait a M un équilibre serait xo = 0 (M est alors confondu
avec O), encore que cet équilibre soit instable.

2. Le systeme d’équations (29) donne directement les composantes non nulles de la
réaction R que I’axe Ox exerce sur M :

Ry =2mwiet R, = mg
et, compte tenu de I’expression de x :

wt —wt
err 4 e . wTo _
rT=T9)—— > T = — (e“’t—e Wt)

d’ou finalement :

R,=0;R, = mw?zo (e"’t - e_‘"t) s R, = mg

® 143 Concours ENSTIM

1. La particule est soumise a deux « forces » d’inertie :
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* La « force » de Coriolis : f. = —2m d A U,, ol U, désigne la vitesse relative de
M dans le référentiel tournant ; dans ce référentiel, le mouvement ne se produit
que dans la direction de €., auquel cas :

— .

Up =T € = fo==2mwrkANeé.= f.=—2mwrey

e La « force » d’entrainement f. qui s’exerce sur la particule M en rotation uni-
forme autour de O :

. — =
fe=mw?OM = f. =mw’reé,

2. Si la « force » d’entrainement dérive d’une énergie potentielle ., celle-ci doit

vérifier : 4
E 1
d:e = —fo = —mw?r = Epe = —3 mw?r? + cte

En I’occurrence, on peut choisir (arbitrairement) 1’origine de cette énergie poten-
tielle au point O, ce qui revient a imposer :

1
Epe(T:O):Oé():fimw2 x (0) + cte = cte = 0

Il s’ensuit que :

1
B === mw?r?
2
3. Dans le référentiel non galiléen R’, le point M est donc soumis :

* aune « force » de Coriolis, a laquelle on ne peut affecter aucune énergie poten-
tielle ;

* ala « force » d’entrainement fe associée a I’énergie potentielle E) ;
* 2 la tension du ressort, de longueur a vide [y, de raideur k et de longueur r.
Cette force dérive de I’énergie potentielle :

1

By =~ k(r—1lp)?
2

* au poids P=m g dont I’énergie potentielle £, ne dépend que de I’altitude de

M. Or, puisque ¢ est colinéaire a k, cela signifie également que le mouvement
de M alieu dans un plan horizontal, ou F,, demeure constant ; on peut choisir
arbitrairement nulle cette valeur constante : £, = 0;

« la tension R de I'axe. Or, cette force étant perpendiculaire au déplacement d7
de M, le travail élémentaire qu’elle exerce sur M vaut :

SW(R)=R-dif=0car R L dF

Par suite, si 12 devait d’aventure dériver d’une énergie potentielle I, g, celle-ci
demeurerait constante au cours du mouvement de M car :

SW(R) = —dE,r =0= E,r =cte
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A T’instar de I’énergie potentielle de pesanteur, cette énergie potentielle peut
étre définie arbitrairement nulle sur I’axe (O¢,.) :

E,r=0
Finalement, I’énergie potentielle totale du point M vaut :

1 1
E,(r) =Epe+ Ep + Epp + Epp = Ep(r) = =5 mw?r? + 3 k(r—1Ip)?

Cette énergie potentielle peut également se présenter sous la forme d’un polyndme

enr:
1 o\ 9 ki2
E,(r)= 5 (k —mw?)r® — klor + > (30)

Plusieurs cas doivent étre distingués :

o Sik > mw?, cest-a-dire w < 4/ —, I’équation (30) est I’équation cartésienne
m
d’une parabole dont la courbure est dirigée vers le haut, car le coefficient qui
précede r? est positif (donc lim E,(r) = +00) :
T—00

Ep("")

oeriE

kg
2
0

ki?
¢ Si k = mw?, I’équation (30) devient : E,(r) = —klor + 70, dont la représen-
ki3
tation graphique est une droite de pente —klj et d’ordonnée a 1’origine 70 :

Ey(r)

x
X

o

1 ki?
* Si k < mw?, 'équation (30) : E,(r) = 5 (k= mw?)r? — klor + 70 est 2

nouveau I’équation d’une parabole, telle que :

lim E,(r) = —oco car k — mw? < 0
7—>00

Aussi, la courbure de cette parabole est-elle dirigée vers le bas :
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4.

N

1.

-
o X

o

S’il existe une position d’équilibre dans R’, elle se trouve a une distance r = I qui

E
affecte a 1’énergie potentielle une valeur extremum, c’est-a-dire qui annule q L,
r
Or:
1 1 dE
Ey(r) = —-mw*r’ + - k(r—1p)® = P — —mw?r +k(r—1lo)
2 2 dr
dE
= drp = (k—mw?)r —kly

Aussi, la valeur r = [, doit étre cherchée telle que :

dE,
dr I

klo
k — mw?

=O:>(/<;—mw2)l2=kl0:> lyg =

. Etant donné que I, doit étre positif comme 1’est kly, I’identité précédente n’a de

sens que si :

k
E—mw?>0=k>mw’>= w<i/—
m

Du reste, les trois figures de la question 3. confirme ce résultat : seul le cas

w < 4/ — offre a I, un extremum qui est de surcroit un minimum. C’est pourquoi :
m

|k ki
pourw < \/ —,enr =ly = —O, I’équilibre est stable.
m k — mw?

144 Lycée Poincaré, Nancy

:g" L’utilisation de la loi fondamentale de la dynamique en référentiel non gali-

Iéen impose une définition rigoureuse des référentiels (galiléen et non galiléen)
d’étude. Il est impensable de s’affranchir de schémas clairs et exhaustifs, ou
figurent tous les vecteurs nécessaires a cette étude.

Soit (R) le référentiel terrestre, supposé galiléen, dont les axes Ox et Oz sont
fixes (O désignant le centre de la circonférence tournante). La circonférence étant
en rotation autour de ’axe Oz, on lui associe un repere (O, X,Y, z) qui lui est
solidaire, et dont les axes tournent autour de Oz avec un vecteur rotation Wy = wy k
constant.
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référentiel (R) référentiel (R')

On note H le projeté orthogonal de M sur I’axe Oz, et le point M (contraint a se
7 e
déplacer sur la circonférence) est repéré par ’angle 6 = (O ,OM ) Le mouve-

ment de rotation de M autour de O, dans le référentiel R’, suggere I’emploi d’une
base cylindro-polaire (€., €y, €,), le vecteur unitaire €, étant dirigé selon OY.

z .k
o L . p €y e
Dans ce référentiel, il convient de représenter les 0 Er
différents vecteurs qui interviendront dans les cal- I 0\ u
culs. R M. ®e
L’anneau M est alors soumis a des forces vraies : 9\ x kg
* son poids P= mqg= —mg k ol le vecteur k 0 P
possede, dans la base (€., €y, €,), les compo-
santes suivantes :
sin @ —mg sinf
k=sinfé, +cosbéy+0xée, = |cosd | =P = | —mg cosf
0 0

» La réaction R; exercée par la circonférence et qui ne possede pas de com-
posante selon €y, sans quoi des frottements seraient observés. En revanche,
deux composantes I7, et R, permettent de décomposer cette force sur la base

cylindro-polaire :
R,

Ri=R,é +0xé+Ry,é,=>R=1| 0
Ry

A ces forces s’ajoutent également des « forces » d’inertie :

¢ la « force » d’entralnement qui s’exerce sur M, en rotation uniforme autour de

H:
- s
fe=mwi HM = mwi HM i
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ou, d’une part, HM = R cos 6 et d’autre part :

cos 6
U = cosfé, —sinfép+0xée,= | —sind
0
cos mwi R cos?
= f.= mwiR cosf | —sinf | = | =mwgR cosf sinf
0 0
* la « force » de Coriolis : fg = —2mdy A U, ou U, désigne le vecteur vitesse

relative de M dans le référentiel (R’). Or, en coordonnées cylindro-polaires, un
point en rotation possede pour vecteur vitesse :

¥, = RO &, . o _
R =  fo = —2mwoR0 x kA éy = —2nuwoRO x sinf é,
bJE) :wok‘
0
& fo= 0

—2mwoRH sin

Sous I’influence de ces « forces », I’anneau M présente une accélération 7., relati-
vement & (R'), soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

m’?r :P+R+fe+f0
Or, le mouvement de I’anneau dans (R') étant circulaire, dans le plan de la circon-
férence, cette accélération s’écrit, en coordonnées polaires :

—R6?
Y. =-R0°& + Riéy= | RO
0
Il s’ensuit que :
—R6? —mg sin 6 R, mwi R cos® 0
m | RO = —mgcos | +| 0 | + | —mwR cosf sind
0 0 R, 0
0
+ 0

72mw0R9. sin 6

Seule la composante selon €y ne fait pas intervenir les composantes inconnues de
Ry et c’est pourquoi il est préférable d’utiliser cette composante afin d’obtenir
I’équation différentielle du mouvement :

mRO = —mg cos — mw2R cos B sinf = —m cos b (g + Rw? sin )
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Notamment, en utilisant la notation :
_ 19 _ 2
wp = = = g = Rw,

6 = —cos 6 (w? + wj sind) (31)

cette équation devient :

Lorsque I’anneau est en équilibre, 6 s’annule :

0 = cosf x (wf, + w? sinf)

Trois solutions sont alors disponibles :

]

2
T s . w . (w
01 = - oufy = —— ouencore: sinfs = ——5 = f3 = —arcsin | —
2 2 wo wo
2. Etudions le mouvement de I’anneau au voisinage de ces positions d’équilibre.
 Autour de 03 : soit € le petit écart par rapport a I’équilibre, tel que :
0 = 05 + ¢ avec |g| < |05]
Un développement limité au premier ordre fournit alors :
2

w
sinf = sin(f3 + ) ~ sinf3 + & X cosf3 = ——g + & cosfs
Wo

et:
cosf) = cos(fs + €) ~ cos s al’ordre 1

Ainsi, I’équation différentielle du mouvement (31) devient :

2
i 2 2 Wp
0 = —cosbsx |w:+w; | ——5 +¢ccosbs
P 0 2
w
0

_ 2 2 2 2 2
= —costz X (w, —w, +wye costlz) = —wy cos” Oz ¢

Enfin, la définition :

=03 +c=0=é=0=¢

se traduit par :

g=—wj cos’ 3 x e = E+wj cos®ls x e =0
avec :
4 4 _ 4
. w Wy — w
Q% =wj cos® O3 = wi x (L —sin®fs) =wp | 1— L | = >
“o “o

soit encore :
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e Autour de 65 = fg, I’angle 6 s’écrit :
0= E+savec|e|<<z
2 2

de sorte qu’un nouveau développement limité' fournit :

0 —sin (<5 +<) = sin(<3) +ecos (<F) = G wsin (<) +
S =S —— ~ 3 —— cos|—— ) — — Xs ——
Sin mn 5 € n 5 € 5 5 mn B
2
5
= 14— 4.
+2+
et:
s (<5 ) = con(5) —esin(<5) - eon (5) +
cos ! = cos 5 5 ~ COoS 5 € sin 5 B cos 5

— €+

En ne conservant que les termes d’ordre 1 en € : sinf ~ —1let cosf ~ ¢,
I’équation différentielle (31) adopte la forme suivante :

0 = —cosf x (wg +wisinh) =6 =—¢ (wg —w?d)
c’est-a-dire, en tenant compte de f=¢:

é'-l-(wZ—wg)&::O

Autour de 6, = g 0 = g + e (avec |¢] < g) justifie I’emploi d’un dévelop-
pement limité d’ordre 1 :

mf=sin (5 +2) ~sin () e xceon (3) =1
SIN0 = sin | — >~ s | — S| = ) X
S S 9 S 9 COS 9

N 0= cos (G e) =eos (5) e xsin(3) =
= S| — = — | — mi|—- ) =~ —
COs COS B) COs 5 S B)

qui confere, a I’équation (31) la forme suivante :
6 = —cosf x (w§+w§ sinf) = 6 = e x (wf] + wd)
soit encore :

é:§:>é'—(wf,+wg)€=0

'On rappelle qu’a I’ordre 2, une fonction f(z) peut étre identifiée a :

2
f(zo +¢€) = f(x0) + & f'(x0) + % I (o)

ce qui est notamment le cas des fonctions trigonométriques :

2
cos(fp +€) ~ cosfy — e X sinfg — % cos Oy

et:
2

sin(0g + €) ~ sinfp + € x cos by — % sin 0g
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On remarque alors qu’il n’existe pas de nombre réel 2" qui permettrait a
d’adopter la forme :

e = A cos(Q"t) + B sin(Q"t)

ce qui révele I’absence d’oscillations autour de 1’angle 6; =

bo] 3

3. De I’étude précédente, il ressort que I’écart a 1’équilibre vérifie des équations dif-
férentielles du type :

E+ae=0

Deux cas se sont présentés :

e Sia > 0, il existe un nombre réel positif w tel que o = w? :
.. 2
E+we=0

La solution de cette équation différentielle est sinusoidale, de pulsation w :

e = A cos(wt) + B sin(wt) = ¢ cos(wt + @)

et c’est pourquoi, au voisinage de la position d’équilibre 6., I’angle 6 varie
comme :

0 = 0.+ o cos(wt + @)
c’est-a-dire que € oscille autour de 6 ; un tel équlibre est stable.
e Sia < 0, il existe un réel positif « tel que o« = —x? :

E—K2e=0

L’équation caractéristique (en X)) associée a cette équation différentielle :

X2 k=0
admet pour solutions X; = k et Xo = —x de sorte que € s’écrit :
e = ul eXlt +M2 eXQt — /111 elit + ,LLQ e—ﬁt

Aussi, au voisinage de la position d’équilibre 6., les variations de 6 sont décrites
par :

0 =0+ p1e™ + pge

Non seulement aucune oscillation n’est observée autour de 6., mais surtout
la fonction e croit rapidement avec le temps, ce qui signifie que 0 s’écarte
rapidement de la valeur 6, ; I’équilibre est instable.

Cet examen de la stabilité des équilibres permet de conclure quant a la stabilité des

2
P .. T T L (w
équilibres au voisinage de 6; = 5 0y = —3 et 3 = — arcsin <p> :
wo
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f | conditions | équation différentielle | équilibre
6, aucune £—(wl+wd)e=0 | instable
wp > Wo stable
0 4 (w2 —wh)e=0
wp < wo instable
wo > wp wh — wh stable
6‘3 E+ ) P e=0
wo
wp < wo instable
® 145 Concours ENSTIM
1. Ala grandeur 2 = a cos(wt — ¢) est associée une image complexe z telle que :
z=0ad®@"? = 2 = Re{z} = a cos(wt — ¢) (32)
et: _ '
& = jwa o (Wi—9) i = —w? qelwt=9) (33)
de méme qu’a la force F'(t) = Fy cos(wt) correspond une image complexe :
F =Fye“" = F(t) = Re{F} = F, cos(wt) (34)
A T’aide de ces notations, 1’équation différentielle en z :
mi + A\t + kx = F(t)
admet une représentation complexe :
A k F
mi+Aitkr=F=z+—i+—1r=—
m m m
que I’on peut aussi présenter sous la forme suivante :
. . 2 F A s  k
T+ 20z +wijr = —aveca = — etw; = —
m 2m m
Compte tenu des relations (32), (33) et (34), cette équation s’ écrit aussi :
. Fy .
(—w? + 20jw + w2) a I @=9) = =0 gt
m
soit, apres simplification par e/*? :
: E
(W2 — w? 4+ X 2aw) ae I = =0 (35)
m

A gauche de cette équation apparait un nombre complexe :

X =wi —w?+jx2aw=Xe¥
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de module :

X = X = /(08 —w?)? + da2u?

et d’argument p = arg { X'} tel que :

Re{X} wd — w?
cosp = =
A w§ —w o?w
| X V(W2 2)2 40202
et:
. Im{X} 2aw
sing = =
| X V(WE — w?)? + 4a2w?
Ce faisant, I’équation (35) se présente sous la forme suivante :
Xaellp=o) — Fo
m

et impose 1’identification :

* des modules des deux nombres complexes de part et d’autre de 1’égalité :

Fy Ey
Xa=—=a=——
m mX
d’ou est issue 1’expression de a :
Fo

my/ (w2 — w?)? + 4a2w?

=

e des arguments des deux nombres complexes de 1’équation :
p—¢=0=0¢=9¢p
de sorte que :

2 2
Wy —w

20w

cos ¢ = et sin ¢ =

V(W2 — w?)? + 4aw?

V(W2 — w?)? + 4a2w?

477

(36)

(37)

2. (a) Soit @ un vecteur unitaire horizontal permettant la description du mouvement
de M, et notamment sa vitesse U = & 4 et la force F' = F(t) 4. La puissance

instantanée P(t) fournie par la force F est alors définie par :
P(t)=F-¢=F()xv
ol F'(t) est donné par I’énoncé :

F(t) = Fy cos(wt)

et ol v = & s’écrit aussi :

e fjond9) — e {aper-or

= awcos(wt—cﬁ—&—g)

o)
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(b)
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qui s’exprime également par :
v = —aw sin(wt — @)
C’est pourquoi la puissance instantanée est donnée par :
P(t) = —Fyaw cos(wt) X sin(wt — @)
En tenant compte de I’identité trigonométrique :

1
cosa X sinb = 3 [sin(a + b) — sin(a — b)]

I’expression précédente de P(t) se présente aussi sous la forme suivante :

Fyaw Fyaw

P(t) = 5 [sin(2wt — ¢) — sin @] =

[sin ¢ — sin(2wt — ¢@)]
dont la valeur moyenne est définie par :

1 t+T FOCEW t+T t+T
P)=— P(t) dt = i dt — in(2wt — ¢) dt
P =7 [ Pwa-TE {/ singdi— [ sinfzet ) }

Apparaissent alors deux intégrales qu’il convient de calculer :

t+T LT
/ sin(bdt:sin(b/ dt =sing x T
t t

et:
=T 1 o
sin(2wt — ¢) dt = 5, [cos(2wt — @)]," " avec wT' =27
t (.U
S cos | 2wt + 2wT —¢ cos(2wt — ¢)
R e e~ .
1
= —— [cos(2wt — ¢) — cos(2wt — ¢)] =0
2w
Finalement, il reste :
E
(P) = 02aw sin ¢

ou sin ¢ est donné par I’expression (37) :
20w
V(WE — w?)? + 4a2w?

singp =

et ot ’amplitude a est fournie par le résultat (36) :
a= b = Fo= ma\/(wg —w?)? + 402w?
my/ (w2 — w?)? + 4a2w?

= Fj sin ¢ = 2mawa

ce qui conduit 2 :

(P) = ma’w?a
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(c) Quant a la force de frottement : f = —\U = —\I 1, sa puissance instantanée
est définie par :

P(t)=f 5= A" = -\ (@)’
et ’expression de = = a cos(wt — ¢) donne celle de % :

&= —wasin(wt — ¢) = P = —Iw?a? sin®(wt — ¢)

La puissance P(t) peut aussi se présenter sous la forme suivante :

P(t) = _)\w;aZ [1 — cos(2wt — 29)]

mieux adaptée au calcul de sa valeur moyenne sur une période :

t+T 2.2 t+T t+T
(P) = 1 / P(t) dt = _)\w ¢ / dt —/ cos(2wt — 2¢) dt}
t t t

T 2T
t+T
Outre I'intégrale / dt = T, le second membre de cette équation contient
t

également le terme :

t+T
1
/ cos(2wt —2¢) dt = o [sin(2wt — 2¢)]:+T avec wT = 27
t w
1
= 5 sin(2wt 4 2wT —2¢) — sin(2wt — 2¢)
4m
- 0
. . AwPa?
De ces calculs ressort alors 1’expression de (P) : (P) = — 5+ ou la défini-
tionde o :
a=g— =5 =ma

permet de conclure que :

Cette relation confirme que :

la puissance (P) de la force d’excitation compense exactement la puis-
sance (P) de la force de frottement.

3. Avec une vitesse v = & = —wa sin(wt — ¢), le point M présente une énergie
cinétique :

E.= 5t = sin?(wt — @)
tandis que son énergie potentielle provient de la force de rappel élastique :

E,= §kx2 = k% cos®(wt — ¢)
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C’est pourquoi I’énergie mécanique instantanée de M vaut :

CL2

E(t)=E.+ E, = ) [mw? sin®(wt — ¢) + k cos®(wt — ¢)]

et sa valeur moyenne, sur une période, est donnée par :

1 t+T

— E(t) dt
7| B0
CL2

t+T t+T
— {mw2 / sin? (wt — @) dt + k/ cos? (wt — 9) dt}
2T t t

(B) =

Les intégrales qui apparaissent dans le membre de droite valent :

t+T T
/ sin?(wt — ¢) dt = —
¢ 2

conformément a la question précédente, et :

t+T t+T
1 2wt — 2
/ cos?(wt — ¢) dt = / + cos(2w 9) dt
t t

2

11 t+T t+T
= = {/ dt+/ cos(2wt — 2¢) dt}
2 e ¢
- Mp L [sin(2wt — 2¢)]T7
2 2w ¢
- Tl lenut+2 T —2¢) — sin(2wt — 2¢)
= gt |snw \:u/ sin(2w 0]
_ T
o2
En conclusion :
a2
(E) = T (mw? + k)
® 146 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Le référentiel R’ dans lequel est définie la base polaire (A, &, €y), n’est pas gali-
léen puisque son origine A se déplace (par rapport a un référentiel galiléen R) avec
une accélération :

o =it = —w?Xo cos(wt) i
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Aussi, le point B est non seulement soumis a :

* son poids :

~ = 0
P =mg cosfe. —mg sinféy = P:<mgco.s )
—mg sin 6

« la tension 7 du fil :

* la force de frottement ﬁf colinéaire a la vitesse U, de B dans R’, mais de sens

Opp()Sé .

mais également a la « force » d’entrainement F, :

—

F, = —m#74 = mw?Xg cos(wt) @
. sin @ _ B mszo sin @ cos(wt)
cos @ mw~Xg cos 6 cos(wt)

Remarque — Le référentiel R’ étant dépourvu d’un mouvement de rotation par
rapport au référentiel R, il n’y a pas lieu de tenir compte d’une éventuelle « force »
de Coriolis nulle.

2. Sous 'influence des « forces » précédemment mentionnées, le point B acquiert
une accélération v, (relativement 2 R’) soumise a la loi de fondamentale de la
dynamique :

o 192 mg cos 6 + mw?Xg sin @ cos(wt) — T
—\6 — mg sin 6 + mw?Xg cos 6 cos(wt)
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La composante, selon €p, de cette équation fournit alors :
mll = —\O —mg sinf + mw?Xy cos cos(wt)
= mlf+ N+ mg sinf = mw? X, cos b cos(wt)

Apres simplification par m! et apres utilisation des approximations suggérées par
I’énoncé : cos @ ~ 1 et sinf ~ 0, cette équation différentielle devient :

é—i—ié—i—gﬂzojz&cos(wt)
m l l

. . . A g
soit, en introduisant les parametres — = awy avec 7 = w% :
m

0+ awp 0 + w2 6 = w? % cos(wt)

3. L’image complexe § associée a ¢ est définie par :

6 =6, ol (Wi+d) Q = jwby o (Wi+d) Q — —w?0, ol (Wi+9)
de sorte que I’équation complexe correspondant a I’équation du mouvement :
. . X )
Q+OZWOQ+QJ§Q:W2 TOeJWt

devient :

. Xo .
(—w? 4 ajwow + wd) By @) = (2 TO et

ou encore, aprés simplification par w? el“’*
2
w LW . X
—2—1+J0¢—0 fpel? = =2
w w l
Cette équation se présente alors sous la forme suivante :
Xo

(u® — 1+ jou) hp &® = ;

(38)
4. Dans cette équation, apparait le nombre complexe :
Z=u?—1+jau=Zé"¥

ol le module Z = |Z] se calcule directement :

Z =+/(u2 —1)2 + a2u?

et dont I’argument ¢ vérifie :

Re{Z} w?-1
zl — Z

A Z

Im{Z
cosp = m{Z} =

et sinp =
Ce faisant, I’équation (38) devient :

26, o+e) — X0
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L’identification des modules de part et d’autre de 1’égalité fournit alors :

Xo Xo Xo
Z0p="= Op="— = 39
0= 0=1, N BT (39)

et I’identification des arguments conduit a :

¢5+<p=0=>¢>=—s0=>{ COS p = CoS

sing = —singp
soit encore :
2 _ 1 _
cos p = Y et sin ¢ = au
V(W2 —1)% + a?u? VW2 —1)2 + a2u?

5. Les expressions précédentes montrent que :
lim [cos¢] =1
v = lim¢=0
lim [sing] =0 oo
U—r 00

Remarque — La solution ¢ = 27 aurait également convenu. Cependant, [’expres-
sion de sin ¢ montre que sin ¢ est négatif et ¢’est pourquoi la solution sin ¢ = 0 est
préférable a la solution ¢ = 21 car ¢ peut varier continiiment depuis cette valeur
nulle pour atteindre des valeurs négatives.

Pour les mémes raisons :

lim [cos ¢] = —1

u—0

11LL>H10 [sing] =0

et:
lim =
u—1 [cos ¢] =0 . T
= lim¢p = ——
lim [sing] = -1 71 2
u—1
s s PP wo wo .. . .
Or, d’apres la définition de u = — = w = —, les limites calculées ci-dessus
w u
équivalent a :
. . . T
lim¢p =0 lim ¢ = —7 lim ¢ = ——
w—0 w— 00 w—wo 2

ce qui permet le tracé de la courbe décrivant ¢ en fonction de w :
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¢
0 %o w
G E—— \
_7'(' _________________________________
6. Cette représentation graphique révele que ¢ = fg pour w = wy, Ou encore pour

u = 1. L’expression (39) devient alors :

0o =

Xo

® 147

=
l\/(u2 —1)2 + a2u?

0o =

Xo our u = 1
la P B

Lycée Poincaré, Nancy

1. Le référentiel R’ 1ié a Q, tel que QA = a, n’est pas galiléen et c’est la raison
pour laquelle il est recommandé de représenter la situation physique dans les deux

référentiels :

X :
A A
q
l
a a
X, M.
:]m :Ix
ol ol
e 0
DA y

Dans le référentiel R’, M est sousmis aux forces suivantes :

e son poids P = —mgex ;

e la force de frottement fluide : F’}- =—fiéx;
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A Dans le référentiel ou A est immobile, seul le mouvement de M provoque le

mouvement de 1’amortisseur :
A [E M

x

C’est pourquoi la force de frottement exercée par 1I’amortisseur sur M ne dépend
que de la vitesse v de M :

Fr=—fo0=—fiéx (40)

En revanche, dans un référentiel oi A présente aussi une vitesse 74, la force de
frottement dépend simultanément des mouvements de A et de M :

. T

M« M.
s s A

-

X

Dans un tel référentiel, dont I’origine O est immobile, la vitesse v, = Xeé v de M
est une vitesse « absolue », tandis que dans le premier référentiel, la vitesse'(rela-
tive) v = x €, de M est liée a la vitesse d’entrainement du point A : v4 = X4 €x
par la loi de composition des vitesses :

Uo=Ta+0= Xéx=Xpéx +iéx =>iex = (X - X4)ex
Dans ces conditions, la force de frottement (40) devient :

ﬁf = —f (X — X ) €x lorsque A est mobile

* la tension 7' du ressort, qui s’allonge dans le sens de —€’x ; si [ et [, dési-
gnent respectivement la longueur du ressort et sa longueur a vide, cette tension
s’écrit =

T=-k(l-1,)x(-€x)=k(—1,)€x

avee :

—

l+z=a=l=a—z=T=k(a—1,—1z)éx

A ces forces s’ajoute également la « force » d’inertie d’entrainement liée au carac-
tere non galiléen de R’ :

., .. d?
F,., = —mXAé'X:—m@ g—i-%cos(wt)} €x
2
= F, = m(;w cos(wt) €x

La loi fondamentale de la dynamique généralisée au référentiel R’ permet d’expri-
mer 1’accélération relative ¥, = Z €'x :

m7, = Fr+P+T+F,

—

= mﬂ'éé'X:—fﬁcé’X—&—ﬁ—i—k(a—lv—x)eX—i—maw

cos(wt) €x
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Or, a I’équilibre, Z, & et x sont simultanément nuls :
0=P+k(a—1,)éx = P=—k(a—1,)éx

d’ou il s’ensuit que :
2
mi = —f;'v—k(a—lv)+k(a—lv—a:)+maw

Tnaug

cos(wt)

= —fo—kx+

cos(wt)
maw?
= mi+fi+kr=

. f .k aw?
& I+ =i+ —ax=— cos(wt)
m m 2

cos(wt)

En adoptant les notations suggérées par 1’énoncé : = 2, cette équa-

k
— = wg et i
] ) m m
tion devient finalement :

2
P+22Etwiz= % cos(wt)

2. Soit z I'image complexe associée a z:(t) = X cos(wt + ¢), telle que :
z(t) = Re{z} = z = X, “*?)
ol X désigne I’amplitude des oscillations forcées et ¢ le déphasage entre z(t) et

le déplacement de A. En adoptant la notation complexe, il convient de résoudre
I’équation différentielle :

aa;

i—|—2)\i+w§§:76j‘”t

avece
z = Xo el (@ite) — & = jw Xo el (Wite) — i = —w2X0 ol (Wt+e)

c’est-a-dire :

2 - 2 orte) _ W07
(—w* 4 2\jw + w) Xop e = e

Apres simplification par w? e/*, cette équation devient :

2 2\ ~
<°"0—1+j) Xpel® =2
w 2

Cette identité complexe impose 1’identité des modules des termes de part et d’autre
de I’égalité, ce qui se traduit par :

soit encore :
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Xo =

wa 24

(s N . . wo .
3. En définissant le parametre sans dimension u = — et la fonction :
w

472
flw) = (= 1)* + =5 u?
wo
I’amplitude des oscillations forcées se présente sous la forme : Xy = ZLf() et
]
devient extremum lorsque f(u) le devient aussi, ¢’est-a-dire pour une valeur w,. de
u telle que =0, avec :
duf,,
flu) = (u? —1)%+ £ u? = df _ du (u® — 1) + s\ u
N wi du wa
d 22
= 47 = du, <u31+2) =0
duf,, w§

Outre la solution u,» = 0 (physiquement inacceptable car correspondant a une pul-

sation w, = — infinie), cette équation admet pour solution :
Uy
22
up=1- =5
wo

2
Ainsi, pour 1 > —-, la pulsation de résonance w,. vérifie :

W
2)\2 1 7
uT:@: 1_72:7 UJ%—2)\2
Wy \/ w; wo

d’ou il découle que :

w

Wy = W Si wgy > \/5)\
® 148 Concours de la Banque « Agro »

1. (a) Soit i le vecteur unitaire vertical ascendant, a partir duquel peut s’exprimer la
position du point M.

Q

Le point M est soumis a : u,
* son poids P= —mg i, ; ! T
« latension T du ressort, de longueur [, de longueur a vide [y, M

et qui s’allonge dans le sens de —1i, :

P
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T=—k(l—1lp) x (=) =k —lo) - (41)

En I’absence d’onde sismique, le ressort adopte une longueur [y, tandis que
I’équilibre de M se traduit par :

P+T=0=P=—k(l,—lo)d. = mg=Fk( —l) (42)

ce qui fournit immédiatement :

m
11:l0+79

(b) On repere la position du point M a partir du point @, tel que la longueur du

ressort vaut QM =1 :

OM = —l i, ¥

Or, la position du point P, par rapport a un référentiel
galiléen fixe, est repérée depuis un point O fixe tel

que OP = Z,(t) U, et on suppose le boitier B assez

rigide pour que le vecteur ]@ ne varie pas dans le
temps. De ces définitions, ressort I’expression de la

—
position OM de M repérée depuis le point fixe O :
— —
OM = OP + PO + QM = Z, . + PO — 11,

c’est-a-dire, en notant [(¢) = Iy — z(t) :

—
OM = Z, . + 2, + PC — 1, @,

Or, 1@, [ et u, étant constants, il s’ensuit que :
—
dOM

" = Zpil, + 21, = (Zp + %),

et, pour les mé&mes raisons, 1’accélération du point M dans un référentiel gali-
l1éen de centre O, est donnée par :

42001

T:(Zp"i'é)ﬁz

2. En présence d’une onde sismique, le point M est soumis a :

* son poids ? dont I’équation (42) a montré qu’il pouvait s’écrire :

P=—k(ly— ).

« la tension 7' du ressort qui adopte la forme de I’identité (41) :

—

T=k(l—1lo)i-

. -, dl
e une force d’amortissement : F' = f U U, avec :

dl o
l:ll—zéa:—ééf‘:—fﬁﬁz
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qui composent la résultante :

F = F4T+P=—fit.+k(l—1l)d—k(—1l)a.
= —fZu,+k(l—lL)u,avecl=1 —z
= F=(-fz—k2)i.

Or, dans le référentiel galiléen de centre O, la loi fondamentale de la dynamique

impose :
——
d*0M = 5y o . _
W:}- = m(Z,+2)u,=(—f2—kz)u,
k .
= é:—iz'——z—Zp
m m
k .
= é—i—iz—i-—z:—Zp
m m

D’une part I’énoncé fournit I’expression de Z,,(t) :

Z, = a cos(wt) = Z, = —aw? cos(wt)
et d’autre part, en posant :

k
wWop = —
m

il apparait que :

/ I [m /
= — —_ >\ —
2mwy  2m \ k = 2vkm

2)\W0:i:>)\:
m

Ce faisant le mouvement de M est décrit par I’équation différentielle :
%+ 2Xwp # + Wi 2 = aw? cos(wt)

3. Laréponse z(t) du sismographe est la solution de cette équation différentielle et se
décompose ainsi en :
* une solution z4(¢) homogene au second membre, ¢’est-a-dire qui se présente

sous la forme :
zs(t) = b cos(wt — ¢)

ou b et ¢ sont des constantes. Cette solution correspond au régime permanent
(encore appelé « régime sinusoidal forcé » par I’énoncé) ;

 une solution, z:(t), de 1’équation différentielle dépourvue de son second

membre :
B+ 2 Mo +wi 2z =0

L’équation caractéristique (en X') associée a cette équation différentielle :
X242 w0 X +wi2=0 (43)

admet pour discriminant réduit :

A =Nl —wi=wi (M —1)
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Or, le régime critique apériodique est atteint lorsque I’équation caractéristique
(43) admet une racine double X, auquel cas A’ s’annule :

AN=0=wi(NM-1)= =1
Dans ce cas, le régime transitoire critique, décrit par z;(t), s’écrit :
2(t) = (A + Bt) eXo?
ou A et B sont des constantes d’intégration, et ou :

Xo= Mg = —wgy = Zt(t) = (A aF Bt) e~ wot

4. (a) Le régime sinusoidal forcé z = z; = b cos(wt — ¢) désigne la solution homo-
gene au second membre de 1’équation différentielle :

24 2 wo £ + w2 z = aw? cos(wt)
et admet une image complexe z telle que :
Re{z} = z; = b cos(wt — @) z =belwt=9)

=
= i=jwbe@—%)
= i=—-widW9

2

Aussi, dans I’équation complexe : Z + 2 wq 2+ w% z = w?a et il est possible

de substituer les termes z, Z et Z :

(—w? 4 2\jwwo + wd) bl @i=?) = g2 elwt

c’est-a-dire :
(Wi — w? 4 j 2 wwg) be ¢ = aw?

ou encore, aprés simplification par w? :

2
<wg—1+j2)\wo> be i =q
w w

Cette identité complexe impose ’identité des modules des deux membres :
2 2 2
W, W,
\/(g—1> +4X2 2 xb=a
w w

1

a 2 2 2
\/<°’—g—1) +ax 8
w w

(b) Quelles que soient les valeurs de A, ce rapport admet pour limites :

lim <9> =0et lim <9> =1
w—0 a w—00 a

ce qui fournit alors :
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En outre, si I’on définit la fonction :

flu) = (u2 - 1)2 + 4)%u2 avec u = %

b . N .
le rapport — = devient extremum en méme temps que f(u) et ceci se
a

1
VI (w)

d
produit pour une valeur u,. de u qui annule d—f :
u

d
d—f =du, (u2 — 1)+ 8\ u, = 0= 4u, (u2 —14+2X?) =0
U Uy
Deux solutions apparaissent, dont u,, = 0 qui ne peut étre retenue car elle

N . wo . . .
correspond a une pulsation w, = — qui tend vers I’infini. En revanche, 1’autre
T
solution vérifie :

u? =1—2)\2
et ne peut exister que pour :

1 1
I-222>0= XM <=0 < —=~07

2 NG

. b
Ces calculs confirment I’absence d’extremum pour les courbes décrivant — pour
a
A=1letpour A\ =0,7:

5/a

0

Au contraire, lorsque A < 0,7 (ce qui convient pour la valeur A = 0,5), un
extremum apparait pour :

wo wo
Up =41 —-22 = = =11-2\2= w, = ——
Wy 1 —2)\2

1 1
En I’occurrence, pour \ = 3 =22 = 3 =0,5:

et, lorsque w = wy :
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Ces deux derniers résultats confirment finalement la courbe fournie pour
A=0,5:

5/a

——A=0,

(c) Le sismographe restitue fidelement 1’amplitude du mouvement de la pointe P
lorsque b = a, c’est-a-dire — = 1. Or, les réseaux de courbes obtenus précé-
demment montrent que, p()ucrZ toute valeur de A, ce résultat est obtenu pour :

w > wo

En outre, lorsque le sol commence a vibrer, le sismographe retranscrit le mou-
vement du point M : z(t) = z;(t) + z5(t), dont le régime transitoire retarde le
moment ot b ~ a. D’ou I'intérét de choisir le régime transitoire qui disparait le
plus vite, c’est-a-dire le régime critique pour lequel :

A=1
® 149 Lycée Poincaré, Nancy
1. Soit ¢ (t) la fonction définie par :
() = f(t) x g(t) = AB cos(wt + ¢) x cos(wt + ¢)
= 2B cos(d— ) + cos(@ut + 6+ )]

2

dont la valeur moyenne vaut :

t+T t+T
() (fg) = g—f {/t cos(¢p — ) dt —|—/t cos(2wt + & + ) dt}

AB
= 37 {cos(qS —p)x T+ i [sin(2wt + ¢ + <p)]§+T}

2
ou la définition de la période 7" = T conduit a :
w
[sin(2wt + ¢ + @)L = sin(2wt + 47 + ¢ + ) — sin(2wt + ¢ + ) = 0
Par conséquent :

(o) = () = 57 cos(s— ) @)
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Quant aux images complexes f et g associées aux fonctions f(t) et g(t), elles
doivent satisfaire aux conditions suivantes :

Re{f} = f(t) = A cos(wt + ¢) et Re{g} = g(t) = B cos(wt + ¢)

C’est pour cette raison que ces grandeurs sont choisies sous la forme :
f= A el wite) etg = Belwtte) — g = B e iwite)

Aussi, ,
fxg = AB&*=%) = Re {f xg"} =AB cos(¢ — )

ce qui, a I’aide du résultat (44), justifie que :
1 *
(fg9) = 5 Re{f xg"} (45)

2. Le point M se déplace selon la direction de « :

lM
P

* son poids P et la réaction R du support qui le maintient ;

et est soumis a :

¢ latension du ressort : 7' = —kx U ;
* la force de frottement : F' = — ¥ = — 2 21 ;

« la force d’excitation : F/ = Fy) cos(wt) @.

Sous I’influence de ces forces, M acquiert une accélération 7 = & « vérifiant la loi
fondamentale de la dynamique :

my = P+R+T+F+F
= miﬂ':ﬁ—i—ﬁ—kmﬁ—ﬁfvﬂ'—i—ﬂ)cos(wt)ﬁ
T

que 1’on peut projeter sur « :

1 k E
m;‘g:—kx—mi—i—Fa cos(wt):>9'é+fi“+*$=*0‘?05(°‘1t)
T T m m

soit encore :

N 2 Fy k
&+ — &+ wjx = — cos(wt) avec wg = 4/ —
T m m

3. En notation complexe, cette équation différentielle s’écrit aussi :

1 Fy |
Pt itwiz="—"e (46)
T m

ol z = X e(“!%) est I'image complexe associée a x(t) :

z(t) = Re {2} = X cos(wt + )
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On note égalementv = & = Vg cos(wt+¢) la vitesse de M, dont I'image complexe
v =V, Wt egtlide a z :

IE

v=i=v=jwXedW mjur s == = i =0 =jwld®t?

€

Ce faisant, I’équation (46) devient :

2
(jw + 1 + wo) Vo ol(Wt+d) _
T jw

jwt

Ey
—e
m

2
oo ) -
T w m

ou le membre de gauche contient un nombre complexe, de module :

1 21 2
o3
T 99,

2
w

et d’argument ¢ tel que : tany = 7 (w — 0) Par suite :

w

c’est-a-dire :

| b=y
VOZeJ(d’er’) — @ = FO
m Vo= —

Zm

. . N . . w
Dorénavant, on utilisera le parametre sans dimension ©u = — = w = uwy, de
wo
maniere a poser :

Fy 1
Vo = et tan ¢ = woT E—u

1, 1\°
m 2 +wy | u— 0
de sorte que : v Vo el @) Or, par définition, la puissance P que la force

F'" = Fy cos(wt) 4 exerce sur le point M, animé d’une vitesse ¥, est donnée par :

P=F .G=F xv= (P)=(F'v)

et, d’apres le résultat (45) :
1 . .
(P) =3 Re{F' xu'} on: F' = Fyel etu” = Vg eI (Wite)

C’est pourquoi :

F' xov* = RyVpe¥? = (P) = Fovo c

08 ¢

avec |

Vo = 2etcosqb:

1 5 1
m ﬁerO U*a
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Finalement, ces calculs montrent que :

En posant :

Fg

" 2mr fu)
également. 1 suffit dés lors de remarquer que :

la puissance moyenne : (P) devient extremum lorsque f(u) le devient

2
TEy

2m

(u—1>2>0:>f(u)>1:>(P><
u = /7_2 ~X

afin d’obtenir :
TFO2

(P) < (P)pys = =0

auxquelles

<P>max
2

4. Soient wy et wo les pulsations telles que (P(w1)) = (P(w2)) =
.. w1 w2 . y s .
sont associées les valeurs u; = — et uy = —, solutions de 1’équation :
wo wo

(P(w) = Do, i B

2
1 1 m
2 _
5T (”‘J] 27
2

1\° 1

1l serait possible de chercher les solutions positives u; et us de cette équation,
puis d’en déduire la bande passante. Cependant, 1’énoncé n’impose pas la dé-
termination explicite de u; et ug et ¢’est pourquoi il est aussi possible d’utiliser
une méthode plus élégante qui s’affranchit de cette détermination.

mT

On définit une fonction ) (u) par :

wmzﬁQwif—l

T2

dont on cherche les racines (solutions de I’équation ¢)(u) = 0).
Supposons que I’on posséde une de ces racines, par exemple us > 1, solution de
I’équation :

1\? 1
1/J(uQ):w§ (uz—> ——==0 47

(5 ’7'2
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Il apparait alors que :
1 , (1 S|
J— — _— = _— = O
¢(U2> 0 <U2 u2) 7

. 1 . . . . .
c’est-a-dire que — est également une racine de (). Or, puisqu’il n’existe que
U2

. o Lo 5 1
deux racines positives, — s’identifie nécessairement a u; : u; = — < 1. Il est
Uz Uz
. 1 . .
des lors possible de remplacer — par u; dans 1’équation (47) :
%)
1 1
2 2 2
wo (g —u1)" — = =0=(ug —u1)" = ——
0( 2 1) 72 ( 2 1) w(2]7_2
Or, le choix adopté pour ug > 1 = u; < 1 suffit a assurer que :
1 w2 w1 1

up—up >0 = up—u=—=>-"-——=—
woT wo wo woT

= Aw=wy—w; = —
-

Cette identité est fréquemment présentée sous la forme suivante :

Awx1T=1

® 150 Concours ENS Lyon et Cachan

1. Le référentiel d’étude est le sol, animé d’une vibration verticale Z; = Z cos(wt)
par rapport au niveau de référence Z = 0 d’un référentiel galiléen.

A
u
S sol
Zs[ l
"0 référence

Par suite, le référentiel d’étude possede une accélération :

4208 d

@ - ae [Zo cos(wt) il] = —w? Zy cos(wt) i

ol ¥ est un vecteur unitaire orienté selon la verticale ascendante. Un tel référen-
tiel, accéléré par rapport a un référentiel galiléen, ne peut donc pas étre également
galiléen.

2. Soit M le point de masse m fixé au ressort du sismographe, dont le mouvement est
étudié dans le référentiel terrestre li€ au sol.
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L T u
T, S M
______ M Z{P
_[O’ !
P )
_l_‘S’ _l§

En I’absence de vibration, ce point M est soumis :
¢ 2 son poids P= —mgu;
« alatension T du ressort, dont I’allongement se fait dans le sens de — :

T=-k(l—-1)x (@) =k(—1,)a
(48)

ou:
l4z=l=l=h—-—z2=>T=k(lh—z—1,)@
Notamment, lorsque M occupe sa position d’équilibre (¢ = 0), la résultante de ces
forces s’annule : L. .
P4+T=0=P=—k(ly—1l,)u (49)
Cependant, lorsque le sol vibre, le point M est également soumis a :

¢ la « force » d’entrainement :
. 4208 2 70 cos(wt)
—— =W cos(wt) u
dae? 0

fe = -
e 3 la force de frottement fluide : f = —AZ.
auquel cas son accélération (relativement au sol) 4, = Z @ vérifie la loi fondamen-
tale de la dynamique :
my=f+T+P+f.=>mii=-As0+T+ P+ mw®Zy cos(wt) @
ou, d’apres les relations (48) et (49) :
T+P=k(ly—z—1l)i—k(,—l)i=—kzd

= mi+Ai+kz=mw?Z cos(wt)

C’est pourquoi :
mi=—\%—kz+mw?Zy cos(wt)
A
= P+ =i+ —2=w?Z) cos(wt)
m m

mwo

On posera dorénavant :
k A wWo
=y\/—et—=—"=0Q=
o m ¢ m  Q @ A

de maniere a présenter cette équation sous la forme suivante
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. wo . 9 9 k mwg
Z4+ —24+wiz=wZy cos(wt)avecwyg =4/ — et Q) = ——
9) 0 0 cos(wt) 0=14/— Q \

3. Enrégime permanent, z est la solution homogene au second membre de cette équa-
tion, et présente donc la forme :

z = A cos(wt + ¢)

a laquelle on associe une image complexe :

z= A telle que z = Re {2}

Par suite :
Z=jwx AW o 5 = )2 x AW

peuvent étre remplacés dans I’équation différentielle :
wo

Q

zZ+ §+w§§ = w?Zyelt

- (‘wz g w3> AJCHD) = WP 7y
= {(wg —w?) +j wwo] Ad? = w27,
Q
Les modules des deux membres de cette équation s’identifient alors :

w2w? w? 2 w?
A \/(wg —w?)? + 7Q20 =w?Zy = A\/(wg — 1) + w2&2 =7

soit encore :

A= Zo oy =22 (50)
, , w2 w
En notant f(u) la fonction :
u2 Zo
Flu) = (2 1) + o = A=
Q* fu)

on constate que les variations de I’amplitude A sont liées a celles de f(u), et no-
tamment a sa dérivée :
df 9 2u B 1
@:2x2u(u —1)—}—@:41; <u —1+TQ2

qui s’annule pour une valeur ug de u telle que :

1
4UO (U(Q)—l-‘erQ):O

Deux solutions se présentent alors :
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. . 4. Wo . ,. .
* soit ug = 0, c’est-a-dire — = 0 ce qui signifie que w tend vers I’infini ;
w
* soit :

wW-l=———=ui=1-— (51)

qui n’admet de solution réelle qu’a condition que 1 > w, c’est-a-dire,
compte tenu de la définition de @ :

2

m km 1 A2
:>Q2:ﬁ>(

mawo k _km 1 _ A
m A2 202 2km

@==

Or, I’énoncé précise que A% < 2km, ce qui a pour conséquence :

)\2

1
1=——<1
2k’m< 2092 <

Ce faisant, I’énoncé assure I’existence de la solution :

_\/1_1_\/2622—1
YTV T T A

2
Up

@7

qui confere a f(u) sa valeur maximum f(ug) = (ud — 1) + que I’on ex-

prime aisément en utilisant les résultats (51) :

1 L 1y_ 1 1 1
fluo) = 4@4*@2( _2@22)‘4@4+Q2‘2Q4
1 1 1
= gty

L’amplitude maximum des oscillations de M vaut par conséquent :

7 2027, 2
Apy = ——2 = Ay — _2Q°7Zy POUT Wiy = M

f(uo) 4Q% -1 2Q? -1
En outre, I’expression (50) de A :

Z Z
A— o — o

2 2 2 2
\/(u2—1)2+g2 \/<:g_1> +w—§g?2

IimA=0et lim A= 2,

w—0 w—r00

révele que :

La représentation graphique de A en fonction de w découle directement de ces
calculs :
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Amax

0 wIHaX

4. L’amplitude est donnée par le résultat (50) :
A

w2 2 2
(e
w w22

Aussi, pour que I’amplitude A du mouvement de M soit voisine de celle, Zy, du

A=

. .. w
mouvement du sol, il suffit de choisir w tel que : =0 < 1, de sorte que A ~ Zj.
w

[k
L xw= k< mw?
m

Physiquement, ce résultat signifie que le ressort est assez élastique pour ne pas
mettre en mouvement M ; ce point reste immobile par rapport au niveau de réfé-
rence Z = 0, de telle maniere que z ~ Z;.

L’inégalité précédente peut étre considérée comme satisfaite dés que :

mw? =10 x k

Cette inégalité s’écrit :

ou w et la fréquence f des oscillations sont liés par :
w=2nf= 4n’mf? =10k

Quant a I’équation (49), elle révele que :

P=—k(l—1)d@ = mg=k(l—1,)

m
= h-l,==¢
avec : ) )
demf 59
k=" =21
o " 22 2

Dans la gamme des fréquences qui s’étend de 1 & 10 Hz, et en choisissant
g~10m-s~2 [; — I, doit étre choisi tel que :

25em <[y — [, £ 2,5m

Notamment, pour les basses fréquences (f ~ 1Hz), l; — [, devra prendre une
valeur proche de 2,5 m, ce qui rend un tel dispositif pour le moins encombrant.
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® 151 Concours des Mines-Ponts

1. Le point M est soumis :

* 2 son poids P=m g vertical ;

e alatension fl de la portion AM du fil ;
T est orienté selon M A.

¢ 3 la tension fg de la portion M B du fil ;
T, est orienté selon M B et présente la
méme intensité que le poids P’ = m’ §
qui s’exerce sur la masse ponctuelle si-
tuée en V.

Chacune de ces forces présente, en A, un moment calculable dés que I’on s’est fixé

un vecteur unitaire &, perpendiculaire au plan de la figure et orienté dans le sens de
I’augmentation de 1’angle 6.

* Pour le poids ]3, ce moment vaut :

Mu(P) = AM AP =AM x P x sinyk = My (P) = mga cosOk

carvzg—9:>sin7:cos&

e Pour la tension 77, colinéaire a

Ma(T) = AM AT, = Ma(T) =0

MA:

+ Le moment de 75 en A est défini par :

Wn(Ty) = AV AT = — |8 < T sn 7

o : | 2] = |7 =
= AM = a), auquel cas o =  a pour conséquence :

= m/g. En outre, le triangle (ABM) est isocele (car

a+5+9—7r:>2ﬂ+0—772>5—§ Z#sinﬁzcos(i)

C’est pourquoi :

2. Le point M est soumis a une force résultante : F = T} + Th, dont le moment
en A vaut :
- —_— L L L
My = AMNANF=AMANP+AM NT, + AM NT5

I
3
Q
IS
o
o
1]
S
=
Q
IS
o
)
w

7 N
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Aussi, le point M est a 1’équilibre si My =0 (ce qui conditionne 1’absence de
rotation de M autour de A), ¢’est-a-dire :

m cos@ —m' cos (g) =0

avee |

1 2 0
cos’ x = Jrc%(x) = cos(2x) = 2 cos’x — 1 = cosf = 2 cos? <2) -1

Par conséquent, 1’équilibre de M impose 1’équation :

2m cos? (Z) —m' cos (g) —m=0

que I’on peut aussi présenter sous la forme d’une équation du second degré :
2 / ¢
2m X —m' X —m = 0 avec X = cos 3

dont le discriminant :
A=m"?+8m2>m? (52)

génere deux solutions :

m’—l—\/ZetX _m’—\/K
mTvae = V=

4m 4m

X =

Or, I’inégalité (52) : A > m'? révele que X; > 0 tandis que X3 < 0. Et puisque 0
est nécessairement compris entre 0 et 7, cela impose :

ge [O,g]éX:cos(g> >0

Ce résultat a pour conséquence le rejet de la solution X5 au profit de la seule solu-
tion :

4m 4m

m + VA (9) m' + vVm'? + 8m?
Xi=—F—— = cos 5l =

0 . . .
Enfin, cos (2) étant majoré par 1, cette solution n’a de sens que si :

/ 12 2
mot T + 8m <1 = Vm?+8m2<4m—m'
m

= m” +8m2 < 16m? — 8mm’ +m’>
= 8m?—8mm' >0=8m(m—m')>0

soit encore :
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® 152 Concours Centrale

1. L’axe OC tournant autour de O avec une vitesse angulaire wy, il convient de tra-
vailler dans le référentiel (R) tournant avec une vitesse angulaire wp autour de O,

. R e .
et auquel on peut attacher une base polaire (C’, €r, €y, k) telle que CM = a €.

®d

On note alors Wy = wo k le vecteur rotation de (R) par rapport au référentiel gali-
léen de départ. Dans (R), le point M est soumis a :

e laréaction: R = —R €, du support circulaire, de rayon a et de centre C';

¢ la « force » d’entrainement liée a la rotation de (R) :

fo = mw? OM = muw? (o? + CM) = fo = mw? (o? +aé,)

« la « force » de Coriolis liée 2 la vitesse relative : 7, = a ¢ & de M dans (R) et

—

au vecteur rotation Jy = wq k :

0 0
ﬁ:f2m@'0/\{)},:72m 0|A|ad :\ﬁ:Qmwoaéé}
wo 0

2. Les moments de ces « forces » en C' sont définis par :

Mc(ﬁ)zm/\ﬁzﬁcarmﬂﬁ

Me(f) = CM A, =mw? | CMAOC +CMACM
=5

= —mwg HE\?H X HO?H X sin (5]\7,0?) k

= —mwia®singk

Me(fe) =CM A f (aé.) A (chuoa(ﬁé;) = 2ma’wyd €, A E,

=0

Aussi, la résultante F' = R + f, + f. . de ces « forces » a pour moment, en C':

zl

f+CMAfC = Mg =—mw?a®singk
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Quant au moment cinétique de M en C, dans (R), il est défini par :
- 7 - ~ - P
Goc=CM A (m7©,) =aé, A(madép) =ma? e, Aé

—

soit, en remarquant que €, A €¢g = k :
s
oc =ma” ¢k
3. D’apres le théoréme du moment cinétique, la variation de &¢ est liée a M :
d 9 5 9 9 . -
—=Mc = T (ma qbk) = —mwja” singk
207 _ 22 .7
= ma” ¢k =—mwja” singk
Aussi, ce théoreme fournit-il I’équation du mouvement en ¢ :

¢+ wl sing =0 (53)

4. Les positions d’équilibre de M relativement & (R ) sont repérées par les valeurs de ¢
qui assurent I’immobilité de M dans (R), ¢’est-a-dire les valeurs de ¢ qui annulent
¢ Compte tenu de 1’équation précédemment établie, ces angles sont solutions de
I’équation :

w% sing =0=sing =0
* En ¢; = 0 apparait ainsi une position d’équilibre. Soit ¢ I’écart par rapport a
cette position d’équilibre : ¢ = ¢1 + ¢ = ¢, ou ¢ est suffisamment petit pour
que sin ¢ s’identifie a ¢ :

sin¢:sinszaet¢:s:><i§:é

Aussi, I’équation du mouvement (53) :

E+wie=0

admet des solutions sinusoidales de pulsation wq et c’est pour cette raison que :
¢1 = 0 coincide avec une position d’équilibre stable

* ¢o = 7 est également une position d’équilibre car sin ¢ = 0. En notant ¢
I"écart par rapport a cet équilibre : ¢ = ¢ + € avec |¢| < ¢2 = 7, un dévelop-
pement limité de sin ¢ fournit :

sin¢ = sin(m +¢) = ginw +e cosm = —¢
=0 =1
et ’égalité ¢ = o + € = (b = ¢ transforme I’équation (53) :
(iéerS sin(b:():\é'fwge:()

Cette équation différentielle admet une solution générale :

—wot (p1 et po sont des constantes)

t
e=p1e” +pge
qui révele que ¢ s’écarte rapidement de ¢o, ce qui signifie aussi que :

¢2 = 7 correspond a une position d’équilibre instable.
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® 153 Concours de ’E.N.S.

1. Le point M est soumis a :
« la tension 7T de la ficelle, orientée selon M (3 ;
* son poids P=m g dirigé selon la verticale descendante ;

« 2 la réaction R du plan incliné, telle que :
R=Rkavec R = HﬁH

et ol k est le vecteur unitaire directeur de I’axe A, dans le sens de ’augmenta-
tion de ¢.

Ces forces peuvent étre représentées sous deux vues :

A
N k®
B 13

M
g 0,

/ lﬁ\\

€
Vue de coté Vue de dessus
qui permettent d’en dégager les caractéristiques.
.3 - - R R
e Latension T est colinéairea OM =le¢, : T = —T é,., de sorte que son moment

en O vaut :

—

Mo(T)=OM AT =0 = MaA(T) = Mo(T) - k=0 (54)

« La réaction R est colinéaire 2 k, ce quia pour conséquence d’annuler le produit
vectoriel : B A k = 0. Or, le moment de & par rapport a ’axe A est défini par :

Ma(R) = (OM A E) F
c’est-a-dire, aprés permutation circulaire des vecteurs :

Ma(R) = (E A E) OM =0 (55)
NS

0

* Soit €, le vecteur unitaire directeur de la ligne de plus grande pente du plan
incliné, le poids P a pour composantes (voir le schéma représentant la situation
vue de coté) :

ﬁ:PsinHe}—PcosGE:mg sinf &, —mg cos Ok
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Quant au vecteur position de M : OM = [é,., il conduit a la définition du
moment de P en O :

Mo(P) = OT%/\ﬁz(lé})/\(mgsin&é’m—mgcosﬁlg)
= mglsin&e”r/\e}fmglcosﬂeﬂ,,/\l;

= —mgl sinf sinqu—mgl cosO&, Ak

d’ ot est issue I’expression du moment de P par rapport a A :

Ma(P) = Mo(P) -k = —mgl sinf singk - k — mgl cos (é'TAE)-I;

. Lo L2
D’une part le vecteur k est normé : k - k = ijH = 1 et d’autre part :
(é},/\lz) Lk= (é}/\l_c) k=0
Il reste finalement : .
MAa(P) = —mgl sin 6 sin ¢ (56)
Le point M est ainsi soumis a une force résultante :
F=T+R+P
dont le moment en O est défini par :
Mo = OM ANF=0
= Mo(T) + Mo(R)
et celui par rapport a A vaut :
Mpa = Mo -k=Mo(T) k+ M
= Ma(T)+ Ma(R )+MA( P)
ou les termes du membre de droite sont fournis par les résultats (54), (55) et (56) :

Ma(T) =0
Ma(R)=0 = Ma = —mgl sinf sin ¢
Ma(P) = —mgl sinf sin ¢

En outre, si €, désigne le vecteur unitaire orthoradial de la base (O, €r, €, E), la
vitesse du point M, en rotation autour de O, s’exprime par :
—
. dOM lpe
v=———=1¢e¢
dt ¢
et définit le moment cinétique de M en O :
— . . .o
Go=0MANmT=(L&)N(mlg)éy=mi*p& Ney=ml*dk
C’est pourquoi le moment cinétique de M par rapport a I’axe A vaut :

aAzﬁo-gzml2q5
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En outre, le théoréme du moment cinétique relie M A a la variation de oa :
doa

i =Ma = mi®>d=—mglsind sin¢
= é—}—%sin&xsin(bzo

Les oscillations étant de faible amplitude, la fonction sin ¢ peut étre assimilée a son
développement limité d’ordre 1 :

sin¢2¢:>é+%sin9x¢:0
Cette équation différentielle peut aussi se présenter sous la forme suivante :

P+ xp=0
et admet une solution sinusoidale de pulsation :

Q:,/‘(llsinﬂ

® 154

Lycée Poincaré, Nancy
1. L’équation cartésienne de la trajectoire de P fournit :

dy dx de y dy
2
=2pr=2y—=2p—=> — == —

V== =P g7 pa
ol la définition des composantes v, = & et v, = y conduit a :

Y
Vg = = Uy 57)
p
Aussi, la contrainte imposée a v, et v, par I’énoncé : v2 = 2q v, s’écrit

2

2
Y 2qp
?vy:2qu:> Uy = ?
de méme que le résultat (57) devient :
2qp? 2
vx:y’l}y:gx qgévz:ﬁ
p p Y

. Dans le référentiel galiléen R (O, é,, €,, €), le point P a pour vecteur position :

Oﬁ:xe}ereﬂy

et pour vecteur vitesse :

doP

x
ﬁ:T— Yyl = | Uy
0
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¢’est pourquoi son moment cinétique en O vaut :

T m Uy 0
oo = O?/\T/': y|A|[mo, | = 0
0 0 m(xvy —yuvg)

= m(zv, —Yyv,)E,

ol v, et v, ont été déterminés dans la question précédente :

2qp? 2
Eo:m<x>< q}; — qu) e
Y Yy

et ou y2 = 2pzx, conformément a I’énoncé :

2qp? 2qp\ - .
oy " YX ) E=m (qp — 2qp) €. (58)
P y

o = m (33 X
= 0Jo=-—mpqe, (59)

3. (a) Les composantes v, et v, de la vitesse de P conduisent a celles de son vecteur
accélération ¥(7y, vy, 0) :

dv, d (qu) _ 2pq " dy

T T g t\ Ty y2 Cdt
2pq _2pq _ 2p%q
= T2 NWT e X e
) Y )
4 3.2 4 3.2
_ p4q _ p6q « 4
Y Y
Or, la parabole décrite par P a pour équation cartésienne :
4.2
y2:2px:>%:—p6q X x (60)
Y

De méme, la composante -, est définie par :

o= oy d 2%\ _ _4p%¢  dy
Y At dt \ g2 3 dt
p*q g 20° _ &l¢?
= _—— U, = — = —
y: Y vy y°
que I’on peut aussi présenter sous la forme :
8p*q?
T =TT Xy (61)
Ce faisant, les expressions (60) et (61) conduisent a celle de 7 :
- sp'e® L 8¢t 8p*q® L
vy = - i xem—yiﬁxyey:—yiﬁ.x(xegg—&—yey)
8 4 2
e o

Y
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De plus, le référentiel R étant galiléen, 1’accélération ¥ tire son origine d’une
force F' soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

. - 8 4 2
Fe=my= F=-"L21 . 0p
y

(b) Par définition, le moment de Fen O vaut :

. . 8 4 2
Mo = O.F’)/\F:—%Gq « OD A OD
Y
= ./\20 = 6
(c) Le théoreme du moment cinétique précise que :
- ddo
Mo =5

ou le moment cinétique est exprimé par le résultat (59) :

Finalement, le théoréme du moment cinétique confirme la valeur de M trou-
vée a la question précédente.

® 155 Lycée Bellevue, Toulouse

1. Le point B est soumis, dans le référentiel non galiléen R’, & :
* son poids P ;
* la réaction R 9u pl_zfm; étant donné que le mouvement de B s’effectue dans le
plan O’z'y’, R et P se compensent :
R+P=0
« la tension 7 de la tige, orientée comme B—1>4 ;

* la « force » d’entrainement f, liée au caractere non galiléen de R’, dont I’ ori-

e
. L d“0OA -
gine A a pour accélération constante gz 0=t Cette « force » est
définie par :
—
- d?0A . >
fe=-—m—g5- = -"magé = fe=|fe| =mao (62)
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Remarque — L’absence de rotation de R' par rapport a R justifie I’absence de
force de Coriolis.

Sous Iinfluence de la résultante F = P+ R + T + f;, le point B tourne autour
du point A, par rapport auquel on peut calculer le moment M 4 :

My = A_B>AF:,@A(13+E>+E/\T”+EAJ§

=0
= @Aﬁcarﬁ“fi/ﬁ/\fzﬁ

Le vecteur unitaire ¢, est orienté dans le sens de 1’augmentation de 6 et est direc-

teur de I’axe A. C’est pourquoi ce vecteur unitaire (perpendiculaire a 1@ eta f;
simultanément) peut étre utilisé pour calculer :

Ma=ABAJ = —AB X f. x sinfé.

soit, en utilisant le résultat (62) :

{ ieB::mgo = ./\7lA = —mLag sinf e,

De ce moment vectoriel se déduit celui, M a, des forces par rapport a A :

—

Ma =My -, = Ma =—mLag sinf

2. Soit (€, €y, €, ) la base cylindro-polaire dans laquelle E =Lé,.

Dans cette base, le vecteur vitesse de B a pour expression :

—dﬂ%—w’*
a v

17:

d’ou est issue celle du moment cinétique de B (de masse m), en A :
Fa = ABAm#= (L&) A (mL6é)
= mL?0¢, Néy =mL?0¢,
Le moment cinétique de B par rapport 3 A : op = G4 - k = mL?0 est lié au
moment de F' par rapport a A, conformément au théoréme du moment cinétique :

d . .
% = Ma = mL?*0 = —mLag sinf = L= —ag sinf
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En désignant par w = 0 la vitesse angulaire de B dans R’, I’équation différentielle

précédente s’écrit :
dw
L — = —aqagp sinf
dt 0
que I’on peut multiplier de part et d’autre de 1’égalité par w (ou —, ce qui est

équivalent) :
d de
Lwﬁ = —ag sinf x T
De cette maniere apparaissent, dans 1’équation différentielle, les dérivées
dw 1 dw? df  d(cos®)
=—-—et —sinf — = ——=
dt dt

a2 at

ce qui conduit a :

L dw?  d(cosf) N
2 ar T

L d
( w2> = a(ao cos )

W

d
dt
L
= 3 2=agcosb+ K

ou K est une constante déterminée par les conditions initiales : a la date t = 0,

I’angle 0 prend la valeur T tandis que w = 0 (B est immobile)

L
= x (0)? = ag cos

5 (2)+K:>K_O

Finalement, la vitesse angulaire w vérifie :

2&0

L
50.12 =aqag cosf = w = %4/ — cosb
PP . . do ., . -
4. La définition de la vitesse angulaire : w = T associée au résultat précédent,
conduit a :
do 2&0
— == 0
dt T

do
et, puisque 1’angle 0 est amené a décroitre, q est négatif, de sorte que :

2 2
\/ 4o cosl =/ — ao dt =
Vcos 6

us . N .
A ladate t = 0, 6 vaut —, tandis qu’a la date 7, 6 devient nul, en conséquence de
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quoi :
2& /‘r o - /O do B /2 d6 _,
L Jo x/2 Vcosl o Vcosf
/ 20,0 o - L
= T xT=1= 7=1 2a0
® 156 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Lorsque la tige est écartée d’un angle 6 par rapport a la verticale, le point M est
soumis a :

. sonpoidsﬁ: mg;
« la tension F de la tige;

o =
e latension T' = —k AM du ressort.

(a) L’axe A est orienté a I’aide d’un vecteur unitaire @ directeur, grice a la régle
de la main droite : les doigts tournant dans le sens de 1’augmentation de 6, le
pouce est orienté comme .

— .
En outre, I’angle entre les vecteurs OM et P valant 0, il s’ensuit que :
- = — o
Mo(P)=OM AP =—-L xmg xsinfd

Le signe négatif qui apparait dans cette expression rend compte de la tendance
que présente le poids a faire décroitre 6.
Par suite :

-

Ma(P) =i Mo(P) = —mgL sin 6

o
= -
(b) Le ressort exerce sur M une tension T = —k AM.
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dont le moment Mo (T') est défini par :

—

Mo(T) = OMAT =OM A (—km) = —kOM N AM

- —kO_J\f/\(EJrO—J\f):—kO_J\J/\A — kK OM AOM

— _LOMAMAO =kOMAOA

—
Aussi, en appelant o = 0y — 0 1’angle entre les vecteurs OM et OA :

Mo(T) = kOM x OA x sinaii = kL x OA sin(6y — 0) x @

Or, le schéma précédent révele que :

OA xsinp=D = 0A= ,D
sin Oy
o kLD . .
= Mo(T) = S, sin(fy — 6) 4
N /\;lo(f) _ LD sin 0y COSQ'— sin @ cos -
sin 0
L sin 6
T)=kLD 50 — 78
= Mo(T)=k (cos@ tan90> 0

avec ©

tan 6y = = Mo (T)

~l o

kLD (cos@ — % sin 9) U
= (kLD cosf — kL? sinf) i
ce qui conduit a I’expression du moment de T par rapport a I'axe A :
Ma(T) =@ Mo(T) = kLD cos — kL? sin 6
2. Le point M étant soumis a la tension T du ressort, & son poids P etala tension F

de la tige, la force résultante f =P+T+Fa pour moment :

- —_—
Mo

Par conséquent, le moment résultant des forces par rapport a A s’écrit :
Ma = Mo-k=Ma(P)+ Ma(T)
= —mgL sin@ + kLD cosf — kL? sinf

expression dans laquelle peuvent étre regroupés les termes sin et cos 6 :

Ma = kLD cosf — L (mg+ kL) sin 6 (63)
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Lorsque le point M est en équilibre, I’angle 6 prend la valeur 6. qui annule M4 :
kLD cosf. — L (mg+ kL) sinf. =0 = kD cosf. = (mg + kL) sinf, (64)

ce qui fournit I’angle 0, :

kD
tan 0, = mg+ kL (65)

3. (a) Lorsque M n’occupe pas la position d’équilibre, I’équation (63) prévaut :
Ma = LkD cosf — L (mg+ kL) sin6

tandis que I’identité (64) fournit :

kD cosf. = (mg-+ kL) sinf,
sin 6,
= kD = (mg+kL) —
cos 0,
in 6, 0
= Ma =L(mg+kL) 22 °®% [ (mg + kL) sin6
cosf,
soit encore :
kL
Ma = L mg + kb (sin 6, cos® — cosf. sinf)
cos b,
kL
— Lx MITER G, —6)
cos 0,

En outre, le point M étant susceptible de tourner autour de A, le théoréme du
moment cinétique indique que :

.. mg + kL

Ma=mL? = mL?6=1 sin(f, — 6)
cos 0
.. kL
= mLi+ IR G —6,) =0
cos 0,
s mg+kL B B
= 9+7mLC0506 sin(@ —0.) =0

soit, en notant € = 6 — 6, I’écart par rapport a I’angle d’équilibre :

mg + kL

=0, +c=>0=c=0=;=EF+ sine =0

mL cos0,

et notamment, si cet écart est assez petit, sine ~ ¢ autorise a linéariser cette
équation différentielle :

mg + kL
mL cosf,

(b) L’équation précédente admet une solution sinusoidale qui montre que
0 = 0. + ¢ oscille autour de sa valeur a I’équilibre, avec une pulsation w telle
que :

9 mg+kL_mg—|—ka 1

mL cosf.  mL cos 0,
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1

Or: —— =1+ tan? 6, o tan 6, est établi grace au résultat (65) :
cos? 0
kD
tan 6, 7mg L
N 1 - k*D*  _ (mg+kL)> + k*D?
cos? 6, (mg + kL)? (mg + kL)?
N o V/(mg +kL)? + k2 D2
cos . mg+ kL

Ce faisant, la pulsation w vérifie :
2 mgtkL v/ (mg +kL)2 + k2D?
n mL mg + kL
V/(mg + kL)? + k2D?
Vm2L2
(mg + kL)? + k*D?
m2L2

1/4

= |lw=

® 157 Lycée Camille Guérin, Poitiers

En coordonnées polaires, le vecteur vitesse du point M s’écrit : ¥ = 7€, + 70 éy et,
notamment, si M décrit une trajectoire circulaire, r prend la valeur constante r :

T=roféy = v=rylf (66)
De plus, en vertu du théoreme du moment cinétique :

dé _
%:O—]\f/\Favecﬁo:O—J\)/[/\mff

— = C L.
Or, OM et F étant colinéaires :

—_— L L
OMNF=0=——=0=dp =cteé

Aussi, le moment cinétique oo de M en O demeure constant au cours du mouvement :

o =7 . - LS
cdo=mOMANU=mry N vy =

s
‘OM/\ﬁ

= [|7o A To||
et, dans le cas d’'un mouvement circulaire, le vecteur vitesse (tangent a la trajectoire)
est toujours perpendiculaire au vecteur position OM et ¢’est pourquoi :

HO—]\>4/\17 =0OM xwv

= ToUV =TogVyg = UV = g
||7?0 /\170” =170 X Vg
ce qui donne a I’équation (66) la forme suivante :

. . U . V,
v0=r0\9|:|9|=i:92=72 (67)
0
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Enfin, I’accélération du point M, purement radiale :
7= (i-r6) e

est soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

—7r0 62 €, pour

my=F = —mro6?e. = F(r)é, = F(

c’est-a-dire, en tenant compte de 1’identité (67) :

® 158

1. En coordonnées polaires, I’accélération de M est don

= 1rg = Ccte

—mrg 62

r)

née par :

= (i =rd®) &+ (200 +76) &

Chapitre 5

Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

et cette accélération est proportionnelle a la force F' qui s’exerce sur M, en vertu

de la loi fondamentale de la dynamique :

mﬁf:ﬁém (%—rt@z) €. +m (27’"9+7’(9') ég=F

Or, si I est une force centrale, elle est colinéaire au vecteur radial &, :

—

F=Fe.=m
d’ol découlent deux équations :
m (ffrﬁa) =Fetm (27"9+

La seconde de ces équations s’écrit aussi :
270 + 10 =0avecr =rge ¥ =y =

soit encore :

2 X (—aroe_aexé) x0+rpe@xl=0=-2ax60>+0=0

En posant w = 0, cette équation devient :

(ffréQ) & +m (21"6'+ré) & =F&.

ré)zO

—arge” " x 0

(68)

(69)

dw dw 1 dw
— 2 _— = _— = 2 —_—— =
2aw” + i 0 T 2aw* = CRrT 2a
d /1 1
de (w) “= w et+b

ol b est une constante que 1’on ajuste a la valeur intiale de =w:at= 0, w = wo,

ce qui se traduit par :
Wo
1—2awpt

1
—2at+ — = w=
wo

do wo

E: 1 —2awgt

(70)
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Une nouvelle intégration fournit alors la fonction 6(¢) :

1
0(t) = ~35 In (1 —2awpt)+c

ou la constante c est également accessible a partir de la connaissance de la valeur
f=0aladatet=0:

1 1
0=—5- In(l)4+c=c=0= G(t)z—% In (1 — 2awg t)

a

2. Etant donné que r = ro e, et compte tenu de I’expression précédente de 6, on

obtient :

1
T =T exp [2 In (1 — 2awy t)} =rg exp [ln (1 — 2awq t)1/2

soit encore :
r=ry (1 — 2awy t)1/2 =rov/1 — 2awp t

3. La force centrale F = F (r) €, présente une valeur algébrique vérifiant la premiére
des deux équations (68) :

F=m (f—r92>

ou:
2 2
/2 —Trpa‘wg

/ .
=fi=—" "
(1- 2aw0t)3/2

r=ry (1— Qawot)l 2= = —roawp (1- 2aw0t)_1

et, conformément au résultat (70) :

. UJO
6 = ——
1 — 2awpt
En tenant compte de 1’expression de r :
r2
1 — 2wot = paren—
To
ces relations deviennent :
4.2 2 2 4
.. roa‘w < W . woT
P=— et =20 = P = 250
r r r

De la loi fondamentale de la dynamique, il ressort alors que :

F(r)=m (7’477"0‘2> = F(r):_M

3
) dE, e :
4. Compte tenu du résultat de cours : O - —F(r), I'énergie potentielle E,, asso-
r
ciée a I vérifie :
dFE. m (14 a?) wird m (14 a?) wird
bl )00:>E———( )Oo+cte

dr 73 2 4rd
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® 159 Lycée Champollion, Grenoble

g =y - .
1. La force f étant centrale, elle est colinéaire & OM, ce qui annule son moment en
O:
o —_— - —_—
Mo=0OMAf=0car OM || f
Or, le théoréme du moment cinétique prédit que :
déo - dr

- —
I =Mp=00udp=0MA mﬁetﬁza

ce qui signifie que 6o est constant. Ainsi :
- Yy N —
cdo=0MANmMU=0OM 1L 5o = OM 1 cte

PR o . S A
ce qui révele que tous les rayons-vecteurs OM sont perpendiculaires a une méme
direction (celle de 6p) ; le mouvement est plan.

N - R km ., , . .
2. Alaforce f = fé.,ouf=— est associée une énergie potentielle £, telle

rd’
que :
dE, km km
dr ! 75 P 4 +

ou K est une constante déterminée par la valeur supposée nulle de E, lorsque r
devient infini :

km

. . km
lim (E,) =0= lim <4T4+K)—0:>K—O:> By=-77

T—00 r— 00

. - Y - N Iy -
3. La queston 1. a établi que 6o = OM A mu est constant, ou la position OM et la
vitesse ¢ ont pour composantes, en coordonnées polaires :

— o s o i
OM =reé,.etv=1r¢é.+r60eéy

Il s’ensuit que :

dgo = (ré.)A (mi“ &, +mrf éb) = mri €, A€, +mr20E, A&y
N——
=7
= 0o =||do| = mr?lcar ||é, A&l =1

S o o S
En outre, a la date t = 0, OM et ) étant perpendiculaires :
- e - > ST
do =0OM AN miy=axXmugk = oo = mavgou k = €. N €
de telle maniere que :

: - df  ay
2 0

mr<0 =mavy = 0= — = — 71
0 et r? 7
Quant a I’énergie mécanique de la particule, sa conservation dans le temps est une
conséquence immédiate du caractere conservatif de la force f. De plus, I’énergie
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cinétique de la particule vaut :

C’est pourquoi :

1 . ; km
Em:Ec‘FEpé E :§m (’r’2—|—’r‘292)—m:cte

4. Du résultat (71), il ressort que :
dr dd dr avg dr

_— = — X — = — —
dt dt do 2 do
de sorte que :
1 9 949 1 a*v} (dr 2 , a?v
Bo=gm (P 4r28) =gm |52 () +7 x5
ce qui conduit a une nouvelle expression de 1’énergie mécanique :
B, —ma% |1 (dr\® L km
2r2 r2 \ df 44

Or, cette énergie mécanique étant constante, elle conserve en permanence la valeur
qu’elle prend aladatet =0 :

1

T2

5  km
mug — —

K,
4a*

ce qui signifie aussi que :

matef |1 (dr\® | kmo L, km
272 r2 \ dé 4t~ 90T A

soit aussi :
a2v? [ 1 [ dr\? k k
— e 72
2 || < d0> * ort — 07 944 (72)
. T o M

5. Le point M appartient a un cercle de diametre

OA = a, auquel cas le triangle (OM A) est rec-

tangle en M. Par conséquent, ce triangle définit : 0 A

C089207M2i2> r=a cosf
a

OA
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. . . dr : .
6. L’expression précédente a aussi pour corollaire : 0 —a sin §, ce qui affecte a
I’équation (72) la forme suivante :
2,2
a“vg 1 9 . 9 k 2 k
xa“sin®0+1| — ——— =v5— =3
a? cos? 6 | a? cos? 6 2a* cos* 6 0 2¢4

c’est-a-dire :

2
UG 9 k 9 k
tan“0+1) - ——— =vj — —
cos? 6 ( ) 2a% cost 0 0 94
ol ’identité : 1 + tan® 0 = 5 conduit a :
cos

v k_2i:>2L1_iL1
cost®  2a* cost =Y 2a4 Yo cost 0 " 2a* \ costd

soit, finalement :
v = K = yy= ! \/E
07 944 PR

L’homogénéité de ce résultat se vérifie aisément a partir des expressions de 1’éner-
gie cinétique et de 1’énergie potentielle initiales :
km

1
EczimvgetEp:—@

qui présentent, évidemment les mémes unités :

Bl-(5) » [M8) - []

= [m] x [uo]? = [m] x Lﬂ
= [uo :[ ﬁ]
® 160 Concours Polytechnique

1. Etant donné que la vitesse 7, de P en P, est nulle, le moment cinétique
o = OPy N\ mvy est également nul, ce qui signifie que le mouvement de P est
purement radial ; son vecteur vitesse s’écrit simplement :

sodro e (A
T T

> GM
En outre, a la force gravitationnelle f = f e, (avec f = — 2m) est associée une
r
énergie potentielle E, telle que :
dE dE GM GM
L m:>Ep:— " K
dr dr r2 r
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ol la constante K est choisie nulle afin d’annuler arbitrairement £, lorsque r de-
vient infiniment grand.

Ce faisant, les expressions de F. et de I}, conduisent a celle de I’énergie mécanique
FE,, de P:

1 dr\? GMm
E =FE.+FE E - -
m et Ep = Em 2m<dt) r

2. Sous I'influence de la seule force conservative f, I’énergie mécanique du point
matériel est constante et conserve ainsi sa valeur au point P :
1 5 GMm GMm

Emzimvo_ - T carrg =4Retvg =0

Il s’ensuit que :

1 dr\? GMm GMm dr\? 11
2m<dt> T, T am T (dt) 2GM<T43)

dr 4R —r
E = +V2GM iRr

Enfin, la force f est orientée de maniere a faire décroitre la distance r = OP, ce
qui se traduit par :

dr dr 4R —r
E<O:> a——V2GM ARr

3. L’équation précédente s’écrit aussi :

4
VIGH dt = | o dr
4R —r

et, puisqu’a la date ¢ = 0, r prend la valeur vy = 4R tandis que r = R aladate 7 :

T R R
\/QGM/ dt:—/ N e L N Y6 T VS Ry
0 AR 4R —r AR 4R —r
(73)

L’intégrale du membre de droite peut se calculer aisément en effectuant le change-
ment de variable suivant :

r = 4Rcos2x:>4R—r:4R(l—coszx):4Rsin2x
= dr = -8R cosz sinx dx

En outre, lorsque r = 4R :

AR=4R cos’z =z =0
alors que pour r = R :

R =4R cos®z = cosz =

N | =
w3
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C’est pourquoi :

2,
2GM 1T = / 1/4RX4R cos x 8R cosx sinx dx
4R sin’ z

w@RxSRAﬂ wbmdx—l&//mml+ab2wdm
_ 8W{ 2[sm(2x)] }—sf{ QSIH(?)}

- &ﬁ@<ﬂ+v§>i>728 1 <Z+X§>

3 4 2GM \ 3 4
® 161 Concours ENSTIM
1. Le point M est soumis :
* ason poids P= —mgeé,;
e alatension T = —k (1 — ly) &, ;

« alaréaction & du plan horizontal ; le mouvement de M s’effectue dans ce plan,
ce qui trahit la compensationde Pet R: P+ R =0
Finalement, le point M est soumis a la force résultante :
F=T+P+R=T
——

=0

de sorte que la variation du moment cinétique Lo de M en O est liée au moment
Mo de F en O, conformément au théoréme du moment cinétique :

dL

dL - 4_> - L
-9 OM AT = Tf:OcarOMHT

Cdt =Mo

L annulation de —2 montre que Lo ne dépend pas du temps ¢, en d’autres termes

Eo est constant.
2. (a) Par définition, le moment cinétique fo s’écrit :

Lo =FAmi (74)

ou la position 7 et la vitesse v de M s’expriment, en coordonnées polaires, par :

—

r=re.etv=1¢ +rbey

Ce faisant :
I_:O =(ré,) A (mf“é}+mr9é’9) =mrié. Aé.+mr20eé. Aéy
ou:

e-Ne.=0 . .
= Lo=mr?0¢e, (75)
E.N& =&,
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que I’on peut aussi présenter sous la forme suivante :
Lo =1Lé, avec L =mr?0

Or, étant donné que Lo est constant, I’expression (74) prévaut aussi a la date
t=0alaquelle ¥ =1l €, et ¥ =Ty = lhwe,:

Lo = (I1 &) A (mlyw €,) = mliw e, A é,

soit encore :

€ NEy =& = Lo=mlwé, (76)
(b) La tension T=—k (r —lp) €, est associée a une énergie potentielle élastique :
1

E,, = 5k(r—zo)2

De méme, au poids P=m g est associée une énergie potentielle de pesanteur
E,, qui ne dépend que de Ialtitude, au demeurant constante. C’est pourquoi
E,, est constant et prend une valeur que I’on peut choisir arbitrairement nulle :
E,, = 0. Aussi, I’énergie potentielle de M :

By = Ep. + Ep,
s’écrit simplement :
1
E,=E,, zik(r—lo)z

(c) Le poids et la tension du ressort étant des forces conservatives auxquelles
peuvent étre affectées des énergies potentielles, si I’énergie mécanique F,,
devait varier, cela ne pourrait provenir que du travail élémentaire 6Wg de la

réaction R :
dE,, = Wgr

Or, R+ P =0= R = —Prévele que Rest perpendiculaire au plan horizontal

dans lequel s’effectue le mouvement de M, et c’est pour cette raison que :
Wr=0= dE,, =0

ce qui suffit a prouver que FE,, est constant.

Quant a son expression :

1 1
Em:EC+Ep:§mv2+§k(r—l0)2

elle s’obtient :
* soit en fonction des conditions initiales, qui imposent :

=1 1 1
ten = BEp=-mlw?+ =kl —lo)?
v=1vg=lw 2 2

e soit en fonction de r, 7, m, k, 6 et [y, car :
T=ré +rié =0’ =i"+r?0?

entraine que :
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1 1 . 1
Em = 5m7*2+§m7“292+§k(7“—lo)2
(d) Etant donné les résultats (75) et (76) :
R . s
Lo =m?fe, =miwe, = 6= 12 (77

I’énergie mécanique s’écrit aussi :

1 dr\? midw? 1
B = - — ! —k(r—1p)?
2m<dt) oz T k=)

que I’on peut aussi présenter sous la forme suivante :

1 dr\? Bw? 1
E,, = 3 m ( d;) + Eete(r) avec Eugt(r) = m2:; + 3 E(r—1y)2

(78)
L’énergie efficiente Fo contient deux termes :

mlfw? k 9
W et EQ(T) = 5 ('I" — l())

Eer = E1(r) + Ex(r) avec Ey(r) =

que I’on peut représenter graphiquement, F1 (r) étant une branche d’hyperbole
et E5(r) une branche de parabole :

En outre :
. lir% [Ei(r)] > 1ir% [E(r)] permet de simplifier I’expression de E :
T T—
lim [Ee] = lim [F; (r)]
r—0 r—0
o lim [Ey(r)]

> lim [E4(r)] conduita:
=00 T—00

Jim [Eei] (r) = lim [E5(r)]

ce qui montre que les courbes représentatives de E' (1) et Eo(r) sont également
asymptotes de Eg lorsque 7 tend vers 0 ou vers I'infini :

Fogt

€
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3. Le résultat (78) révele que :

1 ar\?
3 (55) = Bn = Bealr) >0 Buat) < B

ou F,, est un terme constant, ce qui signifie également que la masse ne peut exister
qu’a des distances r qui assurent & F,,, d’excéder Eeg(r)

/ Eosi(r)
Em

r

1
1
1
1
1
1
Tmax
1

0 : Tmin

.
domaine d'existence
de M

La représentation graphique précédente révele que la masse ne peut s’éloigner in-

définiment du pdle d’attraction car r est majoré par une valeur r,, finie. D’ailleurs,

I’expression de Feg(r) :

mlfw?
2r2

1 2
Ee(r) = + 3 k(r—lp)
confirme ce résultat car, si r devenait infini, Fer(r) le deviendrait également, ren-
dant de fait impossible 1’inégalité Feg(r) < Ey,.
4. De méme, la représentation graphique précédente montre que r est minoré par une
valeur mmin > 0 en conséquence de quoi la particule ne peut pas passer par le centre
d’attraction (située en r = 0). A nouveau, I’expression :

mliw? 1
2;2 + 5 k (T’ — 10)2

Eeff(T) =

vient confirmer ce constat : en r = 0, Eeg(r) devient infini, invalidant la condition
d’existence de la masse : Feg(r) < Fop.

5. (a) En coordonnées polaires, le vecteur vitesse de la particule s’écrit :
v=7ré +rlep
Aussi, dans le cas d’un mouvement circulaire :

r=cte=r=0=>0=rfé =v=|d=rd

ou la relation (77) fournit :

Finalement, cette identité suffit a conclure que v est constant, c’est-a-dire que
le mouvement de la particule est uniforme.

(b) Pour que le mouvement de m soit circulaire, il est nécessaire que r ne puisse
prendre qu’une seule valeur (en 1’occurence /1) :
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Eo(7)

E,)
0 I "

La réprésentation graphique de Feg(r) révele que I'inégalité F,,, > Eeg(r) pré-
sente une solution unique r = [y lorsque E,,, = Ee(l1) ; dans ce cas Eeg () est
minimum, avec :

mliw? 1 9 d g mlfw?
Eeff(’/‘):W—Fik‘(’/‘—lo) = ar = — .3 —l—k‘(’/’—lo)
dE,
M = —mlhw® + k(1 — o)
dr I
La présence d’un minimum pour Feg(r) en [y se traduit, de fait, par :
dE.
M = 0= —mhw®+kly —klp =0
dr I
soit encore :
I klo
U mw?

. | k .
Cette expression n’est cependant valable que pour w < {/ — car /1 doit de-
m

meurer positif et fini. Si cette condition n’était pas observée, la vitesse angulaire
w serait trop importante et le ressort serait étiré jusqu’a perdre toute propriété
élastique.

® 162 Lycée Hoche, Versailles

1. (a) Le moment cinétique 6o de M en O suit le théoréme du moment cinétique :

%:O—]\Zf/\ﬁzﬁcarO—J\fJ_ﬁ

. - Py S Lo .
Il s’ensuit que 6o = OM A ¥ est constant (¢ désignant le vecteur vitesse de

. . . N = 5
M dans le référentiel d’étude), ce qui suffit a montrer que : OM L &p. La
trajectoire de M est donc contenue dans un plan perpendiculaire a la direction
constante de 7.

(b) Lorsque le point matériel se déplace de d7’ = ¥ dt, pendant une durée dt, son
rayon-vecteur 77 = OM balaie une surface dS telle que :

dS:%OMxh

ol :OM = reth= dr sin a conduisent a :
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1 1
ds = §r dr sina = §rv sin o dt
1
= 3 |7 AT dt
0 7 M
Enfin, la définition du moment cinétique de M en O :
Go=7Ami=ao=|Gol|=m |FAT] = |FAT]| =22
m

suffit a montrer que :
ds =22 qt
2m

c’est-a-dire que la surface balayée par le rayon-vecteur est proportionnelle a la
durée du balayage.

. En coordonnées polaires, 1’accélération du point M s’écrit :
7= (i=r0?) &+ (200 +rd) &

tandis que le moment cinétique de M en O vaut :

—

do = TAmMI=(ré.)A (m?'“é}—l—mréé'g)
_ 255 A = _ 2 4
= mrbeée. Néey = oo =mr0
. L go ., .
Etant donné que oo est constant, la grandeur C' = — I’est aussi :
m

) . O
C:r29:cte:>9:—2 (79)
r
et cela a aussi pour conséquence :
dc ) ; ) ;
=02l =05 (2i0+7d) =0

ce qui amene une simplification dans I’expression de 7 :

) 2 2
7= (i=r0%) & = (f—rxi) g = <r—f3) g

—

Enfin, en vertu de la loi fondamentale de la dynamique, v est lié & la force

- K
F = —3m e :
r
L, Km . C? Km
m')/:i/r?) e = M 7"—/,473 - 7’3
d? K+ C?
?;' - :—3 (équation (1)
N . - Km R . . . .
. Alaforce radiale ' = — €, = F €, est associée une énergie potentielle &, telle
que : "
dé&, Km Km
o FE e T T gy e
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qui tend, par convention, vers zéro lorsque r tend vers I’infini :

Km

. . Km
lim (£,) =0= lim <2+cte>:0:>cte:0:>5p:2r2

r—00 r—o00 r2

En outre, le vecteur vitesse 7 = 7 &, + 0 & de M est a 'origine de I’expression
de son énergie cinétique :
1 1 ) .
E = §mv2 = im(r2+r292)

dans laquelle la relation (79) fournit :

. C? m [(dr\? mC?
2 _ _
0° = 1 = &, = ( t) 4 5

Aussi, I’énergie mécanique de M vaut :

2
m [ dr mC?  Km
5"’:5”*5”:‘( )*w 27

2 = &m

dt

d’ot1 I’on déduit que :

m dr 2 m (CZ +K) L, .
5 (E) . & (Equation (IT))

ou &, est constant, étant donné la nature conservative de la seule force F' qui
s’exerce sur le point matériel.

4. Compte tenu du caractere stationnaire de &,,, la dérivation temporelle de I’équation
(IT) conduit a :

m (C? + K m (C2+ K) 7
Mpa  ACHE) o o M CHE) T
2 272 rs
ce qui, apres simplification par m 7, redonne 1’équation (I) :

. C*+K
=03
r

En quelque sorte, la relation différentielle entre ces deux équations :
ddr)
— =0

dt
établit I’équivalence entre les équations (I) et (II).
5. Initialement, la vitesse 170 est perpendiculaire au rayon-vecteur 7, avec :
Fo=aé etVo =178 +aféy
C’est pourquoi :
o Vo=0=air=0=7=0=V,=alé&
En outre, la loi (79) prévaut encore a la date t = 0 :

. C . C C?
0= —=>Vo=—¢&=Vi=—
a? a a?
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Ce faisant, I’énergie cinétique de M vaut, initialement :

1 9 mC?
Eeo = 2 mVy = 2a?

. . . L Km , )
et son énergie potentielle initiale : £,0 = 552 permet de retrouver I’expression de
a

I’énergie mécanique de M a l’instant £ = 0 :
m (C? + K)

ng = 5@0 + ng = 242

Or, cette énergie mécanique demeurant constante dans le temps, la valeur &,
qu’elle prend a la date ¢t = O est aussi celle, &,,, donnée par 1’équation (II), qui

devient :
m [ dr\? m(C’2+K)7 7m(C’2—|—K)
2 \dt 272 - omo 2a2

ar\ > 11
= <dt> = (C*+K) (a2 — 7«2> (80)

(dr)2_02+K Xr2—a2

soit encore :

dt a? 72 @D

En supposant que la force soit répulsive, on admet également que K + C? soit
positif (car K > 0), c’est-a-dire qu’il existe une constante 7 positive telle que :

a? N ﬁ_i\/K—I—CQX\/rQ—aQ
_\/K+C2 dt a r
3 _ 2
dr & vri-d
dt T r
d
- Sq=x
2 _ g2

Sachant qu’a la date ¢ = 0, r prend la valeur a, I’intégration de I’équation différen-
tielle procure :

t T
a rdr at 1 r
- dt =+ 7:>7::|:7[ 2 _ 2}
TA a\/r2—a2 T 2 " “ a

. 2at . . . -,
Cette relation : — = ++/r2 — a2 conduit a ne retenir que le signe positif, compte

-
tenu du signe des deux expressions qui y figurent. Par conséquent :

(Zat)2 2 e 1+ (2t>2a €0 —a2
— ) =r"—a r=a = VEC T =
T T VK + 2

Cette expression révele que :

limr=a et limr = o0
t—0 t—o0
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De plus, la constante de la loi des aires, donnée par 1’identité (79) : 0= montre

=,
que : "

t—o00

lim [0} =0= 6= ctepourt — o0

Une telle courbe, qui adopte une direction constante (notée ici 6y) lorsque r tend
vers ’infini, est une branche d’hyperbole, dont la direction 6 est aussi celle d’une
de ses asymptotes.

6. L’équation (I) établit que :
d2r K+ C?
dez 3

Aussi, la trajectoire est circulaire lorsque r demeure constant, auquel cas :

d?r
T =0=K+Ci=0= Co=v-K
Cette condition ne peut cependant &tre observée que si K est négatif, c’est-a-dire
si la force est attractive. En outre, la définition de la constante de la loi des aires
introduit la vitesse angulaire w = 6 du point matériel :

Co

C’O:r29:a2w:>w:—2
a

laquelle est aussi associée a la période 7' du mouvement de rotation :

w:%:@éT:%nfé T 27a?

T a? C() v —K

7. Compte tenu de ce qui précede, la définition de C(y impose le signe de K :

K<0=K=—-|K|=C=aly=a|K|
Il s’ensuit que :
K+C?=—|K|+a*|K|=|K| (®—1) > 0poura > 1

L’équation du mouvement (81) :

ar\? K+C? 12 -a?
(d;) = + ><T a4 avec K +C% >0

a2 r2

admet, par conséquent, la méme solution que cette obtenue a la question 5. :
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<2t>2 a?
r=a\/l1+(— ] avecT = —————
T K| (a2 = 1)

8. La trajectoire du point matériel est donc une branche d’hyperbole correspondant a
une force attractive :

} /’é&A 6"\90 T

9. Enrevanche, si C = $Cy, avec 0 < 8 < 1, la somme K + C? est négative :
K+C?=—-|K|+p*|K|=|K| (B°—1)<0

et ¢’est pourquoi on pourra définir le parametre réel :

—(K+C? 1- ) K
w=\/ (a2+c):\/( af)‘ |:>K—|—02:—w2a4

de maniere a présenter I’équation (81) sous la forme suivante :

dr\? K+C2Xr2—a2 22Xr2—a2 22Xa2—r2
il — = —w?a =w’a
dt a? 72 r2 72
dr a? —r? rdr
= —=dwg———=wadt =+ —vo—
dt r a2 — 12

En outre, la valeur initiale de » = a (pour ¢ = 0) facilite I’intégration de cette

équation :
t r T
rdr 1
+wa dt = [ CL2 _ T2 ]2
/0 a Va2 —r1? [2 } ®2

a

d’ou découle que :

1- 6% K
(2wat)® = a* — 1% = Tza\/1—4w2t2avecw:—( A% K|

a

En outre, la loi (79), établie a la page 527 :

e Co
0=—=8—7>0
r2 B r2
montre non seulement que ¢ augmente depuis sa valeur initiale 6y = 0, mais éga-
lement que, lorsque 7 tend vers zéro, § augmente indéfiniment, de méme que? 6.

Ces informations conduisent a la représentation de 1’allure de la trajectoire :

. . .5 C . .
20n pourra montrer que 1’expression de 7, associée a laloi : = —5» fournit comme solution :
r

0 — BCo Xln(l—l—th)
2a2 1— 2wt
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10. En maintenant la condition initiale au cas particulier C' = Cy = v/ — K, on impose :
K+C*=K-K=0

de sorte que I’équation (I) devient :

d?>r K+C? 0= dr N 8

- = = —_— = T=x

de? r3 dt
ol « et B sont deux constantes que 1’on peut déterminer a partir de la connaissance
de 7y = r €, = a &, et de la vitesse initiale 7 :

t=0=r=a=0=a= r=at+a
Le vecteur vitesse s’écrit, quant a lui :
T=1& +rfe =7 7= (ré): (7‘”@7—#7“9«?9) =ri=(at+b) a
soit,aladatet =0:

70 - Uo
b

FO"l_)’():bXOé:>Oz:

ce qui montre que le signe de « est conditionné par 1’orientation initiale de .

) U

Y
é

o n A o n A4
a>0 a<0

Enfin, I’expression de 6 s’obtient par intégration directe de la loi (79) :

WGy gy gt
dt 7"2 (at+a)
0 t dt
= /d@zC’o/igcarezoét:O
0 o (at+a)

t
SR NN S N i S
«@ at+a], a |at+a a

c’est-a-dire finalement :
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Cot
l=———ectr=at+a
a (ot + a)

Deux cas doivent alors étre distingués :

e sia > 0, r = at + a peut croitre indéfiniment, de sorte que :

. . C
lim r = oo et 11m0:—0=00>0
t— 00 t— o0 aa

De telles limites sont caractéristiques d’une trajectoire hyperbolique :

[9)

e sia < 0,r =at+a=—|alt + a, de sorte qu’il existe une date ¢, qui annule
T

o]t = a = tm:i:> lim r =0
|a| t—too

En outre, I’expression de 6 révele que :

lim § = lim [(Cot} = lim § =
a

t=loe t—too a— |alt) t—too

De ces calculs, il ressort que r décroit de a a 0, tandis que I’angle 6 augmente
sans cesse, ce qui suggere que la trajectoire de M doit présenter 1’allure d’une
spirale.

® 163 Concours ATS

1. Le satellite S géostationnaire, tourne autour du centre (7') de la Terre avec une
vitesse angulaire 2.
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Dans un systtme de coordonnées polaires (7', €., ), e e
son vecteur accélération est donné par :
. S
¥ =—a 0%e. = —a Q% ¢,
N . - GMm
et sarelation a la force gravitationnelle f = ———5— ¢
a

1
découle de la loi fondamentale de la dynamique :

> GM GM
my=f=-maQ*=— 2m=> a1 =\ =5 (83)
a? 02

2. La force de gravitation dérive de 1’énergie potentielle U(r), ce qui signifie que :

d M M

r2
ou K est une constante dont la valeur est fixée par la condition :

lim [U(r)] =0= K =0= U(r) = - 20 (84)

T—00

3. Sur son orbite géostationnaire, le satellite possede donc 1’énergie potentielle :
U GMm

a
vecteur vitesse qui s’écrit, en coordonnées polaires :

et I’énergie cinétique : E, = 3 mV?2, ou V désigne la norme du

V= a1Qéy = V2= a%Q2

ou ? s’obtient aisément a I’aide de I’identité (83) :
GM GM GM
=— = V2 =—=F.= m
ay a 2a4q

QZ

C’est pourquoi 1’énergie mécanique totale du satellite, sur son orbite circulaire,
vaut :

GMm GMm GMm
_ = ET - —
20,1 aiq 20,1

Er=FE,+U =

4. Lorsque le satellite se trouve a la surface de la Terre, sur I’équateur, il tourne autour
de I’axe des pdles avec une vitesse angulaire {2 tandis qu’il se trouve a une distance
R (rayon terrestre) du centre 7" de la Terre.
De fait, conformément au résultat (84), son énergie poten-

. nord
tielle vaut : oM
m
U= —7—
R
tandis que sa vitesse : Vx = RS} lui affecte 1’énergie ciné- K
tique :
1 mR%Q?

sud
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A I’équateur, le satellite posséde donc 1’énergie mécanique :
mR2Q0?  GMm
2 R

Ex = (85)

Pour placer ce satellite sur son orbite géostationnaire (ou son énergie mécanique

vaut F7), il a donc fallu dépenser une énergie Wy, telle que :

GMm - mR?*Q? - GMm
R 2 2(11

Er=FEx+ Wy, = Wp=FEr—FEg =

5. En revanche, lorsque le satellite se trouve a la surface de la Terre en un point C' de
latitude A, il tourne autour de 1’axe des poles a une distance : 7 = R cos A. ce qui
lui confére une vitesse :

Vo =1rQ = RS) cos A

nord
et, par voie de conséquence, une énergie cinétique : C
1 5, mR*Q*
Ee=35 mVe = cos™ A équateur
D’autre part, son énergie potentielle valant encore
GMm N . . .
U= ————, il possede en C' une énergic méca-
. R sud
nique :
mR2Q? GMm
Ec = — cos® \ — T (86)

Aussi, pour I’amener sur son orbite géostationnaire, il faut lui communiquer un
surcroit d’énergie W tel que :

Er=FEc+ W] =W, = Er — Ec

Par rapport a I’équateur, cette énergie présente donc une différence :
AWy, =W} =W, =(Er — Ec)— (Bt — Ex) = Ex — Ec

ou F¢ et Fi sont fournis par les résultats (85) et (86) :

mR*Q?  GMm mR*Q? GMm
AW = < 5 - >< cos /\R>
292
= AW = % (1 — cos® \)

Etant donné que cos® A < 1, ce résultat signifie aussi que :

Wi—WLZAWL>0:>W£ZWL

c’est-a-dire qu’un lancement depuis de point C' est plus dispendieux en énergie
qu’un lancement depuis I’équateur et ¢’est pour cette raison que :

les lancements effectués depuis la base de Kourou sont plus économiques,
sur le plan énergétique, que ceux effectués depuis Cap Canaveral.
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® 164 Lycée Saint-Louis, Paris

1. Soit M la masse de la Terre, de centre O et de rayon R, et soit S' le satellite de
masse m. On note = O.S et on suppose que r prend la valeur ro lorsque S passe
d’une orbite circulaire a une orbite elliptique en Py qui I’amene a s’écraser au sol
en un point P.

PR Al I FYs
/” \\\0
- N
.
7’
7/ N
/ AY
/ S \
/ P \
i
, 7R (7
I / 9
! “O T /"PO
\ \ 0 4
~ -

\ -
\ ~—_———— '
\ ’
A /
N ’

N ’

N ’

A z
~ -
~ o _-

L orbite elliptique est décrite par 1’équation :

_ p
1+ecosb

ce qui permet d’en déduire que r = r( lorsque = 0 :

P :>1+e=£:>e:£—1

1+e ) 70

To =

tandis que » = R lorsque 6 = g :

R:péezﬁ—l (87)
To

Au point Py, lorsque le satellite adopte sa trajectoire elliptique, sa vitesse prend la
valeur v ; son énergie cinétique . et son énergie potentielle valent alors :

GMm
To

1
Eczim’lﬂetEp:*

ou (7 est la constante de gravitation. C’est pourquoi son énergie mécanique vaut :

1 GM
Bp=FE.+E,=>m?— "

s - (88)

En outre, cette énergie mécanique, au demeurant constante, vaut :

GMm
2a

By = —

ol le demi-grand axe a s’obtient a partir de I’excentricité e :
D R ~ GMm

_ 2
a71—6271—e2$Em7 2R (e 1)
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Le résultat (87) fournit alors :

R R> 2R R (R—2r)

=—-1 = &-1=—-=
€ o € s 1o r3
R—-2
L By = GMmx B2
2rg
Il s’ensuit que 1’identité (88) devient :
1 M R—2 1 G R—2
Lt - G G B2 Lo GM () R=2no
2 To 2rg 2 70 2rg
5 2GM R GMR
= v = X — = v = —5
) 2rg U

Enfin, I’intensité de la pesanteur au niveau du sol est définie par :

GM
go = —— = GM = goR
R
d’ ol découle I’expression de v :
R
V=90 —
To

2. Pendant la durée dt = T, la vitesse de S passe de Uy (pour le mouvement circulaire)
a la vitesse ¥, lesquels vecteurs sont tangents aux trajectoires au point P.

Si €y désigne le vecteur orthoradial en P, la vitesse du satellite a varié de :

—

dv=0—1y = (v —wp) €

pendant la durée 7, sous I’influence d’une force F qui vérifie la loi fondamentale
de la dynamique :
. dd m (v—g)

Fom @ mO=m) o A =2 o @
dt T T

En outre, sur sa trajectoire circulaire de rayon g, le satellite posseéde une vitesse
2

PP P N Vo o .z o
de norme vy constante, qui définit son accélération : 7 = -0 e, liée a la force
To
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gravitationnelle :
. GMm v% . GMm GM
my=——5—€6 = —M—€ =——5—6 =>Vg=1/——
’I“O To ’I“O To
R
= v9=+/g0/ —carGM =gy R
To
Par suite :

—ve = oo = -/ =] <0car = <1= = < /=
v — Vg Jo (7’0 TO) < 0 car o < o < o

R R
= Jo—ul = V5 (M—)
To To

et I’identité (89) donne finalement :

7l = m/go /R R
- T To To
® 165 Lycée Livet, Nantes
1. Lorsque le satellite est sur son orbite circulaire de rayon 7y, il possede 1’énergie
cinétique :
£ = GMm
27"0

et donc sa vitesse v vérifie :

1 5  GMm GM
—muy = = vg=4/—— avecrg=R+h
2 27“() To

Application numérique :

6,67.10-11 x 6.1024
=/ = v =T7800m s
v \/(6 400 1 180) x 103~ © s

Quant a son énergie mécanique, elle vaut :

GMm GMm  GMm

Ep = Ee - Ep =
m C+ & 2?“0 To 2T0

Application numérique :

6,67.107 1 x 6.1024 x 2000

— 10
2 x 6580.103 = &En=—6,1.10""7

Em =

2. (a) La seconde formule de Binet fournit I’accélération du satellite :

S Clall I S
TTThE e T
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au demeurant soumise a la loi fondamentale de la dynamique :

R GMm d%u GM
mYETTE T e T T o

Cette équation admet pour solution générale :
GM

u:ﬁJrAcos(GJrgb)

ol les constantes A et ¢ sont fixées par les conditions initiales. Notamment, si
on suppose que u devient extremum lorsque 6 = 0, la constante ¢ est nulle et :

GM GM AC?
UZF_FACOSG = ﬁ(l—kecosﬂ)avece:GM
1 c?
— ];(l—kecosé)oilp:GiM
Il s’ensuit que :
1 p
T_a:>r_1+ecost9 ©0)

Dans cette expression apparaissent :
2
* le parametre p = ——— de la trajectoire, ou la constante de la loi des

aires C' est définie par : C' = || A 0]|. Or, lorsque le satellite est en
B, v et 7 sont perpendiculaires et leurs normes valent respectivement
vy =10000m-s~tetrg = R+ h = 6580.10° m. C’est pourquoi :

)
_uiTo

P=CM

Application numérique :
(109)? x (6580.10%)

— 6
6,67.10-11 x 6.1024 = p=10,8.10"m

p:

* I’excentricité e dont la valeur numérique détermine la nature de la trajec-
toire du satellite :

* lorsque e = 0, la trajectoire est circulaire ;

 pour 0 < |e| < 1, le satellite décrit une ellipse ;

e lorsque e = 1, il s’échappe en suivant une trajectoire parabolique ;
* pour |e| > 1, sa trajectoire est une hyperbole.

(b) Lorsque le satellite atteint le point B, ’angle 6 est nul, tandis qu’il se trouve
3 une distance ro = 6 580.10% m du centre de la Terre. Le résultat (90) devient
ainsi :

p p p p

=—=r9g="——=1 === e=—-1
" 1+ e cost "o 1+e Te /) € o

Application numérique :
10,8.108

- — 0,64
€= 6580108 €
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Une telle valeur révele que le satellite gravite alors autour de la Terre sur une
orbite elliptique.

® 166 Concours Centrale-Supélec

1. (a) En coordonnées polaires, les vecteurs vitesse et accélération du vaisseau, sou-
mis a une force centrale, s’écrivent :

—

F=ie +r0&et7 = (f—r92> g,

Notamment, pour un mouvement circulaire :

r=ryg = 11=0=10y=r¢lep

. N 74
= Vo=l =rof=60=" -
To
et le vecteur accélération :
. V2
'?: _7"0926!' = _7051"
To
. I > GMm .
est li€ a la force de gravitation : f = ———— €, par la loi fondamentale de la
To
dynamique :
L V§é . GMm
my=f=-m—¢é =——5—¢
To L)
d’ou I’on déduit que :
GM GM
Vi=——=V= N
To To

(b) Sous I’effet de la force de gravitation, le vaisseau acquiert I’énergie potentielle :

GMm
r

E,=—

Aussi, lorsque sa vitesse vaut V', son énergie mécanique prend la valeur :

1 GMm

Ep=-mV?—- ——

2 r

qui demeure constante tant que les moteurs du vaisseau restent éteints. C’est ce

qui se produit entre les deux instants suivants :
¢ le vaisseau se trouve a la distance rg avec la vitesse V; :
1 9 GMm

By = =mV,
2m1 7o

ou la relation (91) indique que :
GMm
To

1
=mV@ = E,, = 5mVl2 —mV
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* le vaisseau se trouve a une distance r, suffisamment grande pour échapper
au champ gravitationnel de I’astre (7~ tend vers 1’infini) et sa vitesse y est
nulle :

GMm
Em = 5 mVOZO - oo

=0

L’énergie mécanique ne variant pas, il s’ensuit que :

1

5mvﬁ—mvo2 =0=>VE=2V2=> Vi =VpV2

2. (a) Option 1
Compte tenu de ce qui précede, il convient de distinguer deux situations :

* Lorsque le vaisseau se trouve a la distance rg, sa vitesse vaut 5V, auquel
cas son énergie mécanique prend la valeur :

1 GM GM
En = -—mx(5V)°— " avee m:mVO2
2 To To
25 V¢ 23 V¢
= mx —% -—mVi=E,=mx —°

2

* « a l'infini », tandis que la distance 7., tend vers I'infini, la vitesse du
vaisseau prend la valeur V., de sorte que :

1 GM 1
Ep=-mV2 - 220 = ~v2
2 Too 2
C’est pourquoi :

1
5mVéz%X23%2:>Vo%:23%2:> Voo = V023

(b) Option 2
Sur une orbite elliptique, de demi-grand axe a, le vaisseau possede une énergie

mécanique :
M
E, = GMm
2a
Or, a I’apogée A de cette trajectoire, située a la distance o de O, sa vitesse vaut
Vi = ?0, ce qui confeére a son énergie mécanique la valeur :
1 GMm 1 o\ GMm m GMm
En=-mV}— =-mx|—] — =—Vi-
g AT T 2" ( 2 ) o 80 T o
soit, compte tenu du résultat (91) :
V2= GM B, = GMm  GMm _ _TGMm
To 8’1"0 To 87’0
Ainsi :
GMm TGMm N 4
— =— a==r
2a 8rp 7'
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rp désignant la distance qui sépare le périgée de O, le

grand axe de I’ellipse s’écrit : 7 .
’ N
8 ! \\ VA
2a=r ra = rp=2a4—170=—11—1 )
P+ T0 P 0= 770~ To ' P | 4
— n
1 \\V /n
P ,
= P = =7 v Sl
P=770 AN 2a -

Enfin, sous I’effet de la force gravitationnelle, centrale, le moment cinétique oo
du vaisseau en O demeure constant, ce qui se traduit par :

OANmiy = ODAmVp= HO—XMVAH = Hﬁ)’/\ﬁp
= 1oVa sin (ﬁ, VA> =rpVp sin (O?, Vp)

Or, au périgée et a I’apogée, les vecteurs vitesse et position sont perpendicu-
laires, ce qui simplifie cette derniere équation :

\% 7
TOVAZTPVP=>7“0§0=%OVP:> Vp=35W

Disposant d’un « budget initial » de 4V}, et ayant déja utilisé 70 de ce « capi-
tal », le commandant de ce vaisseau peut encore augmenter sa vitesse de :
Vo TV

AV =4V, — 2 = L0
V=dh-5=75

Aussi, au périgée P, le vaisseau peut acquérir une vitesse :

™o TV
Vlé:Vp+AV:7O+70:7V0
tandis que ce périgée se trouve a la distance rp = %O du point O. C’est pour-

quoi son énergie mécanique vaut, en P :

1 2 GMm 1 2 7
E, = imV[; - zimx(ﬂfo) —Gme%
= o x D _GMm .,
n 0 2 To

ou, conformément au résultat (91) :
GM

To

49 35
=V¢ = E,, = mV{ x (2—7>:> Em:mV02><?>O

Le signe positif de cette énergie mécanique révele que le vaisseau adopte une
trajectoire hyperbolique.

A I’aide de cette énergie mécanique, le vaisseau peut s’éloigner infiniment de
O (il échappe ainsi a la gravité de 1’astre lorsqu’il s’en éloigne d’une distance
T qui tend vers I’infini), o1 il acquiert une vitesse V_ ; 1’énergie mécanique y
est définie par :

1

GM 1
B = 5m (Vi) = ——

= 5m (VL)

T'oo
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Par conséquent :

1 35
§m(Vo’o)2 =mVg x T = Vi, =V35Vh

(d) La premiere option a permis d’obtenir une vitesse « a I'infini » :

Voo =V23Vy = Vio < VI,

ce qui met en lumiere 1’efficacité supérieure de la
deuxieéme option et en justifie I’emploi. Par abus de lan-
gage, on affirmera que c’est au voisinage de I’astre que
I’accélération du vaisseau est la plus efficace.

C’est, du reste, par ce moyen que les vaisseaux spatiaux
operent leurs accélérations dans le systeme solaire : ils
profitent de la proximité de certaines planetes pour ac-
célérer a moindre cofit.

vers l'infini

® 167 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. Le moment cinétique de S en O, défini par :

co = O? A ma (¥ est la vitesse de S)

= (ré.)A(mré, +mrwép) = mr’wé. A &y

vérifie le théoreme du moment cinétique :

da - —
2 _Mo=OMAJ
dt
o > m
ot OM =reé.et f = fu—z €, sont des vecteurs colinéaires, en conséquence de
r
quoi :
—_— L, da -

Cette derniere relation révele que le vecteur & est constant, ce qui implique que
sa norme est également constante :

2

oo = mriw ||é, A ég| = mriw = cte

. e
Par suite, la grandeur C' = — est une constante :
m

C =r?w=cte = w:é:% (92)

Ce résultat permet alors de calculer les composantes du vecteur vitesse de .S :

o C
U=Treé,+rweyg =re, + —¢ey
r

T—E—EX

,_dr dé dr_ deT:>_ d /1
a6 " r2a " a6

r
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d’ou I’on déduit que :
du

1
v=—C—¢€.+ Cuéyavecu = — (93)
do r

De méme, 1’accélération de S s’écrit :
¥ =(F—rw®) & + (2fw + 1) é
D’une part :
dC

C=r*w=cte = E:O:2r7*w+r2w

= r2rwutrw)=0=2rwt+rw=20

—

= '_y':(i“'—er) e

et d’autre part :
. dr dodr C d(_cdu)_ C? d%u

ma T w2 w\ )T e e

C’est pourquoi 1’accélération du satellite est donnée par :
o C? [ d*u R
7= e ) &

et vérifie la loi fondamentale de la dynamique :

Lz Cc? (d*u ﬁ pm L
my=f = —-m— +u) €. =——¢.avecrT =reé,

r2 \ db? r2
d?u 1
T oAttt
La solution de I’équation différentielle sans second membre :
d21L1
W +up = 0

est de la forme :
u; = A cos + B sinf

tandis que le second membre, constant, est a 1’origine d’une solution uy qui lui est
homogene (constante) :

d?usy % I
T TR T o
N——

=0

Ce faisant, on obtient la solution générale de I’équation différentielle :

u=uy + uy = u:AcosG—i—BsinG—l—% (94)

En remarquant que I’on peut écrire :

. A B .
A cos+ B sinf =/ A% + B2 (\/m cos 6 + \/ﬁ s1n9)
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il existe un angle ¢ tel que :

A . B B
COSp = ————=cCt Sinp = ——=
¥ 4/142_;'_32 ® 1/142_’_32 D
De cette maniere, il apparait que : A
Acos+ Bsind =/ A%+ B2 (cosf cosp + sinf sin p)

= A2+ B?cos(d — o)

= u + VA2 + B2 cos(0 — )

-
= &
expression que 1’on peut aussi présenter sous la forme :
1
u=—[1+ecos(d —p)]
p

avec |

2. La derniere relation établit directement que :

e=pVA2+B2= e’ =p° (A’ + B?)
L o — R PP =
3. (a) Le moment cinétique 6o = OM A mu permet de définir un vecteur C':

i —
C=22 _0OMAw
m

dont la norme coincide avec la constante C' intervenant dans la relation (92) :

—

_ ligoll _
m

Or, initialement, .S est repéré par son rayon-vecteur 77 et sa vitesse U perpen-
diculaire a 7, en conséquence de quoi :

C=rNilp = C’:HC_"Hzroxvo

Quant au vecteur vitesse de 9, il est donné par la relation (93) et, initialement,
ce vecteur est perpendiculaire a 7y = rg €, (lorsque # = 0), ce qui se traduit

par :
I du| | - -
v-Tg=0 = —C —| é& +Cuéy)-(roé.)=0
de|,
du du
= —07'0@0—0:}@0—0
ou I’expression de u est donnée par le résultat (94) :
d
u:ACOSH—I—BsinH—i—%é d—ZO:B:> B=0
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Enfin, cette méme expression devient, lorsque § = 0 :

o 1 7 1 4
A+ -S5=>—=A+—55=>A=—(1- —
o + C? 70 + rava ro < 7“01)8)
Aussi, en définissant la constante 7 par :
_ ’1"0’03 12 _
2 ToVg n
on obtient :
1 1 —1
A= — <1 - —) _
To Ui nro
De cette maniere, la grandeur v devient :
-1 1
u:Acosé’—l—BsinQ—i—ﬁ = 7 cos 6 + 2M2aveci2:f
C? nro réuvd rovg M
~ (m—1)cosf+1
nro
soit encore :
_ 1 _ nro _ 7‘0118
"Tu T 1+(m—-1) cosf o= w

(b) Lorsque la trajectoire est une ellipse, 7 — 1 est compris entre O et 1, de sorte que
r admet deux valeurs extremes :

"o
Mm=-_——F—"————<=T"T our § =0
1 1+(n—1) op
et: nro n
= = 9:
T9 1_(7]_1) 2_nr0pour ™

[\
=

W

i

i

Par conséquent, le demi-grand axe est donné par I’équation :

2a =11+ 19 =719 (1—‘,—” ):>2a:r0><

2—n 2—n 2—n

En identifiant les deux expressions de r :
nro p

= — t - - @@
" 1+(n71)c0596r 1+ecosb

on obtient les caractéristiques de ’ellipse :

p=nroete=n—1 95)
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(©)

d’ou I’on déduit que :
l—e?=0—-e)(1+e)=(2-7n)xn

A I’aide de I’expression de a, on trouve finalement celle du demi-petit axe :
ay/1 X A/M 2 — => b=rg X L
V2-—n

Quant a la valeur de c, elle découle directement de sa définition :

To
2—n

c=aXe=

x (n—1)

Pendant une durée dt, le satellite passe d’un point .S a un point S’ de I’ellipse ;
le rayon-vecteur balaie ainsi une aire d.4 donnée par :
1
dA = 3 x OS x h

oll /v est la hauteur du triangle (OSS").
En remarquant que la vitesse du satellite

/
est définie par : U = “a on peut éga-

lement calculer le vecteur :

G = FAT—08ASS x ~

dt
= OSXSS':inaXEX(LéC:"é“: SXhXE

En comparant avec la définition de A, il apparait que :

OSxh=0C x dt:dAzgxdt

Pendant une période T, le rayon-vecteur balaie donc I’aire de 1’ellipse :

A:%XT = ﬁab:%xT:>27rab:C><T

= 472a%h? = C?T?

avec :
70
b=aVl—-e2=a’b® = a xa(l—e):a3x2_nxn(2—n)
- 3 _TQU%
= a’ xnroavecn = —2
2.2 2
e, C
= a®x 2% =¢® x = car C = roup
1
Par suite :

2 3
i x &P o T—on |
[ 1
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Remarque — La validité de ce résultat est immédiatement confirmée par la
troisieme loi de Kepler :

pour une force newtonnienne de la forme :

- GM
f:— meT:—LLZLé‘TéM:GIM
T

7"

® 168 Lycée Carnot, Dijon

I- Généralités

1. Par définition, la force centrale (conservative) f = f €, est associée a une énergie
potentielle &, telle que :

;= (%)

dr

2. L’énergie mécanique de M est définie par :

1 1
5m=—mv2+5p=§m(17)2+5p

2
La variation de cette énergie est donnée par :
dé&n, _dv  dé&,
= m —
At dt dt

—

dov . N L N .
et — s’identifie a I’accélération 7 de M, au demeurant soumise a la loi fondamen-
tale de la dynamique :

dv - d&n, - d&,
>m-— = =7- — 97
my=fomo=f> =g f+ ©7)
Quant a I’expression (96), elle révele que :
_— dé&, R
f ‘U= _W 67«
et, notamment, en coordonnées cylindro-polaires :
. - d
G=r& +r08 +ik = & T=r= é
_— d&, dr dé&,
= =P — =P
R T at

En substituant ce terme dans 1’équation (97), on obtient finalement :

%20: Em = cte
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3. D’apres le théoréme du moment cinétique, la variation du moment cinétique o est
liée au moment de fen O :

g - .
Y M =0PAf
dt
et, puisque la force est supposée centrale :
> - - dd =
f||(ﬁ:>/\/l:0:>£:0:> G = cte

.. Y S ey . .
En outre, la définition de ¢ = OM A mv montre que OM demeure perpendiculaire
a la direction constante de ¢ ; le mouvement est plan.

4. (a) En coordonnées polaires, la position 77 = r €. et la vitesse U = 7 €. + 10 €y sont
a I’origine de la définition de 7 :

G = FAmMi=(ré)A (mv'” &, +mr 59)
= mrré, Aés+mr’é, Aéy = o =mr’6 l€ A éal|
=0
Les vecteurs de base €. et €y étant unitaires et perpendiculaires, il s’ensuit que :

& ANépll=1= o =mr?8 (98)

Pendant une durée dt, le point P se déplace de dr = ¥ dt.

0 T r
Dans le méme temps, le rayon-vecteur 7~ balaie la surface :

dS:%OPXh:%TX drsin@:%rxvsin@dt

F=mrAY = o=mrvsinfcarf = (7, V)
1
= I'= :rvsin9:>dS:§><1"><dt

o
m
et, puisque o est constant, I' I’est également (il s’agit de la constante de la loi

des aires). C’est pourquoi, pendant une période 7', le rayon-vecteur balaie une
aire :

r
S==xTavecT = Z (99)
2 m

(b) L’expression de la vitesse v, en coordonnées polaires, a pour conséquence :

T=ré +rféy = v =724 r?0?

dr
do

c_Gr_d0 dr
L T T
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et, conformément au résultat (98) :

p L oxldr:>, del o du
= r = — —_—— r=—— _ — —_— e —
mr? m  r2 do m  df \r m df
De méme, ce résultat fournit :
2 2 2
24 2 g - g g 2
ré0 =1r°Xx o o s o3 7W><u
et c’est pour cette raison que :
2 2
2_ O ﬂ 2
T e [< dH) T
d’ou découle I’expression de I’énergie cinétique :
1 o2 du\?
£e=3 mv? = & = o K@) + u? (100)

II- Cas de la gravitation

1. La planete, de masse m, étant attirée par le Soleil, de masse M, son énergie poten-

GM
tielle vaut : £, = — m

, C’est-a-dire, en posant GM = get — = u:
s
Ep = —mgu (101)

2. L’énergie mécanique, au demeurant constante, est la somme des énergies cinétique
et potentielle, dont les expressions sont explicitées dans les identités (100) et (101) :

o? du\?

5C+€p:5m = m[<cw> +'LL2 —mgu:gm

N du 2+u272m29u_2m5m

de o2 g2

soit encore :
du\? 2m?2 2m &y,
= +u?—au=pfaveca = mgetB: i (102)
de o2 o2

3. La dérivation, par rapport a 8, de 1’équation différentielle précédente se traduit par :

2%@—5—2% xu—aﬂ—o
do de? do de
N T . du
c’est-a-dire, apres simplification par 2 0
d?u o
— tu=—

d6? 2
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La solution générale de cette équation différentielle :
u= % + A cos(f — bp)

présente deux constantes (A et 0p) adaptées aux conditions initiales. Communé-
ment, on adopte pour 0 la valeur nulle, de sorte que :

u:g—f—ACOSG:g (1—}—2Acost9>
2 2 a

2A . . .
En notant e = — I’excentricité, une conique d’équation :
o

1
u= (1+ecos0):f+fcos9
p p

SRR

apparait avec un parametre :

p===a=2 (103)
a P

En outre, I’expression de p doit également étre solution de 1I’équation (102) :

du\? 9
T +u*—au=_,

avec :
1 e du e .
u=—-+—cosf = — = —— sinf
p P do p
Ce faisant :
2 2
1 2
s = 6—2sin29+—2+€—200329+—26cosﬁfgf%cosﬁ
p p p p p p
e? n 1 +2€ 0 2 2e 0 2
= —+—=+—cosl—— —— cosfcarax = —
p P PP p
e -1 a? 9
= = — _1
p2 4 (6 )
Il s’ensuit que :
4 4
62—1:—€$ €= 1+—€
Q@ @
et, compte tenu des expressions (102) de avet 3 :
2m? 2mé&
am 200 g 20
I’excentricité vérifie aussi :
2mé, 4 2&,,0° 2&,,02
62—1:4X mmX g = mJ = e = 1+ m9

o 4m4g2 m3g2 m392
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4. Etant donné que :

2E,0° 2 o?
l—e?=-"Tetp=—=—
m3g2 a  mig
le demi-grand axe est donné par :
2 3,2
p 4 m-g mg
a= =— X el = ————
1—e2 m2g  2&,,02 2&,
ce qui conduit a I’expression du demi-petit axe (avec &, = — |, < 0) :

mg 2Em02 o2
b=ay/l—e2=— 9 | b=~
“ ¢ 2&, m3g? - 2m &,

5. Pendant une période 71", le rayon-vecteur balaie la surface S = mab de Iellipse, de
maniere a satisfaire 1’identité (99) :

S = iT = 7ab= iT:>c7T:27TmcLb
2m 2m
= o2T? = 47°m2a®b?
= o°T? =4r’m*a* (1 —¢€*) carb=a\/1 — €
I o
T2 472 x a (1 —e2) m?2
avec :
“ (1_€2> _ Mg y —2&,,02 _ o2
2&m m3g? m2g
3 2 2 3
a o m2g a g
= —=—_x —2 = =
T2  4n2m2 o2 T2  4x2

ce qui permet de confirmer la troiseéme loi de Kepler :

@ _an
T2  4x2
® 169 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

1. (a) En notant OP=r €, le vecteur position de P, la force électrostatique exercée
par le noyau sur le proton se présente sous la forme :

f qQ

= eT
4meqr?

ou g( désigne la permittivité électrique du vide.
On remarque, par ailleurs, que le signe positif des charges g et () rend compte
du caractere répulsif de cette force.
(b) En coordonnées polaires, la distance » = O P est donnée par la loi :
p

T=7:>1+66089:£
1+ e cosb r
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©

2. (a)

Lorsque le proton est infiniment éloigné du noyau, 7 tend vers I’infini tandis
que 6 prend la valeur 6 ; I’équation polaire de la trajectoire du proton devient :

1
14+ cosby=0= cosby=—— (104)
e

. RN a ..
Or, le schéma ci-dessus révele que 6 < 5 ©¢ qui impose :
cosfp >0= e<0

et qui conduit a écrire :
1

e = —le| = cosby = ]
e

En outre, ce méme schéma suggere que la valeur minimale 7y, de

p , R .
r = ————— se situe en § = 0, ce qui revient a poser :
1 —e| cosf

p
Tmin = m = P = Tmin X (1 - |€|)

ol |e|] > 1 pour une trajectoire hyperbolique et my, > 0 (il s’agit d’une dis-
tance). Il apparait ainsi que :

p<0
Les angles 0 et A, repérés autour du point O, sont tels que :
A
200+A:7Té 0025—5
d’ou I’on déduit que :
A A
cos fy = sin <2> et sinfy = — cos <2> (105)
Ce faisant, le résultat (104) s’écrit aussi :
1 1 A 1
costhp=——=—=gin| — | = — (106)
e el 2 lel

Les vecteurs position 7 et vitesse ¢ de P définissent le moment cinétique du
proton en O :
do=7TANmi=mCavecC =7ANU
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En outre, conformément au théoréme du moment cinétique, la variation de oo
est liée au moment de f en O :

Y0 _ Mo (f) = 0P f=Gear OP | f

—

Aussi, I’identité O _ 0 suffit-elle & montrer que o est un vecteur constant,

en direction et en norme. C’est pourquoi :

5ol

]
m

o~%-lo=|d-
m

= cte

(b) Soit H le projeté orthogonal de O sur la droite directrice du vecteur vj.

P,
O Tl
b |
______________________ FUR
)
Lorsque le proton occupe une position Py tres éloignée de O, le vecteur c
s’écrit :
G =FAT= 0By Ay = (O_Pﬂﬁo) Ao = OH Ay + HPg A i
ou :

]ﬁo/\’(_fo:acarﬁo ||’(70

et:
Hﬁﬁ A 170H - H&?H x ||| x sin (5?%,60) - H(Tﬁ” x |3 car OH L

Il s’ensuit que :

G:O_ﬁlAﬁO:»C:HO_f}[AﬁOH:HO_P}IH x [Tl

soit, en remarquant que HE).I?H =bet| vl = vo:

C=bxug (107)
3. (a) La premiere formule de Binet, rappelée par 1’énoncé :
d 1 1
U:fC—ueZ,JrCuégavecu: - = 7+E cos 0
de rop

donne acces a la norme v = ||| :

du\? du e
v? Cc? () + C?u? avec — = —— sind
de de D

2,2

C
= 26 sin? 0 + C%u?
P
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(b)

et notamment, lorsque P occupe la position du point Py, r tend vers 1’infini
tandis que @ prend la valeur 6 et v la valeur vy :

C2 2
vE = 5 sin® 0y + C? x lim [uﬂ
D r—00
N 1 . 2 R o . .
ou:u=—= lim [u ] = 0 suffit a obtenir I’expression suivante :
r r—00
C?e? | Ce .
vE = 5 sin? 0y = vy = |— | x |sin G|
p p

dans laquelle sin 0y peut étre remplacé par — cos (2> , conformément au ré-
sultat (105) :
" A
cos | —
2

permet d’obtenir :

. <A> ’Ce
sinfg=—cos| — | = vg=|—
2 p

vo |p|
|Cel

2
<A) ,<A) 1 1 (C|]e]
tan{ — | =sin| — | X ———= — X ———
2 2 (A) le[ o ]
cos | —

A
Cette relation : cos ( ) =

2

soit encore :

A
tan <> = |C| = ¢ (108)
2 volp|  wolpl

Cependant, I’expression de p est jusqu’a présent inconnue, mais elle peut étre
obtenue a I’aide de la seconde relation de Binet (relative a 1’accélération ~ de
P), également fournie par I’énoncé :

d2
7= %2 (d;; n u> g,

avec :
1 e du e - c?
u=-+—-cos = —5 =——cos =7=——u"e,
P P ez p P

Ce vecteur accélération obéit, de surcroit, a la loi fondamentale de la dyna-
mique :

- mC?
mi—f o= M e 9@ 2
P 4dmeg
mC?
Lo _ 499
P 4dmeg
dreomC? 4dreomC?
L'

qQ
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De cette maniere, le résultat (108) devient :

¢ _C Q@  qQ
an| = ) = = x —
2 vo  4meomC?  4dmegmCuyg

ou C' = bvg, conformément a 1’égalité (107) :

2 dmeombu?

(c) Dans le cas ou b = 0 (le proton est dirigé directement vers le centre O du

noyau) :
A
lim [tan ()} = 400
b—0 2

ce qui admet pour solution :

:g:> A=

w| >

Une telle déviation signifie que le proton est alors envoyé dans sa direction de
départ, ce qui parait assez réaliste, compte tenu de la nature répulsive de la force

électrostatique :
- b
P, _0 0
___________ < e - - D - - — — — = — — — —
®170 Lycée Saint-Exupéry, Mantes-la-Jolie

Soient v4 et vg les vitesses instantanées des points A et B, permettant de définir 1’éner-
gie cinétique du systéme :

car v4 = vp tant que le fil reste inextensible.

On choisit arbitrairement le plan horizontal comme
origine des énergies potentielles de pesanteur, de
sorte que 1’énergie potentielle du systeéme vaut :

E,=E,(A)+ E,(B) = —magh = —magx sina

Par définition, I’énergie mécanique du systéme vaut :

ma+mp o .
#UB — MaAgx SIN

E,=E+E,=
Or, I’absence de frottements annule toute force dissipative extérieure au systeme, tandis
que le caractere inextensible du fil annule le travail des forces intérieures au systeme.
C’est pourquoi I’énergie mécanique est constante et conserve sa valeur initiale (lorsque
z=a,vg =0):
FE,, = —maga sina
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Ce faisant :
ma+mp o . . L2 2mag sina( )
—————— vp —magr sina = —maga sina => v = ————— (T —a
5 B A9 A9 B Ta+ma
Notamment, lorsque B quitte le plan horizontal :
v =V 2m4g sin o
B = Vg = —Ag L — a,)
xr=1L ma +mp
0171 Lycée Poincaré, Nancy

Soient :
e Ay, By les positions initiales de A et B ;
e As, B5 les positions finales de A et B;
* G le centre d’inertie du systeme [A, B]
e O un point fixe d’un référentiel galiléen, servant a repérer les positions des divers

points.
Q o..A4 ¢ B
L
0 B ¢ A

Compte tenu du théoreme de la quantité de mouvement, la variation de la vitesse

. dOEi’ . . -
Vg = T est liée a la résultante des forces extérieures Fiy, :

dug
dt

(=1

(ma +mp) :ngtzﬁcarﬁext:

Par suite, la vitesse U de (G est constante et conserve sa vitesse initiale nulle. Il s’ensuit
que le point G est immobile, de sorte que le déplacement du canot est caractérisé par :

A1By = A1G + GB,

ou la définition de GG conduit a :

— — —— ——
maGAy +mpGBy =0 = GBQ:—%GAQ
B
= A{By = Alii — miA GAs
B

En outre, la permutation des positions de A et B se traduit mathématiquement par :

A1 By = BoAy = A1G + GBy = BoG + GA,

avec :
e — =5 WA?
maGAL + mpGB; =0 GB: = miBAl
=
N - N
maGAs + mpGBy =0 BQZE:%GAQ

mp
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d’otu il s’ensuit que
A8‘+ Ala —@+GA2 = (1+)A3 (+1>G—Az>
mp
= Alii = GAQ

en conséquence de quoi :

B B

mp

Enfin, la définition du centre d’inertie G' conduit a :

AC=4,0+00 = A0+ maOA, +mp OB,

ma+mp
mp (A16 + 031) mp
ma+mp ma+mpg

soit, finalement :

——  mp—m m — — W g =
A1By = B A X B A1B1 = A1By = uBlAl
mp ma+mp ma +mp
Le déplacement d = HAlBQH s’exprime alors, de maniere simple, en fonction de
—
Nl
mg —m mg—m
d= a7 MB x I, car a7 B >0
ma +mp ma+mp

. = N
et ce déplacement se fait dans le sens de B A; (le canot recule par rapport a la personne
dont la masse est la plus importante).

®172 Lycée Fabert, Metz

L =1 . = ? . . .
1. Soient 74 = OA et g = OB les positions des points A et B, de vitesses respec-
tives U4 et Up.
En coordonnées polaires, ces vecteurs s’écrivent :

TA=a€r g = Ua=aléyas avec .4 N\ Egpa = k

et:

g =bé,g = Ug = bl éyp avec €, N €y = k

Par conséquent, le moment cinétique du systeme {4, B} en O est donné par :
0o = TANMmala+7 A mpip
= (aé}A)/\ (mAaéé’gA) —l—(bé'rB)/\ (metégeB)

= Jo= (aZmA —|—b2m3) HE
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2. Les points A et B étant soumis a leurs poids 13,4 =maget ]33 = mp ¢, le moment
du poids du systeme en O est défini par :

Mo = OAAP,+OBA Py
= mAgasinGE—mngsinHE

c’est-a-dire :

Mo = (ama —bmp) g sin@k

Les positions d’équilibre, lorsqu’elles existent, sont caractérisées par ./\710 =0.Le
résultat précédent montre qu’il y en a deux, repérées par :

0p=0eth, =

3. (a) Le théoreme du moment cinétique, appliqué au systeme { A, B}, conduit a :

déa, . . N
790 _ Mo = (anA —|—b2m3) 0k = (ama —bmp) sinfk

dt

. bms—
= G4BTI g =
a?my + b2mp

Au voisinage des positions d’équilibre 0 et 61, I’angle 6 est caractérisé par ses
écartscetn, telsque: 0 =6y +couf =6, + .

* Au voisinage de 6y = 0, un développement limité fournit :

sinf = sin(fy + ) ~sinfy + ¢ cosbp=cetf=c=0=2¢

auquel cas I’équation différentielle du mouvement se simplifie :

bmp —amgy
——————— =0 109
a?ma + b2>mp c (109)

* De méme, au voisinage de #; = 7, un développement limité montre que :

sin@ = sin(6y +n) ~siny +n cosy = —netl = 6, +77:>é:1'7'
Dans ce cas, I’équation du mouvement devient :

bmp —amy

—-—= 2 p=0 110
7 azmA+b2mB77 (110)

bmp —ama

(b) En supposant que bmp > am 4, on convient que : > 0, ce qui

a’my + b2mp
signifie qu’il existe un nombre réel w tel que :

9 bmp —amy

T @?my +2mp

Ce faisant, 1’équation différentielle (109) : £ + w?e = 0 admet une solution
harmonique :

e = A cos(wt) + B sin(wt)
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De fait, la tige oscille autour de cette position, qui représente alors un équilibre

stable, avec la pulsation :
bmp —amy
W=
V a?2ma + b2mp

En revanche, 1’équation (110) :

f—w?n=0

admet une solution générale :

n= A/ ewt + B/ e—wt

monotone croissante avec ¢ ; cet équilibre est instable.

(c) Le cas ama = bmp correspond a celui ou le point O est confondu avec le
centre d’inertie G du systéme de points {A;, Ao}, car :

O?_mAO—jA‘i‘mBO?

=0
ma+mp 4

L’équation du mouvement :
6=0

révele que 0 est constant.

Notamment, si la tige est abandonnée sans vitesse initiale, 6 demeure nul, ce
qui signifie que le systéme reste immobile ; il s’agit d’un équilibre indifférent.

®173 Lycée Poincaré, Nancy

1. On note k le vecteur unitaire perpendiculaire au plan des diverses rotations. Les
vitesses de la Terre et de la Lune valent, dans le référentiel 1ié a O :

T . dOL

ctvr =

—

vr =

dt dt
et dans le référentiel barycentrique (li€¢ a R
G): ®k
a
L. _dGT . dGL 0
T T YT T .
0 (ms)

Par suite :

_do¢  dGT__  d4GT . dOG | dGL

Svet Tttt T oy Ty T

—

vr @ T
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- dO . . o L
ou g = ——— désigne la vitesse de G dans le référentiel 1ié a O. L’énergie ciné-
tique du systeme, dans le référentiel lié au Soleil, est définie par :
1

1
B, = EmTU% + iva%

mr (_, dCﬁ)2 mr, (_, dG’7>2
= — | vg+ + — | vg +

2 dt 2 dt

mr N dCﬁ w2 mry, N dﬁ w12
= 7 Ué—i_QUG.T—’—(UT) +7 ’UQG+2’UG'W+(’UL)
B mT—i—vag_i_z_), m dCﬁ‘—i—m dCﬁ lm (’U*)2+lm (’U*)2
- 2 ¢\ Ty L g T T L

Dans cette expression, la définition du centre d’inertie GG fournit :

mr dCﬁerL@ d(mTG?erLCﬁ):ﬁcarmTCﬁﬂnLszﬁ

dt at ~ dt

et d’autre part :

définit I’énergie cinétique barycentrique du systeme. C’est pourquoi :

Ec:wugﬂa* 111

Le mouvement de rotation uniforme de G autour de O suggere que : vg = a

et, d’autre part, le systeme {7, L} peut étre remplacé, dans le référentiel bary-
mrpmyp,

centrique, par un point fictif M, de masse réduite | = —— —, et tel que
. mr +mry,
GM = Iﬁ" a tout instant.
w AT (mg) <<
N /‘ M ()
G
d d
/|
L (my)
G

Ce point fictif étant alors animé d’un mouvement de rotation uniforme autour de
G, ala vitesse angulaire w, sa vitesse vaut v;; = d X w et son énergie cinétique est
donnée par :

1

Ef = S u(vi)’ =

__MTML 2.2
2 (mr +mp)

Finalement, I’identité (111) fournit 1’énergie cinétique du systeme :

B =TTEML 202 MTML 2 2
2 2 (mT —|—mL)



562 Chapitre 5

2. Dans le référentiel 1ié au Soleil, le moment cinétique du systeéme {7, L} en O est
défini par :

(ﬁ/\mT ddO?"f‘Oj/\mL d()j

dt

(35 o (14 27 ) 68+ 2) s (5 45
4ot d(ﬁercﬁ  dOL _ oG dGT

dt —  dt a T T @ dt

o

car

c’est-a-dire, en développant cette expression :

d(ﬁ‘f‘ﬁz/\ deCﬁ‘
dt dt
dﬁ‘f’ﬁ/\ deﬁ

dt dt

ao—Oﬁ/\ mTvg—&—mTCﬁ'/\vg—&—O?/\ mr

“!‘O?/\ mLﬁg-i-mLCﬁ/\ﬁg-i-O?/\ mry,

En remarquant que le moment cinétique du systeéme dans le référentiel barycen-
trique est défini par :

Fa = GT A mrpUs + GZ/\ mpuy
on trouve ainsi :

EO:O?A(anLmL) ﬁg+(mT6ﬁ+mLa)/\ﬁc

+OC A (mT dﬁ+mﬁ> g

d dt

La définition du centre d’inertie G fournit directement : m Cﬁ +myr Gj =0et:

(mTCﬁ—&-mLCﬁ) —0:>mT dGﬁﬁ-mL da =0

dt dt

dt
ce qui simplifie I’expression de &' :
do :O?/\ mig + 65 avec m = mqp +mp,
Le premier terme de 6o désigne le moment cinétique en O du point G affecté de la
masse m ; compte tenu du mouvement de rotation de GG, ce moment devient :
O@/\ mig = ma?Qk = (mr +mp) a0k
En revanche, ¢/, étant un moment cinétique barycentrique, il s’identifie au moment

cinétique du point fictif M, de masse réduite i, qui effectue une rotation uniforme

autour de GG (avec une vitesse angulaire w et un rayon d). Il en résulte que :
. - mrmp
4 = pd’wk avec p = ———
G
mr +my,

Finalement :
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®174 Concours Centrale-Supélec

1. La loi fondamentale de la dynamique peut étre exprimée sur les points A; et As :
ma Gy = fiaetmydr = fa1 = —fi2

car, en vertu du principe des actions réciproques, la force fo; que As exerce sur A
est opposée a f1s; on pourra également exprimer f15 en fonction de mq, ma, 7, g
—

t le vect itaire ¢, — 142
et le vecteur unitaire €, = :
A Ag
- mimeg _
Ji2 = ! 229 r
r
2. La somme des deux relations précédentes donne :
—
i =G = d2@>12+ 04, _
meo do +my a1 = m m =
2 02 101 2 e 1T
d? — =
= @ (mQOAg—l—ml(ﬁl) =0
d2 — —_— -
= @ [(ml —|—m2) O@—leGAl—FmQGAQ =0

. . . — — —
Or, puisque G est le centre d’inertie de { Ay, Ao}, alors : my GA; +ma GAs =0,
ce qui simplifie I’expression précédente, en posant m = mj + mso :

©*0G _ . dOC
T R dt

Le centre de masse possede dont une vitesse constante (ce qui parraissait évident,
puisque le systeme {A;, Ao} n’est soumis a aucune action extérieure).

—
= cte

3. Les deux relations de la premiée question peuvent s’écrire :

—
?04, 1 -
ez my " d? = 1 1\ -
—_— m2 i 72 (OAQ - OAl) = — —|— f12
204, 1 - d mi - ma
ez omy
1 1 N L. P N
En posant alors : — = — + —, ou u désigne la masse réduite du systeéme
1% mi mo

{Al, Ag}, et:

F=A1Ay = A0+ 0A; = 0Ay — OA
I’équation précédente devient :

e
b = Ji2 (112)
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4. La variation de 1’énergie potentielle £, du systeme est liée au travail de la seule
force interne fio :

dE, = Wiy = — f1o - dA; A3

&6
o e
ou, en coordonnées cylindriques : ®k 7
e A
dA1 Ay = dFf = dré, +r dO & + dzé. e R
A

en conséquence de quoi :

mimsag dr = dE, _ Mamag

72 dr r2

dE, =

Cette équation montre qu’il existe une constante K telle que :

—mimag

E, = +K

et dont la valeur tient compte de I’annulation de F,, lorsque 7 devient infini :

lim (—le"’g + K) =0=K=0
r—00 T
De fait, il reste :
mimog
Ep=———

De plus, compte tenu de la définition de GG dans le référentiel barycentrique :

— —
N — dGA GA >
mi GA; +meGAs =0=my ! mo 2:0
dt dt
ST e =0 = T = — 25y (113)
mi
et:
— —
. L dGA2 dGAl d (m+ CT1>4 ) dr — g . e
Uy — U] = — = S S L
2 dt dt ae \ ) a2
(114)
En utilisant la relation (113) pour remplacer ¢} qui intervient dans la relation (114),
on trouve :
2k ma =% =% 1 1 =% =% oo
U (1+— ) =7T" = ma ¥, +— | =0 =0 = —0* (115
mi mo ma ma
La relation (113) conduit alors a :
gy =t g (116)
my

De plus, Iénergie cinétique barycentrique : E} = = (mq vi® 4+ mov3”) devient,

1
2
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compte tenu des résultats (115) et (116) :

1 u? w2 2 1 5 .9 1 1
E* — - Ll Ll *2 * - -
. 2<m1m%+m2m% v 5 M7V m1+m2
1 1 1 1
= Ef=-w*? puisque — + — = —
2 mi Mo o

L’énergie totale dans le référentiel barycentrique vaut par conséquent :

1
E* = Ep(’l") +E: _ _Mv*2 . mimog

2 r
En remarquant que :
Fio- dr= U g, g (g

r r

la différentielle de £* prend la forme :
1 -
AE" = S pd (7°) - d (W) = p* - dF* — fia- dF
T
si bien que :
dE* do* dv* -

a MU g e =T '(“Ou‘fu):(’

puisque la relation (112) a pour conséquence : u % = flg. Aussi :

dE*

dt

suffit a prouver la conservation de 1’énergie mécanique du systeme.

5. Par définition, le moment cinétique du systéme, dans le référentiel barycentrique,
s’écrit :
- = x| AA -
G = GAL N miv] + GAa A maTy

ou I’on peut utiliser les relations (115) et (116) :

= 2
— —
2 =G* = —GA| A po* + GAx A pi
171*:—L17*
mi

- (A16+ cﬁxz) A us* = A, Ay A ui*

soit, en utilisant la notation de 1’énoncé :

= = =5 o
G"=T7N\ puv* car AyAy =7

Utilisons alors cette expression de & * pour calculer sa dérivée temporelle :

dé* dr dv*

= — A pui*+7A = TN uit +7A f
a o N AT g S TR TA fio
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7 mimag _, 4 . s o 4 ..
Or, f12 = ———5— 7 est nécessairement colinéaire a 7', en conséquence de quoi :
T
do* -
= —f=sr=ct
dt
On pourra alors poser :
|67 = [FAT*]| = uC = [FAT] = C = cte (117)

6. Etant donné que :

Fl:O_1>41:O?‘Fﬁl:O?‘F??l*etFQ:O_}lQ:O?‘FO_xiQ:O?‘FF;

le mouvement du systéme binaire est totalement déterminé si O@, 77 et 7y sont
connus. Cependant, GG étant le centre d’inertie :

- - = . ma
miry +mery =0=>71 = ——74
my
d’ou il ressort que :
oo - - ma ma
r=ry -1 = 75 <1+>—T2*
ma H
B fo
= T =—7F=>7=—T7"
m2 my
. ? B,
 =0G — —7
my
=

Dong, I’étude du seul paramétre 7 suffit 2 déterminer les positions de A; et Ao

(on se souvient que G est animé d’un mouvement rectiligne et uniforme, puisque
2=

Ug = 6). De plus, laloi (112) : p ditg = fig suffit a montrer que 1’étude du mou-
vement du systeme se ramene a celle du mouvement d’une particule, de masse f,
soumise a une force fig et de position 7.

Afin d’étudier ce mouvement, remarquons que la nature station-

naire de &* permet d’affirmer que ce mouvement est plan, et Y ~
autorise de fait ’emploi des coordonnées polaires (r,6), pour
lesquelles correspondent les vecteurs position et vitesse :

rF=re,etv" =7re, +rweyavecw =0

Ainsi :

=

ANT* = (ré.) A (ré,. +rweép) =r2weé, A& =r2wk

et, d’apres la relation (117) : C' = r?w = cte.
Enfin, en coordonnées polaires, I’accélération s’écrit :

=%

N = (r - rwz) ér + (2rw + rw) ey
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ou:

dC
C:rQwﬁﬁ:2frw+r2w:0$27'°w+rd}20

simplifie I’expression de I’accélération : 7* = (i — rw?) &,. De plus :

. dr df dr C dr w_iG_C

"Tat T a2 at 1?2

. d /1
=5 ()
Un raisonnement analogue conduit a :
. dr de dr c d? /1 c? a2 /1
r/me—= — — = —W —_— — = - — —
dt  dt dé dez \ r r2 de? \ r

2
Enfin, étant donné que : C = r’w = w? = —» I"accélération adopte la forme
T

1l s’ensuit que :

suivante :
e c? d? 1 c? . B c? [ d? 1 n 17 .
7= r2 do? \r 73 or = r2 | do2 \ r r er

c’est-a-dire, compte tenu de la relation (112) :

P pC? [ d? (1 1] 5 mimag
wy :f12 = - ) |:(W ; +; €r = — 2 €r

a2 /1 1 mimag
- cW(r)+r_ 12

La solution générale de cette équation différentielle :

mimag
pC?

1
— = A cos + B sinf +
r

se simplifie (a condition de choisir les conditions initiales idoines) :

mimsag

pC?

1
— = A cosf +
r

qui représente 1’équation polaire d’une conique.
Quant a D’énergie cinétique, dans le référentiel barycentrique, elle s’écrit :

E! = B ;w*z, avec :

dr S 2.
:E:rer—i—rwegzwj* =72 4 122

— %
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. c? . .
et, puisque C' = r’w = w? = P il s’ensuit que :
2 1 1 Cc?
*2 .2 E *2 -2 1%
v =T —‘1-7”72 = EC—§/J/U —i,w“ +W
1 uC?  mimag
= E'=_pi*+ = —
g 17 + 2r2 r

De cette équation, il ressort que :

1 pC?  mimag
= = E* - Ee Ee = —— = — 118
5 W () avec Eefr 572 . (118)
La définition de F.; montre que pour r ten- Fogr
. S e E* 1
dant vers zéro, . s’identifie a ER tandis [k -------T------ (1)
r

—mimag . N
que Feg =~ — lorsque r devient tres

grand, de sorte que la courbe représentative
de Eer(r) admet deux courbes asymptotes,
qui donnent I’allure représentée ci-contre. eff min

Quatre cas se présentent alors, selon la valeur de E*, étant donné que 72 > 0 im-
pose la contrainte : E* > Feg.

e Lorsque £* > 0 (cas 1), le mouvement est hyperbolique.
* Lorsque E* = 0 (cas 2), la trajectoire est une parabole.

e Lorsque Eermin < E* < 0, (cas 3), la trajectoire est une ellipse qui confere a r
deux valeurs extrémales 7min €t Tmax-

* Lorsque E* = Eemin, la trajectoire est circulaire, de rayon r = ¢, solution de
I’équation : £* = Eeff(ro) = FEetfmin-

7. D’apres les conclusions précédentes, 7max €t "min doivent €tre solutions de I’équa-
tion Eer = E*, avec E* < 0, c’est-a-dire, en vertu du résultat (118) :

uC? _ mymag

= = E* = 2F* 1% 4+ 2mymagr — uC? = 0 (119)
2r2 r

En notant A’ = (myma g)2 + 2E*uC?, les solutions de cette équation sont :

— + VA VA
_ “mamag _ mamag + ar B* = — |E*| <0
2 B 2 |E7|

Ainsi :

mimeog + VA mimeog — VA
=T aET YT i

T'max B |E*| (120)
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La représentation graphique de la trajec-
toire elliptique montre, au demeurant, que
2a = Tmax + Tmin, SOMmme que 1’on peut éva-
luer a partir des résultats (120) :

-

| G
2mimag mimayg | | |
20 = = |E*| = | - |
“ 2 |E*| | I 2a 1 1
: Tmax : Tmin :
soit, compte tenu du signe de £ : ! a a '
E*=—|E"|=> E* = _mimag (121)
2a
De surcrotit, I’équation polaire de I’ellipse étant : r = L, il s’ensuit que :
1+ e cosf
- p
max —
l1—e 1 1 2p 2
= 2q = = =p=a(l—ce
P p(l—e+1—|—e) 1-e P ( )
Tmin = 174’6
d’ou I’on tire que :
a (1—e?
rmalepie: (1_6):a(1+6)

Or, puisque 7,y est solution de 1’équation du second degré (119), cela signifie que
I’on peut y substituer 7 par a (1 + €), ce qui conduit & :

2E*a® (1+ €)® + 2mimaga (1 +¢) — pC? =0

avec B = —m12m29 = 2mimag = —4aE”
a
soit encore :
puC? = 2E*a® (1+e¢)” —4ad® (1+e) E*

= 2E*q? [(1+e)2—2(1+e)}
= 2E*a® [1+2+¢e” —2—2¢]

c’est-a-dire, finalement :

pC? =2E*a* (e* — 1) (122)
2F*a?
De cette relation, on tire que Cc? = ¢ (62 — 1) ,avec B = — mlmgg' Ainsi,
a
1
en utilisant la définition de la masse réduite : — = m, la relation (122)
1% mimso

s’écrit aussi :

2mimag o  mi 4+ ma
— a® X

C? =

X (62 — 1) = C? =ag (mq +my) (1—62)
(123)

2a mims
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. . . 1., C dt
Enfin, la vitesse aréolaire s’écrit : T FAU" = dS =

2
la surface élémentaire balayée par le rayon-vecteur GM pendant le temps dt).

(ou d.S désigne

Aussi, en appelant 7" la période de révolution de la particule fictive M, S' = 5 T

représente la surface de ’ellipse de demi-axes a et b, c’est-a-dire : S = wab.

Enfin, le demi-grand axe a est lié au demi-petit axe b par la relation :
b? = a? (1 — €?), en conséquence de quoi :

S =ra?V1—e? = 8% =r2q* (1762)

C
Or, puisque S = 5 T, cette identité devient, compte tenu du résultat (123) :

272 _ 2 (1- 62) 72 4r2a? (1 —e?) _ dm?a* (1 - e?)
4 Cc? ag (my +mg) (1 —e€2)
ou encore :
a_3 _ g (m1+ma)
T2 472

Cette relation confirme la troisieme loi de Kepler, a condition que my < my (I’'une
des composantes du systeme binaire doit étre beaucoup plus massive que I’autre),
3 3
a mi . ss 12 a” .,
car, dans ce cas : — =~ 4—29, ce qui confirme 1’indépendance de T2 al’égard de
0
la masse de I’astre le plus 1éger.
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Thermodynamique

6.1 Le gaz parfait
6.1.1 Définitions

Un fluide exerce une force f sur une surface S, orientée par un 18

vecteur S, normal a la surface (vers I’extérieur du fluide) et tel que N R

S = H§ H La force f possede alors deux composantes : f:L normale ﬂuide{/:?f n
A

et f:, tangente a S. i

Définition 1 On appelle gaz parfait un gaz qui jouit des propriétés suivantes :
e les particules qui composent le gaz sont infiniment petites ; elles ne possedent pas
de volume propre ;
e ces particules n’interagissent pas les unes avec les autres ;

e fy = 0, quel que soit I’ état de mouvement du gaz (absence de viscosité).

Sauf indication contraire, les gaz rencontrés en CPGE seront supposés parfaits.
Dans le cas contraire, une mention explicite apparaitrait dans I’énoncé.

Définition 2 On appelle pression exercée par le gaz sur S le coefficient de propor-

tionnalité entre fn et S. Dans le cas d’un gaz parfait ou d’un fluide immobile ( f fn
cette définition devient :

f =p X S (pour un gaz parfait ou un fluide immobile).

Définition 3 Une variable d’état (ou parameétre d’état) est une grandeur physique
selectionnée pour décrire un systeme physique (par exemple la pression, le volume, la
concentration ...)

Une telle sélection suppose que les autres parametres susceptibles d’étre choisis sont
stationnaires ou sans conséquence (en thermodynamique, pour décrire un gaz, on pré-
férera souvent étudier sa pression plutdt que son odeur).

571
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Définition 4 Une variable extensive est une variable que I’on ne peut mesurer que
dans un volume non nul du systeme (par exemple la quantité de matiére, la masse, le
volume...)

Les variables extensives sont généralement additives (la réunion de deux systemes de
masses m; et mo constitue un nouveau systeme de masse m = mj + ms), sauf lorsque
des interactions chimiques ou des changements d’état se produisent.

Définition 5 Une variable intensive est une variable qui décrit le systeme en chacun
de ses points (dépourvu de volume, au sens mathématique du terme); par exemple la
température, la pression, la concentration,...

Les variables intensives ne sont pas additives (le mélange de deux litres d’eau, portés
chacun a 50°C, ne constitue pas un systeéme de deux litres d’eau a 100°C).

Définition 6 On appelle équation d’état une relation entre les variables d’état d’un
systeme.

Notamment, un gaz parfait composé de n moles de particules, a la température 7" (en
Kelvin"), occupant un volume V' (en m?), sous une pression p (en Pa)? est décrit, a
I’équilibre, par la fonction d’état :

pV =nRT

ot R = 8,314J- K™ - mol™! désigne la constante molaire des gaz parfaits. 1l existe
évidemment d’autres équations d’état. Par exemple, un fil élastique soumis a une force
F = fis’allonge de A/, tel que : F' = k Al 1w (k est la constante de raideur).

6.1.2 La température

6.1.2.1 Définition phénoménologique

Définition 7 Une grandeur thermométrique est un paramétre choisi, pour un systeme
physique, en raison de sa dépendance en fonction de la température (par exemple le
volume d’un liquide ou la longueur d’une tige métallique).

Un thermometre indique une température (¢) a 1’aide des variations d’une

grandeur thermométrique (z). Une telle échelle est dite centésimale si, entre “100/ 1100
les valeurs x100 = T(¢=100) €t To = T(;—0) Se trouvent cent divisions. On 7|t
admet qu’entre ¢t = 0 et t = 100, x varie linéairement en fonction de la tem-
pérature : %o
xzwt_}_w()@t: & (17—350)
100 100 — X0

'La relation entre la température T exprimée en kelvin et la température ¢ exprimée en degrés Celcius
est:
T(K) = t(°C) 4+ 273,15°C

2L unité 1égale de la pression est le pascal, mais on trouve également d’autres unités, parfois plus ai-
sées a manipuler : I’atmosphere (1 atm = 1,013.10° Pa), le bar (1 bar = 105 Pa), le millimétre de mercure
(1 atm = 760 mmHg).
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Ce faisant, la connaissance de xg, 190 permet d’associer a chaque valeur de = ob-
servée, une valeur de ¢. Dans la pratique, 1’échelle Celsius a été définie en choisissant
0°C et 100°C respectivement aux points de congélation et d’ébullition de I’eau pure a
pression standard.

[@' Un thermometre a mercure permet la mesure d’une température 6 grace aux
variations du volume V' de mercure, en fonction de la température ¢ en °C :

V=V, (1+at+bt?)

ol 1 est une constante, de méme que a et b = aa, avec o = 5.107° ("C)_l.

1. Pour quelle température 7, ce thermometre fournit-il une erreur maximale par rap-
port a I’échelle Celsius.

2. Quelle température 6, fournit-il alors ?

REPONSE
1. La grandeur thermométrique V' permet la mesure d’une température 6 conformément a la loi :
100
0= —— (V-W
Vioo — Vo ( )
avec :
Vico—Vo =W (100(1 + 10% b) =100Vp x (a + 100 b)

et:
V—Vo =V x (at+bt?)
C’est pourquoi :

=20= ———
100 Vp (a + 100 b) a+ 1000

L’erreur commise par rapport a la température Celsius correspond a I’écart ¢ entre ces deux échelles :

~ 100V x (at+bt?) P at+bt?

at+bt?) — (at+100bt) b x (12— 100t
( _

e=0—-t=
a+ 1000 a+ 1000
Cet écart devient maximum pour une valeur ¢o de ¢ telle que :
d b x (2tg — 100
del _ g 0x @0 -100) _ oy 5pc
dt |y, a+ 1000

2. Pour la température tg = 50°C, ce thermometre indique la valeur :

to + bt? t t2
0y = ato+ 0 — 0+aocarb:aa
a+100b 14100«

50 +5.107° x (50)2
_ 00 X 07 gy = 49,88 degrés
1+ 100 x 5.10-5

6.1.2.2 Définition cinétique

Définition 8 Soit v la norme de la vitesse des particules qui composent le gaz parfait
et <U2> la valeur moyenne de v? étendue a I’ensemble des particules. On appelle vitesse
quadratique moyenne des particules la grandeur :

)
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En admettant que le gaz soit homogene (la vitesse ' ne dépend pas du point ou elle est
mesurée) et isotrope (U peut étre orienté dans toutes les directions de 1’espace, avec la
méme probabilité), on montre que pour un gaz contenant /N particules dans un volume
V' et sous la pression p :

1 1 .
pV=§Nm <02>:§va 2

ol m désigne la masse de chaque particule. En notant n le nombre de moles associées
a N, et M la masse molaire du gaz, cette loi équivaut a :

1
pV = gnMv*2

d’ou se déduit I’énergie cinétique moyenne (e.) de chacune des particules :
3

dans laquelle la constante de Boltzmann & est définie a partir du nombre d’ Avogadro
(Na = 6,02.10%% mol 1) :

R
k=-—=13810"2J.K!
Na

6.1.3 Energie interne

6.1.3.1 Introduction aux dérivées partielles

Définition 9  Soir f(x,y) une fonction réguliere de deux variables indépendantes x
et y. On appelle dérivées partielles de [ par rapport a x et par rapport a y les deux
opérations respectives :

0 A = 0 Ay) —

of _ yyy fetAzy) —flzy) ~Of . Ffl@y+Ay) - flzy)

= t =
or  Az—0 Ax ¢ dy  Ay—0 Ay

0 7] . . o
Dans la pratique, Oif (resp. —f) s’obtient en dérivant f, tout en assimilant y (resp. x)
x

Ay
a une constante. Par exemple, pour la fonction f(z,y) = 222 + 3zy
of af
— =4 3yet — =3
2 r+oye ay T

Au premier ordre en dz et dy, la différentielle de la fonction f(z,y) est donnée par :

)
df = f(x + dz,y + dy) — f(z,y) = % dx+8—£ dy

Par exemple, on pourra vérifier que, pour f(z,y) = 222 + 3y, et en négligeant les
termes d’ordre 2 (dz? et da dy), la différentielle df vaut :

df = (4o + 3y) dz + (3x) dy
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Remarque — On distingue la différentielle df de f, d’une grandeur infinitésimale 51,
non différentielle. Par exemple, il existe une fonction f(x,y) telle que :

df =4z dx + 3y dy + 3z dy

tandis qu’il n’existe pas de fonction ¥ (x,y) telle que :
dy = 4z dx + 3y dx + 4z dy
ce que l’on figure par la notation :

0 =4 dx + 3y do + 4o dy

On note % Uintégrale, dont le point de départ A est le méme que le point d’arrivée :

f=1;

ce qui permet de distinguer les différentielles des simples formes infinitésimales :

%dszmais%(w;éO
On démontre que :

@ —;et ue : a—T X @ X a—v =1
ar ), ~ <a:r> e \ov) “\or), “\op ), ™
op/

6.1.3.2 Gaz parfait monoatomique

Si E.(G) désigne I’énergie cinétique du centre d’inertie G d’un gaz parfait, E'* 1’éner-
gie cinétique de ce gaz dans son référentiel barycentrique, le théoréme de Koenig per-
met d’exprimer I’énergie cinétique de ce gaz dans tout référentiel :

E.=E.(G)+ E}
Quant a I’énergie potentielle £, de ce gaz, elle ne tient compte que des actions ex-

térieures qui s’exercent sur ce gaz, dont les particules n’interagissent pas entre elles :
B, = E, . Cest pourquoi I’énergie mécanique du gaz parfait vaut :

E =FE.G)+ Epe + E*

Définition 10 On appelle énergie interne du gaz parfait la grandeur :

U = E7 (pour le gaz parfait)

De cette maniére :
E=E.(G)+ Epex +U (2)
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Remarque — Dans le cas général (hormis les gaz parfaits), des interactions internes
aux systeme sont associées a une énergie potentielle Ey, ;, auquel cas ['énergie interne
est définie par :

0 = 18 =18
Avec ces définitions, et compte tenu du résultat (1), n moles d’un gaz parfait monoato-

mique possédent I’énergie interne :

U=nNy <ec>:>U=gnRT

On note ce résultat de plusieurs manieres :

 Si Cy désigne la capacité thermique a volume constant du gaz :
3
U =Cy xTavec Cy = inR

e Si Cy,,, est sa capacité thermique molaire a volume constant :

3
U:nC’meTavecCsziR

* Si cy est sa capacité thermique massique a volume constant, m sa masse et M sa
masse molaire :

U =mecy x T avec cy =

Mol o
=l =

6.1.3.3 Gaz parfait polyatomique

A I'instar des gaz parfaits monoatomiques, I’énergie interne des gaz polyatomiques ne
dépend que de leur température :

U:CV(T) x T

La différence de comportement provient de la dépendance de C'y avec T'. Les valeurs
de C'y sont associées a des phénomenes physiques qui contribuent a 1’énergie interne :

T faible T ordinaire T élevé
3 5 7
Cy —nR —nR —nR
2 2 2
Phénomeéne | Translation des molécules Rotation des molécules Vibration des liaisons
intramoléculaires

6.2 Fluides réels et phases condensées

Définition 11 Les coefficients thermoélastiques sont définis par :

* le coefficient de dilatation isobare o ;
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e le coefficient de compressibilité isotherme T

d’un corps de volume V' par les relations :

a—l a—V et —_l a_V
“vier), M~ v \a),

[@d On considere un fluide, dont le coefficient de dilatation isobare est constant
et vaut ap. On suppose que lorsque sa température 7' vaut 7, son volume V' prend la
valeur V.
Montrer qu’en maintenant la pression constante et en supposant que « (7' — Tp) < 1,
le volume V' peut s’écrire :

V=V, (1+aT)

ol I’on exprimera les parametres V{ et a en fonction de Vj, ayg et Tp.

REPONSE Sila pression p demeure constante, (dp = 0), la différentielle du volume se simplifie :

av=(5) ar+ (%) aw=(5) ar
ar ), o ) r ar ),

ou la définition du coefficient de dilatation isobare conduit a :

1 /oV ov dv
Oto:f(i) ﬁ(i) =V =>dV=ayVdl = — = ap dT
v \er/, \or)/, v

Notamment, puisque V' = Vp lorsque 7" = T :
vV q T
/ —V:QO/ dTﬁln(K):ao (T —To) =V = Vyeo (T=T0)
vo V To Vo
Enfin, I’hypothese selon laquelle cvg (T — Tp) < 1 suggere 1’emploi d’un développement limité :
V ~ W [1 + o (T — To)] =W [(1 — aoTo) + aoT]

@Q
= Vo (1—aoTp) % {1+7T
Vo (1 — CYOTO)
C’est pourquoi il existe deux constantes :
@0
Vi=V (1 -—aTp) eta = ——
6=V (1 - aoTt) Vo (1— aoTo)

permettant d’écrire :
V=V, (1+aT)

6.3 Eléments de statique des fluides

6.3.1 Loi fondamentale

Soit un fluide, plongé dans le champ de pesanteur uniforme § = —g¢é,, de masse
volumique p (évenutellement dépendante de I’altitude z). La variation de la pression p
au sein de ce fluide est donnée par la loi fondamentale de la statique des fluides :

G _
= —H9
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6.3.1.1 Cas des fluides incompressibles et indilatables

Ces fluides sont caractérisés par leur masse volumique p = pio indépendante de 1’alti-
tude ou elle est mesurée. C’est pourquoi I'intégration de 1’équation différentielle pré-
cédente conduit a :

p(2) = po — pog (2 — 20) ot pg = p(2o) 3)

On réalise un barometre en remplissant un tube de 1 metre de long

avec du mercure de masse volumique ;2 = 13,6.103 kg - m—3 (fluide 14
supposé incompressible et indilatable). Ce tube est retourné sur une

cuve contenant également du mercure, en contact avec I’air atmo- h
sphérique, a la pression ordinaire py = 1,013.10° Pa. La colonne de | p,
mercure s’abaisse dans le tube, jusqu’a atteindre une hauteur A, dans

le champ de pesanteur d’intensité g = 9,81 m - s

—2

1. Que vaut la pression p au sommet de la colonne de mercure ?
2. Calculer la hauteur h.

3. Quelle serait cette hauteur / si le mercure était remplacé par de I’eau (supposée

indilatable et incompressible) ?

REPONSE

1.

Compte tenu du mode opératoire, le haut du tube est vide (le mercure est « tombé » sous son propre
poids), ce qui ne peut exercer de pression : p = 0.

. Soit A un point de la surface libre du mercure dans la cuve et soit B un point, de méme altitude que A,

situé dans la colonne de mercure.
Ces deux points étant a la méme altitude, la loi (3) assure que :

z
PB =DPA — g (2B — 2A) = PA = Do 2o
N——— /
-0 Po
. o . . Zp
En revanche, un point C, situé sur la partie supérieure du mercure contenu dans la P A

colonne, est soumis a la pression pc = 0 telle que :
Ppo
0=pc =pp —pug (2c — 2B) =po — pgh = h = 9
Application numérique :

1,013.10°

=——————— = h="T59mm
13,6.103 x 9,81

Remarque — C’est cette valeur qui justifie la conversion : 1 atm = 760 mmHg.

. Sile mercure est remplacé par de 1’eau, les calculs précédents demeurent corrects, a condition d’attribuer

A 11 1a valeur de la masse volumique de I’eau : 102 kg - m—3. Ce faisant :

1,013.10°
h=-—"—"—-=10,3m
103 x 9,81
Ces deux valeurs justifient, pour des raisons évidentes d’encombrement, pourquoi le mercure est préféré
a1’eau dans la réalisation des barometres.

6.3.1.2 Cas du gaz parfait isotherme

Un gaz parfait, a la température Tj) uniforme, de masse molaire M, est caractérisé par
son équation d’état :

mR m Mp Mp
V = nRT, = % LAl SNt
Py =150 v _R1, " R1,

Ty =
Mo
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ol m est la masse des n moles de gaz contenues dans un volume V.
La loi fondamentale de la statique des fluides stipule alors que :
dp Mg _ dp Mg
— = —ug=-pPX — = —=——=dz
= MTTPERL, T, RT,
Notamment, si & une altitude z (resp. z) régne une pression p(z) (resp. po), I'intégra-
tion de cette équation conduit a :

r(z) g M z M
p g 9%
—_ == dz = p(z) =po X exp | — 4
/po P RTO/ZO p(z) = po p( RT0> @

6.3.2 Poussée d’Archimede

La loi fondamentale de la statique des fluides permet d’énoncer la loi d’ Archimede :

Tout corps plongé dans un fluide en équilibre mécanique subit une force A,
appelée poussée d’Archimede, dont les caractéristiques sont :

¢ sa direction : la verticale ;
* son sens : vers le haut ;

* son intensité : le poids qu’aurait le volume V' de fluide qui occuperait la
partie immergée du corps ;

* son point d’application : le centre d’inertie (centre de poussée) de la partie
immergée du corps.

[& Quelle est la surface minimum d’un bloc de glace parallélépipédique dont
I’épaisseur est égale a 30 cm, flottant sur I’eau, capable de supporter un homme dont la
masse mp, est égale a 80 kg ?

Les masses volumiques de I'eau et de la glace valent respectivement
pe =10 kg -m 3 et g =920 kg - m~3.

REPONSE
Soit k le vecteur unitaire vertical ascendant, a partir duquel
peuvent s’exprimer les diverses forces appliquées au bloc de

glace : T/?
¢ le poids de I"’homme : ﬁh = —mpg E; 1 Ih
« le poids du bloc de glace, de volume Sh : 139 = —ugShg E; /o
. 24 h
¢ la poussée d’Archimede A, dont Iintensité s’identifie au P
poids meg d’une masse m. d’eau qui occuperait le volume 9
Sz de la partie immergée du bloc (en gris sur le schéma) :
A= megE = ;AeSng
L’équilibre du bloc est conditionné par :
[ L mp, + pgSh
A+ Pp+ Py =0= peSzg =mpg + pgShg = z = huiﬂsg
€
Or, la hauteur z de la partie immergée ne peut excéder h, sans quoi I’ensemble coulerait :
Sh
z<h:¥M<hémh+ugSh<ueShéS>L
LeS h (pe — pg)

Application numérique :
80

S > = S >33m’
30.10—2 x (103 — 920)
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6.3.3 Introduction au facteur de Boltzmann

Etant donné que M = mN 4 et que R = kN4, laloi (4) devient :
mgz

o () e ()

ou ¢ = mgz désigne I’énergie potentielle de pesanteur d’une particule de gaz, de masse
m, a 1’altitude z.

Considérons une colonne de gaz parfait, de section droite
S, et un élément de cette colonne, a ’altitude z, de vo-
lume §V = S dz. Cet élément comporte un nombre de
particules 0 NV vérifiant I’équation d’état des gaz parfaits : tdz

pS pOS s/kT 2

. . S ----ATa=0
Aussi le nombre total de particules contenues dans cette PRl

colonne (7' demeurant indépendant de z) vaut : ‘
poS [ _mg: B M

Nlot = k7T o e~ kT dz mg

Du reste, la probabilit¢ de présence d’une particule dans cet élément de vo-
lume (ou son énergie potentielle de pesanteur est comprise entre € = mgz et
e + de =mg (2 + dz)) est définie par :

SN 1
dP(e; de) = N =T

e */*T de ob de = mgdz

relation que 1’on présente généralement sous la forme :

O0P(e; de) = %e_a/kT de

On démontre (en dehors du programme de CPGE) que cette loi admet une généralisa-
tion appelée facteur de Boltzmann : si 1’énergie d’une particule est une forme quadra-

. N « s . . . .
tique d’un paramétre u : € = — u?, la probabilité que son énergie soit comprise entre €
2

ete + de vaut :

2
0P(e; de) = % exp (—ﬂ> du

6.4 Premier principe de la thermodynamique

6.4.1 Les transformations

Définition 12 On appelle transformation toute opération physique visant a modifier
les valeurs de certains paramétres d’état d’un systéme.

Définition 13 Une transformation est réversible si le systeme qui la subit demeure
en équilibre avec I’extérieur tout au long de cette transformation. Cet équillibre com-
prend, notamment :
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e [’équilibre mécanique. Par exemple, les pressions de part et d’autre d’un piston qui
isole le systeme doivent rester identiques.

o [’équilibre thermique ; si le systeme peut échanger de la chaleur avec I’extérieur,
sa température doit demeurer égale a celle de [’extérieur.

Dans le cas contraire, une transformation est irréversible.

Définition 14 De maniere générale, la nature de la transformation est indiquée par
un adjectif :

Transformation monotherme = T est constant
Transformation monobare = p est constant
Transformation adiabatique =  pas d’échange de chaleur

Si la transformation est, de surcroit, réversible, certains de ces adjectifs sont modifiés.

Transformation isotherme = réversible a 7" constant
Transformation isobare = réversible a p constant
Transformation isochore = réversible a V' constant

A Veillez a ne pas confondre les transformations adiabatiques avec les transforma-
tions isothermes : la température d’un systeme peut varier sans transfert thermique (par
exemple la compression de I’air dans une pompe a vélo) et un transfert thermique
ne s’accompagne pas nécessairement d’une variation de la température (la cuisson
des pates requiert de la chaleur qui maintient 1’ébullition de I’eau a une température
constante et voisine de 100°C).

6.4.2 Echanges thermiques
L’énergie d’un systeme est donnée par la relation (2) de la page 575 :
E=FE.+Epex +U
ol F. désigne I’énergie cinétique de I’ensemble du systeme. Le premier principe de la
thermodynamique stipule que :
la variation A F provient de I’énergie fournie au systeme ; il s’agit :
e du travail We(;tl) des forces dissipatives extérieures au systeme ;
e du transfert thermique (ou chaleur) () regu par le systeme.
AE=W9 1+ qQ
Conformément au cours de mécanique, AF),, . provient du travail des forces conser-
vatives extérieures au systeme : AE, o = —We(x? et c’est pourquoi :
AE = ABEo+ AEpou + AU = AE,+AU-W =W +@Q
= AE+AU =W +wWd +Q
= ABE +AU =Wy +Q
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Si le systeme demeure globalement immobile, cette loi se simplifie :

AU = Wext+Q

Remarque — Le travail d’une force ainsi que le transfert thermique ne sont pas des
fonctions d’état et c’est pour cette raison que les notations AW, et AQ sont a pros-
crire impérativement.

Au cours d’une transformation infinitésimale, on utilisera la loi :

AU = dWex +0Q

6.4.3 Travail des forces de pression

Considérons un systeme physique S contenu dans un cylindre
fermé par un piston mobile. On notera p la pression exercée
par S sur ce piston et par pex; celle exercée par I’extérieur.
Lorsque le volume de S varie de dV, le travail des forces de
pression extérieures au systeme vaut :

OWext = —Pext AV

A Veillez a conserver les indices, afin de ne pas confondre p et pey. Par exemple, il ne
sera possible d’écrire :
5W6Xt = —D dV

qu’a condition que pexr = p, c’est-a-dire encore que 1’équilibre mécanique du piston
soit assuré (ce qui est évidemement le cas lors d’une transformation réversible).

Dans un diagramme de Clapeyron (p, V'), lorsqu’un cycle 1P
est décrit dans le sens positif trigonométrique, le travail
recu, de maniére réversible, s’identifie a I’aire Ay de ce Acyclc
cycle :
Wexe = Ac cle
X y v

6.4.4 Détente de Joule-Gay-Lussac

Cette détente est réalisée de la maniere suivante : un gaz parfait occupe le volume V4
d’un récipient calorifugé de volume Vi > V4 (le récipient est séparé en deux com-
partiments, I’'un vide et I’autre contenant le gaz parfait), a la température 74. La paroi
séparant les deux compartiments ceéde, ce qui amene le gaz a occuper la totalité du
volume Vg du récipient ; sa température vaut 7.

. Y

Vi, Ty vide —> Vg, Tgy
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Au cours de cette détente, le gaz parfait n’a recu ni de travail de pression Wy, (le vide
exercant une pression nulle), ni de transfert thermique (les parois étant calorifugées).
Conformément au premier principe de la thermodynamique, 1’énergie interne du gaz a
varié de la quantité :

AU =Q + Wey = 0= U = cte

Or, puisque I’énergie interne du gaz parfait ne dépend que de sa température, cela
signifie aussi que :

Ty = T'p pour la détente de Joule-Gay-Lussac.

6.4.5 L’enthalpie

Définition 15 Soit p la pression d’un fluide de volume V' et d’énergie interne U. On
appelle enthalpie de ce fluide la grandeur :

H=U-+pV

Puisque H est une fonction d’état, au cours d’un cycle on observe que :

dezO

Au cours d’une transformation réversible, pendant laquelle la pression du fluide varie
de dp, le premier principe de la thermodynamique révele que :

dH = 5Q + Vdp

En outre, lorsque le fluide est constitué de n moles de gaz parfait, U ne dépend que de
T : dU = nCy,, dT, tandis que pV = nRT = d(pV) = nR dT. Ce faisant :

dH = dU + d(pV) =n (Cym + R) dT

ce qui montre que 1’enthalpie d’un gaz parfait ne dépend que de sa température. C’est
pourquoi on écrira :

dH = nCpp, dT', Cp = R + Cyp, (pour un gaz parfait)

ot Oy, est appelé capacité thermique molaire a pression constante.
La relation de Mayer :

Opm - CVm =R

. C » . . .
associée au rapport : y = C’p ™ des capacités thermiques molaires, fournit les rela-
Vm
tions :
R YR
Cym=——cetCp,, = ——
Vm - 1 pm N 1

Pour les phases condensées, en revanche, les capacités thermiques C), et C'y, sont sou-
vent confondues, auquel cas la variation d’enthalpie est donnée par :
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dH = C dT (phases condensées)

Remarque — Les relations : AU = Q) — poy dV et dH = 6Q + V dp, montrent qu’a
volume ou a pression constants, un systeme regoit respectivement les chaleurs :

QV:AUel‘QPZAH

[i:S; Un gaz parfait, de capacité thermique a pression constante C),, subit les trans-
formations réversibles suivantes :

* détente isobare, au cours de laquelle le gaz passe de 1’état A (po, Vo, Tp) a I'état
B (po,2V0, T1);

 compression adiabatique qui fait passer le gaz de I’état B a I’état C (p2, Vo, 1) ;

« refroidissement isochore de 1’état C' a I’état A.

1. Pour chacune de ces transformations, déterminer la variation d’enthalpie en fonc-

C
tion de C' ,Toet’y:C—p.
1%

2. En déduire la valeur de la variation d’enthalpie AH au cours de la totalité de ce
processus, puis commenter.

REPONSE

1. Traitons isolément les trois transformations, en remarquant toutefois qu’au cours de chacune d’elles, la
variation d’enthalpie du gaz parfait est simplement proportionnelle a la variation de température du gaz :

AH =Cy, AT
11 convient alors d’exprimer AT pour chacune des transformations.

¢ Au cours de la transformation A — B, ’équation d’état du gaz parfait s’applique aux états A et
B:
poVo = nRTpy 1
2p0Vo = nRTy 2 N

La variation d’enthalpie vaut par conséquent :
AHpap =Cy (210 —To) = Cp To

e Au cours de la transformation B — C, le gaz regoit une chaleur §Q nulle, auquel cas le premier
principe de la thermodynamique devient (pour n moles de gaz) :

dv
dU =6Q + Wexw = nCyy, dT = —pdV = —nRT v car pV = nRT

nR dT dv T2 dr Vo dv
—— — = -—nR— = — =—(y—-1) —_—
Y — 1T \% T T 2V \%4
T
= In (—2> =(y—1)In2=1In (2’771)
Ty
= To=T1 x2" b avecT) = 2Ty = Tp = 27Ty
C’est pourquoi I’enthalpie varie de la quantité :

AHBC = Cp (TQ — Tl) = AHBC = CpTo (2"/ — 2)

¢ La transformation C' — A fait passer la température du gaz de T = 27 x T a Tj ; son enthalpie
varie concomitamment de :

AHca =Cp (To —T2) = CpTp (1 —27)
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2. Au cours de ce processus, I’enthalpie du gaz a varié de la quantité :
AH =AHap+AHpc +AHca = CpTp (1+2772+172W)3AH=0

Ce résultat confirme le statut de fonction d’état pour I’enthalpie, qui ne varie pas au cours de la trans-
formation cyclique A - B — C — A:
?( dH =0

6.4.5.1 Détente de Joule-Thomson

Un gaz parfait est enfermé dans un cylindre calorifugé, séparé en deux parties a I’aide
d’une paroi poreuse P. Initialement, ce gaz se trouve totalement dans une partie (A)
de ce cylindre, de volume V7, a la température 73 . Un piston exerce une pression pq
constante, sous 1’action de laquelle le gaz passe totalement dans 1’autre partie (B) du
cylindre, ol un autre piston exerce une pression po constante. En fin d’expérience, le
gaz occupe un volume V5 a la température 75.

P / P
J 41 VA = Vl Do : VB: VQ j2
= ©n Ple—t 1, |p=—=
A N L o |l

a 4

Au cours de cette expérience, les forces de pression f; et fo exercent des travaux élé-
mentaires :

5W1 ext — —P1 dVA et 5W2 ext — —P2 dVB
c’est-a-dire, puisque p; et po sont constants :

Wiexw = —p1AVy = —p1 (0-V1) =p1Vi
et Woee = —p2 AV = —pa (V2 — 0) = —po Vs

Ce faisant, le gaz a recu un travail des forces de pression :

Wext = Wiexe + Woexe = p1Vi — p2Va

tandis que son énergie interne varie de AU = Uy — Uy, conformément au premier
principe de la thermodynamique (ot () = 0 pour la transformation adiabatique) :

AU =W +Q = Us — Ui =p1Vi —pVo = Us +paVo = Ui + p1 Vi

La définition de I’enthalpie : H = U 4 pV conduit alors a :
Hy=H, = AH =0

Or, I’enthalpie d’un gaz parfait ne dépendant que de sa température, ce résultat signifie
également que :

AT:0:>T2:T1
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6.4.5.2 Ecoulement des fluides

Considérons un fluide s’écoulant dans un systeme a I’entrée duquel régne une pression
py et a la sortie duquel la pression vaut ps.

|: D2

nEe A

W!
Q

Au cours de cet écoulement, le fluide regoit de I’extérieur, un travail W = p1 Vi — pa Vs
des forces de pression, et un travail W' des éventuelles autres forces (par exemple le
poids), ainsi que la chaleur ). Son énergie interne U et son énergie cinétique varient
en respectant le premier principe de la thermodynamique :

AU+AE=W+W +Q = U=Ui+AE.=pVi—pVat+ W +Q
= (Uz+p2Va) — (U + Vi) +AE. = W' +Q

H2 Hl

d’ou I’on déduit que :

AH+AE, =W+ Q

N ’
Lorsqu’un fluide subit un écoulement, méme sans variation d’énergie cinétique,

et en 1’absence de forces autres que celles de pression (par exemple dans des
tuyaux), il conviendra de remplacer I’expression mathématique du premier prin-
cipe de la thermodynamique par :

AH=Q

6.5 Bilans d’entropie
6.5.1 Deuxieme principe de la thermodynamique

Enoncé de Clausius

Sans apport de travail extérieur, le transfert thermique (Q)) ne peut s’effectuer d’un
corps (dit froid) vers un corps plus chaud.

Enoncé de Kelvin

Un systeme effectuant un cycle, en contact thermique avec une unique source de cha-
leur, ne peut produire de travail mécanique.

Ces deux énoncés, au demeurant équivalents, prédisent qu’au cours d’un cycle, si un
systeme recoit la chaleur (@) de la part de sources aux températures 7" :

)
]{ TQ < 0 (inégalité de Clausius) (%)

Plus précisément, selon que cette chaleur soit échangée de maniere réversible ou irré-
versible, les relations de Clausius s’écrivent :
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5Qirr 6Qrev_
§5% gu § 2

6.5.2 La fonction entropie

6.5.2.1 Définition et propriétés

Définition 16 Soit un systéme en contact thermique avec un thermostat de tempéra-
ture T, duquel il recoit une chaleur §Q,., de maniére réversible. La variation d’entro-
pie S de ce systéme est définie par :

. 6QTEV

ds T

5Qref
T

La relation de Clausius : ?{ = O révele que :

I’entropie S' est une fonction d’état

de sorte que la variation AS = Sp— 54 ne dépend pas de la nature de la transformation
A — B. Considérons un systeme susceptible de passer d’un état A a un état B par deux
transformations, 1’une réversible et I’autre irréversible.

5O
La relation de Clausius : 7{ C%m < 0 permet d’établir que :
B
5O
/ Gir _ Ag— Sp— 5S4 (6)
T

Le corollaire de cette inégalité est que :

I’entropie d’un systeme isolé thermiquement de 1’extérieur augmente néces-
sairement au cours d’une transformation irréversible.

(W

g Pour calculer la variation d’entropie d’un systeme qui passe d’un état A a un
état B, deux situations peuvent se présenter :

 soit la transformation A — B est réversible, auquel cas la chaleur recue,
0Q Ap coincide avec 6@y, et il est possible d’utiliser la définition :

B
ASap = / 2 avee 8Qan = 6
A

e soit la transformation A — B est irréversible, ce qui signifie que
0QAB # 0Qrey. Dans ce cas, il convient d’imaginer une transformation
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réversible permettant de relier les états A et B. Au cours de cette trans-
formation, le systéme recoit la chaleur dQ;, a partir de laquelle il devient
possible de calculer :

B
5 rev
ASap = / QT avec 0Qrey # 6QAB
A

6.5.2.2 Création d’entropie
Considérons un systéme physique au contact d’une source
de chaleur, a la température 7', dont il recoit la chaleur syst}(eme

B
Qap = / dQ au cours d’une transformation A — B. Source 50
A

Définition 17 On appelle entropie d’échange thermique la grandeur :

B
=[5
a4 T

quelle que soit la nature (réversible ou irréversible) de la transformation.

L’inégalité (6), qui devient une égalité dans le cas d’une transformation réversible,
montre qu’il existe une grandeur S., positive ou nulle, telle que :

B
/ ?gASABi ASap = Se + Sc = Sc = ASap — Se
A

La grandeur S, est [’entropie créée dans le systeéme au cours de la transformation.

Remarque — L’égalité : ASsp = S+ S, traduit un bilan d’entropie ; I’augmentation
d’entropie d’un systeme provient de l’entropie « regue » par transfert thermique et de
celle créée au sein du systéme.

On retiendra, en outre que :

S. = 0 pour une transformation réversible ;
S > 0 pour une transformation irréversible.

[;3‘ n moles d’un gaz parfait occupent initialement le volume V[, d’un récipient
fermé par un piston. La pression extérieure, constante, vaut p., = p1, tandis que la
pression initiale du gaz prend la valeur py. On retire brusquement la contrainte qui
maintient le piston en place ; celui-ci se déplace jusqu’a ce que le gaz occupe un volume
V1, ala pression p;. Les parois du cylindre sont supposées suffisamment perméables a
la chaleur pour que le systeme, en contact thermique avec un thermostat, demeure a la
température 7j.

état A état B

y4i P1

Do Vo Ty —> m Vi Ty —)
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1. Exprimer, en fonction de n, Tp, Vo, Vi et R (constante molaire des gaz

parfaits), la chaleur @, recue par le gaz au cours de cette transformation
A (po, Vo, To) = B (p1, V1, To).
En déduire I’entropie qu’a regu le gaz par transfert thermique.

. Donner I’expression de la variation d’entropie AS 45 du gaz, en fonction de n, R,

Vo et V.

. Déterminer alors I’entropie créée (S.) dans le gaz au cours de cette transformation.

Quel est son signe ? conclure.

REPONSE

1.

Au cours de la transformation, le gaz regoit du travail Wey des forces de pression extérieures :

Vi Vi
0
Wext = —pextdV = —p1dV = Wext = —p1 dV = —pi1V1 +p1Vo = —p1V1 (1 - 7)
Vo 1
ainsi qu’une chaleur Qj;. Or, sa température restant invariante, son énergie interne demeure constante,
ce que traduit le premier principe de la thermodynamique :

Ve
AUa = Wext + Qir = 0 = Qir = —Wexe = p1V1 (1 - VO)
1

ol I’équation d’état du gaz parfait, en B, impose :

Vi
p1Vi =nRTy = Qi = nRTyH (1 - 70>
1

Par définition, I’entropie recue par le gaz, en raison des transferts thermiques, vaut :

B 5Qir I Qi Vo
Se = ‘"z—/di: ‘":MS‘:R(I——)
‘ /A To To Ja Qi To e i

Au cours de la transformation A — B, I’équilibre thermique du gaz est respecté (il établit un contact
thermique permanent avec le thermostat), tandis que 1’équilibre mécanique ne 1’est pas (la pression du
gaz, p, n’est pas en permanence identique a la pression extérieure pexc = p1). Cet écart a I’équilibre
est source d’irréversibilité pour la transformation A — B, dont la variation d’entropie ne peut étre
calculée qu’apres avoir imaginé une transformation réversible reliant les mémes états A et B. Ainsi, il
suffirait d’exercer une pression extérieure pexy = p pour rendre réversible cette transformation, au cours
de laquelle le gaz recevrait une chaleur Qyey et un travail :

dv
5We'xt =  —PextdV = —pdV = —nRTy A car pV = nRTy
Viav Vi
= W, = —nRTo/ = _nRTyIn (J)
v, V Vo

Par suite, au cours d’une telle transformation isotherme, la variation de I’énergie interne du gaz parfait
(qui ne dépend que de la température, constante) vaudrait :

Vi
AUpp = Wy + Qrev = 0= Qrev = =W = nRTp In (7
0
Ce faisant, son entropie varie, entre les états A et B, d’une quantité :

B 5Qrev 1 B Qrev Vl
ASap = = — 0Qrey = = ASap=nRIn| —
AR /A To To ./A Qre Ty Ap = (Vo)

Le bilan d’entropie : AS4p = Se + Sc permet de trouver I’entropie créée dans le gaz au cours de cette

transformation :
Vo Vi Vo Vo
ASap—Se=nR |— —1+In( — =nR|——1—In(—
ar " [Vl * n(%)] " [Vl n(‘ﬁﬂ

= nRXf(%) avec f(z) =z—1—Inz
1

Se
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L étude d’une telle fonction f(2) montre qu’est toujours positive (si  # 1, ¢’est-a-dire pour Vi # V),
ce qui suffit a conclure que :
Sc > 0 tant que p1 # po

Cet exemple illustre la création systématique d’entropie au sein de tout systeme subissant une transfor-
mation irréversible.

6.5.2.3 Identités fondamentales

Au cours d’une transformation réversible d’un systeme, dont I’entropie varie de d.S et
le volume de dV/, la variation d’énergie interne vaut :

AUrey = (SQrev —pdV =TdS —pdV car dS = %

Or, puisque U est une fonction d’état, toute autre transformation (méme irréversible),
permettant d’obtenir les mémes variations dS et dV' de I’entropie et du volume, s’ac-
compagnerait de la méme variation d’énergie interne : dU = dUpy :

AU =TdS — pdV = U =U(T, S) 7)

ce qui fournit une définition thermodynamique de la température :
7 (%
0S )

dH:(sQrev+Vdp:TdS+Vdp:>T: <8H> (8)
p

Un méme raisonnement conduit a :
oS

6.5.3 Entropie d’un gaz parfait
6.5.3.1 Calcul de I’entropie

Les variations d’énergie interne et d’enthalpie de n moles d’un gaz parfait :

R R
dU = nCy AT = ——— dT et dH = nCpp dT = 2 dT
associées aux identités fondamentales (7) et (8), fournissent :
dU  pdV nR dT dv nRT
@ = Tt = g7 Ty er=ss
nRk 1
= S [d(InT)+ d(In V7 1)]
nR T (V!
= 1 T ref = T‘re , Oref) = Cl
Sap po— n T (Vrev> + Sret| avec Sier = Sap (Lref, Sref) = cte  (9)

de méme que :

H T T
ds = dad —Vdp= nyR dT +nR@carV= nRT
T y—1 T P p
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nR T\" 1=y
SGP = v - 1 In (T f> (pﬁf) + Sr/ef avec Sr,ef - SGP (I}ef,pref) (10)
re re

(@3 La détente de Joule Gay-Lussac est caractérisée par deux états, de méme
température ; un état B dans lequel le gaz parfait occupe un volume Vp et un état A
dans lequel le volume du gaz vaut V4 < Vp.

7 .

Vp Vi vide

24 Z
état B état A
1. Calculer la différence d’entropie du gaz : ASp4 = Sa — Sp entre ces deux états.

2. Quel est le signe de ASp 4 ? en déduire le sens A — B ou B — A dans lequel le
gaz évolue nécessairement.

REPONSE

1. L’entropie du gaz parfait dans les états B (Vg,To) et A (Va, Tp) est donnée par la relation (9) :

R To (V)" ! R To [(Va\77!
oy [T (g) tSetsy= "B | T (i)
Y- 1 Tret Vet Y- 1 Trer Vet

+ Sref

ce qui procure immédiatement le résultat souhaité :

nR vyt Va
ASpa=S4—Sp = 1 A = ASga =nR1In (-2
BA A B P— n<V§1> BA =T H(VB)

2. FEtant donné que V4 < Vp, il s’ensuit que

E<1=>SA—SB<0=>SA<SB

Ve

La variation d’entropie du gaz parfait, isolé thermiquement de I’extérieur, montre qu’une telle trans-
formation est irréversible (sans quoi S4 et Sp auraient été identiques). Or 1’évolution irréversible
d’un systéme s’accompagnant nécessairement d’une augmentation d’entropie, la détente de Joule-Gay-
Lussac s’effectue de 1’état A vers 1’état B (dont I’entropie est plus élevée que S 4 ). Cet exemple illustre
également un adage notoire : les gaz occupent spontanément tout le volume disponible.

6.5.3.2 Loi de Laplace

Lorsqu’un gaz parfait réalise une transformation adiabatique réversible (§Qey = 0),

5Qrev
T

vérifient les identités suivantes, directement issues des lois (9) et (10) :

encore appelée transformation isentropique (dS = = 0), ses parametres d’état

TV~ =cte ou T7p'™" =cte ou pV" =cte
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A Avant d’utiliser la loi de Laplace, assurez-vous impérativement que les trois condi-
tions suivantes sont respectées :

¢ le systeme est un gaz parfait ;

e la transformation est adiabatique ;

e la transformation est réversible.

E==""Au cours d’une transformation adiabatique réversible, 7 moles d’un gaz par-
fait passent de 1’état A (p1, V1, T1) al’état B (pa, Va, T5).

1. Calculer directement, en fonction de n, R, T4, 15 et v (rapport des capacités ther-
miques molaires du gaz parfait), le travail W recu par ce gaz de la part des forces
de pression extérieures.

2. Retrouver ce résultat en appliquant exclusivement le premier principe de la ther-
modynamique.

REPONSE

1. Lorsque le volume du gaz varie de dV/, sous une pression pext, les forces extérieures de pression exercent
un travail SW = —pext AV ol pex: s’identifie a la pression p du gaz (la transformation étant réversible) :
0W = —p dV. En outre, toutes les conditions d’application de la loi de Laplace sont réunies, ce qui
justifie que pV7 demeure constant au cours de la transformation A — B ; on notera K cette constante :

K
pVY =K =p= W:KXV’”:&W:—KV’”dV
Aussi, au cours de la totalité de la transformation, le gaz recoit le travail :

va K K

W=-K [ voav=———— VI = (VT -y )
v 1—v toy=1

Or, puisque pV7 = K doit étre vérifié au cours de la transformation A — B, cette loi I’est a fortiori

en A et B, ce qui permet de remplacer K par p2V,' ou par p1 V] :

1 _ _ 1 _ _
W=—— (KV} 77— KV ) = —— (Vg x V) 7 =V x 1Y)
v—1 v—-1
1
= —— (p2V2 —p1 V1)
v—1

Enfin, en A et B, le gaz parfait suit I’équation d’état : p1 V7 = nRT) et paVo = nRT5, ce qui meéne
finalement a :

nR
W= —-(Ta —T1)
v—1

2. Au cours de la transformation A — B, la température du gaz passe de 17 a 15, ce qui produit une
variation de son énergie interne :

nR
AU = nCym (To —T1) = P (T» — T1)

et puisque la transformation est adiabatique (@ = 0), le premier principe de la thermodynamique révéle
immédiatement que :

R
AU=Q+W =W =AU =
-

il (T> = Tv)
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6.5.4 Entropie d’une phase condensée

Un systeme (S), incompressible et indilatable, qui regoit systeme (7)
une chaleur 0Q), voit sa température varier d’une quantité B
dT telle que : @ = C' dT. Un tel systéme peut étre mis en
contact thermique avec une infinité de thermostats dont les
températures Ty, sont égales, en permanence, a la température 7' de S, afin de garantir

I’équilibre thermique entre S et les thermostats.
Cet équilibre justifie la nature réversible de la transformation subie par S et c’est pour-

quoi : 6Q) = 0Qrey = C dT. Aussi, la variation élémentaire d’entropie de S est définie
par :

source (7) -5 0

T T

ds =C— = SzCln(

T ) + Stef avec Sief = S(Tref) (11)

rev

T T

= Un solide (S), de capacité thermique constante C', se trouve initialement a la
température 1" = Tj. Il est mis en contact avec un thermostat de température 77, de
sorte que 7" finit par adopter la valeur 77 .

1. Calculer la variation d’entropie AS de S au cours de cette transformation.

2. En déduire I’expression de 1’entropie créée S, dans S, en fonction de C, Tj et 7}.
Que peut-on conclure quant a la réversiblité de cette transformation ?

REPONSE
To

1. Conformément a la loi (11), I’entropie de S a varié de la valeur S(7p) = C In ( ) + Spef 2 la

ref

T

valeur S(71) = C In ( ) + Sief ; cette variation vaut alors :

ref

AS = S(T1) - S(Tp) = C In (%)

2. Sous I'influence de la chaleur 6Q recue par S, la température 7" varie de la quantité d.S telle que :
6Q = C dT. Or, puisque S est en contact thermique avec un thermostat de température 77, 1’entropie
que S regoit par transfert thermique est définie par :

T 1 T T
ge:/ Q_ 1 CdeE(T1—T0):C(1—*O>
=T 11 T1JT, iA T

Par conséquent, I’entropie S, créée dans S au cours de cette transformation vérifie le bilan suivant :

AS=Sc+S5. = SCZASfSEZCln(E)fC(le)
To Ty

Cette relation peut également s’écrire :
T
SC=C><f<—O> avec f(z) =z —1—1Inz
T
Or, la fonction f(x) étant toujours positive, il s’ensuit que :

Se > 0 pour Ty # 11

Le signe positif de S montre clairement I’irréversibilité de la transformation ; pour effectuer une trans-
formation réversible, il aurait fallu assurer 1’équilibre thermique permanent avec le thermostat (ici 7" ne
prend la valeur 7y, = 77 qu’en fin de transformation).
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6.5.5 Interprétation statistique de I’entropie

Cette section ne s’adresse qu’aux étudiants de PCSI et ne constitue qu’une introduction
qui exigera ultérieurement des développements.

On appelle état microscopique un état que peut occuper une particule, caractérisé
par son énergie €. Par exemple, un état peut étre décrit par son énergie cinétique
€. et son énergie potentielle €,. Un état d’énergie € = ¢, + ¢, peut ainsi corres-
pondre a des couples de valeurs €. et ¢, différents, auquel cas I’état d’énergie €
est dit dégénéré (par exemple, les couples {e.=5.10"2"J,, =2.1072' J} et
{ec =3.10721 J, e, = 4.1072 J} correspondent a un état d’énergic € = 7.1072"J
deux fois dégénéré si cette énergie € ne peut étre obtenue qu’a ’aide de ces deux
couples).

Dans cette présentation, nous supposerons en outre que toutes les particules peuvent oc-
cuper un état d’énergie € unique, mais g fois dégénéré (g états microscopiques réalisent
la méme énergie €). On démontre que g est proportionnel au volume V' du systéme si
celui-ci est un gaz parfait.

Considérons un gaz parfait, composé de IV particules, occupant un état d’énergie ¢, g
fois dégénéré (dans le schéma ci-dessous, ces états sont figurés par des cases notées

(1), (2),-- (9))-

Une particule donnée présente ainsi g facons différentes de posséder une énergie e,
et puisque les N particules présentent la méme possibilité, alors le nombre total de
configurations microscopiques vaut® :

Q=gxgxgx---xg= Q=g"

N fois

Définition 18 On appelle entropie statistique la grandeur :

S = kB In 2
ou kp désigne la constante de Boltzmann.

Considérons I’exemple de N particules d’un gaz parfait subissant une détente de Joule-
Gay-Lussac, monotherme.

311 s’agit ici d’une version simplifiée d’un systeme qui pourrait présenter plusieurs niveaux d’énergies ¢,
de degrés de dégénérescence g; et occupés chacun par N; particules, auquel correspondrait un nombre de
configurations microscopiques :

gt
Q:N!HAIT!
K
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N 9B
V4 T vide —> Vp T
N N
' 2 ' 4

Dans 1’état initial, le gaz peut présenter un nombre de configurations €2 4 = ng tandis
que dans I’état B, Qp = g . C’est pourquoi I’entropie du gaz a varié de :

AS =S5 —S,=kgn <QB) — Nkg In (Q’B)

Q4 ga
. ( . g8 Vs .
Or, étant donné que g est proportionnel au volume, =— = — et compte tenu de la dé-
ga
- R
finition de la constante de Boltzmann : kg = —— (ot N4 est le nombre d’ Avogadro),

Na

cette variation d’entropie vaut :

AS =nR In (VB> (n en moles)
Va

On pourra s’assurer que cette variation est compatible avec I’expression thermodyna-

nR T ( 1% )”‘1
Tref V;ef

In —
v—1

mique (9) de ’entropie (page 590) : S =

+ Sref-

‘& On s’intéresse a un mélange de deux gaz parfaits, contenus dans un récipient
calorifugé, séparé en deux compartiments par une paroi amovible. Initialement, les
deux compartiments, de volumes V; et V5, contiennent respectivement n; et no moles
de gaz (ou N7 et Ny particules). Lorsque la paroi a disparu, les deux gaz occupent la
totalité du volume V' = V; + V5 du récipient. On note A et B ces deux états.

Ny (m) vide Ny +Ny (n1+ny)
TA TB
77 2
état A état B

1. En utilisant le premier principe de la thermodynamique, montrer que ce mélange
est monotherme.

2. L’entropie d’un gaz parfait étant donnée par I’identité (9), dans laquelle St est
supposé proportionnelle a la quantité de matiere :

nR T (V\T!
Tref ‘/ref

v—1
déterminer la variation d’entropie AS4p au cours de ce mélange, en fonction de
ny, ng, R, Vi, VaetV.

SE In

+ 70 Spef AVEC M Spof = Stef
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On note g; et g» les degrés de dégénérescence de 1’unique niveau d’énergie €, com-
mun a toutes les particules, associés aux volumes V3 et Vo. Exprimer les entropies
Sy et Sp des états A et B (en fonction de Ny, Na, g1, g2, kp), puis vérifier que
AS, p = Sp — S4 est compatible avec la variation d’entropie calculée précédem-
ment.

REPONSE

1.

Au cours de la transformation A — B, la température 7" est commune aux deux gaz, de capacités
thermiques a volume constant C'y/q et Cy 2. Aussi, lorsque 1" passe de T4 a T, ’énergie interne de
ces gaz varie de :

AUy = Cyq (TB — TA) et AU = Cyo (TB — TA)

de sorte que 1’énergie interne de 1’ensemble des deux gaz s’est accrue de :
AU = AUy + AUz = (Cyv1 + Cva) (Tp — Ta)

Or, ce systeme n’a recu de ’extérieur aucun travail (Wexs = 0) et aucune chaleur (Q = 0), en raison de
quoi le premier principe de la thermodynamique s’exprime par :

AU=Q+ Wt =0= (Cy1+Cv2) (Tp —Ta) =0=Tp =Tx

ce qui suffit a montrer que cette transformation s’effectue a température constante.

Ta ( Vo )771
Tret Viet
de sorte que 1’entropie initiale du systeme vaut :

R T 1% 1%
SAZSA1+SA2=M1H( A)Jranln( 1)+n2Rln( 2
’771 ref ‘/ref ref

Initialement, le systeme est constitué de deux gaz, d’entropies :

niR Ta Vi -1
SAI = In | — —_
v—1 Trer \ Vier

R
12 In

+ N1 Sper €t SA2 =
v—1

+ N2 Sref

)+(n1 + TLQ) Sref

En revanche, 1’état B étant constitué de n = n1 + n2 moles de gaz parfait, de température 74, occu-
pant le volume V' = V7 + V>, son entropie vaut :

Ta ( 1% )W—l
T;'cf ‘/rcf

S Ry (T
Y= 1 Tret

nR
v—1

Sp =

Vi+Wa

ref

>+(”1 +”2)Rln< )+(n1+n2) Sref

Aussi, au cours de la transformation A — B, I’entropie du systeme varie de la quantité :

Vi 1% %
ASsp = S’BfSA:(nlJrng)Rln(ﬁ)7n1Rln( l)fngRln( 2)

ref ref ref

i+ Vs Vi + Vs
= ASap=n;RIn nrh +n2Rln<g
V1 V2

. Initialement, dans chacun des compartiments se trouvent N et N particules susceptibles d’occuper g1

et g2 états ; le nombre total de configurations microscopiques :
Q4= x Q=g x gy
conduit a ’expression de 1’entropie initiale du systéme :
Sa=kp InQ4 = Nikp Ing; + N2kp Ingo

Quant a I’état B, il comporte N = N7 + N2 particules susceptibles d’occuper gp états, ce qui corres-
pond a un nombre de configurations microscopiques :

Qp = g5
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Or, étant donné que le degré de dégénérescence g est proportionnel au volume, il existe une constante o

telle que :

=aV]
{ a ' etgp=a(Vi+Va) = g5 =g1+92= Qp = (91 +g2)"
g2 =aVa
C’est pourquoi I’entropie de I’état B vaut :
Sp =kp InQp = Nkp In(g1 + g2) = (N1 + N2) kg In (g1 + ¢2)
Ces calculs fournissent la variation d’entropie du systeme :
ASap = Sp—54=(N1+N2)kplIn(gr+g2) — Nikp Ingr — N2kp Ings
= ASap = Nikp (w) + Nokpg In (M)
g1 92

Non seulement la proportionnalité de g avec V' se traduit par :

gitg2  Vit+Va L to2 Vi+Va
g1 Vi 92 Va

. .. R
mais, de surcroit, la définition de la constante de Boltzmann : kg = /\T
A
N .
dro : Ny = —, fournissent : N kg = nR, de sorte que :
n

i+ Ve Va
AS =nRIn| —— RIn| ————
Ap =T n( Vi )+n2 H(V1+V2)

ce qui confirme ’expession de AS 4 p trouvée a la question précédente, et suggere ’identité des
nitions statistique et thermodynamique de I’entropie.

6.6 Machines thermiques

6.6.1 Définitions

Définition 19 Une machine thermique ditherme est une
machine qui effectue des cycles entre une source chaude S.,
de température I, et une source froide Sy, de température
T¢. Sc lui fournit la chaleur Q., Sy la chaleur Q¢ et elle
recoit un travail W de I’extérieur.

Les grandeurs Q., Q¢ et W sont toujours comptées positi-
vement lorsqu’elles sont recues par la machine, ce dont on
rend compte a ’aide de fleches dans les schémas. Cepen-
dant, pour mieux rendre compte des transferts énergétiques
réels, il est souvent recommdandé de représenter ces trans-
ferts dans le sens ou ils s’effectuent vraiment et d’expliciter
leurs signes.

et celle du nombre d’Avoga-

défi-
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Définition 20 Le moteur est une machine thermique qui
Sfournit du travail a ’extérieur, en recevant de la chaleur de
la source chaude S, et en cédant de la chaleur a la source

froide Sj.

Ce fonctionnement impose aux transferts d’énergie les
signes suivants :

Qc>0:>Qc:|Qc|
Qr <0= Qs =—|Qf]
W<0=W=—|W|

Au cours d’un cycle, I’énergie interne ne varie pas, ce qui se
traduit par :

AU =Qc+Qr+W = 0=1[Qc| = Qs = W[ = [W|=[Qc| - Qs (12

Définition 21 Le rendement 1) du moteur est le rapport du travail qu’il fournit (|W|)
a la chaleur qu’il consomme (|Q.|) :

W] w

=T Q.

Compte tenu de I’identité (12), on utilisera aussi la relation :

|Qf|:1+@

=110 Q.

Définition 22 Une pompe a chaleur (PAC) utilise un tra- T —
vail extérieur afin de transmettre de la chaleur a la source (S.) ‘
C.

chaude, en prélevant de la chaleur a la source froide. i

Ces transferts d’énergie ont pour signes : -Q
W>0=W=|W|
Qs >0= Q= |Qy| : w

Qc <O:Qc: _|Qc‘

Définition 23 Le coefficient d’efficacité epac d’une
pompe a chaleur est le rapport de la chaleur qu’elle céde
a S, par le travail quelle consomme :
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Au cours d’un cycle, le premier principe de la thermodynamique révele que :
AU=W+Qs+Qc = 0=|W[+]Qf —|Qc| = |Qc| = [W]|+|Qy]

Q]
= ¢epac =14+ ——
W
——
Définition 24 Une machine frigorifique utilise également |(S,) T
un travail extérieur afin de prélever de la chaleur a la source -
froide, en la cédant a la source chaude. T 0
“we
A nouveau, les signes des transferts d’énergie :
W>0=W=|W| w

Qs >0=Qf =|Qy|
QC<O:>QC:7‘QC|

associés au premier principe de la thermodynamique, per-
mettent d’établir que :

|Qe| = W]+ Q] (13)

Définition 25 Le coefficient d’efficacité € p d’une machine frigorifique est le rapport
de la chaleur retirée a Sy par le travail consommé :

YT
wl w
La relation (13) fournit ainsi :
_lod
14

=" moles d’un gaz parfait effectuent des cycles décrits par :
* une transformation isobare : p

A (p1,Vo,Ta) = B (p1,V1,TB) Dol «C

e une transformation isochore :

B(pl,‘/l,TB)—)C(pQ,Vl,TC) A

D1
7V

* une transformation adiabatique réversible : C' — A Vi
1. Expliquer brievement pourquoi ce cycle décrit le fonctionnement d’un moteur.

2. Déterminer les chaleurs recues par ce moteur au cours de chacune des transforma-
tions, en fonction de n, T4, T, T et des capacités thermiques molaires C),,, (2
pression constante) et C'y/,,, (a2 volume constant).

En déduire les chaleurs Qs et (). échangées au cours d’un cycle.
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3. Donner, en fonction de v = C\I; T:z , p1, V1 et Vi, 'expression du rendement 7 de ce
cycle.
En notant ¢ = Ki, établir que :
1—a
n=1+~vyX o
REPONSE

1. Le travail W recu par le systéme s’identifie a I’aire .4 du cycle, parcouru dans le sens trigonométrique.
Or, puisque ce cycle est parcouru dans le sens inverse :
W=-A<0
Le signe négatif de W révele que la machine fournit du travail et ne peut donc étre qu’un moteur.
2. Au cours de la transformation isochore A — B, les n moles de gaz parfait regoivent une chaleur 6Q 4 g
qui s’identifie a leur variation d’enthalpie dH (car dH = 0Q + V dp et dp = 0), auquel cas :
T
0Qa = dH = nCpmdT = Qap = nCpm dT = nCpm (T —Ta)
Ta
Etant donné que Tz < T4, cette identité révele que Q45 < O.
De méme, au cours de la transformation isochore B — C, le gaz recoit une chaleur 6Q) p¢ égale a sa
variation d’énergie interne (car AU = 6Q — pdV, avec dV = 0):
Tc
5QBC = dU=nCdeT:>QBC ZVLCVm dT:nCVm (TCfTB)
T

ou T > T'p permet de remarquer que :
Qpc =nCvy (Tc —Tp) >0

Quant a la transformation adiabatique C' — A, elle s’effectue évidemment

sans transfert thermique, en raison de quoi :
Qe
Qca=0
Cette étude montre que, pendant un cycle, la machine céde une chaleur Rleur w
—Q ap a Uextérieur et regoit la chaleur Q¢ 1l est désormais possible
d’identifier les sources froides et chaudes pour leur associer les chaleurs : “Qup

Qf = Qap=nCpm (Tp—Ta) <0

w2 anemnimn (ro-Ty>0 (ST

3. De ce qui précede, découle I’expression du rendement de ce moteur :
- nCpm (T —Ta) 14 Cpm y nRTg —nRT»y
Qe nCym (Tc —Th) Cym nRTc —nRTp
ol I’équation d’état des gaz parfaits est respectée aux points A, Bet C' :

nRTy =p1Va nRTp=p1Vi  nRIc =p2V1

Par suite : v v 1
- —a
7]:1+'y><p711 P12:1+7P71( )CarV2:aV1
p2Vi —p1Va p2 — p1
Enfin, la transformation adiabatique et réversible du gaz parfait C' — A justifie ’emploi de la loi de

Laplace (pV7 = cte) aux points A et C :

~y v Va\? vy
p2Vy =pVy = p2 =p V) Trp2=pixa
1
d’ou il ressort que :
—a
n=1+7x

a¥ —1
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6.6.2 Moteur de Carnot

Il s’agit d’'un moteur fictif, constitué d’un gaz parfait qui 4
effectue un cycle réversible entre deux sources de chaleur
aux températures 1, et Ty < T ; les transformations A — B
et C'— D sont adiabatiques, tandis que les transformations
D — Aet B — C sont isothermes (aux températures respec-
tives T, et T').

Au cours de chacune des transformations isothermes, 1’éner- !
gie interne du gaz parfait ne varie pas, alors que le gaz regoit la VeV, Vo Va
chaleur 6@ et le travail 0W = —pex dV = —pdV (car pex, = p). Le premier principe
de la thermodynamique impose alors :

d
dU=5Q—pdV:O:>5Q=pdV=nRT7V

ce qui conduit a :

0Qpc = nRTf/ l = Qpc = TLRTf In <‘/C) <0
ve V Vs
et@Qpa =nRT, In <V:4> > 0.
Vb

Enfin, compte tenu des signes de Qpc et Qpa, et puisque Qap = Qpc = 0 (les
transformations sont adiabatiques), il est aisé d’identifier Q¢ & Qpc et Q. a Qpa,
auquel cas ce moteur a pour rendement :

Qy Ty In(Ve/Vs)

=14+ 2L x —=L_—~2
Qc Tc In (VA/VD)

TCarnot = 1+

En outre, les transformations adiabatiques réversibles A — B et C' — D justifient
’emploi de la loi de Laplace (TVY~! = cte) :

y=1 _ y—1 -1 -1
TCVA,1 _TfV371 - & — E = In & = —In E
TV =T¢V2 Vb Ve Vb |Z:

ce qui mene, finalement, a :

T
T)Carnot = = ?f

C
Les relations de Clausius permettent également d’énoncer les théoremes de Carnot :

Premier théoréeme

Toute machine thermique effectuant des cycles dithermes réversibles présente le méme
rendement que le moteur de Carnot fonctionnant entre les mémes sources de chaleur :

T
Nrév = TCarnot = = Tf

c
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Second théoréeme

Le rendement de la machine de Carnot excéde celui de tout autre moteur qui effectue
des cycles, de maniére irréversible, entre les mémes sources de chaleur.

T
Nirr < Ncarnot = = Fi

6.7 Changements d’état
6.7.1 Définitions

Définition 26 On appelle phase un systeme physique dans lequel tous les parametres
intensifs sont uniformes. Par exemple, ’eau pure peut constituer une phase, tandis
qu’un mélange d’eau et d’huile ne peut en étre une.

On s’intéressera ici exclusivement aux phases solide, liquide et gazeuse (encore appelés
états physiques), en excluant toutes les autres (plasma, état vitreux, état superfluide, ...).

Définition 27 Un changement d’état désigne la modification de la phase sous laquelle
un corps se présente.

Définition 28 On appelle vapeur la phase gazeuse d’un corps dont la phase d’équi-
libre, a température et pression ordinaires, est liquide ou solide (la vapeur d’eau existe
mais pas celle d’oxygene).

Parmi les changements d’état, on rencontrera souvent les suivants :

fusion
LIQUIDE SOLIDE
solidification

liquéfaction __sublimation
GAZ

vaporisation condensation

6.7.2 Diagrammes de changement d’état
6.7.2.1 Diagramme (p, T')

Il s’agit de représenter, en fonction de diverses valeurs de la pression et de la tem-
pérature, la phase sous laquelle se présente un corps pur. Des courbes de saturation
(courbes de fusion, de vaporisation et de sublimation) délimitent des domaines d’exis-
tence des états solide (SOL), liquide (LIQ) et gazeux (GAZ). De maniere générale, ces
diagrammes présentent 1’allure ci-dessous :
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Une transformation monobare A — F, au cours de laquelle la température d’un corps
augmente, provoque la succession des évenements suivants :

* de A a B, le solide est échauffé de la température Ty a la température T ;

 en B se produit la fusion du corps, pendant laquelle la température demeure égale
a T'p tant que coexistent les phases solide et liquide ;

* lorsque la fusion est totale, le corps liquide est échauffé de la température Tz a la
température Tp ;

e en D, la vaporisation du corps se produit a la température T, constante pendant la
cohabitation des phases liquide et gazeuse ;

* lorsque le corps est totalement gazeux, sa température peut augmenter de Tp a Tg.
Ce diagramme révele deux points singuliers :

* le point triple T, ou coexistent simultanément les trois phases.

* le point critique C, a partir duquel est définie la phase fluide.

Le changement d’état /' — FE peut étre réalisé
de plusieurs maniéres : a pression po constante, p
auquel cas un changement d’état est observé au
point D, ou par compression monotherme F'G,
puis échauffement monobare GH et enfin dé-
tente monotherme H E. Dans ce cas, la transfor-
mation F'G H passant au-dessus du point critique
C, le changement d’état n’est observé en aucun
point ; cet état ou liquide et gaz ne sont plus dis-
cernables est appelé fluide.

Le cas de I’eau est cependant atypique par la pente négative que présente la courbe de
fusion :

p (kPa)

92064} - ==~ \c oo oo
101,3F - - - - -Y---o-s

0.6 501

‘0 Lt (°0)
00,01 100 373,99

Certains phénomenes s’interpretent directement a partir de ce diagramme de phases :
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Pourquoi les patins glissent-ils ? p
A pression ordinaire po, I’eau est représentée \
par I’état A, a la température ¢;. Un patin a SOL

glace, par sa forme, exerce une forte pression Pmax---- - \G D-----~
locale, a température constante ; 'eau subitla ~ P0[ ~ "~ Y 4
transformation A — B qui I’amene a 1’état li- .
quide. La nappe liquide qui se forme alors !

sous la lame du patin facilite son glissement. t 0 100 4

£ (°C)

La lyophilisation

Afin de débarrasser de leur eau certaines denrées alimentaires (café, lait, ...) il n’est pas
souhaitable de porter ces aliments a la température d’ébullition de 1’eau. C’est pour-
quoi la lyophilisation est pratiquée en plusieurs étapes : un refroidissement monobare
D — G qui provoque la solidification de I’eau et une stérilisation microbienne, puis
une détente G — H, a température constante, a I’issue de laquelle la glace redevient
liquide (en H). Enfin, un simple échauffement qui amene la vapeur d’eau a sa tempé-
rature initiale.

L’autocuiseur

L’eau, initialement a la pression pyg, se trouve dans 1’état D. Un échauffement D — E
permet d’atteindre sa température d’ébullition, ce qui provoque une accumulation de
vapeur d’eau dans I’autocuiseur. La pression augmente alors en suivant la portion de
courbe £ — F' (ce qui n’est pas le cas lorsque 1’ébullition est effectuée a pression pg
ambiante et indépendante de la quantité de vapeur formée) jusqu’a ce que la pression
atteigne une valeur maximum py.x, imposée par une soupape. Dans I’état F', le mélange
liquide-vapeur atteint une température t5 supérieure a 100°C, ce qui accélere la cuisson
des aliments.

6.7.2.2 Diagramme de Clapeyron

Considérons ny moles d’un gaz parfait contenu dans un récipient de volume initial
Vb, muni d’un piston, et dont la température est maintenue a une valeur 7{ constante.
Tandis que le volume V' du récipient diminue, le gaz subit plusieurs transformations.

* Jusqu’au volume V/, le corps reste gazeux et suit la loi des gaz parfaits :
’noRT

pV =ngRT = p = v

* Des que V devient inférieur a V;, une partie du gaz se liquéfie tandis que la pression
du gaz restant demeure constante (pg). Tout se passe comme si les molécules de gaz
disparaissaient dans la phase liquide afin de maintenir la pression a sa valeur py.
Quant aux n, moles de gaz restant, elles se comportent comme un gaz parfait :

poV = ngRT = ng = no

Po
= <
RTy
Cette loi montre que la phase gazeuse doit s’appauvrir pour que p = py demeure
constant lorsque V' diminue.

* Lorsque V prend la valeur V7, la phase gazeuse disparait totalement au profit de la
phase liquide qui comporte alors ny = ng moles de particules.

e Une nouvelle diminution de V' provoque une brusque augmentation de la pression
au sein de la phase liquide, peu compressible.
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L) TO TO Mg
p 174 V. p Ty V ny po
¢ 0 Ty Ty ng Vi Do
A B D E

L’ensemble des transformations A — B — D — FE, représenté sur un diagramme de
Clapeyron (p, V'), fait apparaitre un palier de saturation pour la pression p.

p

be

P1
Pot

D ' 1 GAZ
T

T, 1T, I,

Les diagrammes (p, V') et (p, T') sont étroitement liés car, pour chaque isotherme 7, le
diagramme (p, T') indique la pression p; a laquelle est observé un palier de saturation
sur le diagramme de Clapeyron (p, V). En outre, sur ce dernier diagramme, le point
critique C apparait comme !’intersection de la courbe de rosée (ensemble des points
B) et la courbe d’ébullition (ensemble des points F). L'isotherme Ty (température
critique) passe par C avec une tangente nulle et un point d’inflexion, ce qui se traduit
mathématiquement par :

Op

0%p
Eia =0et

B
- av?

Te

6.7.3 Vapeur seche et vapeur saturante

Définition 29 La vapeur seche est la phase gazeuse d’un corps en l’absence de sa
phase liquide. Elle suit I’équation d’état des gaz parfaits, en vertu de laquelle la pres-
sion p dépend du volume V :

pV = nRT (n est constant).

Définition 30 On appelle vapeur saturante la phase gazeuse d’un corps pur en pré-
sence de sa phase liquide. Elle suit I’équation d’état des gaz parfaits, dans laquelle la
pression prend la valeur constante pg, tandis que n varie avec V :

psV = nRT (n est variable).
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Définition 31 La pression p, (qui dépend de la température), a laquelle peuvent co-
exister les phases liquide et gazeuse, est appelée pression de vapeur saturante.

‘S On considere un cylindre droit, de section S = 1072 m?, fermé par un piston
mobile, sans frottements et de masse négligeable. Soit A la hauteur du cylindre, dont
les parois seront supposées parfaitement diathermes.

Le cylindre contient une masse mo = 1 g d’eau a la pression py = 10° Pa. Il est en
contact thermique avec un thermostat a la température 7 = 423 K.

1. (a) Dans cet état initial, donner I’état physique de 1’eau.
(b) Quelle est la hauteur initiale hq ?

2. On met le cylindre en contact thermique avec un autre thermostat, a la température
Ty = 373 K, et on amene sa hauteur jusqu’a une valeur h; = 10 cm.

(a) A partir de quelle hauteur, h,, doit se produire le changement d’état de 1’eau ?
(b) Calculer la masse d’eau liquide présente dans le cylindre, lorsque h = h;.
Données :
* masse molaire de 'eau : M = 18 g - mol ™! ;
e pression de vapeur saturante de I’eau pour Ty = 373 K : py = 10° Pa = 1 bar;

* constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J- K~ - mol .

REPONSE
1.

= 1 bar p !
(a) L’eau est caractérisée par les états A <p0 ) et !

Ty =423K

To = 373K
de vaporisation. Aussi, le tracé d’un diagramme (p, T) ré-
vele immédiatement que, dans I’état A, ’eau est entiere-
ment gazeuse. I

=1b . .
B < po ar > , ce dernier étant un point de la courbe o

mo , R .
(b) Lesng = 5 moles de vapeur d’eau se comportant comme un gaz parfait, il s’ensuit que :

RT RT. RT
poVo = noRTy = 0L o v = Shy = 0L o = 0L
M Mpo MpoS

Application numérique :
1073 x 8,31 x 423

ho =
© = 18103 x 105 x 10-2

= ho = 19,5cm

2. (a) A la température Ty = 273 K, le changement d’état des ng = mo moles de vapeur d’eau se

produit a la pression de vapeur saturante po, lorsque le volume Vs = Sh vérifie I’équation d’état
des gaz parfaits :

RT RT;
ng oihszw p

Vs =noRTy = Vs = Shs =
poVs no 0 s s o MpoS'

Le gaz parfait effectue la transformation A — B qui I’améne
au point B de la courbe de rosée.

Application numérique : Pof-
1073 x 8,31 x 373
"~ 18.1073 x 105 x 10—2

hs = hs = 17,2cm
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(b) En diminuant a nouveau le volume du récipient, 1’eau effectue la transformation B — C, a 'issue
de laquelle un mélange de n,, moles de vapeur d’eau et n, moles d’eau liquide est réalisé. Or, étant
donné que la vapeur d’eau constitue toujours un gaz parfait, il s’ensuit que :

poV1
RTy

Ce résultat indique que des no moles d’eau initialement introduites, n,, sont sous forme de vapeur
et ny sous forme liquide, en raison de quoi la loi de conservation de la matiére impose :

poV1 = nyRTy = ny =

poVa
RTy

ne =Ny +Ng = Ng =nNg — Ny =No —

ce qui correspond a une masse d’eau liquide :

Pon) -~ MpoShy
_ = g — 2200
RTO RTO

my = M (no

Application numérique :

18.1073 x 10° x 1072 x 0,1
8,31 x 373

my =1073 = mp =0,42.10"% kg = 0,42 g

6.7.4 Enthalpie et entropie de changement d’état
6.7.4.1 L’enthalpie
Soit un corps pur X effectuant le changement d’état :
X 1 — X2
au cours duquel son enthalpie varie de AH,_,o = H; — H;. Cette transformation

s’effectuant a pression constante, cette variation d’enthalpie correspond a la chaleur
()12 que recoit le corps pur pour effectuer cette transformation.

Définition 32  Si une masse m de corps pur s’est ainsi transformée, 1’enthalpie mas-
sique hy_,o de changement d’état est définie par :

Ahio =hy —hy = Q12 =m x Ahy_,o = AH|_,9

La grandeur Ahy_.o est appelée chaleur latente de changement d’état, souvent notée
lisg

AHi_0 =mlio = Q152

Soient lyap, Lsub €t £1ys les chaleurs latentes de vaporisation, de sublimation et de fusion
au point triple 7 ; un cycle autour de ce point permet d’établir que :

Lswo = Lius + evap (14)

6.7.4.2 L’entropie

Au cours d’un changement d’état X; — X5, un systeme physique qui recoit la chaleur
Qrev = m 1,5 de maniére réversible, a la température T /2 de ce changement d’état,
présente une variation d’entropie :
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Remarque — La fusion : SOLIDE — LIQUIDE, la vaporisation : LIQUIDE — GAZ
et la sublimation : SOLIDE — GAZ sont des changements d’état qui conduisent a des
phases moins ordonnées. De fait, compte tenu de la définition statistique de I’entropie
S, cette derniére augmente :

ASps >0 ASyyp >0 ASg, >0

ce qui signifie également que les chaleurs latentes associées a ces changments d’état
sont positives :

Ls >0 loap >0 Lo > 0
Compte tenu de I’identité (14), les relations précédentes menent aussi a :

Lsup > sup {&us:gvap} enT



Thermodynamique 609

® 175 Lycée Pissaro, Pontoise
5 min.
Equation d’état MPSI-PCSI-PTSI

1. L’équation d’état d’un gaz parfait est : pV = nRT. On impose une variation dV'
au volume et d7 a la température. Quelle est la variation dp de la pression ?

2. Répondre a la méme question si la mole de gaz suit I’équation d’état de Van Der
Waals :

(p-l—%) (V —b) = RT

®176 Lycée Hoche, Versailles
5 min.
Thermométrie MPSI-PCSI-PTSI

Soit un fil conducteur de I’électricité (a pression et différence de potentiel constantes),
dont la résistance R varie avec la température ¢ (exprimée en "C) selon la loi :

R =Ry (1+at+bt?)

ol Ry, a et b sont des constantes.

1. Préciser I’échelle linéaire centésimale de température, notée 6, que définit le ther-
mometre. On exprimera notamment 6 en fonction de a, b et t.

2. Exprimer ’écart A = t— en fonction de ¢, entre 0 et 100°C. Evaluer la température
ty correspondant a I’écart maximum.

® 177 Lycée Champollion, Grenoble

5 min.
Théorie cinétique des gaz MPSI-PCSI-PTSI
On donne :

kg =138 x10"23J.K~! constante de Boltzmann
Na =6,022 x 10* mol~!  nombre d’ Avogadro
R=83147-K ! -mol™! constante des gaz parfaits
M=40g-mol~*... ... .. masse molaire de 1’argon

Calculer la vitesse moyenne des atomes d’argon se trouvant dans une enceinte de vo-
lume 1 litre, a la température 20°C.

®178 Lycée Henry Wallon, Valenciennes
10 min.
Equation d’état MPSI-PCSI-PTSI

La différentielle de la pression d’un gaz est donnée en fonction des variables indépen-
dantes T" et V', par I’équation, relative a une mole :

= (1+ZZ)av+ = 1+ 2 T

Déterminer completement 1’équation d’état du gaz, sachant qu’aux faibles pressions,
le gaz se comporte comme un gaz parfait.
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®179 Lycée Camille Guérin, Poitiers
10 min.
Coefficients thermoélastiques MPSI-PCSI-PTSI

Soit de I’huile liquide remplissant juste une ampoule scellée, dont on définit les coeffi-
cients :

1 [0V 1 [0V
=— (=) =6810*"Kletyr=—= (—=— ) =8510""%pa!
T (8T>p PR ey <8p)T e

. . . 0
1. Déterminer, en fonction de « et x 7, la dérivée il .
or ),
2. Quelle augmentation de température peut-elle supporter sans rupture, sachant que
le verre dont est composée 1’ampoule peut supporter une surpression maximale
Apmax = 106 Pa?

® 180 Lycée Champollion, Grenoble
10 min.
Théorie cinétique des gaz MPSI-PCSI-PTSI

Trois systémes, comportant chacun n moles :
* (1) de molécules de Hy a 320 K pour le premier systeme ;
* (2) d’atomes He a 160 K pour le deuxieme systeme ;
* (3) d’atomes Ar a 400 K pour le troisieéme systeme.
ont des vitesses quadratiques moyennes telles que :
v =2vj etvs =40}
1. Identifier a quel systeme appartient chacune des vitesses quadratiques moyennes
v, v et v, en justifiant la réponse.

2. Parmi les trois systemes, quel est celui qui a la plus grande énergie cinétique
moyenne de translation par particule ?

Données : masses molaires atomiques (en g - mol ') : H=1, He : 4, Ar =40

® 181 Lycée Camille guérin, Poitiers
15 min.
Coefficients thermoélastiques MPSI-PCSI-PTSI

Soit un fluide pour lequel il existe une équation d’état de la forme f(p,V,T") = 0. On
définit, pour une mole de ce fluide, les coefficients :

g L(Vy _ R L (VN 1 a
“vi\or), T w M T TV %), 0TV

ol a et R sont des constantes.
Sachant que, lorsque p tend vers zéro, ce fluide se comporte comme un gaz parfait,
trouver son équation d’état.
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® 182 Lycée Lakanal, Sceaux
15 min.
Thermométrie MPSI-PCSI-PTSI

zZ N A

Un thermometre a mercure est destiné a étre utilisé entre 0 et 150°C. On négligera la
dilatation de 1’enveloppe de verre. La dilatation moyenne du mercure, entre O et ¢ (°C),
est:
V-V
t 2
0 Vot

ou a, b, c sont des constantes positives et ¢ est la température Celsius.
On veut définir une échelle linéaire centésimale de température 6 a partir du volume V'
de mercure.

1. Déterminer ’échelle 6 en fonction de a, b, c et .
2. Exprimer I’écart A = 0 — ¢.

3. Sachant que § = t at; = 150°C, déterminer les températures t, et t3 pour les-
quelles A passe par un extremum.

® 183 Lycée du Parc, Lyon
20 min.

Coefficients thermoélastiques MPSI-PCSI-PTSI

On étudie la variation de longueur ¢ d’une barre solide en fonction de la

température 7' et de la force longitudinale appliquée : ' = HF” H 7

En premieére approximation, on supposera constante la section s de la

barre. Le module d’élasticité £ = _{ (%i) et le coefficient de dila-
S T

1 [/ o¢
tation linéaire « = — | —= | sont supposés constants.
¢ \0T )

1. Etablir la relation liant I’allongement élémentaire d/ de la barre sous
I’influence d’une force dF’, a température constante.

2. En I’absence de force, la barre présente une longueur ¢y. Exprimer la longueur ¢
pour F' # 0, en fonction de F, £y, s et E.

3. Ce modele s’applique (a température constante) aux os de la jambe humaine. Pour
le tibia, dans sa partie la plus étroite (le rayon vaut 1 cm),ona £ = 10! N - m~2,
Calculer I’accroissement relatif dii au poids d’une personne de 80 kg. Est-ce no-
table ?

On prendra g = 10 m - s~2 pour I’intensité de la pesanteur.

® 184 Lycée Camille Guérin, Poitiers
25 min.
La pression MPSI-PCSI-PTSI

Un hémisphere creux est en contact, suivant un cercle de rayon R, avec un plan hori-
zontal. Celui-ci est relié a une pompe a vide destinée a rendre la pression intérieure tres
faible (négligeable devant la pression atmosphérique pg).
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poignée

Do

N a4

pompeV a vide

Exprimer, en fonction de pg et R, la force de pression qui s’exerce sur I’hémisphere.
Données : py = 10° Paet R = 10 cm.

® 185 Lycée Hoche, Versailles
15 min.
Poussée d’Archimede MPSI-PCSI-PTSI

Un cylindre homogene, de masse volumique p et de hauteur
h, flotte sur un liquide de masse volumique p. On note x
I’altitude de la base supérieure du cylindre et z la cote du .
centre de gravité G du cylindre par rapport a la surface libre 5

du liquide.
Pour les applications numériques, on prendra : h' ﬁl‘h/Q

B n=08 h=10cm g¢g=98m-s2
p

1. Déterminer la valeur x. de x lorsque le cylindre est en équilibre.

2. Calculer la période des petites oscillations du cylindre autour de sa position d’équi-
libre.

® 186 Lycée Clémenceau, Nantes
30 min.
Poussée d’Archimede MPSI-PCSI-PTSI

Un cylindre plein, homogene, de rayon R, de longueur ¢ et de masse volumique pg
peut flotter sur un liquide de masse volumique py,.

[

N
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On désigne par z la cote du point H qui repere le niveau de la surface libre du liquide

. s
sur la verticale ascendante. On pose : u = s

PL
1. Exprimer, en fonction de R, £ et 0, le volume V; de la partie immergée du cylindre.

2. Montrer que, lorque le cylindre est en équilibre, on a :
1 1

u étant une constante que 1’on déterminera.

3. Pour quelles valeurs de u le cylindre est-il en demi-immersion ou en immersion
totale ?

4. Quelle valeur de u conduirait a I'immersion du quart du diametre du cylindre ?

® 187 Lycée Fabert, Metz
15 min.
Statique des fluides MPSI-PCSI-PTSI

Quelle est la pression au fond d’une fosse océanique de 10 km de profondeur, ou la
température est uniforme, si on suppose que :

1. I’eau de mer est un fluide incompressible, de densité d = 1,03 ?

2. ladensité de I’eau de mer vaut 1,03 a la surface et son coefficient de compressibilité
isotherme est égale & y7 = 4,44.10~10 Pa=1?

On considérera I’accélération de la pesanteur g uniforme est égale a 9,8 m - s~2 dans
la fosse. A la surface de 1’eau de mer, la pression vaut py = 1,013.10° Pa.

® 188 Lycée Charlemagne, Paris
15 min.
