CHOLET Cyriaque

Electromagnétisme

| Electrostatique

1- Loi de Coulomb
a— Charges ponctuelles

Une charge ¢ placée en O exerce une force électrostatique ﬁq /¢ sur une charge ¢’ placée en M, donnée par
la loi de Coulomb :

1
ou gy = 6 %109 ~ 8,85.107'2 F.m™! est la permittivité électrique du vide. Cette loi définit le champ
T
électrique que la charge ¢ produit en M :

N @
- q OM g . —

E M = X = .
( ) 47T€0 OM3 47T€0'I"2 Y Q/M

Soit une ensemble de n points P; portant les charges respectives g;. Chacun de ces points crée en M un champ
électrique dont la résultante vaut :

n —
= G PM
B(M) =
(M) ;MszP,»MB’

Cette loi exprime le principe de superposition! du champ électrique.

b— Distributions continues de charges

Les charges peuvent étre distribuées dans I’espace d’'une maniére continue, de sorte qu’il n’est pas possible
de distinguer chaque charge individuelle ¢;. Selon que ces charges sont réparties dans un volume (V) a trois
dimensions, sur une surface (X) ou sur une courbe (I'), on définit des densités de charges correspondantes.

@ DEFINITION

Soit (V) un volume chargé, décomposable en éléments de volume dr centrés sur
des points P de (V) et portant la charge dq. La densité volumique de charges
en P est définie par :

_ _ GrdTp
p(P) =5~ = dq=p(P)dr 2

La charge totale contenue a l'intérieur d’un volume V pourra ainsi étre donnée par le calcul de l'intégrale :

o= [l = Jlf e

On remarque que, si la charge est répartie uniformément dans le volume V' de (V), p(P) = p ne dépend pas du
point P, ce qui simplifie le calcul précédent :

Qv:/// pdTp:pX/// drp =| Qv = p x V si p est uniforme.
2] W)

En revanche, si p dépend de P, cette intégrale doit étre calculée. Par exemple, considérons une boule de centre
—OP/a

“op €

1. Ce principe stipule que le champ produit dans ’espace simultanément par plusieurs distributions de charges est le méme que
la somme des champs que produirait individuellement chacune de ces distribution si elle était seule.

O, de rayon a, portant une densité volumique de charge p(P) , ou A est une constante :
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En admettant que la charge totale de cette boule vaut Qq, on cherche quelle est la charge Qi (r) contenue a
Pintérieur d’une sphere (X) de rayon r, centrée sur O. Deux cas sont & distinguer :
— Sir < a, cette charge est donnée par I'intégrale (1), dans laquelle le point P doit se situer & une distance
u < r de O afin de parcourir I'intérieur de la sphere (¥) :

p(P) = %e*“/“ ounu#0
u
@

tandis que le volume élémentaire au voisinage de P s’exprime en coordonnées
sphériques :
drp = u* du sin 6 df dy

Il s’ensuit que :

27

s T A
Qint(r) = / / / — e "% x u? du sin@df dp avec e — 0
©=0J0=0 Ju=¢ u

2 T T
= A/ dy / sin 6 dé / e du avec e — 0
=0 6=0 u=¢e

= A X271 x [—cosb]] x [—a e_“/a} avec e = 0
u==¢e

= lim {47rAa (es/a — e*T/“)] = 4dnAa (1 —e7"/%)

e—0

Notamment, puisque la charge totale portée par la boule vaut Qq :

1—e"/a
2 Q) = Qo T

Qint(r=a) = Qo = 4rAa(l —e) = Qo = 4nAa = —

— Si r > a, cette charge vaut simplement la charge @)y de la boule.

®; DEFINITION

Soit une surface (S) chargée. Cette surface peut étre décomposée en surfaces
élémentaires dX, centrées sur des points P de (S), portant la charge dg calcu- S)
lable & partir de la densité surfacique o(P) en chaque point P :

ds
®p

5
o(P) = é = 6q = o(P)dS

ReMARQUE | On dit qu’une distribution de charge est surfacique lorsque les charges sont réparties sur une sur-

face (X). Or, d’un point de vue physique, une telle surface (de volume nul) ne peut contenir de charge. Il s’agit
en fait d’un volume d’épaisseur € infiniment petite :

La charge dq qui apparait portée par un élément de surface dX est, en réalité, confinée dans un volume
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dr = e x dX. Les densités volumique et surfacique de charges sont alors définies par :

oq
pP=

%7('1 =>d0g=0cxdY=pdr=pxed¥=|o=pxce
U:d_z

c— Symétries des charges

i

On peut montrer que :

le champ électrique E(M ), produit par la distribution de charges sur un point de (A), est colinéaire
a Paxe (A).

i

On montre que, dans ces conditions :

le champ électrique produit, en tout point M d’un plan (II,) d’antisymétrie électrostatique, est
perpendiculaire & (I, ).

REMARQUE | On montre également que si deux points M’ et M" sont symétriques par rapport d un plan d’anti-

symétrie électrostatique, les champs E(M') et E(M") vérifient :

E(M") = —sym {E_"(M’)} pour M" = sym {M"}
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®| DEFINITION

Soient P et P’ deux points géométriquement symétriques par rapport a

un plan (I;) ; le plan (IT;) est appelé plan de symétrie électrostatique si

les charges q et ¢/, portées par tout couple {P, P'}, sont identiques, soit M
encore :

=
~
=
=

MH
P'(q)

VP' = sym {P}, p(P) = p(P") P(q)

Enfin, on montre également que :

le champ électrique produit par une distribution (D) de charges, en tout point M d’un plan de
symétrie électrostatique (Il;), appartient a (ILy).

REMARQUE | Si M’ et M" sont deux points symétriques par rapport a un plan de symétrie électrostatique, on

montre aussi que les champs E(M’) et E(M”) qui y régnent sont symétriques par rapport a ce plan :

E(M") = sym {E(M’)} pour M" = sym {M'}

En conclusion, on retiendra que pour déterminer la direction du champ électrique E produit en un point M par
une distribution (D) de charges, il faut :

— chercher, dans un premier temps, s’il existe un axe (A) de symétrie électrostatique passant
par M ; dans ce cas : E(M) || (A).

— sinon, chercher si M appartient & un plan (II,) d’antisymétrie électrostatique pour (D). S’il
existe : E(M) L (IL,).

— & défaut d’un plan d’antisymétrie ou d’un axe de symétrie, trouver un plan (Ils) de symétrie
pour (D), passant par M. Le cas échéant, E(M ) appartient & (II;) mais, pour autant, la
direction de E(M) n’est pas encore accessible. Il faut alors trouver un autre plan (II,) de

symeétrie électrostatique pour (D), passant par M. Dans ce cas, la direction de E(M ) est celle
de lintersection de (I,) et (II)).

d— Lignes de champ

| DEFINITION

Une ligne de champ L est une courbe en tout point tangente au champ électrique E.

Par exemple, quelques lignes de champ (£ et L) créées par deux charges identiques, situées en A et B, sont
reproduites sur la figure ci-dessous.
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Pour déterminer ’équation d’une ligne de champ (L), on écrit que tout

—
déplacement dOM le long de cette ligne est colinéaire a cette ligne, ce
qui se traduit mathématiquement par I’équation :

VM € £, dOM A B(M) =G

Par exemple, considérons un champ électrique E de composantes cartésiennes :
E.(x,y,2) = Axx E,(z,y,z)=—-Axy E.(x,y,z) =0o0u A = cte

En coordonnées cartésiennes, le vecteur position d’un point M se différencie facilement :

x dx
oM =|y|=da0M = | ay
z dz
et la ligne de champ doit alors vérifier :
. dx Ax —Aydz .
dOMANEM)=[dy | AN | Ay | = Azdz =0
dz 0 —Aydx — Axdy

— Si dz # 0, les deux premieres équations imposent alors © = 0 et y = 0, auquel cas E, = F, =0, ce qui
signifie qu’il ne peut y avoir de ligne de champ correspondant a cette situation.
— Si dz = 0 (dans le plan z = cte), la troisiéme équation impose :

t
ydx+xdy:O:>d(xy):0:>xy:cte:>y:E
x

Les lignes de champ sont alors des branches d’hyperbole dans le plan d’équation z = cte.

_1
4dmegr?
chamyp produite par une charge q, E(M) est dirigé vers la charge si q est négative et s’en «éloignes si q >0 :

REMARQUE | Le champ produit par une charge ponctuelle vaut E = Uy. Ainsi, le long d’une ligne de

= DEFINITION

On appelle tube de champ la surface constitué par les lignes de champ qui prennent appui sur deux
courbes fermées C; et Cs.

tube de champ

G

2— Potentiel scalaire
a— Définition

On appelle champ scalaire une fonction 1 (M) qui dépend de la position du point M ou elle est mesurée.
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®; DEFINITION

—
Soient deux points M et M’', infiniment voisins et tels que MM’ = d¢, ot un champ scalaire prend
les valeurs 1) (M) et ¥ (M'). La différence dyp =1 (M') — 1) (M) est donnée & 1’aide d’un vecteur,

grad ¢, appelé gradient de 1) :

— (godv) - o Ly
Y(M)=tp(M)+dy

Le gradient de 1 est aussi noté : graa) Y= ﬁw .

Le systéme de coordonnées choisi pour repérer M détermine ’expression des composantes? de grad v et de
de.
En coordonnées cartésiennes :

oy, o 0y
gr—ad?’(/}—%ew'i'aiyey'f'gez

En coordonnées cylindriques :

oY 161&# z/}
g—c21¢—— -0 9+8

En coordonnées sphériques :

oY 181/}_, 1 oy,
ml/}—* % +rsin0%%

| DEFINITION

En électrostatique, le champ E(M ) dérive d’une fonction scalaire V (M), appelée potentiel :

—

E(M) = —grad V(M)

Par exemple, le champ produit par une charge ponctuelle E = €, dérive d'un potentiel V(r, 6, ) qui

dmegr
vérifie, en coordonnées sphériques? :
- — q ov _ 10V 1 0V
EZ*I‘&dVﬁ e =——€, —— —¢€g — —— — ¢
& dmegr or " r 90" rsind oo ¥
— , . o oo ov ov . )
La projection de cette équation sur €y et €, 1Impose 20 =0et EX =0, ce qui montre que V ne dépend que
4
du parametre r. Ainsi, la projection de cette équation sur €, fournit :
dv q q
—_— == V(r) = \%
dr Amegr? (r) 4degr + Vo

ou Vp est une constante d’intégration.

Par convention, en I’absence de charge en l'infini, le potentiel est choisi nul a I’infini :

lim V(r)=0si limg=0

T—>00 T—00

Selon cette convention, le potentiel produit en M (r, 8, ¢) par une charge ponctuelle placée en O vaut finalement :

=t g

2. Les trois expressions du gradient sont données ici a titre indicatif. Seule I’expression en coordonnées cartésiennes est & connaitre
pour les concours.

3. Dans la pratique, on choisit un systéme de coordonnées qui correspond a la géométrie du champ E. Par exemple, dans le cas
d’une charge ponctuelle, le champ adopte une symétrie sphérique.
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b— Circulation du champ électrostatique

< DEFINITION
On appelle circulation C du champ électrique E le long d’un parcours I' liant
deux points A et B la grandeur : a7
5 oy 5 B
C= / E-dl
A A
. = — PP .
Compte tenu de la relation : E'= —grad V et de la définition du gradient :
AV =gradV - df
la circulation C peut aussi s’écrire :
B B d/
— S
C:—/ gradV'dﬂzf/ dV =V, - Vg I) B B
A A
A
ou apparait la différence de potentiel : Usp =V — Vg : Uasp
B — —
UAB:/ E-dl=Vy—-Vp (3)
A

REMARQUE | S, le long de T, le champ E est uniforme, la tension Uap = Va4 — Vg vaut simplement :

Unp = B-AB =V, — Vg

Le long d’un parcours fermé I'; la circulation du champ électrostatique est nulle :

A
fﬁ-dF:Ocar ]{E-dZ:VA—VA
- ) dr.
Considérons maintenant une ligne de champ £ joignant deux points A et B aux N> B
potentiels respectifs V4 et Vp.
AL

- - =
Si E(M) est en tout point M € L dirigé de A vers B, le produit scalaire E(M) - dOM demeure positif, de sorte
que la loi (3) indique que :
B, —
Va—Vg= [ E(M) -dOM = V4> Vg

A N———
>0

On retiendra alors que :

Le long d’une ligne de champ, le champ E est toujours dirigé du potentiel le plus élevé vers le
potentiel le plus faible.
Comme conséquence, il ne peut pas exister de ligne de champ liant deux points de méme potentiel.

c— Energie potentielle

Lorsqu'une charge ¢, placée en M est plongée dans un champ électrique E(M ) = —graé V(M), elle est
soumise & une force :
—' - — —
F=qE(M)=—grad [¢V(M)] = —grad &,
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qui dérive d’une énergie potentielle £,. Donc, cette charge acquiert 1’énergie potentielle :

& =qx V(M)

Par exemple, considérons le dispositif schématisé ci-dessous (accélérateur d’électrons) :

B ) 1:A
Vp | Va
| | '
UAB
Un électron, de charge ¢ = —e et de masse m, est émis en B (cathode métallique portée au potentiel Vg et

chauffée & une température qui permet ’ionisation des atomes) avec une vitesse vg. Une grille métallique (G),
soumise & un potentiel V4 (grice a un générateur de tension uap = V4 — V) attire cet électron, qui arrive
alors en A avec une vitesse v4 > vg. En 'absence de frottements, I’énergie mécanique de 1’électron se conserve
entre A et B, c’est-a-dire :

1 1 2q
En(A) =E,(B) = 5 mvy +qVa = 3 mvs 4+ qVp = v —vh = pooy (VB — Vya)
c’est-a-dire en négligeant vp par rapport a vy :
2e 2e [2e
vi:——(VBfVA):fUABévA: — UAB
m m m
Exercice IS
Deux charges ponctuelles identiques (g) sont placées aux points A et
B d’un segment [AB] centré sur O et de longueur 2a. Une autre charge 2
ponctuelle (—g) est placée en un point M de ’axe Oz perpendiculaire AM(-q, m)
a [AB], & une cote OM = z. La charge ponctuelle située en M a A N
pour masse m et on négligera 'influence de la pesanteur sur son P R
mouvement. On supposera, en outre, que sa présence reste sans effet 7 0 AN
sur les champs et potentiels créés par A et B et que le point matériel A(g) a = B(q)
ne peut se déplacer que selon la verticale (Oz).
1. Déterminer, en fonction de ¢, a et z, le potentiel créé en M par les charges situées en A et B.
2. Montrer qu’il existe, pour M, une position d’équilibre stable repérée par z = zg.
3. Le point M étant légerement écarté de cette position d’équilibre, il effectue des oscillations de
pulsation w. Exprimer w en fonction de ¢, a et m.

Corrigé

1. La distance AM valant v/a? + 22, la charge ¢ placée en A crée en M le potentiel :
q _ q
4meg AM 47r60\/m

Etant donné qu’il en va de méme pour la charge g placée en B, il s’ensuit que le potentiel créé en M par ces
deux charges vaut :

Vi =

q
V=2Vgj=——"—"—
2megVa? + 22
2. La charge —q placée en M acquiert une énergie potentielle :
2
q 2 2\ —1/2
Ep=—qV =— X a4+ z
P 4 2meg ( )
dont la dérivée est donnée par :
dé, q? z

= X —
dz 2meQ (CL2 NS 22)3/2
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Il existe donc une position d’équilibre, a la cote z = zp, qui rend extremum cette énergie potentielle, c’est-a-dire telle

que :
2

dé
et 23 =0= T 5 2—032 =0=20=0
dz 20 2meg ((12 +Z§) /
En outre :
4%, P 1 - 322 _ P a? — 222
2 3/2 5/2 5/2
dz . 2meg (a2 4 zg) / (a2 + Z(Q)) / 2meo (a2 + Zg) /
d2g, __a -
dz2 2mega’
20=0

suffit & montrer qu’en z = zp la fonction &,(z) admet un minimum qui correspond, de surcroit, a la position d’un
équilibre stable.

3. La pulsation w des oscillations qui se produisent au voisinage de la position d’équilibre stable s’obtient direc-
tement a ’aide de la relation :

d— Surface équipotentielle

< DEFINITION

Une suface équipotentielle (X) est une surface dont tous les points sont au méme potentiel électro-
statique.

Considérons deux points quelconques M, M’ d’une surface équipotentielle ¥, infi-
niment proches 'un de autre de sorte que MM’ = dOM. —
Soit £ une ligne de champ qui coupe ¥ au point M. Par définition, la différence des I

0

&\~

potentiels en M et M’ vaut :

— —
Varr — Var = AV = grad V(M) - dOM = grad V(M) - MM’

ou E(M) = —graa V(M). Or, puisque Vi = Vs sur une méme surface équippotentielle :

— — - e
0=FE(M)-MM' = E(M) L MM'V(M,M') €%

Cette proposition suffit & montrer que toute ligne de champ est normale aux surfaces équipotentielles qu’elle
coupe.

3— Théoréme de Gauss

a— Enoncé

< DEFINITION
On appelle flur du champ E, a travers une surface fermée (3), la grandeur : .
dSy
= = Sy
¢p = E(M)-dSu )
=) (%)
I'élément de surface dSy; devant toujours étre orienté vers ’extérieur du
volume (V) circonscrit par (X).
Soit gint la charge contenue & lintérieur de (V). Le théoréme de Gauss établit que :
n o Gint
or = (| EQ)- a5 - (4)
b 20
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L’emploi de la relation (4) en vue de calculer le champ E(M) créé en M par une distribution (D) de charges
doit respecter 'algorithme suivant :

1. représenter avec précision la situation physique et, notamment le systeme de coordonnées
adopté;

2. déterminer la direction de E (M) en M ainsi que les éventuels invariants de (D)

3. trouver une surface fermée (X) qui contient M. Dans la pratique, (X) est composée (en totalité

ou en partie) de surfaces sur lesquelles HE H demeure constant (généralement, (X) présente les

mémes symétries que (D)). C’est ce qui justifie I’étape précédente. Etablir alors Pexpression
de ¢ ;
4. déterminer la charge gint contenue dans le volume (V) circonscrit dans (X);

5. utiliser enfin la relation (4).

Champ produit par une sphére

Calculons le champ électrostatique produit par une spheére de centre O, de rayon R et qui porte une charge

Q@ uniformément répartie dans son volume V. Appliquons pour cela I’algorithme décrit précédemment.

1. On représente la distribution D de charge (sphére), le point M ot I'on cherche & calculer E(M) et le

—
systéme de coordonnées que 'on souhaite adopter (sphérique, de centre O et tel que OM =ré,.) :

Wz
Qo/
4

2. On cherche les éléments de symétrique de D.

Ici, Paxe (O, €,) est un axe de symétrie de D; E(M) est donc colinéaire & &,.
D’autre part, D est invariant par rotation (donc par modification de 6 et ). Par conséquent :

—

B(M) = E(r, 0, ) & = E(r)é,

3. On cherche une surface ¥ sur laquelle appliquer le théoréeme de Gauss. Or, lorsque r est constant, F(r)
est aussi constant. Donc, une surface sphérique de rayon r convient siirement. Représentons-la :

dSy,

figure 2 : 7<R

Lorsque le choix de X est fait, on y calcule le flux de E.On peut remarquer notamment que dSy =dSy e, :

o5 = ff_ B -asu = ff B0)a) fasua) = ff B0 asw = E0) ff asu = 56 x 4

10



CHOLET Cyriaque

4. On calcule la charge gj,; contenue a I'intérieur de X. Il convient ici de distinguer deux cas :
— sir > R, la figure 1 montre que ¢t = @. Le théoreme de Gauss stipule que :

Qint 2 Q Q = Q —
= = F 4 =—==F = =| EM)=——¢é, 5
22 o (r) x 4mr €0 (r) Amegr? (M) 4dmegr? € (5)

REMARQUE | Le champ produit a ’extérieur de D est le méme que celui que produirait la méme charge

ponctuelle Q placée en O.

— Sir < R, la figure 2 montre que ¢t < Q. Lorsque la distribution de charges est uniforme, sa densité

volumique p est la méme dans le volume Vp = 3 7R3 de D ou dans le volume Vs, = 3 a3 de ¥ :

_ Gint Q = Q TS
Pdans ¥ = Pdans D 4 — 4 Qint R3
—7r3  —mR3
3
Le théoreme de Gauss indique alors que :
Gint 2 QTB Q = Q o
¢E €0 (T) A E()R?’ (’I“) 47T<€0R3 " ( ) 47T<€0R3 rer ( )

ReMARQUE |Les expressions (5) et (6) montrent que :

. : Q
lim E(r)= lim E(r) = ———
r—Rt ( ) r—R— ( ) 47T8()R2
Le champ électrostatique est donc continu malgré la distribution de charges. C’est une loi générale qui
s’applique d tout distribution volumique de charges (mais pas aux autres distributions).

c— Champ produit par un cylindre

Soit un cylindre de rayon R, de longueur® L >> R suffisamment grande pour que 'on puisse ignorer ce qui
se passe au voisinage de ses extrémités (on dit alors que 1’on néglige les «effets de bord») et portant une charge
@ uniformément répartie dans son volume, avec une densité pey1. = R

7r
Afin d’évaluer le champ F (M) produit en tout point M de 'espace a l'aide du théoréme de Gauss, il convient
d’opérer en cinq étapes :

1. D’abord on représente le probleme physique, en y faisant apparaitre toutes les informations disponibles
ou requises :

Il apparait ainsi d’une part que seul un segment de longueur ¢ < L (loin des bords) pourra étre utilisé et
d’autre part que les coordonnées cylindriques sont les mieux adaptées : OM = ré,. + z €.

4. Certains énoncés évoquent une cylindre «infini», ce qui revient & supposer L > R et a ignorer les «effets de bord»

11
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2. On cherche ensuite les caractéristiques de E(M). On remarque alors que (H, &,) est un axe de symétrie
pour la distribution D de charges, ce qui oriente E(M ) dans la direction de €,.. D’autre part, D est
invariante par translation verticale ou par rotation autour de ’axe. Donc, le probléme ne dépend ni de z
ni de 6 :

E(M) = E(r,0,2) &, = E(r)é,

3. On choisit ensuite une surface ¥ sur laquelle calculer ¢g. Sur une partie de cette surface E(r) devrait
reste constant, c’est-a-dire que 7 = cte; il s’agit alors d’un cylindre de rayon r (on notera Sy la surface
correspondante). Enfin, puisque ¥ doit étre fermée, on complete S, avec des disques (S7) et (S2) de
maniere a former une «boite de conserve» de hauteur £.

a (Sl) - T

figure 3 : >R figure 4 : <R

Le flux ® de E & travers (S) peut ainsi étre décomposé en trois termes :

%:ﬂ E.dgz/ E-d§g+/ E~d§1+/ 745,
(S) (Se) (S1) (S2)

on E L d§1 ot E L d§2 (car E = Eé&,) permet d’annuler les deux derniers termes. En outre, dgg étant
colinéaire & E, E -dSy = E x dSp, ot E(r) est constant sur Sy (car E ne dépend que de r, au demeurant
constant). C’est pourquoi :

@E:// E.d§é=/ ExdS,=E x dSy = E x S,
(Se) (Se) (Se)

ou Sy = 27r x £ désigne la valeur de la surface latérale Sy, de longueur 27r et de hauteur ¢. Par suite :

bp = F x 2nrd

4. Pour calculer la charge gi,¢ dans le volume circonscrit par ¥ (ou encore «dans la boite de conservey), il
convient de distinguer deux cas :
— Sir > R, la figure 3 montre que g, s’identifie a la charge contenue dans la portion de cylindre chargé,
de longueur ¢. La densité volumique pportion dans cette portion de cylindre étant la méme que celle
dans la totalité du cylindre de longueur L, il s’ensuit que :

) QL

Pportion = Pcyl. = TR0 7R2L = Gint = f

Le théoréme de Gauss conduit alors & :

in E -
QSE:qtéEme’E:Q—ﬁ E(M)
€0 colL

€. pour r > R

- 2megLLr

— Sir < R, la figure 4 montre que la charge g, est celle contenue dans le cylindre de volume 7r2¢, dont
la densité s’identifie encore a celle du cylindre total :

Gnt _ Q Qer?

Pportion = Pcyl = 2l = TR2L = (int = LR2
Ainsi, le théoréeme de Gauss impose :
Gint QETQ - QT —
= =Ex2ml=——=| EM)= ——— o <R
¢E €0 " LR2 €o ( ) 27T80LR2 € POIET
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REMARQUE | A nouveau, on observe la continuité du champ dans [’espace car :

) . Q
im E(r) = lim E(r) — —
Jim E(r) = T B(r) =5 — 75

Ceci n'est vrai que parce que la charge Q est répartie dans la totalité du volume du cylindre. A titre
d’exercice, on pourra montrer que si QQ n'avait été répartie que sur la surface de rayon R du cylindre, on
aurait obtenu :

Q

2megr

E(r<R)=0et E(r>R)=

et donc une discontinuité de E(r).

d— Champ produit par un plan

Un plan P (Oz, Oy), infini dans ces deux directions, porte des charges électriques de densité surfacique o

uniforme. On cherche le champ électrique E créé par cette distribution en un point M, situé a une distance
OM = z de ce plan.

1. Représentation du probléme

2. Caractéristiques du champ
Etant donné que P est infini, axe Oz contenant M est un axe de symétrie pour la distribution de charges
qui peut, du reste, étre décrite par un systeme de coordonnées cartésiennes x, y et z. Par conséquent E
prend la direction du vecteur unitaire €, de Oz :

E:E(x’ y? Z) gz

Une translation du plan (infini) dans les directions Oz et Oy laisse invariant le champ E, en raison de
quoi ce vecteur ne dépend ni de x ni de y :

E=FE(z) xeé,

3. Calcul du flux =
La « surface de Gauss » (S) sur laquelle doit étre calculé le flux de E doit alors comporter des parties olt
z demeure constant ; il s’agit des surfaces (S1) et (S2) planes, paralléles & (Oz, Oy) et de méme section

S.
1= et
— S,
= S,
(’P) = ( l)

ld§ | lﬁz (55)

La surface (S) est ensuite fermée a l'aide d’une surface latérale S, telle que dS; L E, cest-a-dire :

E-dS, =0.
En outre, pour des raisons de symétrie (S2) se trouve & une distance z de (P) de sorte que, sur (Sz), le
champ électrique s’écrit : Ey = E(—z) €, = —E(z) €,. On désignera par F; = E(z)¢€, le champ en tout

point de (S).

Ce faisant, le flux de E & travers (S) comporte trois parties :

@:ﬂ E-d§:/ El-d§1+/ Ez-dﬁﬁ/ E.dS,
() (S1) (S2) (Se)

13
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ou E - dgg = 0 permet d’annuler le dernier terme. En revanche :

{ d512d81€z E]'dgle(Z)Xd51

El = E(Z) (?Z
d—»52 =—d5 (iz = EQ . d§2 = E(Z) X dSQ
E,=—-E(z)é,

Or, étant donné que F(z) demeure constant sur Sy et sur Sy (ol z est constant), 'expression de ¥ se
simplifie :

d = / E; - d§1+/ Ey-dS, = / E(z dSl+/ E(z)dS,
(S2) (S1) (S2)
_ // 48, + E(z // dS, = E(2) x (S + Sb)
(S1) 5'2)
= =2EFE(z) x Scar S; =Sy =

. Calcul de gjnt
La charge enfermée dans (S) est celle contenue sur la surface S du plan P, auquel cas elle vaut :

QZZ// adSza// dS=0xS
(8) (s)

. Application du théoréme de Gauss
De cette maniere, le théoreme de Gauss fournit :

Qz oS o -
80 = (2) x = = 9% € (7)

Exercice IS

Soient deux plaques de surface S, supposée trés grande et distantes de e. La plaque inférieure (A)
o2 . q . : P
porte une charge ¢ de densité surfacique 0 = — uniforme, tandis que la plaque supérieure (B) porte

S

une charge —gq, de densité —o uniforme.

=B . lC lUAB

J o F T T
=T (4
"y +o ( )

1. A laide de I’expression (23) et par application du principe de superposition, calculer le champ
électrique en un point M situé entre les deux plaques.

2. Exprimer, en fonction de g, e, S et g¢ la différence de potentiel Usp = V4 — Vp et en déduire

I’expression de la capacité C' = en fonction de ¢g, S et e.

AB

14
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Corrigé

1. D’apres le résultat (23), en un point M situé entre les armatures, les plaques A et B produisent les champs

respectifs :
= o = —o o
A= e, et EFg = — (=€) = €.
20 * 2e0 (=€) 2e0 *

- o
Le champ résultant vaut alors : E(M) = — é..
€0

2. Considérons deux points A et B, situés respectivement sur les plaques inférieure et supérieure (mais pas
nécessairement sur la verticale Oz), portés aux potentiels V4 et V.

La différence de potentiel Ugsp = V4 — Vg est alors donnée par la circulation de Ele
long du chemin T liant A et B :

B
Usp= | E-di= | E-di=Z xe=2
. A €0 Seo

N = g .
ou E = — &, est uniforme, de sorte que :
€0
De cette expression découle directement ’expression de la capacité C' du condensateur ainsi réalisé :

c=_ 1 __o_cS
Uap e

e— Densité des lignes de champ

Considérons une carte du champ électrique, qui montre des lignes de champ qui se resserrent ou qui s’écartent.
Nous cherchons a relier cette topologie a l'intensité du champ électrique dans diverses zones de ’espace.

S, xdS, .
M n 55
/EZ dSl

figure 5 figure 6

Pour simplifier le probléme, nous supposons que dans deux régions de I’espace, localement vide de charge, (1 et
2 sur la figure 5), le champ prend des valeurs moyennes E; et Es respectivement. Découpons alors une surface X
qui définit un tube de champ avec une «surface d’entrée» S, une surface «de sortie» S; et une surface latérale
Sp. Le flux du champ électrique a travers o vaut alors :

ﬂ E(M)-dSy, = //SIE1 dSl+//SZE2 dsz_//SéEg( )dsg

/ —E1d51+/ EQdSQ’Z—El X51+E2XS2
51 SQ

o35)

Or, en 'absence de charge a 'intérieur de X, le théoreme de Gauss stipule que :

in S
(i)E:qt:0:>E151:E252:>E1:iXE2
€0 Sl

Notamment, si les lignes de champ s’écartent (la figure 6 suggére que Sy > S7) :

— >1=| E; > Ey

ce qui montre que :

en l'absence de charge électrique, le champ électrique est d’autant plus intense que les
lignes de champ sont denses.

f— Analogie avec la gravitation

q

Le champ électrique produit par une charge ponctuelle ¢ s’écrit : E = yP—
TEQT

Y
T ©
€, c’est-a-dire : B = 2 €r,

avec o —

. Aussi, le théoréeme de Gauss peut-il se présenter sous la forme suivante :
TEQ

—

E = eT:><I>E—// E- dS—47raZouaZ— &
r2 (8) 4dreg

15
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De méme, le champ gravitationnel g produit par une masse ponctuelle m vaut :

. Gm a
§g=——5¢€ = ¢ aveca =—Gm
r r
et c’est la raison pour laquelle le théoreme de Gauss peut étre étendu au flux @, g D
du champ gravitationnel & travers une surface fermée (S), a Uintérieur de laquelle se < S)
trouve une masse totale mjy; : q

D, = / / G-dS = —4nGmin
(S)

Exercice I~

On suppose la Terre sphérique, de rayon R, de centre O et de masse M uniformément répartie en
volume avec une densité volumique p.
1. Déterminer, en coordonnées sphériques, les caractéristiques du champ gravitationnel g produit
en un point M de l'espace, tel que OM = ré,..
2. En appliquant le théoreme de Gauss, retrouver les expressions de ¢ lorsque » > R et r < R.

3. Un tunnel, passant par O, est creusé dans la Terre selon axe des poles (ce qui permet de
s’affranchir de la rotation de la Terre).
Un point M, de masse m, est assujetti a se déplacer radiale-
ment et sans frottements, dans ce tunnel. On note r = OM la Nord
distance séparant M de O.

a- Etablir I'équation différentielle satisfaite par r, pour o
r < R.
b- En déduire, en fonction de G, M et R, la période des Sud

oscillations que peut effectuer ce point autour de O.

Corrigé

1. Tout axe passant par O et M est un axe de symétrie pour la Terre. La direction du vecteur unitaire €, de

OM est par conséquent aussi celle du champ de gravitation :

g':g(r, 0, 90) ér
En coordonnées sphériques, toute rotation d’un angle 6 ou ¢ de la Terre laisse inva-
riante la distribution de masse, auquel cas le champ ¢ ne dépend pas de ces para-
metres :
g =g (T) X er

2. Le théoreme de Gauss fait intervenir une surface fermée caractérisée par r = cte, afin que g(r) y demeure
constant ; il s’agit d’une sphére (S), de rayon r, centrée sur O, dont chaque élément de surface dS est
colinéaire a €y, et donc a g.

Ce faisant, le flux de g & travers (S) est défini par :
P, = g-dS = g(r) x dS = g(r) x dsS = g(r) x
’ # / /<s> ) ~
ol S = 4xr? désigne la surface d’une sphére de rayon 7. 5‘ g

— Lorsque r > R, la masse totale min¢ contenue dans (S) s’identifie & la masse de la Terre, auquel cas le
théoreme de Gauss stipule que :

GM

€r

by = —4AnGmint = g(r) X dnr? = —4nGM = § = —

REMARQUE Cette expression correspond également a celle du champ gravitationnel produit en M par

une masse ponctuelle située en O. Ce constat justifie, en mécanique, l’assimilation d’une planéte a une
masse ponctuelle concentrée en son centre.
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— Lorsque » < R, la masse mins contenue dans (S) ne peut s’identifier & la masse M de la Terre, mais est

om
calculable a partir de la densité volumique pu = e supposée uniforme :
T

4
ouV = 3 773 désigne le volume de la sphére de rayon r, contenue dans (S).

o [l el N

L—'

De méme, la masse de la Terre est donnée par :

4
M:uvaerre:NX§WR3:>/‘:4ﬂ_R3

C’est pourquoi :

3M 4gr3 3
Mint = X il :MXT—

47 R3 3 R3

d’out découle I’expression mathématique du théoreme de Gauss :

3. a-

3
2 r . GM .
Oy = —4nGmint = g(r) X 4nr® = —4AnGM X 3 =>4= ~ s X T er
. 23 chg. o 8 o2 A = me
Le point M est repéré par sa position OM = réyr, a laquelle est associée une accélération 4§ = €, en
P’absence de rotation de M autour de O. En outre, r < R soumet M a une force :

> - GMm .
f=mg=— 3 X Ter
respectant la loi fondamentale de la dynamique :
Y . GMm . M
my=f=>mi=— 78 =P Ar R3r:O

Etant donné le signe positif du coefficient

M
= cette équation différentielle admet une solution harmonique

qui traduit des oscillations, autour de O, avec une pulsation :

_ |GM

Y=\ R
2 3
L i i
w GM

c’est-a-dire une période :

Dipole électrostatique

Définitions

< DEFINITION

On appelle dipo6le électrostatique un ensemble de deux charges ponctuelles, de méme valeur

absolue mais de signe opposé, placées en deux ponts distincts.
Soient deux points A et B, portant les charges respectives —q et +q; on

appelle moment dipolaire p'la grandeur vectorielle :

B(+9)

el < AP Aa)

A Déchelle atomique, la charge est de l’ordre de ¢ ~ 107!? C, tandis que les distances séparant les porteurs de
charge sont de I'ordre de AB ~ 10~'° m. Ainsi, les moments dipolaires rencontrés & cette échelle on pour ordre
de grandeur p ~ 107 x 10719 = 1072° C.m. C’est pourquoi, bien que I'unité légale de p soit le C.m, on lui
préfere souvent en chimie le Debye :

1D =3,3310"%" C.m

La définition du moment dipolaire peut étre étendue & un systéme de 2n points chargés : les points {My,--- , M, } =

{Ph..

-, P,} portant des charges positives {q1, - ¢} et les points {M, 41, -, Ma,} = {Ny,--- N, } portant

les charges négatives {—q1, -+, —gn}. On constate alors que :

2n n n n n
> ¢ OM; = Z%’O?i “'Z(_Qi)ﬁi =>4 (N0 + OB;) = ZQiNi?i
Jj=1 1=1 1=1 =1 =1
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En retrouvant la définition du moment dipolaire p; de chaque dipole (N;, P;), il vient finalement :

n 2n
p= ZQiNi?i = qu' OMj
j=1

i=1

b— Champ et potentiel produits

Soit un dipdle électrostatique constitué par des charges —q et ¢, situées
aux points respectifs A et B, de moment dipolaire p'= g x AB, de norme :
p = ||p|l = ¢ x 2a, car AB = 2a. On note O le milieu de [AB] et un point M
de 'espace est repéré par ses coordonnnées polaires r et 6.

Les potentiels V4 et Vp créés en M par A et B valent :

-7 -9
Va = freoadt VB = Tneo B
avec :
AM = A0+ OM = AM? = (AO + OM)? = AO® + OM? + 240 - OM

2 2 2 a @
= a”+r°+2arcos =7r" (1+2—cosl+ —
r r

a a2\ /2 1 1 a a2\ V2
AM = 1+2-— 0+ — —=—|1+2- 0+ —
= r< + — cos +r2> = 1 ; < + , cos +r2>

, L R . 2a a? C
L’approximation dipolaire consiste a considérer que r > a, de sorte que ¢ = — cosf + — < 1, ce qui justifie
r r
la simplification de 'expression précédente par un développement limité.
a
Habituellement, ce développement est limité aux termes du premier ordre en — (car les termes d’ordre supérieurs,
r

a n
en (7> sont beaucoup plus petits), auquel cas® :
r

2
2 1 1| _1/(2acosd  a® Nl(fﬁ )\, a
(I1+¢) ~1 2:$A r[l 5 . +r2 ~ - 1 cos @ alordrelenr

De la méme maniere :

1 1 a
B =y (147 cost)
et, par conséquent, le potentiel créé en M par le dipdle vaut :
V(M) VitV q L L g [(1+ ¢ 9) (1 a4 9)}
- = — ~ —cosf) — (1 — — cos
A B dreg \BM  AM dmeqr r r
q X 2a cos  pcosf per

= | V(M) = = = 8

(M) 4meqr? dregr?  4dmeor3 )

——
car OM = 7 =r ¢, est le vecteur position du point M.
Quant au champ électrostatique E, produit en M par ce dip0le, il s’obtient & ’aide de la relation :
ov , 10V |

&

Y

5. Un calcul plus précis montre que les premiers termes de la série de Taylor de la fonction f(z) =~
ek 1:

- —
Ez—gradV=>E,«é}+E9€9=—

1/2 gécrivent, lorsque

32 3 2 2
(1+€)_1/2:172+2%+---:172+§52+---0i15:7a0059+z—2
Ainsi :
2
1 (9 2 3 (9 2 2 3
(1+e)"V/2=1-2 20 ooso+ L + = —acosﬁ—&-a— +~-~:1—Ecos@+a—(—1+3cos26)+a—><~-~
2 \r 72 8 \ r 72 r 2r2 r3

A 1 a - . - . .
A Pordre 1 en —, on retrouve donc (1 -1—6)*1/2 ~ 1— — cosf, mais il arrive qu’on choisisse de travailler aussi avec les termes d’ordre
r

r
2, si les premiers viennent & s’annuler.
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d’olt se déduisent les composantes polaires de E :

75“/7 P X2C089 ot Eé):i}ali P ><sm0

E, = —
r 00  4meg r3

or  4dreg r3

REMARQUE | FEn coordonnées polaires, le moment dipolaire a pour composantes :

p=pcoshe.—psinfey = psinfey =pcosbe,. —p

de sorte que : & e .
. B . 1 . o 6 D
E=F.é +Eyéy=—— (2p cosBé, +psinbéy) <
dmeqrs .
s’écrit aussi : )
E=——— (3pcosheé, —
4regrs (3p r=p)
ou : P+ €. = p cosl conduit d :
B 3(p-é)xé —p

4dmegr3

c— Lignes de champ et équipotentielles

1. Surface équipotentielle
Une équipotentielle V' = Vj # 0 admet pour équation polaire :

cos
Vo= P X =r=vVAcosfouA= d = cte
4meq r2 4meqVh

T
Cette relation montre que, pour 6 € [0, 5} et A > 0, r diminue lorsque # augmente,

jusqu’a s’annuler pour 6 = 5"

En outre, ’équipotentielle V) = 0 vérifie :

P cosf

T
= — frng fred :l:f
Ireg 2 =cosf=0=10 5

Cette équipotentielle est donc confondue avec 'axe Oy perpendiculaire a p.

2. Ligne de champ
Si d¢ = dr e, +rdf €y appartient a une ligne de champ, ce vecteur doit étre colinéaire & E = E,. €,. + Ey €y,
ce qui se traduit mathématiquement par :

det (E dF) 0= <E dr ) = 0= rE,df — Bydr = 0= (2r cos0dO — sin dr) = 0

Ey rdo 4deqrs
soit encore : d 5 odo
2r cos 0df = sin Odr = & L
r sin §
En remarquant que d (sin §) = cos 6d6, cette équation s’écrit aussi :
dr d (sin 0) . .2
o= QW = d(Inr) =2d (Insinf) = d (Insin” §)

Ce faisant, il existe une constante K = Inry telle que :
Inr =1In (sin2 9) +Inrg = r =1y sin?0

Cette relation, caractérisant les lignes de champ en coordonnées polaires, révele

71'
que, pour 0 € [07 5} , r augmente avec 6, jusqu’a atteindre son mazimum en § = —

et devenir nul en 6 = 0.
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3. Orthogonalité
Un vecteur élémentaire d¢ = dr €. +rdf €y appartient & une équipotentielle & condition que r et 8 vérifient
la relation :
dr sin 0d6

1 1
r=vAcosf=Inr=-InA+ - In(cosf) = — = — = 2 cosfdr = —r sinfdf  (10)
2 2 r 2 cos @

Aussi, le produit scalaire de ar par E vaut-il :

E-dl = (E) : (dr> — E.dr + Egrdf

E9 rd6
= 47rfor3 (2 cosfdr + r sin 6d6)

c’est-a-dire, compte tenu de la relation (10) :

E-dll=0=E1ldl=VIL

ce qui justifie 'orthogonalité des lignes de champ et des équipotentielles, -
comme l'illustre la superposition ci-contre des deux réseaux de courbes.

Exercice IS

Un ensemble de trois charges est disposé de la maniere suivante :

— une charge g1 = —3 ¢p en un point O ;

— une charge g2 = qo en un point A de 'axe Oz, de vecteur unitaire
directeur € ;

— une charge g3 = 2qp en un point B, tel que :

a:((ﬁl,(ﬁ)=60°et0A:OB=a

1. Trouver deux dipdles, de moments dipolaires p; et pa, équivalents a cette distribution de
charges ; on notera pyg = a X qg et on donnera les composantes de p; et po dans la base carté-
sienne (O, &, €).

2. En déduire les caractéristiques du dipole p’ équivalent a ces trois charges, c’est-a-dire exprimer
p = ||P]| en fonction de py et donner la valeur numérique de 5 = (p, €y).

—
3. Soit M un point de ’espace, situé a une distance r > a de O, dans la direction 6 = (OM, ﬁ)

Trouver la valeur de 6 qui assure 'appartenance de M a I’équipotentielle V' = 0. Représenter
I’allure de cette équipotentielle.

Corrigé

1. La charge g1 = —3q0 = —qo — 2q0 = — (g2 + ¢3) peut étre décomposée en une charge —ga, opposée a celle de

A et une charge —g3, opposée a celle portée par B.
C’est pourquoi la distribution de charges est équivalente a celle d’un ensemble de

deux dipoles, de moments dipolaires :

ﬁlzqzmetﬁb:%O_B)

dont les normes valent :

P1 =¢q2a=qgoa =po et p2 =2q0a = 2po

et dont les composantes, dans la base (O, &, €,) sont :

~ _ (po . (p2cosa) _ [ po P2 =2po
pl—(o) etp2—<p2 sina) _(pO\/g> car { o = 60°
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2. Le moment dipolaire p résultant est simplement la somme vectorielle de ces moments :
L 2po )
=71 +po =
pP=Dp1Tp2 (PO V3

p=+/4p3 +3p2 = p=po V7

tandis que sa direction : 8 = (7, €z) peut étre obtenue a 'aide du produit scalaire 7 - €z, calculé de deux
maniére différentes :

Ce faisant, sa norme vaut :

& = |17 x [I€ll x cos 8 = p cos 8 = po VT x cos 8

~ - _(2po 1y _
7ré = () (o) =2

2
po VT X cos B =2py = cos B = \F = B ~40,9°

Sy

et :

Par conséquent :

3. Soit M un point de I’espace, repéré par ses coordonnées polaires r = OM et 0 = (OM, p).

Le potentiel V, créé en M par le dipole de moment p, est directement donné par
la relation (34) :
P y cos 6

" dmeg r2
Aussi, appartenance de M a ’équipotentielle V' = 0 est assurée pour la valeur

T T
0= 5 (ou 6 = —5 %8 qui correspond a la méme direction).
Finalement, en remarquant que v = 6 + 3, on trouve 1’équipotentielle V' = 0 dans la direction donnée par :

v =90+ 40,9 = v = 130, 9°

=0 Ia’ B(gs)

’0

d— Actions subies

Soit un dipole électrostatique, constitué de deux charges ponctuelles q et —¢q placées respectivement en B et
en A, et donc de moment dipolaire p'= g x AB.

Si ce dipdle est plongé dans un champ électrique uniforme E, ces charges sont sou- B(+q)
mises aux forces Fy = —qF et Fg = qFE. Donc, ce dipole est soumis a une force (O A B
résultante : b
ﬁ:ﬁA+ﬁBZGSiEeSt uniforme. 7
A(-q)

On peut montrer ¢ (notamment & I'aide de I'énergie potentielle) que si E nest par uniforme, le dipole est soumis
a la force résultante :

F = grad (5 E) (12)

6. La démonstration de cette expression n’est pas au programme mais elle peut intéresser les 5/2 : la composante F, de F vaut :

Fy 4 [Ex(B) — Ex(A)] avec Ey(B) = Ey(A) + dEy = Eo(A) + grad By - AB

qﬁ~gra3Emzﬁ~gradEmé ﬁ:(ﬁ~grad)ﬁ (11)

On peut également remarquer que, puisqu’en électrostatique :

— = 0B . OE, OE dE, OE
rotF=——=0= L= Y e L= z
ot oy ox 0z ox
il s’enquit que :
O0E4 OEy O0E O0E, OFy OE, 0 - L — o
F, = — _ = — . =| F= d E
v =Pe -t Py 5= TP Pe =+ py =t pe = = oo (0 E) grad (p- &)
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dont on peut expliciter chaque composante ; par exemple :

oF, oF, oL, L —
Fm = Px z = . d Ea:
S 9y +pz - (P~ grad)

Plongé dans un champ E uniforme 7 les charges sont soumises & des moments en O (point immobile quelconque
de lespace) : - . .
Mo(ﬁA) ZOAAﬁA et Mo(ﬁB) = O?/\F;B

Ainsi, le dipdle est soumis & un moment résultant, en O :

Mo=qOB-OMNNE=qABANE=| Mo =pAE

Les lois précédentes montrent que sous ’action d’un champ E uniforme, un dipdle peut tourner

= R A
(car Mo # 0 alors que F = 0). P
Soit 6 I'angle (p, E) et soit J le moment d’inertie du dipole par rapport & un axe Gz paralléle GO\ E
- do €,
a €, et passant par un point G, a partir duquel est défini son moment cinétique : L = J @ €. o
Le théoreme du moment cinétique impose ici :
dL — d%0 4 d%6 pE
—=Mop=>J—¢€e,=pANE=—pEsinfe, = — =—~— sinf 13
dt o7 g =T P 27 e g (13)

Les positions d’équilibre de ce dipdle sont celles qui assurent son immobilité, c’est-a-dire :
0, =cte = sinf,=0=60.,=0o0ub, =7
Soit € un petit écart au voisinage de cette position :
0=0+e=0=c=0=¢
qui autorise un développement limité d’ordre 1 :
sinf = sin(f, +¢) =sinf, + ¢ cosbe +--- ol e € § = sinf ~ ¢ cosb,
Ainsi, au voisinage de 6., "équation (13) se linéarise :

E E cos,
é:—%cosﬁesﬁé'—&—%azo (14)

Pour . = 0, cette équation est celle de l'oscillateur harmonique de pulsation wy :

[pE
E+wlie=0avec wy = ]97

En revanche, lorsque 6, = 7, cette équation génére des solutions qui divergent dans le temps :

E
E—kle=0=¢(t)=Ae + Be M onk= 107

En conclusion, . = 0 est une position d’équilibre stable et 6, = 7 une position d’équilibre instable.

e— Energie potentielle

Les charges —q et +q portées par les points respectifs A et B du dipole sont soumises a une énergie potentielle
&, = q x V. Donc, le dipdle, dans son ensemble, présente une énergie potentielle :

gp:_qVA—FqVB:q(VB—VA)

7. Le cas du champ non homogene n’est pas au programme, mais en utilisant la loi (11), on peut montrer que :

mozﬁAE+O_B>Agrad(ﬁ-E)
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Notamment, si les points A et B sont suffisamment proches pour qu’on puisse utiliser la définition de I'opérateur

gradient :
Ve =Va+gradV -AB = &, = qgrad V - AB = grad V - (¢ AB)

soit encore, en tenant compte de la définition du potentiel :

E:—gradV:> 5p:—ﬁ~ﬁ

D’une part cette loi confirme Pexpression (12) de la force qui s’exerce sur le dipdle :

— —

= —
F=—gradf, =| F =grad (p- E)

et d’autre part, elle confirme les conclusions issues de I’équation (14) : en notant &,
0 I'angle entre p et E, ’énergie potentielle devient une fonction de 6 : pE

Ep(0) = —pE cosd 0 T o 0
qui admet un minimum en #; = 0 et un maximum en 6y = 7. -pE

C’est pourquoi le dipole acquiert un équilibre stable en 6, et instable en 6.

II Magnétostatique

1- Courant électrique
a— Définitions

Densité volumique de courant
Considérons un milieu contenant des charges mobiles, de densité volumique p,, (en C-m~2). Nous admettrons
que ces charges se déplacent toutes avec la méme vitesse s’ensemble ¥ et qu’elles se déplacent alors d’une dis-
tance vdt pendant une durée dt.

Soit dV le volume du parallélépipede de section de base dS (& laquelle
est associé un vecteur dS , de norme dS et dirigé selon la normale a la
section) et de hauteur h = vdt cosa. Pendant la durée dt, seules les
charges contenues dans dV = hdS peuvent atteindre ou traverser d.S.
Aussi, la charge dg qui traverse dS pendant dt vaut-elle :

0q = pmdV = pphdS = pprodS cos adt
= pm¥-dSdt

Aussi, le courant 7 qui traverse la surface dS est défini par :

0i=—=7,-dS avec J, = p U (15)

L’intensité ¢ du courant qui traverse une surface (X) est alors définie & partir de la loi =
(15) : ds

S Jv
z:// 7, -d§
(=)

Dans de nombreux cas, lorsque 7, est uniforme (sa norme est constante) et conserve une direction

o
constante par rapport a dS (souvent les deux vecteurs sont colinéaires), on se contente d’écrire :

z:// j,,-d§=// j,,xdszj,,x/// dS =j, x S
(=) (=) (=)
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REMARQUE | S7 les porteurs de charge ont une densité volumique n et une charge individuelle q, on peut poser :

Jo =nqU

Si les porteurs de charge sont de natures différentes (par exemple, dans 1’eau, les ions H' et HO™ ne portent pas
la méme charge et ne se déplacent pas avec la méme vitesse moyenne) cette loi se généralise (et est & 'origine
de I'expression de la conductivité d’un électrolyte en fonction des concentrations ioniques) :

Jv = E n; q; Vi = E Pm; Ui
i i

EXERCICE .@

Un condensateur est composé d’une anode rectiligne (A) et d’une cathode cylindrique (C), de rayon
R et d’axe (A).

Le régime est permanent, ce qui se traduit par I’absence de charge accumulée dans le condensateur :
le courant I qui arrive a ’anode est le méme que celui qui part de la cathode.

On admettra que les charges se déplacent, de maniere radiale :
¥ =v(r) €., & I'intérieur d’un fluide conducteur qui occupe la to-
talité de la hauteur h de la cathode.

1. Montrer que la densité volumique de courant j, vérifie
I’équation : ;

djy
ou r désigne la distance & (4).  -T--- ¢ i - 7
2. En déduire l'expression de j,(r) en fonction de I, h et r. Al/?

Corrigé

1. Isolons, dans le condensateur, un cylindre d’axe (A), de hauteur h et de rayon r. La surface S(r) = 2nrh de
ce cylindre est alors traversée par un courant d’intensité :

I(r) = ju(r) X S(r) = [ju(r) X r] X 27h
De méme, un cylindre identique au premier, mais de rayon r + dr est traversé par un courant d’intensité :

I(r+dr) = ju(r+dr)x S +dr) o S(r+dr) = 27h x (r + dr)
[jo(r 4 dr) x (r +dr)] x 27h

Aussi, en définissant une fonction ¥ (r) = jy,(r) X 7, les courants I(r) et I(r + dr) s’écrivent :
I(r) =¢(r) X 2wh et I(r + dr) = ¢(r + dr) x 2wh

Or, le volume compris entre les deux cylindres recoit, pendant dt, une charge dq(r) = I(r)d¢, tandis qu’une
charge dq(r + dr) = I(r 4+ dr)dt s’en échappe. C’est pourquoi le régime permanent impose :

d
0q(r +dr) =dq(r) = I(r +dr) = I(r) = ¢(r +dr) = (r) = ¥(r) +dr d—qf =(r)
c’est-a-dire : a d di
L0 S o) X =0=ju(r) +r = =0 (16)
dr dr dr
2. L’équation (16) montre qu’il existe une constante o telle que :
d
Z o) x 1] =0 ju(r) X7 = = ju(r) = =
dr r
En outre, la cathode de rayon R est traversée par un courant d’intensité I définie par :
. el I . I
I=jy(R)x2rRh = — X 2nRh = a X 2th = a= — = j,(r) =
R 2mh 27rh
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De cet exercice, il ressort que :

en régime stationnaire, le vecteur j;, est a flux convservatif : & travers une surface fermée
Y, le flux ¢, de 7, qui entre dans ¥ est égal au flux ¢5 qui en sort.

Densité surfacique de courant

Considérons des charges mobiles & la surface d’un corps (C), de den-
sité surfacique o, (en C-m~2).

Soit ¥ la vitesse des porteurs de charge, supposée identique pour tous
les porteurs. Pendant une durée dt, seuls les porteurs de charge si-
tués a l'intérieur de la surface dS = df x h peuvent traverser un seg-
ment d¢ situé sur la surface de (C). Or, dans dS se trouve une charge
0q = 0, dS, avec :

h =vdt cos = dS = vdl cos§ x dt = 7 - dl x dt = 6q = oy ¥+ Al x dt

Aussi, le courant qui traverse df a pour intensité :

_ 99 _

6i—dt—ﬁ~dzavecjszamﬁ

Js est alors appelé densité surfacique de courant.

REMARQUE | On remarquera que le vecteur df est perpendiculaire au segment de longueur df. Pour vous en

souvenir, rappelez-vous qu’il en va de méme avec le vecteur surface dS et de la surface dS qui en est la norme.

Dans la pratique, le vecteur 7, est fréquemment noté implicitement j, alors que la densité de courant
surfacique sera notée explicitement 75. Afin d’éviter tout confusion, il conviendra de lire attentivement
les informations concernant la densité de courant évoquée par un énoncé : soit il indique clairement
qu’il s’agit d’une densité volumique ou surfacique, soit les unités ([j,] = A.m ™2 et [j,] = A.m ™).

Exercice IS

Soit (D) un disque de centre O et de rayon R, portant sur une de ses faces des charges de densité
surfacique o. Le disque (D) est libre de tourner autour de son axe passant par O, avec une vitesse

angulaire w.
1. On suppose d’abord que o = o est uniforme.

Donner l'expression de la densité surfacique de courant 75(r) en o

un point M situé a une distance r de O. (D) i
En déduire 'expression de 'intensité I du courant électrique gé- O-/
néré par la rotation de (D), en fonction de o, w et R.

o
2. On suppose maintenant que o(r) = EO x r. Répondre aux mémes

questions.

Corrigé

1. La vitesse d’un porteur de charge & une distance r de O est donnée, en coordonnées
polaires, par :
U=rwéy = Js = orw €y
Soit d¢ = drép un élément de rayon de (D). Cet élément est alors traversé par
un courant élémentaire d’intensité :

6I=7s-dl = cwrdr (17)

Aussi, le courant qui traverse la totalité d’un rayon de (D) a pour intensité :

R R ow
= owrdr = ocw rdr =1 =—R?
0 0 2
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o

2. Dans le cas ot 0 = o(r) = EO X 7, Pintensité du courant qui traverse d7 est toujours donnée par la relation
(17) :

oow

6 = o(r) X wrdr = r2dr

Par suite, le courant qui traverse la totalité d’un rayon de (D) présente l'intensité :

= B 3 2
I= ) x r2dr = lthd r2dr = 0@ X R— =1= owR
9 R R @ R

3 3

b— Symétries et invariants

i

Le champ magnétique créé en tout point M d’un plan de symétrie électrique (II,) est
perpendiculaire & (II;).

Soient M’ et M" deux point symétriques par rapport a (II;). On peut montrer que :

B(M") = —sym {E(M')} lorsque M" = sym {M'}

Le champ magnétique créé en tout point M d’un plan d’antisymétrie électrique (II,) est
contenu dans (I1,,).

De plus, on peut montrer que : | M” = sym {M'} = B(M") = sym {E(M')}

i
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En conséquence, pour trouver la direction du champ magnétique B (M) en tout point M de l'espace,
il convient :
— dans un premier temps, de chercher un plan II; de symétrie des courants, passant par M ;
dans ce cas, on obtient directement la direction de B(M) L II,.
— a défaut de Ilz, on cherchera au moins deux plans d’antisymétrie des courants, passant par
M ; dans ce cas, la direction de B (M) est l'intersection de ces plans.

2— Théoreme d’Ampeére

a— Enoncé

Le théoréme d’Ampére stipule que cette circulation est proportionnelle a la somme algé-
brique des courants I, qui traversent la surface (S) de contour (T') :

Iint

C= B-dl = poling
(T) _
B

ar

Afin d’assigner un signe correct & Iy, il convient d’orienter la surface (S) en fonction du sens de parcours de

(D).
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Pour cela, les doigts de la main droite tournent dans le sens de parcours de (I'), tandis K

que le pouce indique une direction, notée k. . f

Les courants qui traversent (S) dans le sens de k sont alors comptés positivement, I)

tandis que les autres sont comptés négativement : I / ~
2 de

f B-dl = po (I - Ib)
(T)

ReMARQUE | Les courants qui ne traversent pas (S) sont sans influence sur la circulation C.

Pour utiliser le théoréeme d’Ampére dans le but d’exprimer un champ magnétique B produit, en un
point M, par une distribution D de courants, il convient de procéder en cinq étapes :

1. La représentation exhaustive du probleme, avec toutes les notations.

2. La détermination des caractéristiques de B : sa direction (un plan de symétrie P pour D et
passant par M donne directement la direction de B: perpendiculaire & Ps. Sinon, la recherche
de deux plans d’antisymétrie P, et P, donne également la direction de B : l'intersection de
P, et de P!), et les variables (z, y, z), (r, 8, z) ou (r, 6, ©) dont dépend réellement B (la
recherche de parametres qui rendent B invariant est ici requise).

3. La définition d’un parcours (T') fermé et orienté, sur lequel ‘ EH demeure en partie constant.

Ce parcours étant défini, le calcul de la circulation de B devient possible :

cBZ?{ B.dr
()

4. La recherche du courant [;,; qui traverse la surface (S) circonscrite dans (I'). On s’aidera, pour
cette étape, de lorientation de (') définie précédemment, et I’on utilisera assez fréquemment
le vecteur densité de courant j pour calculer [iy;.

5. Il devient alors possible d’utiliser le théoréeme d’Ampeére pour déterminer B:

Cp = po Iing

b— Champ créé par un fil infini

Soit F un fil rectiligne infiniment long, parcouru par un courant uniforme d’intensité I. Utilisons le théoreme
d’Ampeére afin de calculer le champ magnétique B(M) produit en un point M de Pespace. Pour cela, procédons
en 5 étapes :

1. Représentation de la situation physique
La figure 1 montre qu'un point M de 'espace est repéré par ses coordonnée cylindriques (r,6,z) ou r
désigne sa distance a F :

z z
b) 2 U
F r ]@)% e r M ér '
7 ’ T @) A
) 0
Figure 1 Figure 2

2. Caractéristiques de B(M)
F produit en M un champ magnétique B (r, 8, z) qui dépend a priori des parametres r, 6 et z. Cependant,
une rotation d’un angle Af de F sur lui-méme laisse invariante la distribution de courant, de méme qu’une
translation de F dans la direction de Oz. C’est pourquoi B ne dépend en fait que de r. En outre, tout
plan contenant F est un plan de symétrie pour F, et notamment celui qui passe par M (11 s’agit du plan
de la feuille de papier). Aussi B présente-t-il la direction €y perpendiculaire & ce plan : B=B (r) 9
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3. Circulation de B

Il convient alors de définir un parcours fermé et orienté (I') sur lequel B(r)
demeure constant ; il s’agit du cercle passant par M, de rayon r et d’axe Oz
(Vorientation de (I') se fait & I'aide des doigts de la main droite).

Le long de ce parcours, la colinéarité de dl et de B simplifie le calcul de la
circulation :

Cg=¢ B-dl=¢ B(r)xdl=DB(r)x ¢ d¢
() () ()

ol % d? représente le périmetre de (I'). Cest pourquoi :
™)

Cp = B(r) x 2nr

4. Calcul de Iy
Quant a la surface de contour (T'), elle est traversée par le courant I (positif car de méme sens que €).
Donc iy = 1.

5. Utilisation du théoréme d’Ampeére
Le théoreme d’Ampere s’écrit finalement :

Cp = po ling = B(r) x 2mr = po I = E(M):B(T) €y = - €p (18)

c— Champ créé par un cable

Considérons un cable cylindrique rectiligne, infiniment long, de rayon R, dans lequel circule un courant
d’intensité I uniforme. Cherchons, a 'aide du théoréeme d’Ampere, le champ B(M) en tout point M de 'espace.

1. Représentation de la situation
Compte tenu des symétries du probléme, le point M sera repéré par ses coordonnées cylindriques :

OM =28, 178 = dOM = dz&, +dré&, +rdf & (19)

section S

2. Caractéristiques de B(M)
Le schéma précédent montre que le plan (()—]\>4 ,€>) est un plan de symétrie, auquel cas §(M ) lui est
perpendiculaire et est donc dirigé selon €.
En outre, toute translation du cylindre selon €, ou toute rotation autour de 'axe du cylindre laisse la
situation invariante ; le probleme ne dépend donc ni de z ni de 6 :

B(M) = B(r)é (20)
3. Circulation de B

Le parcours (T') sur lequel est calculée la circulation Cp de B est celui qui laisse B(r) constant ; il s’agit
d’un cercle de rayon r :

section S’
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En orientant (T') dans le sens de 'augmentation de 6 (c¢f. figures 3 et 4) et en tenant compte des relations
(19) et (20), cette circulation s’exprime aisément :

Cp = B?(M)dng [B(r) &) - (dze, +dré, +rdfép) = B(r)rdf = 2xr B(r)
() () ()

4. Courant circonscrit dans (T")
Comme illustré sur les deux figures précédentes, le courant I;,,; qui traverse la section S’ circonscrite par
(T") dépend de la valeur de 7 :
— Sir > R, la figure 3 montre que Iy s’identifie & I (car Jest orienté dans le méme sens que le pouce de
la main droite dont les autres doigts tournent comme (I')). Ainsi, [,y = I permet d’écrire le théoréme
d’Ampere :

s 1
Cp = 1o Ling = 27T’I“B(7“) = pol = B(M) = g%é'g

ReMARQUE | Comme on pouvait s’y attendre, ce résultat ressemble d l'expression (18) obtenu d la page
29 pour le fil infini.

- Si r < R, la figure 4 indique que le courant [,; qui traverse S’ est vraisemblablement différent du
courant I qui traverse S. Pour exprimer [y, il suffit simplement d’invoquer 'uniformité du vecteur 7,
dont la norme est la méme sur S ou sur S’ :

courant Lint I Ny Ir?
—_— = — int = —5
surface  7wr2  7R2 e R2

Le théoreme d’Ampere impose alors :

2
_ Holr ~| B ol

R2 = T €y

Cp = o Lint = 27r B(r) = orR?

REMARQUE | On constate que si M appartient ¢ l'axe Oz, E(M) =0 carr = 0. Ce résultat est une

conséquence des symétries du probléme : lorsque M € (Oz), tous les plans contenant (Oz) et M sont
des plans de symétrie. Donc B(M) doit étre perpendiculaire d tous ces plans simultanément. Comme
ce n'est pas possible, B(M) = 0.

ReMARQUE | On observe également la continuité de B(r) dans lespace :

. . [L()I
i B(r) = T B(r) =55

Cette continuité est toujours observée lorsque le courant est réparti dans l'espace®. En revanche, si le
courant n'avait été que surfacique, B(M) aurait subi une discontinuité.

d— Champ produit par un solénoide

Un solénoide infini d’axe Oz et de rayon R est parcouru par un courant d’intensité I et comporte n spires
par unité de longueur. Développons les cinq étapes mentionnées précédemment afin de calculer, a I'aide du
théoréeme d’Ampere, le champ magnétique B(M) en tout point M de I'espace.

1. Représentation de la situation

Un point M de Pespace est repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 0, z).

8. Cette continuité est une conséquence de 1’équation de Maxwell-Ampere :

rot B = po Jv + Ho€o rr
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2. Caratéristiques de B(M)
Tout plan passant par M perpendlculalrement a Oz est un plan de symétrie, auquel cas le champ magné-
tique B prend la méme direction qu'un vecteur unitaire €, perpendiculaire a ce plan : B=8B (r, 0, 2) &,.
Par ailleurs, une rotation de Af du solénoide autour de son axe, ou encore une translation selon Oz du
solénoide laissent invariante la distribution de courants, en conséquence de quoi B ne dépend que de 7 :

B =B(r)xé,

3. Calcul de la circulation Cg
Le parcours fermé (I') sera donc composé (partiellement) de courbes caractérisées par r = cte, c’est-a-dire
des segments de droite paralléles & Paxe Oz (des cercles de rayon r et d’axe Oz ne peuvent convenir car
la surface qu’ils délimitent n’est traversée par aucun courant, ce qui conduirait & Iy = 0).
On admettra ici que le champ magnétique Bext est nul & Pextérieur du solénoide (si celui-ci est infini).
Soit PQRS un tel parcours, rectangulaire, dont la branche RS est extérieure au solénoide :

L
A —
B oI 4dl
all M, BN/ -
P 7] ar 9 | —
T N
7 .
. Q R s L P .
Cs _7{ B z:/ LA+ B(M)-d€+/ Buxe-d0+ [ B(M)-di
P Q T/ R s T/
Sur les branches (QR) et (SP), B(M) est perpendiculaire & d/, ce qui simplifie considérablement le calcul
de CB :
Q
Cp = / [B(r)e.]-[dz e, +rdféy + dré,] ou B(r) = cte sur (PQ)
P

= B(r) /ZQ o dz=B(r)x L

zZp

4. Calcul du courant circonscrit dans (I")
Le parcours (I'), de longueur L, contient N = n x L fils, parcourus chacun par un courant d’intensité I.

Par conséquent, la surface S circonscrite par (I') (en gris sur la figure) 5 L
est traversée par un courant d’intensité N x I =nl x L. Or, le sens (D) LITIT11 ©Fk

P o a7 . e n0.0 0000 e N
du parcours (I') permet de définir un vecteur unitaire &k (les doigts e,

de la main droite tournent dans le sens de (T'), tandis que le pouce P 'Q ;
définit le vecteur k) de méme sens que 1. L o

Par suite, le courant [, qui traverse (S) a pour valeur algébrique : L
_ ORI

5. Utilisation du théoréme d’Ampeére
Le théoreme d’Ampeére précise alors que :

Cs = puo Iint = B(r) x L = pond x L =| B(M) = ponl é.

REMARQUE | Ce calcul montre qu’a Uintérieur d’un solénoide infini, le champ magnétique est uniforme : E(M)

ne dépend pas de la position de M.
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e— Lignes de champ

Pour déterminer I’équation d’une ligne de champ Lp, il suffit de traduire sa définition en termes
mathématiques :

dOM A B(M) =0

puis de résoudre I’équation différentielle qui en découle (cf. exemple détaillé du champ dipolaire en
page 35).

Pour orienter une ligne de champ L g produite par un courant I, on applique
la régle de la main droite : le pouce étant dirigé selon I, la rotation des autres
doigts de la main droite donne le sens de parcours de Lp.

On établira ultérieurement que le champ magnétique est un champ a fluz conservatif, c’est-a-dire que le flux
¢Be du champ entrant a travers une surface fermée s’identifie au flux ¢, qui en sort :

¢Be = ¢Bs

Comme conséquence de cette propriété :

les lignes de champ magnétique se referment sur elle-mémes.

Si tel n’était pas le cas, il existerait un point P de ’espace ot une ligrle de champ L s’arréte. B
Aussi, a travers une surface infinitésimale ¥ autour de P, champ B traverserait ¥ «dans ﬁ Lp
un sens», mais pas dans 'autre. LYY

Le flux ne pourrait pas étre nul, ce qui contreviendrait & sa nature conservative.
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3— Dipodle magnétique

a— Champ créé

= DEFINITION

On appelle dipole magnétique un circuit plan (T'), parcouru par un courant
d’intensité I. Le moment magnétique de ce dipole vaut alors : g

= |m

= )
m=1xS P

() 4
g 1 OP A dOP . . Sy 5
o § = 3 OP A dOP est le vecteur surface circonscrit dans (T'), orienté selon la «régle de la
(™)

main droitey.

Les dipdles magnétiques se rencontrent dans de nombreuses situations physiques ou la matiere produit des
champs magnétiques, avec divers ordres de grandeur; par exemple :

h
Atomes ..., U = ;—m ~ 10723 A.m? (magnéton de Bohr)
Aiguille de boussole............ m~1A.m?
Centre de la Terre.............. m~7,5.10%2 A.m?

Soit un dipdle magnétique de moment 177 = m €, situé en un point O de I'espace et
B (M) le champ magnétique que ce dipole crée en un point M de coordonnées sphé-
riques (r, 0, ), situé a une distance r = OM grande par rapport aux dimensions du
dipole.

On démontre (la démonstration n’est pas au programme) que B(M) a pour com-
posantes :

2cosf sin 6
_tom 2000 || g, _ o sin

E(M):BTET+B9€9 avec | B,

(21)

On peut ainsi poser :

B(M) = 4?23 (2m cos@ é, +m sinf &)

ou ’on remarque que :

M =m cosO& —msinfé = B(M) = 4“03 [3 (17 - &) €. — m]
r

= —
Ainsi, B(M) peut également s’exprimer explicitement avec le vecteur position OM = ré, = 7 :

B(M) = 22 [3(i- 7) 7 — ]

b— Lignes de champ

Par définition, en tout point M d’une méme ligne de champ magnétique Lg, le champ B (M) est tangent
a Lp en M, c’est-a-dire que tout déplacement dOM sur Lp est tangent a E(M ), ce qui signifie aussi que
B (M)ANdOM = 0. En coordonnées sphériques, cette équation s’écrit aussi :

B, dr r sin @ dy By 0 rsinfdy x Bg =0
By | A rdé =0= | —r sinfde B, | =(0] = rsinfdy x B, =0
0 r sinfde B, rdf — Bgdr 0 rdf B, = dr By

— Comme B, et By ne peuvent pas étre nuls simultanément (sinon B serait nul), les deux premiéres équations
indiquent que :
o soit sinf =0=60=0ouf =7 (l'axe Oz est donc une ligne de champ);
e soit dp = 0 : en dehors de I'axe Oz, les lignes de champ sont contenues dans des plans verticaux

(p = cte).
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— La troisieme équation impose :

2 cos 0 in 0 6de d
ﬂomx cos rd@z'uomxsm dr:>2rcost9d9:sin9dr=>2$— !
47 r3 4 r3 sin 6 r

™ ’ . . s . 2
En notant rg la valeur de r lorsque 6 = 5 cette équation s’intégre aisément :

r 0
Q:Q/ C?Sod9=>1n (r) :21n(sin0):ln(sin29) = | r=rgxsin?f (22)
ro T =/2 Sind 0
z z
My

...... O
e

Figure 1 Figure 2

7r
Le résultat (22) montre que lorsque 6 diminue de — & 0, r passe progressivement de la valeur r¢ a la

valeur 0. C’est ce qui permet de positionner les points My, My, My, M3 sur la figure 1, pour lesquels
r = OM prend des valeurs dépendant de 6 :

Points MQ M1 M2 Mg M4
0 (rad) | /2 /3 /4 /6 0
37“0 To To
—_ = _—= -_— = 2
r 70 1 0,75rg > 0,519 7 0,257¢ 0

La ligne de champ Lp associée a ry apparait alors en joignant les divers points M;, puis en remarquant
que Lp est symétrique par rapport aux axes (Oz) et (Oy).

En choisissant d’autres valeurs (ry,...), d’autres lignes de champ apparaissent ; c’est ce qu’indique la figure
2.

c— Champ géomagnétique

En général, la composante horizontale By, du champ magnétique terrestre B, fait avec le méridien ter-
restre (qui relie les poles Sud et Nord géographiques) un angle non nul appelé déclinaison (D). Le vecteur By,
est lui-méme la projection horizontale du champ géomagnétique B}; I’angle entre ces deux vecteurs s’appelle
Uinclinaison (7).

Surface terrestre

>Nord géographique

Par exemple, en région parisienne, & la latitude A ~ 49°, I'inclinaison mesurée est voisine de 60° pour By ~ 5.107> T
et By, ~ 2.107° T. Ces valeurs s’interprétent aisément dans le modele du dipble magnétique : en supposant que
la rotation de la Terre, ainsi que sa structure interne, produisent un dipdle de moment m, celui-ci génére a
la surface de la Terre, de rayon R, un champ B dont les composantes sont données en tout point M par les
expressions (53) :

pwom  2cosf

B, =
47 8 R3
tom  siné
B = B =
o T N RS

c’est-a-dire, en utilisant la définition de la latitude A :

§=" 1 =B, =L

. N Mo
5 N sin\ et By = By, = - Ccos A

Il s’ensuit que :

tani = | —
h

=2 tan A = i >~ 66°
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et :

B, = B2+B2="" oo A+ 4sin? A= L0 /14 3 sin? A

47 R3 47 R3
By . cosA A cos \

Zh By=—+" B
B, V1 + 3sin? A v 1+ 3sin? A

Ces deux valeurs permettent donc d’interpréter les valeurs de A et de B, obtenues expérimentalement.

, ~2.10° T avec B, = 5.107° T

d— Actions subies

On peut montrer ® quun dipdle magnétique de moment 17 plongé dans un champ magnétique B uniforme
est soumis a un couple :

FT=mAB=-mB sin 0,

si 0 désigne I'angle entre les vecteurs m et B et ot @, est un vecteur orthogonal au plan
(m, B). B
Dans un champ magnétique B, un dipdle magnétique de moment dipolaire 1 acquiert une énergie potentielle *°

& =-m-B (23)

Le dipole est également soumis & une force ! :

B (= 5 L T B 0 0 0
F—(m~gE>I)B:>F —(m-grad)Bx—<mxam+myay+m282)Bx

9. La démonstration de cette loi est hors-programme. Elle est fournie ici a titre indicatif.
Considérons un dipdle constitué d’un parcours fermé C sur lequel circule un point courant M et un élément dOM de C est soumis

a une force de Laplace S§F =idOM A B et donc & un couple élémentaire ST = OM AGSF. Le couple résultant vaut donc, en tenant
compte de ’expression des doubles produits vectoriels :

A
_, P _ —_— . 1 =
%Bx(OMdOM):Bx]{ OM~dOM:B></ 5d(OM2):o
C C A

o
Soit alors I'y, une des trois composantes cartésiennes du vecteur I' et €, le vecteur de base (uniforme) qui lui correspond :

Lo =T-¢ 7{d0M Ay ot Ay = (OM - B) &,
Le théoréme de Stockes-Ampére fournit alors :
e = z//rotAa 45 ou 1ot Ao = grad (OM - B) Aéa + (OM - B) A 1ot éa
%,_/ N——

-B
i//(é/\é’a)dg:i//(dg/\é)-€a

car le produit mixte est invariant par permutation circulaire de ses vecteurs. Finalement :

(//dSAB) —F.a

T .
10. Au cours de la rotation du dipéle & vitesse angulaire Q2 = F Uz, le couple I' = —mB sin 0 i, exerce sur le dipdle une puissance

3
=
Il
—
—
o
9]
>
ol
I
Uy
i
-
I
3
>
o}

P=Q-Ta laquelle sont associés un travail §W et une variation d’énergie potentielle :

dé dé
dé, = =-0W =—-Pdt=d&, = —(mB sinbh) x (—) dt = —2 = mB sin6
dt dé
= & =-mB cosl+ Ep = —11 - B + Epo
Aussi, en convenant que &, est nul lorsque B = 0, Epo s’annule et on trouve : £, = —m - B.
11. Bien qu’étant hors-programme, la démonstration de ce résultat peut intéresser certains 5/2 :
A 14 . . A s = — L
A Dénergie potentielle (23) peut étre associée une force F' = —grad £, dont la composante selon €, vaut alors :
1o} = 0By aBy 0B,
Fy = -B) = +m m
= gp M Bl =me 5y © oz
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REMARQUE

Plongé dans un champ B uniforme, le dipdle est soumis a une force nulle ; le champ magnétique

terrestre ne peut donc pas déplacer une aiguille de boussole, mais seulement la faire tourner.

En conclusion, on pourra retenir les analogies qui existent entre dipoles électriques et magnétiques :

Dipdle électrique Dipdle magnétique
Moment dipolaire ............. p=q zﬁ m=18
P 2 cos 6 m  2cosf
" Ireg 3 By = e 3
Champs produits............... Teo S Am T
B P sin B _uomx sin 0
\ o 4meg r3 \ 0= 4w r3
Couple subi.................... Fr=pAE r=mAB
Force subie..................... F=(p gradE F=(m-gr g)é
Energie potentielle ............. Ep=—p" E Ep=—m- B

III Equations de Maxwell

1- Analyse vectorielle

Excepté en coordonnées cartésiennes, les expressions des opérateurs présentés en gris dans cette section ne
sont pas exigibles; en cas de besoin, un énoncé les rappellerait. En revanche, les relations entre opérateurs
(encadrées), ainsi que les théorémes de Stockes-Ampere et de Green-Ostrogradski sont & connaitre.

a— Opérateurs en coordonnées cartésiennes
Soit f(x, y, z) un champ scalaire et soit V(x, y, z) un champ vectoriel :
V(z,y, 2) = Ve &y + Vy &, + V. &
dont les composantes V;, V;, et V, dépendent des coordonnées z, y et z du point

de mesure M(x, y, z). On définit les opérateurs vectoriels :
— gradient de f :

gadf =

. 0fr . of
axeera—yeer&ez

— divergenve de vV

- JV, JdV, dV,
d. — x 7y z
vV oz * dy + 0z

— rotationnel de V :

S o v, IV, - oV, 9V, &4 v, oV, s
0y 0z * 0z or Y or oy N

— Laplacien de f ou de vV

o2f o°f O°f - . R .
Af = P22 + 2 + 9az et AV = (AV,) e, + (AV,) e, + (AV,) e,

Or, I’équation de Maxwell-Ampere se simplifie dans le vide et en régime stationnaire :

L E . OB 8B 9B OB
ot B = 7 8—:0:>—y: Lot 2 = 22
o Ho T+ 100 or oy O or  o-
oB dB aB — . .
= Fp=mg 9c-i—my L +m. d = Fp = (m-grad )By = | F = (m-grad)B
ox dy 0z
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b— Opérateurs en coordonnées cylindriques

Soit M un point de 'espace repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 6, z) :
—
OM =ré. +zé,

dont dépendent un champ scalaire f(r, 6, 2) et un champ vectoriel
Vr, 0, 2)=V,.é.+ Vyéy + V, e,. Les opérateurs vectoriels sont alors :
— le gradient de f

Poo|

Y
0 f e 1 0f z af
d = Er an z
BB B o 9011 e ©
— la divergence de vV
- 190 1 aVy IV,
di =
vV r or V) + r 00 + 0z
- le rotationnel de V :
E{V_ 1%_% é %_8‘/2 5 1_8(TV9)_181/T 5
~\r 00 0z 0z or 0 r Oor r 00 .
— le Laplacien de [ et de v
NIRRT
o or or r2 962 = 022
et :
AV, Vi 29
T2 2 90
AV = Vo 20V,
A -2 - T
Vo 72 2 00
AV,
c— Opérateurs en coordonnées sphériques
Un champ scalaire f(r, 8, ¢) ou un champ vectoriel :
V(r, 0, ) =V, & + Vyép+ Vyéy
dépendent du point M ou ils sont repérés par leurs coordonnées sphériques r,
0 et ¢. Les opérateurs vectoriels correspondants sont :
— le gradient de f : y

8f_, 18f_, 1 of .
mf— r 00 9+rsm03¢¢ z

— la divergence de vV

1 O(sinfVp) " 1 9V,
r sin 6 00 rsinf O¢

= 1 0
dlvV:ﬁE(ﬁVr)—i—

~ le rotationnel de V :

1 0 (sinfVy) 0Vy
r sin 6 00 8_¢
— 1 1 8VT 8(r V¢)
QV_ r [sin@ oo} O
1(0(rVp) OV;
r| o 09
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— le Laplacien de f :

_19%(rf) 1 0 /. 0Of 1 0% f
Af= r or? 2 sinf 99 (mnH%) r2 sin® @ 5‘T¢2

A nouveau, le Laplacien du champ vectoriel V est défini par :

Ay 2V 2 9 - 2 9V,
"2 2sind ae(sm o 12 sing 1010)
= Vo 2 0V, 2 cosf 0V,
o 2 sin%0 - r2 00  r2sin?26 0¢
AV Ve 2 oV, 2 cosf OVy
¢ 12 5in%0 ' r2sind 8_(;5 72 sin? 3_¢

d— L’opérateur vectoriel nabla

—

En coordonnées cartésiennes, on définit Popérateur vectoriel nabla (V) par :

v-leai+9s42,
R TR P

Ainsi, le gradient, la divergence, le rotationnel et le Laplacien de champs scalaires ou vectoriels apparaissent
comme des opérations algébriques simples :
— le gradient d’un champ scalaire f se présente comme une multiplication :

grad f =V f

— la divergence d’un champ vectoriel 1% apparait comme un produit scalaire :

diVVE?-V

— le rotationnel d’un champ vectoriel V est assimilable & un produit vectoriel :

1?)%‘75?/\17

— le Laplacien d’'un champ scalaire f peut s’écrire a l'aide du carré scalaire de V :

Af:(?-?)f=?2f

ou d’un produit scalaire :

Afz;?~(?f):dw(§£§f)

— le Laplacien d’'un champ vectoriel V ne peut, quant a lui, s’exprimer qu’a ’aide du carré scalaire de A

AV:(?V)V

e— Relations entre opérateurs

L’introduction de 'opérateur nabla conduit rapidement aux relations suivantes, ou f et g sont des champs
scalaires, U et V' des champs vectoriels :

r_o% <gradf =0
div(r_o%‘? =0
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de méme que :

5%(5%17):gr?i(divﬁ)—AV@ﬁA(ﬁAV):ﬁ(ﬁ 17)—(6 6)17
On pourra également s’assurer que :
grad (fxg) = feradg+ggradf (20)
div(fo) — fdivP+V.gradf (25)
E%(fxﬁ) = f1€t>‘7+<@f)/\{7(26)
dlv(U‘AV> = VewotU—-U- -0tV (27)

f— Théoréme de Stockes-Ampeére

Soit (I') une courbe fermée, sur laquelle prend appui une surface (S) et soit ds
un élément orienté de S. Pour tout champ vectoriel V', on montre que :

dS~
f )
v.dz:// ol 77) - a8 @J
» o, (°17)

L’orientation de la surface dS est déterminée par la « regle de la main droite » : 'ensemble des doigts de la
main droite tournant dans le sens de parcours de (T'), le pouce tendu indique le sens de dS.

g— Théoréme de Green-Ostrogradski

Soit () une surface fermée et dS un élément de (3), orienté vers l'extérieur du volume
(V) circonscrit par (X). On montre que :

@E:ﬂ V.d§:/// divV x dr
(=) V)

ou dr désigne un élément de (V).

2— Formulations locales et intégrales

Les quatre équations de Maxwell sont des équations différentielles (formes locales) qui s’expriment en chaque
point de l'espace qui admettent des formes intégrales (c’est-a-dire des interprétations issues de leur intégration
sur des volumes ou des surfaces).

— Equation de Maxwell-Gauss : divE = s
€0

En appliquant le théoréeme de Green-Ostrogradski sur le flux de E A travers une surface
fermée 3 qui renferme une charge totale gy :

bn = ﬂEE(M).d§M—///vdivE'(P)dTp—///vp(;OD)dTP—;()///V;)(p)dﬁ)

- b5 = Gint
€0

on retrouve le théoréeme de Gauss
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— Equation de Maxwell-Faraday : divB=0

Considérons une surface fermée sur laquelle on peut distinguer :

e une surface Y de «sortie» du champ B : en chacun des points M de X,
B(M) est dirigé vers lextérieur si bien que B(M) - d.S est positif. On définit
alors le flux (positif) a travers X, par :

BS:// B(M)-dS >0
Es

e une surface X, «d’entrée» du champ B. Pour déterminer un flux d’entrée @ pe positif a travers X, il
faut désormais tenir compte du signe de B(M) -dSy, < 0:

bBe = // -dSy >

Le flux total & travers ¥ s’exprime alors en fonction du volume V enfermé dans X :

Prot = ﬂ dSM—// dSM+/ )-dSy = ¢Bs — dBe
E:ESUE

= ///v div B(P)drp = ¢ps — dpe = 0= | ¢pe = ¢s (28)

Ainsi, 'expression intégrale (28) de I'équation de Maxwell-Thomson signifie que B est un champ de
vecteur a flux conservatif : les flux entrant et sortant sont identiques.

ReMARQUE | Cette conséquence est généralisable a tout champ de vecteur : lorsqu’en tout point de l’espace

divV =0 pour un champ vectoriel ‘7, ce champ est a flux conservatif :| ¢yve = Pvs

OFE
ot

En régime stationnaire, cette relation se simplifie et permet le calcul de la
circulation de B le long d’un parcours fermé I' délimitant une surface X :

%B dOM // rotB dSp—// o JIM) - dSp

= | Cg = polint

— Equation de Maxwell-Ampére : rotB o T+ togo —

ou [y désigne le courant traversant X. On retrouve ainsi le théoreme d’Ampére.

ReMARQUE | Cette démonstration révéle que le théoréeme d’Ampére n’est applicable qu’en régime station-

naire (alors qu’il n’y a pas de restriction a Uutilisation du théoréme de Gauss).

- 0B
— Théoréme de Maxwell-Faraday : | rot £ = o

La variation de B dans le temps fait apparaitre une force électromotrice e,
définie par :

e — j{FE(M)-dO_J\J://thE( ). dspf// aBPt . dSp

P . .
o8

d’oul est issue la loi de Faraday : | e = o ou ¢p est le flux de B a travers X.

40



CHOLET Cyriaque

Pour résoudre un probleme d’induction magnétique, il convient souvent d’écrire, puis résoudre,
deux ensembles d’équations :

o les «équations mécaniques» qui traduisent la mise en mouvement de I’éventuel systeme

mécanique (il s’agit de la loi fondamentale de la dynamique : md = ﬁext ou du théoréme

dL
du moment cinétique : i Mext) ;

o les «équations électriques» qui associent la loi de Faraday a ’ensemble des tensions et
courants dans le circuit électrique.

Prenons 'exemple classique des rails de Laplace : sur deux rails paralleles espacés de a, conducteurs de
I’électricité, est déposée une tige 7 de masse m, également conductrice de I’électricité et susceptible de
se déplacer librement sur les rails (on néglige les effets des frottements) :

ds B@Qf ;

olf

., 0
X JP —»?r
Figure 1 Figure 2
Lorsqu’un courant ¢ (orienté arbitrairement) circule dans le circuit fermé (OPQR) ainsi constitué, il
apparait sur 7 une force de Laplace 2 :
F=iPOAB
2
sous leffet de laquelle la tige acquiert une accélération z soumise a la loi fondamentale de la dyna-
mique : ?
4?0 -
m——s—=F=mié, =iaBé, = mi=1iaB (29)

de?
A cette «équation mécanique» doit s’ajouter une équation supplémentaire, qui exprimera le courant i
(jusqu’ici inconnu et stirement variable); il s’agit de «’équation électrique» que 'on obtient en repré-
sentant le schéma électrique équivalent du circuit. Si R désigne la résistance électrique totale du circuit
(OPQR), la force électromotrice ' e vérifie la loi des mailles :

e—Ri=0=e=Ri

et est donnée par la loi de Faraday, dans laquelle le flux ¢ du champ B est calculé a travers la surface
S circonscrite dans le circuit (OPQR), grisée sur la figure :

QSB*//B ds = //BdS:BxS:Bxax

La loi de Faraday fournit facilement [’équation électrique cherchée :

d B
e:—%z—Bm:Riz—Ba@:iz—faa‘:

L’équation (29) s’écrit finalement :
B%¢? dv

7 = + 0 ou t n
&= — =t ov= Wv=%et7T=——
mR dt B2q2

et admet alors pour solution : :
v=wvpe " sivyg=v(t=0)
3— Conséquences

a— Conservation de la charge

Considérons un courant unidimensionnel (de direction (Oz)), uniforme sur

chaque section z = cte perpendiculaire & (Oz). Isolons un petit élément & de /SO_,‘ £) /r)—(s q

conducteur, de section S constante, de longueur dz et contenant a la date ¢ une 07, ’

charge ¢(t). Effectuons alors un bilan de charge sur €. z+dz
Pendant dt :

12. L’orientation de ]@ est déterminée par le sens du courant i qui circule dans 7.
13. La f.é.m. est orientée dans le circuit dans le méme sens que 3.
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— une charge dq. entre dans £ en traversant la surface S située a la cote z. Le courant qui lui correspond
définit la densité de courant j :
dt
— une charge d¢; sort de € en traversant la surface S située a la cote z 4+ dz. A nouveau, on peut définir la
densité de courant :

=j(z,t) x S

0qs . , aj
is = dqt =j(z+dz,t)x S = [j(z,t) —&—dzaﬂ x S
— la charge contenue dans le volume dr = Sdz varie de ¢q(t) = p(z,t)dr & q(t + dt) = p(z,t + dt) dr, on
p(z,t) désigne la densité volumique de charge contenue dans £ & la date t. La charge ¢ subit donc un

accroissement :

dg = q(t + dt) — q(t) = [p(z,t + dt) — p(z,t)] dT = [p(z,t) + % dt — p(z,t)} x Sdz = % dt x Sdz

Enfin, puisque la variation de ¢ ne peut provenir que des charges qui entrent et qui sortent, son bilan s’écrit :

B dg 6q. dgs _Op _ 9j
dq-5qe—5qs:>dt— wa =>6t><Sdz— —dzaz x S =

9 _ 9j
ot 0z

Cette équation, établie dans le cadre d’un courant unidimensionnel (7 = ju,), peut étre généralisée & trois
dimensions. On obtient alors I’équation de conservation de la charge aussi appelée équation de conti-
nuité :

ap

En +divy=0

Cette équation peut également s’obtenir en calculant la divergence de I’équation de Maxwell-Ampeére :

OF
div 7 aiv [ 22 )| =
ivi+eo W(@t)] 0

. OF .
IF%B = o7+ Hoco ot = le(I;t)B) = lo

En tenant compte de la permutation possible des dérivées ( 822815 = 8?;;10) et de I’équation de Maxwell-Gauss,
il vient alors :
div 7'+ &0 g(divﬁ) =0ot divE =2 = divy+ 9 _,
ot €0 ot

Idp
ReMARQUE | En régime stationnaire ou lentement variable (régime quasi-stationnaire), — ~ 0 conduit d poser :

ot

divy=20

ce qui signifie aussi que 7 est un vecteur a flux conservatif, auquel cas son flux entrant
dans une surface fermée vaut son flur sortant :

¢e_¢s;»’// 7-dS _‘// j~d§‘éi6_is
e X

Ce résultat est une formulation de la loi des neeuds (i, = i + i3 sur le schéma ci-dessus).

b— Propagation dans le vide

Soit un point M d’une antenne, ou circule un courant i(t) variable dans le temps
(donc hébergeant une densité de courant j(M,t) # 0).
L’équation de Maxwell-Ampere :

—

— = R oF -
rot B = poJ + to€o o #0

révele que j{M,t) produit & proximité de M (en P; par exemple) un champ magnétique B, variable dans le
temps.
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— = B =
L’équation de Maxwell-Faraday : rot £ = ~ o montre & son tour que By produit & proximité de P; (par

exemple en Py) un champ E, = E(Pg, t) variable dans le temps.
A nouveau, en P, I’équation de Maxwell-Ampere :

—

— o OF o
rot B = po J(P2) + poco —— car J(P2,t) =0

_ oOE
ot | M0 Ty

Py Py

révele 'apparition d’un champ magnétique gg = B(Pg, t) qui produira & son tour un champ Ey4 induit, et ainsi
de suite.

Les équations de Maxwell (Ampeére et Faraday) interprétent ainsi la production d’une onde électromagnétique
a partir d’'une antenne et sa propagation dans le vide.

c— Equations de Poisson et de Laplace

= - —
L’équation de Maxwell-Gauss (divE = ﬁ) associée & la définition du potentiel scalaire (E = —grad V),
€0
conduit a 1’équation de Poisson :

div(—grag V)= 5£ =| —-AV = gﬁ (équation de Poisson)
0 0

En l’absence de champ électrique, cette équation devient 1’équation de Laplace :

AV =0 (équation de Laplace)

o?V n 0%V n 82V)
Ox? Oy 0227
les deux équations différentielles précédentes peuvent étre utilisées afin de déterminer la fonction V (M), dont
I'unicité de la solution est assurée par la connaissance des conditions limites connues de V.

En rappelant que le laplacien d’une fonction scalaire contient des dérivées partielles (AV =

4— Action sur les charges mobiles
a— Loi d’Ohm

Considérons une particule de masse m et de charge électrique ¢, plongée dans un

champ électrique uniforme E. A Dinstant ¢ = to, elle acquiert une vitesse Uy aléatoire, Mﬂ(@w U M(t)--»;.q.)‘(t)
a Iissue d’un choc avec un atome immobile du milieu. A une date ultérieure, sa vitesse ¥ b
varie sous I’action de la force électrique F= q E: ‘ B
dv -
m<S = qE=dv=-LEdt = #(t) = 0 + L E x (t — to)
dt m m

Moyennons cette solution sur ’ensemble des charges mobiles, en notant ¥ = (#(t)), en remarquant que () = 0
(les vecteurs sont répartis de maniére aléatoire) et, en notant 7 = (¢t — ty) le temps de libre parcours moyen
(temps moyen pendant lequel une particule mobile ne subit pas de choc) :

En notant n la densité volumique de porteurs de charge, que I’on supposera tous identiques, la densité de courant
7 vérifie alors la loi d’Ohm locale :

1!

T=nqv = f:anﬁU:

o s’appelle alors la conductivité électrique du milieu (en siemens par meétre : S.m_l) et la démonstration a
été faite dans le cadre du modele de Drude.

Intéressons-nous maintenant a un conducteur électrique cylindrique de section S et de longueur ¢ suffisamment
faibles pour que le champ E y soit uniforme, ainsi que 7= o E.
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Ce conducteur est alors traversé par un courant :

i=jxS=j=g3

et est soumis & une tension uag = E x £, ou :

7 UAp
. J ? .
=oE = == xl=— A B
J=0a UAB = oS | D 1
On voit ainsi apparaitre la loi d’Ohm : Uap
14
uap = Ri avec R = s (résistance en ohm : Q) (30)
o

Pour calculer la résistance R d’un conducteur de forme non cylindrique, on peut procéder de la

maniere suivante :
— le conducteur est «débité» en conducteurs élémentaires dont la résistance 0R (ou la conduc-
1 d/ ds
tance 0G = T%) se calcule & I’aide de I’expression (30) : 0R = e (ou 0G =0 7) ;
o

— la résistance totale s’obtient en additionnant soit les résistances élémentaires (si elles sont
associées en série) soit les conductances élémentaires (si elles sont en paralléle) :

de ds . 1
R:/éR:/EouG:/éG:/JTpulsR—a

b— Puissance volumique

champs électrique E et magnétique B. La force de Lorentz §F = dq (E + TN é) exerce

Considérons une charge élémentaire d¢q, de volume dr, se déplacant & une vitesse ¢ dans des og §F
. g
alors une puissance : 7

SP=06F - 0=06qE -U+0dq(@NB)-0=0q7-E

car (TA B) -7 =0 (les vecteurs 7 et 7 A B étant orthogonaux).
La densité volumique de charges mobiles p,, permet enfin d’écrire :

P

5q:pmd7$5P=pdeU~E$ Q- P :jE
T

Cette relation définit la puissance Joule volumique regue par les porteurs de charge mobiles plongés dans
un champ électromagnétique.

Pour calculer la puissance Joule P; recu par un ensemble de charges mobiles contenues dans un

volume V), il suffit de calculer E(M) et j{M) en chacun des points M de V, puis d’intégrer 1’expression

précédente :

5Py =7 Bdr = sz///f(M)-E(M)dTM
Vv

c— Effet Joule

Intéressons-nous ici & la puissance Joule regue par les charges d’un conducteur
cylindrique de section constante S, de longueur ¢, traversé par un courant ¢
uniforme et dans lequel réegne un champ électrique également uniforme.

La loi d’Ohm locale fournit directement :

Lo 1_1.2 Uap
JE—J()—UJ A B

UaB
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La puissance totale regue par les porteurs de charge mobiles vaut alors :

'p///izd Z2///(1 7ix5€,£-27}%-2 Rfi
7 052 7'—05,2 7_052 _O'SZ - car oS

Le premier principe de la thermodynamique indique quant a lui que le conducteur recoit le travail électrique
Wy ="P; x At et la chaleur Qrecue = Pth recue X At, son énergie interne varie de AU et sa température de AT :

AU = Wi+ Qregue = CAT = (PJ + Pin regue) At

Notamment, en régime stationnaire :

-2
AT =0= Pth regue — _PJ = Pth dissipée = _Pth regue — R

On retrouve ici 'expression mathématique de ’effet Joule : le dipdle dissipe sous forme de chaleur une puissance
qui vaut Ri?.

IV Energie électromagnétique

1- Densité d’énergie

Tout volume de lespace ou existe un champ électromagnétique posséde une énergie. On note u(M,t) la
densité volumique d’énergie électromagnétique en un point M & la date ¢ et Enag désigne 1'énergie associée
contenue dans le volume V :

E? B2
uMt) =22 2 g = /// w(M, t) dras
2 2410 v

ReMARQUE | Dans cette expression, on distingue les termes associés aux composantes €électrique et magnétique

du champ :
€0 E2 " 32
= et Uy, = ——
e 9 m 2,”0
Par exemple, calculons I’énergie électrique accumulée dans un condensateur de capacité
C = ¢y —, dans lequel régne un champ électrique F = A (o = Q désignant la densité u
e €0 Sé‘o S
surfacique de charges portée par les armatures). Cette énergie vaut alors : -0
o E? €0 2 g Q7 Q? e Q?
&= dr= —FE*xV =—x xSe=—x—=|&=—
[]] =3 ALk e R !

De méme, évaluons I’énergie magnétique accumulée dans un solénoide de longueur N spires

S
¢ tres grande devant sa section S, composé de N spires parcourues chacune par un
R N
courant d’intensité i. A l'intérieur de ce solénoide un champ magnétique B = Ho

14
permet d’accumuler ’énergie magnétique : —
BQ 1 1 2N2 ;2 2 NZS
5:// Zdr=—BxV=c—xH L gL B2
2u0 21 210 2 2 ¢

ot l'on reconnait '* Pexpression de lauto-inductance L du solénoide :

2
olN=S 1.
L=" =| &=L
12 2
N NSi
14. Chaque spire de section S est traversée par un champ B = Ho i qui produit alors un flux ¢; = BS = 'uOT Donc,
I’ensemble des N spires qui composent ce solénoide sont traversées par un flux total :
N2S
¢>B:N><¢>1:MOT1L:L1'

ou L = ———— définit alors "'auto-inductance du solénoide.
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2— Vecteur de Poynting

Le soleil émet des ondes électromagnétiques qui se propagent dans ’espace jusqu’a nous. Ces derniéres trans-
portent de I’énergie nécessaire a la vie sur Terre. Cette propagation se fait dans une direction et un sens qu’il
est possible de préciser a ’aide d’un vecteur.

@ DEFINITION

On appelle vecteur de Poynting associé au champ électromagnétique :

—

H=EA

5|t

La puissance élémentaire rayonnée par le champ a travers une surface dS, dans le sens de dS s'écrit :
AP =Ti-dS

Ce résultat se généralise alors pour une surface quelconque, ce qui permet de définir la puissance totale rayonnée
par le champ a travers une surface :
= / ) dp

Comme exemples, on peut citer quelques ordres de grandeur de densités surfaciques de puissances électroma-
gnétiques :

Faisceau laser..............ccooiiiiiiin... I~10° W.an
Puissance émise par le Soleil sur la Terre . ... II ~ 1350 W.m 2
Téléphone portable (& 5 cm) ................ M~10"3 Wm™*

3— Bilan d’énergie

On considére un volume V', fixe dans l’espace, limité par une surface S.

L’énergie électromagnétique contenue dans ce volume est susceptible de varier, soit parce que le champ va
échanger de I’énergie avec les charges, soit parce qu’il va rayonner a travers S.

L’énergie étant une grandeur conservative, il est possible d’établir une équation traduisant ces différents
échanges.

Soit £(t) I'énergie électromagnétique du volume V' & la date ¢; la variation de £ entre les instants ¢ et ¢ + dt
vaut :

d&

E(t+dt) — E(t)

_ ///ueMt—l—dthM—///ueMthM ///8“6 dthM

Cette variation s’écrit aussi :
/// ]v )dthJV[ - ﬂ ﬁ(P) 'dgpdt
s

le premier terme traduisant 1’énergie échangée entre le champ et les charges, le second I’énergie rayonnée a
travers la surface S qui délimite V.
On a alors 1’égalité :

/ / / 8“6 M Qe D) gyqr / / / 7,(M) - B(M)dtdry, — ﬂ ) - dSpdt (31)

qui s’écrit aussi, apres application du théoreme de Green-Ostrogradski :

M
/ / / 8“6 OueM 1) gy 40— / / / 7,(M) - B(M)dtdry, — / / / div (M) dtdry
d’ou il découle que :
M 3} B
/// (a“e(at’t) +7o(M) - B(M) + divH(M)> drag =0
\%
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Cette derniére relation devant étre vérifiée pour tout volume V', on en déduit la forme locale de I’équation (31),
appelée équation de Poynting 1° :

ou L o= R
8—;+3U-E+d1VH=O

Par exemple, intéressons-nous au cas d’un conducteur ohmique (C) cylindrique, de longueur
L, de section S et de conductivité -y, parcouru par un courant permanent d’intensité I, de
densité volumique 7, = J, €.

La loi locale ’Ohm : 7, = VE permet d’exprimer le terme :

[l - [ S e

La puissance échangée entre le champ et les charges vaut donc :

JoSxL IPxSxL L
v 482 4S

=Ry I?

ou Ry désigne la résistance électrique du conducteur ohmique ; on reconnait le terme classique associé a l'effet
Joule.

Exprimons maintenant la puissance rayonnée a travers la résistance : ﬁﬁ(P) -dS p, en rappelant au préalable

- 1
que le champ magnétique a la surface du cylindre s’écrit : B(P) = gi €p, a étant le rayon du cylindre :
Ta

B(P)  J,_ ol .  -I?

—

Ti(P) = E(P) A = = 2
(P) (P) Lo v 2mapg ‘ 27ra756

Par conséquent :

= = —1I? I? x 27al I?L
ﬂ s (P)-dSp # s2mayS x dSp 2rayS ~S Ro

La puissance rayonnée par le champ est donc opposée a la puissance échangée entre le champ et les charges. La

)

Oue(M,t
relation (31) est donc vérifiée puisqu’en régime permanent le terme / / / eidthM est nul.

V Propagation et rayonnement

1- Propagation dans le vide
a— Equation de d’Alembert

Dans le vide, les équations de Maxwell se simplifient :

- — ok
Mawxell-Gauss .......... divE =0 Maxwell-Ampere......... E)—t) B= ,uos()a

. _ B
Maxwell-Thomson . ...... divB=0 Maxwell-Faraday ........ E% E= —%—t

15. L’équation de Poynting peut également s’obtenir directement a partir des équations de Maxwell-Ampére et de Maxwell-
Faraday :

ainsi que de la loi mathématique de transformation :
div(Z AT) =0 -rotd — 4 - rot T

appliquée a la définition du vecteur de Poynting :

. 1 L. 1 - L. _, 1 [= B L E
divii = —div(E/\B):—[B-f)t)E‘fE-r_crEB}:— B (-28) _5. uoer,uosoa—
o Ho o ot ot
1 5 8B . 9E - o ( B2 E2
= —-—B-ZZ o E _Bgyg=_2 (242 _B.7
o ot ot at \ 2u0 2
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Aussi, le rotationnel de I’équation de Maxwell-Faraday fournit 1’expression :

—
rot

— = [ G o 0 OF O2E
(rot B) = —a(rot B) = grad (divE) — AE = ~ % (,uoao 8t> = —Hoc0 55

qui se simplifie en tenant compte de I’équation de Maxwell-Gauss :

L1 9%E 1
E-=-—=001c?=— 32
2 0t? one Ho€o ( )

De méme, le rotationnel de I’équation de Maxwell-Ampere fournit ’expression :

—
rot

— = d — =  — = = o ( OB *B
(rot B) = poeo é(rot E) = grad (divB) — AB = €0 n (E)t) = —Hofo 5

qui se simplifie également a l’aide de I’équation de Maxwell-Thomson :

— =0 (33)

Comme il sera démontré ci-apres, ces équations de d’Alembert traduisent la propagation des champs E et
B dans le vide.

RemARQUE | Les équations (32) et (33) sont toujours valables dans le vide. Vous serez donc autorisés a les

utiliser directement si leur démonstration n’est pas explicitement demandée.

b— Solutions & une dimension

Dans un premier temps, nous restreindrons I’étude a une onde électromagnétique unidimensionnelle :
E(z,t) = E(x,t) U,

ou i, est un vecteur de base cartésien (i, i, ou U,). Ainsi, ’équation de d’Alembert (32) se simplifie :

= . - 182E_} =d ]. 82E
AE =AFu, = AEua—c—QwuazoiAE_;zW:
0’E 1 0°FE

92 2 o =0 pour £ = E(z,t)

Les ondes progressives seront cherchées sous la forme E = F(¢) ou ¢(x,t) désigne la phase de 'onde. Par
exemple, on pourrait inclure dans ces solutions les fonctions :

E(¢) = Eye® et ¢(z,t) = (wt — kz)? = E = Eye@i—Fo)’

ReMARQUE | En toute rigueur, si E(¢) est une fonction de ¢ (donc d’une seule variable), il ne peut s’agir

de la méme fonction de x et t (donc de deux variables). On devrait donc distinguer E(p) et E'(x,t) et écrire
E'(z,t) = Ey elwi=k2)* E'(x,t) = f(u) ot f(u) = Ege® et u=u(x,t) = (wt — kx)%. Par abus de langage et
afin de simplifier les notations, nous confondrons E(¢) et E'(x,t) de sorte que E(x,t) désigne une fonction
dépendant de x et t, sans préjuger de la forme analytique de cette dépendance; c’est-a-dire que mous mous
autoriserons d écrite :

E(z,t) = E(¢) = Eye® = E ewi—hka)* o ¢ =wt —kx

Notons donc E(z,t) = E(¢) avec ¢ = ¢(x,t) et rappelons que :

aE_danb:E,@oﬁE,_@etE,,:dE'_d2E
€Z

dx — d¢ O F T do dp — de?
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Choisissons alors une phase ¢(z,t) = x & ¢t ol ¢ est une constante. Il vient ainsi :

OE  _,0¢ _, O*E dE 98¢ _,
8x_E8x_E:>8m2_d¢ 8x_E
o OF 96 02E dE' 96 02E
1
= —F I — 4¢cE T e Y (o) E = 2=
ot o ~EE = g sty g - FE = NPT

De ces expressions, il ressort que :

_OPE 1 9E _PE 1 9E

Ell/ - = _ —
Ox? c? Ot? 0x?2 2 0Ot?

On montre ainsi que les fonctions E(z,t) = f(x — ct) et E(x,t) = g(x + ct) sont deux solutions de ’équation de

d’Alembert.
Intéressons-nous a la solution dont la phase s’écrit ¢(z,t) = x — ¢t et montrons

qu’elle se propage Amplitude de l'onde

dz (t) (t++d?)
Pendant dt, cette onde se déplace de dx a la vitesse v = TS Ainsi, a la date /\ @
t + dt elle se trouve en M (x + dx, t + dt) ol le champ électrique prend la valeur é \ &'
E(¢'), avec ¢ = ¢(x + dx,t + dt). Or, 'onde se propage sans déformation & |
condition que E(¢) = E(¢'), soit encore : z+dz
oz, t) =d(r+de,t+dt) = z—ct=(r+der)—c(t+dt)=0=dz—cdt (34)
dzx

= de=cdt=|v =c (35)

=5 =

Une telle onde se propage donc vers la droite (elle est dite progressive) et sa phase ¢ se déplace avec une
vitesse de phase vy, =c:

PE 1 9B

o~ 3 gz = Ve = cpowr B(wt) = f(z —ct)

Si la phase s’écrit ¢(z,t) = x + ct, 'équation (34) devient :

oz, t) =d(x+de,t+dt) = z+ct=(r+dx)+c(t+dt)=0=dz+cdt
dx

= de=—-cdt=>v=—=—c
dt

La vitesse de phase vaut donc toujours vy = ¢ (vitesse de propagation de ¢), mais 'onde se propage vers la
dz
gauche (5 < 0); on la nomme parfois onde régressive pour la distinguer de la précédente.

Les fonctions d’onde E(x,t) = E(x & ct) sont caractéristiques des phénomenes physiques qui se propagent. Par
opposition, on trouvera également des solutions de I’équation de d’Alembert sous la forme d’un produit de deux
fonctions réelles d’espace et de temps chacune :

E(x,t) = f(z) x g(t) (ondes stationnaires)

Ces ondes (dites ondes stationnaires) ne se propagent pas et se rencontrent généralement lorsqu’une condition
limite impose F en un point de l'espace (par exemple lors de la réflexion d’une onde sur un métal, qui sera
étudiée ultérieurement).

c— Ondes Planes Progressives Monochromatiques (OPPM)

< DEFINITION

Le champ électrique E (M, t) d’'une OPPM admet des composantes cartésiennes qui sont des fonctions
sinusoidales du temps :

Eo(M,t) = Egq cos [¢(M,t) + ] ot ¢(M,t) =k - OM — wt est la phase de 'onde
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Recensons

quelques propriétés de ces ondes :

— L’onde est plane car ses surfaces d’onde sont des plans

Une surface d’onde (X) est une surface dont tous les points «vibrent» en phase, c’est-a-dire que deux points

M et

M’ quelconques de X possédent la méme phase ¢ a chaque instant ¢ :

- - — o —
(M, t) = ¢(M',t) = k-OM —wt =k-OM' —wt = k- MM’ =0 .

—_— . o
Ce résultat montre que V(M, M') € ¥, MM’ L k ol k est un vecteur constant et uniforme. Donc ¥ est un

plan.

— L’onde est progressive car elle fait intervenir des fonctions f(x — ct)
Puisque K est un vecteur constant et uniforme, on peut choisir un systéme de coordonnées telles que I’axe (Oz) ait la méme

direction que k :

k=k

i

z = E-W:kx:>¢(M,t):kx—wt:k (w—%t)

= FEo = Eoq [k(z — ct) + va] en posant ¢ = % (36)

— L’onde est monochromatique

Elle ne posséde qu’une seule pulsation temporelle w et une seule «pulsation spatiale» k. Cette propriété impose que les termes

Eqo sont des constantes indépendantes du temps et de 1’espace (sans quoi d’autres fréquences spatiales apparaitraient dans

le spectre de Eq)

— L’onde se déplace dans le sens et la direction de k
Soient A et B deux points atteints par 'onde en des dates t4 et tg, ce qui impose la définition de la célérité N
de l’onde : k

AB AB
c=———=tp—tg = — /

- tp —ta Jﬁ_"
¢ A(ta) € B(ts)

Or, puisque 'onde passe en A et B aux dates t4 et tp, elle y posséde la méme phase :

¢(A,tA):¢(B,tB):sE.(ﬁi—th:E.(ﬁ—w@:»E.(O‘B’—(ﬁ):w(t,g—m:»/%.ﬁ:w%

En notant o angle (&, zﬁ) et en utilisant la relation (36) on obtient ainsi :

kx ABxcosa=kXx AB=cosa=1=a=0

ce qui montre que ket A§ ont méme sens et méme direction.
A ces propriétés s’en ajoutent d’autres, qui doivent étre connues :

Le modele de 'OPPM est un modele idéal, qui ne peut pas se rencontrer rigoureusement
dans la nature car :

— il existe une date to de démarrage de 'onde, avant laquelle le champ électrique
n’existait pas. Donc la fonction E(M,t) admet plusieurs harmoniques dans son
spectre (elle n’est pas rigoureusement monochromatique).

— T'onde est limitée dans l'espace, sinon elle porterait une énergie infinie (ce qui sera
démontré ultérieurement). Donc E(M,t) = Ey(z) cos(z — wt) posséde une ampli-
tude Ey(z) qui ne peut pas étre uniforme

Etant donné le caractére sinusoidal permanent des OPPM, les composantes E, de E admettent des images
complexes E, telles que E, = R{E,} :

o — . . :

E, = Ey, cos(k-OM —wt+ ¢,) = E,= Eye" el? = E, el?
o — . . .

E, = Eo, cos(k-OM —wt +¢,) = E, = Ep,e? el = E,, el?

E,=FEy, COS(E' OM —wt+¢,) = E,=E el?= el? — E,, el?

E:c EO:E

— . — — e —

E = E,| =|E, ¢ = | B = E, ol(B-OM—wt) [ E, = c_té
EZ EOZ

REMARQUE

Compte tenu de la parité de la fonction cosinus, on pourra également trouver la notation :

E=E, oilwt—F-OM)
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- - =
Etant donné les composantes des vecteurs k et OM :

k. T
4 — o o .
k-OM = ky Yy :xkz-f—yky-l-zkz=>E=Eoe‘(”kw+yky+z’°z_“t)
k., z
OE . OE -
—— —1 FE — = —iwF
= ik, E et ot iwkE (37)
Ainsi, opérateur I équivaut a une multiplication par ik,, de sorte que 'opérateur nabla a pour composantes :
0/0x ke
V=loy|=ilr|=ik
0/0z k.

ce qui facilite le calculs des divergence et rotationnel :

En effet, si on remplace ¢ = k-OM — wt par qﬁzwt—l;- OM :

N - . ==
E(Ma t) — EO el(wtfk-OM)

on obtient alors :

—

OF _ . div=—ik-E  1olE=—ikA

— =iw
ot
En conclusion, on retiendra que

|t
(e

— le champ électrique d’'une OPPM admet une image complexe :

= Ty 0 = = N
E = E,el(FOM-wt) 5= e Y = 805 awes E, =cte

— les opérateurs d’analyse vectorielle se transforment en simples opérateurs algébriques :

e

divE=ik-E rtotBE=ikA

= 2
— le vecteur d’onde k, de norme k = —F, donne la direction et le sens de propagation de I’onde.
— ’OPPM est une notion exploitable seulement loin des conditions limites.
— la phase ¢ = k- OM — wt se simplifie en ¢ = kx — wt si 'onde se propage dans la direction
k=keée,.
d— Structure d’une OPPM

Considérons une OPPM de vecteur d’onde k qui se propage dans le vide (p =0 et 7= 6), d’image complexe :

E _ Eo ei(E-O_>M7wt)
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En notation complexe, les équations de Maxwell se simplifient :

Maxwell-Gauss : divE = é —0=ik-E=0 (39)
Maxwell-Thomson : divB=0=ik-B =0 (40)
Maxwell-Faraday : r.o?cE = —66? =ikAE=iwhB (41)
Maxwell-Ampére : r_()‘>cB = loEo a—% =ikA B = —loEo in (42)

D
L’équation (41) : B = — k A E, associée a I’équation (42), conduit & :

&
—

S . L. . .
k/\<k/\E>:—Mo€OWE=>[kx(k'E)—k?E} %E
ol Péquation (39) annule le terme k - E. On retrouve ainsi le résultat (36) de la page 51

K w w?

f:—2:>k2 — = |w=kxc
w c c

€
S

Cette relation, appelée relation de dispersion, fournit la relation entre w et k.

Pour obtenir une relation de dispersion w = f(k) ou k = g(w), on procéde en deux étapes :
— on utilise les ¢quations de Maxwell en notation complexe, de maniere & n’y garder qu'une
équation en E ou en B
— on résout I’équation qui lie w et k.
Attention : la relation de dispersion w = k X ¢, toujours valable dans le vide, peut étre différente
dans d’autres milieux.

D’une part les équations (39) et (40) : k -
kA
(42) : —M0€OWE = E/\B

L S 1. o
Enfin, puisque k et E sont orthogonaux, ’équation B = — k A E a aussi pour conséquence :

=0etk- B = 0 montrent que E et B sont perpendiculaires a k.

D’autre part, ’équation (41) : B =

E
1 = — —
— FE signifie que B est aussi perpendiculaire a E. Cette configuration
w
est d’ailleurs confirmée par 1’équation

€

R P B
Bll=—|Fl|=- || E =k 43
| Bll= 2N El= | Bl |car w=he (43)

De cette étude ressortent également les relations de structure de ’'OPPM dans le vide :

™)

C

\0:11

kA

\bjl

ENE =

\0:11

5 < (44)

Lorsque 'onde est polarisée rectilignement (la direction de E demeure constante dans le temps), la relation
(44) décrit explicitement la propagation de Ponde (cf. figure 1 ci-dessous). Il peut aussi arriver que la direction

de E varie dans Despace (cf. figure 2).

10°12 10°10 108 106 104 102 1 10 104 X\ (m)
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
T 1 1 I I I I I T T T I I
& .
Rayons vi Rayons X \[fJil(J)LlreTs % iggge_s g/ggég' Ondes radio
==

f(Hz) 3102 3108 3106 3104 3102  3.100  3.10°  3.106  3.10%
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e— Aspects énergétiques

Le vecteur de Poynting associé & une OPPM vaut :

Lo 01 4 (1 4 1 1~ 4 L.
E/\Bz—E/\(—k/\E):—[lcx(E-E)—Ex(k-E)}
How

c’est-a-dire, en tenant compte de la formule du double produit vectoriel ' et de I'orthogonalité de Eetk:

. 1 - . 1
= —kxE’=|l0=—F?’xdonid=
How Ho€

ESl ]

Soit Fy la norme du vecteur :
Ey = Egy €, + Eoy &, + Eo. €. = Eg = Eg, + Ej, + Ej,

Le vecteur champ vérifie alors :
3
E = Eqéy ol By = Ega cos(¢ + pa)
a=1

de sorte que :

3 3
1
B = ;Ei = O;Ega cos*(¢ + o) avec (cos®(¢ + @a)) = 3
3 1 1 E2
= <E2> = ZES@ x 5 = 5 (Egm + Egy + Egz) = ?0 (45)
a=1
C’est pourquoi le vecteur de Poynting a pour valeur moyenne :
— 1 o E2
() = — (B a=| () =50 a (46)
HoC 2#00

U
En effet, car en posant II = — E A B, on fabrique un vecteur tel que :
Ho

o{) = n {08}« La(e) ne{s) <[ w{a) <

c’est-a-dire un vecteur sans signification physique, dont la manipulation donne alors des résultats inexploitables.
Pour s’en convaincre, commettons Ierreur de travailler avec un tel vecteur de Poynting complexe :

- 2

. I B2 R 1 R,
= EABZ—EA<—kAE>=— FxE -Ex(F- B =—E"a

ou :
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Une telle expression fournit alors une moyenne : <ﬁ> =0 (car (e%?) = 0) incompatible avec le résultat (46)

Il est quand méme possible d’utiliser les amplitudes complexes des champs pour calculer I’expression
du vecteur de Poynting moyen, a condition d’utiliser la formule suivante :

ﬁzuiomg;%@:ﬁ%{@g}

ou B* est le conjugué complexe de B.

Confirmons ce résultat en utilisant Pexpression (44) pour calculer :

L oas o 1= s 1> = = .
EAB :EA(kAE): [Fx(E-E)-E
w w

ou :

- =k - . =% P - |2 1 = =k 1 ]_C' E2
EE :(Eoel(b).(ﬂoe_ld)):)ﬂo‘ :E(%:}i%{EAE}:ingf 0 U

| DEFINITION

Les expressions (46) conduisent a définir I’intensité I d’une onde lumineuse et son éclairement & :

I=(F?) E=K (E?)

ou K est une constante.

Exploitons maintenant le résultat (43) :

_ 1 . E
IBl==IEl=~=
C C

pour calculer la densité volumique d’énergie électromagnétique :
coE? B2 eoE? E? E? E?
u= =

2
— = + = + car uggoc” =1
2 2 2 T 2@ 2 | g2 S Ho%o

B2 B2
= (u) =
Hoc? 2p9c?

= |u= (d’apres 45) (47)

f— Propagation de I’énergie

Nous cherchons ici & déterminer la vitesse v. a laquelle se propage 1’énergie électroma-
gnétique dans le vide. S
Déterminons alors de deux fagons différentes 1’énergie qui traverse une surface S (la
direction de propagation étant normale & S) pendant d¢ — —
— La définition du vecteur de Poynting donne directement le résultat cherché gréace 6%:
au résultat (46) :
1o e
SE E? A
“LoTIx S =08 =Tx8dt = (6&) = —° x Sdt :
de 2poc v, dt

— L’énergie est supposée véhiculée par des photons qui se déplacent avec une vitesse v.. Comme le suggere
la figure précédente, seuls les photons situés dans le volume d7 = v, dt S en aval de S peuvent traverser
S pendant dt (les autres n’atteignent pas S) et véhiculer I'énergie §&;,¢ contenue dans dr :

E? E?
u = :>55int: X’UeSdt
Hoc? Hpoc?
Puisque ces deux énergies sont identiques :
E? E?
(0&) = (0&m) = = x Sdt = —= x v, Sdt = | ve=c
2p0c 2p0c

ce qui montre que 1’énergie électromagnétique se propage dans le vide a la célérité c.

54



CHOLET Cyriaque

2— Polarisaton de 'onde
Considérons une OPPM qui se propage dans la direction d’un vecteur €, perpendiculaire au plan (Mzy),

qui contient alors les composantes du champ :

E, = Ey, cos(wt + ¢, — kz) (48)

E, = Ey, cos(wt + ¢, — kz)

Pour simplifier les calculs, nous effectuons un changement d’origine des dates, en posant :
wt4 ¢, —kz=wt' = wt—kz=wt' —p, = wt+p, —kz=wt' +p, — o, =wt’' + Ap

E, = Ey, cos(wt’)
=
E, = Ey, cos(wt' + Agp)

Il apparait ainsi que, puisque E, et F, varient dans le temps, I’extrémité du vecteur E se déplace dans le plan
Mzxy et décrit alors une courbe C; la nature de la courbe définit la polarisation de ’OPPM :
— La polarisation est rectiligne si Ay = 0 ou Ay = 7 car, dans ce cas :
E, = Eg, cos(wt’) Eq,
EOw

E
;>E—y::|: =a=cte=>E,=axE,

E, = Ey, cos(wt')
La courbe C est alors une droite de pente a (positive ou négative) et passant par l'origine M.

T
— La polariation est circulaire si Ap = i§ et Fo, = oy car, dans ce cas :

E, = Ey, cos(wt’)
o = B2+ E2=E3,
E, = £E, sin(wt')
La courbe C est un cercle de rayon FEjy,.
— La polariasation est elliptique dans tous les autres cas (si elle existe). Notamment, lorsque Agp = :I:g :
E, = Ey, cos(wt’) B2 Eg
o B2 TE T
E, = £E, sin(wt') 0z Oy

ce qui est 1'équation cartésienne d’une ellipse dont les axes sont (Oz) et (Oy) de longueurs Ey, et Eo,.

REMARQUE | Bien que E décrive une courbe C dans le plan z = cte, le vecteur E, est constant et uniforme.

Pour illustrer ce phénomeéne, écrivons les images complexes du champ (48) :

— i(wt—kztps) — Py ol ;
B, = Bopd“hte) = Bopdved® (g e\
= F = _ e =LEye

E, = Ey, ellwt—kztpy) Eo, el®y ol¢ Eoy c'#v

=y

N - EOI 614’0’ .
d’ou il ressort que £y = . est constant et uniforme.
E()y e'¥y
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Exercice IS

Démontrer que :

1. une onde polarisée rectilignement selon (Oz) est la superposition de deux ondes elliptiques
(¢f. figure 1)

2. toute onde elliptique est la superposition de deux ondes rectilignes (cf. figure 2).

Figure 1 Figure 2

Corrigé

1. Le champ électrique E d’une onde polarisée rectilignement selon (Oz) posséde comme seule composante non
nulle : E; = Eg, cos(wt’), c’est-a-dire :

_ Eo, cos(wt’ E!  cos(wt’ E!  cos(wt’
5o (B costat) _ (Epy costar)) (B eostt) |
0 Ep,, sin(wt’) —Eg, sin(wt’) 2

Le résultat E = Ey + Eo révele ainsi que ’onde est la superposition de deux OPPM de champs Eq et Es
caractéristiques d’OPPM polarisées elliptiquement.

2. Les composantes du champ électrique d’'une OPPM elliptique s’écrivent, d’une maniére générale :
E, = Eyy cos(wt + ¢z — kz) = Eog [cos pg cos(wt — kz) — sin ¢y sin(wt — kz)]
Ey = Egy cos(wt + @y — kz) = Egy [cos gy cos(wt — kz) — sin ¢y sin(wt — kz)]

de sorte que :

5 E{, cos(wt — kz) E{l, sin(wt — kz) o E{, = Eos cos g ot E{, = —Foy sin gy
Ep,, cos(w — k) Ep, sin(wt — k2) Ep, = Eoy cospy Ef, = —Eoy sinpy

;‘_‘) nouveau, la loi E = By + E5 révele que 'onde est la superposition de deux OPPM dont les champs E1 et
E> sont caractéristiques des polarisations rectilignes.

ce sujet.

3— Propagation en milieu conducteur

a— Vitesse de groupe, vitesse de phase

REMARQUE | Pour d’autres détails concernant la polarisation des OPPM, on pourra consulter le TP concernant

@ DEFINITION

Le nombre d’onde k (éventuellement complexe car solution de la relation de dispersion) permet de
définir une vitesse de phase vy :

vy = % ott k= R {k} (49)

Cette vitesse est celle de propagation de la phase ¢ d'une OPPM.
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®; DEFINITION

Lorsqu’'un onde est composée de plusieurs OPPM, la relation de dispersion w(k) conduit & définir
une vitesse de groupe v, :

_dw

’Ug—@

qui représente la vitesse de propagation du paquet d’ondes.

Illustrons ces notions sur I'’ensemble d’un paquet d’ondes comportant deux OPPM de composantes spectrales
wy et wo tres voisines, et de méme amplitude Ey, se propageant dans la direction Oz. On note wy la valeur
moyenne de (w1,ws) et on pose :

w1 = wo — Aw amplitudes
avec Aw < wy Aw Aw
we = wo + Aw Ey

La relation de dispersion de cette onde fournit alors la fonction k(w) que 'on
peut développer au premier ordre en Aw :
k1 = k(w) = k(wg — Aw) = k(wo) — Aw X k' = ko — Aw x K/ k

. d
ou ko = k(wp) et k' = o

w1 Wy w9 w

ko = k(w2) = k(wo + Aw) = k(wp) + Aw X k' = kg + Aw x K’

Les champs électriques :
E, = Ey cos(ki1z — wit) = Ey cos ¢y
E2 = EO COS(kQZ — LUQt) = EO COS d)g

ont des phases ¢1 = k1z—wit et ¢2 = kaz —wat qui se déplacent avec leur propre vitesse de phase (trés voisines) :

w1 w2
v¢1:EetU¢2:E
En outre, ces champs se superposent de maniére a produire une onde, de champ résultant :
E =FE, + E; = Ey (cos ¢y + cos ¢a) = 2Eq cos (W) X COS (W)
ou :
o — 1= (ks —k1)z— (W —w)t=2Awxkz—-2Awxt=2Awx (K'z—1t)
et :

¢2+¢1 :(k2+k1)2*(0& +w1)t:2k0272w0t

Il s’ensuit que :

E(z,t) = 2By cos [Aw (k'z — t)] x cos(koz — wot) = E(2,t) x cos(koz — wot)

expression qui fait apparaitre une «enveloppe» :

E(z,t) = 2Fq cos [Aw x (k'z —t)]

C’est le déplacement de cette enveloppe qui caractérise le déplacement du paquet d’ondes, qui se fait alors avec

. dz
une vitesse vy = I telle gye :

E(z+dzt+dt) =E(2,t) = AwFEz+kKdze—t—dt)=Aw(k'z—t)= K dz=dt

N dz 1 dw
Vy = — = — = —
oAt K dk
w
On remarque également qu’a l'intérieur du paquet, des ondes se déplacent avec la vitesse de phase vy = k—o.
0
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b— Milieu dispersif

| DEFINITION

Un milieu est dispersif lorsque la vitesse de phase dépend de la pulsation.

Dans un tel milieu, un paquet d’ondes se propage en se déformant car, si toutes les composantes du paquet sont
émises simultanément d’une méme source, elles arrivent au récepteur a des dates différentes.

w
Pour vérifier qu'un milieu est dispersif, il suffit de comparer sa vitesse de phase vy = % a sa vitesse
dw
de groupe vy = e Si vg # vg, alors le milieu est dispersif.

Pour démontrer cette proposition, utilisons la définition de la vitesse de phase :

Sw=k = — =+ - dvg dw o dw _
Vo= TWT Y ak T gy T T e ak a0

d1)¢
= Ug X (1 — du)) = ’U¢

_v dw  ve

Cette relation montre que :

dv
— si un milieu est dispersif, d—¢ #0 =1 vy # vy
w

d d
— si vy # vy, il faut que k e # 0, c’est-a-dire e #0
dw dw

Il y a donc équivalence entre ces deux propositions :

Un milieu est dispersif si et seulement si vy # vg

Par exemple, dans le vide, une onde électromagnétique se propage avec une vitesse de phase vy = c telle que :

dw
wzkc:vgzﬂzc:%

Donc le vide n’est pas un milieu dispersif pour cette onde.

c— Propagation dans un plasma

@ DEFINITION

Un plasma est un milieu globalement neutre qui contient des charges libres de se déplacer dans une
matrice de charges opposées, en méme quantité.

Considérons ainsi un plasma (gazeux ou condensé) composé de :

— n électrons par unité de volume, chaque électron ayant une charge électrique g. = —e et étant libre de se
déplacer avec une vitesse 7;

— ny ions positifs par unité de volume, supposés immobiles ou trés faiblement mobiles par rapport aux
électrons (¥, ~ 6), portant individuellement une charge g,, de telle sorte que la densité volumique de
charge soit nulle :

p =nge+ nyq, =0 (milieu globalement neutre)

tandis que la densité volumique des charges mobiles vaut p,, = ng. = —ne # 0.
Intéressons-nous a la propagation, dans ce plasma, d'une OPPM se déplagant dans la direction k = ke, et
supposons que pour z < 0 'OPPM se déplace dans le vide avec un champ élecrique polarisé selon €, :

-

E(M’ t) = E<M7 t) €y

€
avec : . B .
E(M7 t) — EO ei(k‘-a—)\/ffwt) — EO ei(szwt) k T
o TﬁA ---------
Cherchons comment cette onde se propage dans le plasma semi-infini situéen z > 0 vide |O pla;ma

et de dimension trés grandes selon (Ox) et (Oy).
Un électron, de masse m, est alors soumis a une force de Lorentz :

F=q(E+TANB)~qE (50)
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ou le terme magnétique U AB est négligé devant le terme électrique E (ce qui sera justifié ultérieurement). Aussi,
la loi fondamentale de la dynamique impose :

o - - e = e =
m—=qFE = —imwi=—ek = 1=- EF=—-1i—F
ot imw mw
Le vecteur densité de courant y vaut alors :
- o —ie R e - .
J=pmi=-nex | —v|=|7=i— E =cF (loi de Joule)
= mw = mw
2
.. . o . ne
ce qui introduit la conductivité complexe : | ¢ =i —
mw
L’équation de Maxwell-Ampére devient ainsi, en notation complexe :
— = . OE ine? - R
rot B = pg 7+ pogo = Ho E — pogoiw E (51)
= ot mw
ou :
— 3 sz = OB - o T
rotB = 1k:/\§etrotE:—a—? ikNE=iwB=B=—-kAE (52)
w
— = - 1- = i - o o i o
= rotB=ikA (k/\E) = —[kx(k-E)—Exk]=——FkE
w w —~— w
=0
Il s’ensuit que :
—i 5= poine? - R 9 5 Hone? 5  me?
— k*E = "—— F — poeoiw £ = k* = poegow” — = ppeg | W — ——
w mw m meg

meo = c? (53)

Deux cas peuvent alors se présenter :

~ Soit w > w, = k? > 0 ce qui signifie que k € R et l'onde se propage dans le plasma avec une vitesse de
phase :

W c N _ c
v¢—g—w><7 Vg = 5

2 _ 2 w,
w Ldp 1_71)

w2

dw
et avec une vitesse de groupe v, = A qui se déduit de la dérivation de la relation de dispersion (53) :

dw
dk

BPl=w?-w? = 2kdkd=2wdw=c= % X

P
2 2
_ ¢ “p
= Vg = — =2¢C 1——2
U¢ w

Ces deuz résultats montrent que la vitesse de phase d’une onde peut étre supérieure d c

= Vg X Vg

REMARQUE

dans un plasma, mais pas sa vitesse de groupe (qui correspond aussi & la vitesse de propagation de
Uinformation).

En outre, la relation (53) permet de confirmer I'hypothése (50) selon laquelle F ~ qE. En effet, d’apres
la relation (52) :

_ L 1
B=—kNE= B=—FkE [sinq|
w

SR
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[ - _ k
ou B, k, E désignent les normes des vecteurs B, k, E et a 'angle entre k et E. Il s’ensuit que B < — F,
w
tandis que la relation de dispersion (53) révele que :
2 2 2
w® —w w k E
k% = L <5 =>—-<-=>B<=
c c w c

Ainsi, la composante magnétique de la force de Lorentz F, = qu A B a une norme qui vérifie :
v
Fn <lglvxB<lql - E

Dans le cas ou les électrons ne sont pas relativistes, cette inégalité confirme que F},, est négligeable devant
la composante électrique F, = |g| F :

v
E<<1:Fm<<|q|E:Fm<<Fe

~ Soit w < wy, = k? < 0. I existe alors un réel positif § permettant de poser :

_. N _ 2 _ _
S R e i - R

Ainsi, le champ électrique dans le plasma adopte la forme :

E=F, ei(kz—wt) =E, ei(iz/é—wt) = Ep e—z/é e lwt E(Z,t) = Ep e—z/é cos(wt)

L’onde ne se propage donc plus dans le plasma : c’est une onde stationnaire dont 'amplitude Eye /%

décroit tres fortement a lintérieur du plasma. Cette onde est appelée onde évanescente et § apparait
comme une distance caractéristique de ’onde, appelée profondeur de peau.
De cette étude, il ressort qu’un plasma se comporte comme un filtre passe-haut qui ne peut étre traversé que
par des ondes de pulsation supérieure a wy,, c’est-a-dire de fréquence f > f,, avec :

= w, 1 [ne?
P or 2\ meg
Les autres ondes électromagnétiques ne peuvent que se réfléchir a la surface du plasma.
Par exemple, dans les hautes couches de 'atmosphere terrestre se trouvent des molécules facilement ionisables
par le rayonnement UV solaire (comme 1’ozone O3) ; un plasma se crée alors avec n ~ 10'3 m=3 c’est-a-dire une
fréquence de coupure f, ~ 30 MHz. Ainsi, pendant la journée :
— les émetteurs radio sur Terre peuvent communiquer avec les satellites & condition que leur fréquence
excede f, ;
— d’autres ondes radio, de fréquence f < f,, se réfléchissent vers la Terre. Cette propriété est utilisée pour
transmettre des ondes radio de la gamme ondes longues sur de grandes distances ; le phénomene disparait
la nuit en I’absence de rayonnement UV solaire.

d— Conducteur ohmique

Adoptons un modele semblable au précédent : une OPPM de champ électrique :

. N . .
E=E(M,t)ée, /| E(M,t) = Ey cos(k-OM —wt) = E = E el(hOM—wt) ~ vide| conducteur
Lo E ohmique
se propage vers la droite (¢(z,t) =k -OM — wt = kz — wt) et rencontre en z =0 un Z
conducteur ohmique de conductivité électrique o. 0 z

Cherchons alors la structure de I'onde a l'intérieur de ce conducteur, notamment & l'aide de I’équation de
Maxwell-Ampere :

— = . OE Lo
rot B = pio J+ oo - = po (J+7) (54)

dans laquelle apparait une densité de courant de déplacement j; (de norme j;) que l'on peut comparer a la
densité de courant de conduction 7, qui vérifie la loi ’Ohm 7 :

j=cE=j=|Jll=cE

17. La conductivité électrique d’un conducteur métallique (comme le cuivre) a pour ordre de grandeur ¢ ~ 106 S.m™!
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tandis que :
. E g .
J, = aOE =coiwklE = jg=cwkF
j E 10712 x 2 j
N jfl:é“ow :8,850 ><7Tf:> ]—fi: f
J ocFE 106 J 2.1016

Ce résultat suggere que pour les ondes radio, visibles... (& I'exception des rayons v et rayons X), on peut travailler
dans le cadre de ’approximation des régimes quasi-stationnaires :

ja < j = ot B ~ uy 7 (ARQS)

Ce faisant, ’équation complexe (54) se simplifie :
ikAB= Mo T = po0 E

ol B s'obtient & I'aide de I'équation de Maxwell-Faraday :

. OB L T D,
ttE = -2 s ikAE=wB=DB=-kAE (55)
ot w
S B i o o
= ik/\(k:/\E)uanél[k x (k-E)—Kk*E] = pooc E

w w ——

=0
k2 ;

= —i;:uoaékgz—@:uoowemﬂ

La relation de dispersion fait donc apparaitre deux solutions complexes :

1 1+i
k= +\/pgowe” im/4 _ = +./lpow (\[ \[) =k iet ko = — T

) )
. 2 )
ou| §d = est appelé la profondeur de peau.
Hoow

Dans ce cas, la solution cherchée s’écrit :

E = E, ei(klz—wt) + E(/) ei(l@z—wt)
— EO ei[(1+i) z/6—wt] +E(l) ei[—(1+i) z/6—wt]
_ EO efz/é ei(z/éfwt) + E(/) efz/é efi(z/éert)

= E(z,t) = Ege */° cos (% — wt) + Ej)e*/% cos (g + wt)

Deux solutions sont ainsi obtenues :
La solution Ey = Ej e/ cos 5 + wt), caractéristique d’une onde se propageant vers la gauche, c’est-a-dire

provenant d’une éventuelle source située en z > 0. On ne retiendra pas ici cette configuration et c’est pourquoi

on posera Ej = 0.
La solution restante :
z 2
E(z,t) = Ege™*/% cos (f - wt) avec 0 = 4/
) Loow
a propos de laquelle on peut noter :
— qu'elle se propage vers la droite, mais ce n’est pas OPPM car son amplitude Eye~*/% dépend de z.

— que son amplitude décroit rapidement avec z : une onde électromagnétique pénetre peu dans les milieux

conducteurs (dans un tunnel entouré de parties conductrices de 1’électricité, la réception des ondes radio
est fortement altérée).

— la phase ¢(z,t) = g — wt se déplace avec une vitesse de phase vy = dj’ telle que :
d 2
¢(z+dz,t+dt):¢>(z,t):>—Z—wdt:0:>0¢:w5: =
6 oo
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qui confirme la définition (54) de la page 61 :

1 i 1 w
ki==4+=-=>k=R{k}===vy=—=wd
1 5 5 1 {71} 6 ¢ kl

D’autre part, la dépendance de vy avec w révele que le milieu conducteur est dispersif.
— dans un conducteur parfait, o tendant vers l'infini, il s’ensuit que la profondeur de champ J tend vers

zéro, et :

lime */% =0 =| E(z,t) = 0 lorsque o — o0
6—0

et, puisque E génere B , le champ magnétique est également nul.

Exercice IS

On note E, = Ege%/% cos (g — wt) la composante non nulle du champ électrique dans le conducteur

14
aveck:ﬂ.

0

ohmique et E, = Ejel(Fz=?)

Déterminer le champ magnétique associé :

1. en utilisant les notations complexes ;

2. en utilisant les notations réelles.

Corrigé

1. En posant E =L, iy, avec E, = Eo el(kz=wt) " on impose & l'onde d’étre une OPPM, de sorte que 1'équation
de Maxwell-Faraday peut légitimement étre utilisée en notation complexe :

- 8B S, O
E%g:—a—: = ikANE=iwB=B=—kNE=—(kii.) (E, iiz)
w
= B=B,ily car il; Ny = i
avec :
e = La+nE, = L&, +E
By=-kE, = —(1+DE, = — (B, +e""E,)

. z
c’est-a-dire, en posant £ = Fo e=2/0 ¢l avec ¢ = 5 wt :

= e/ [E e + FE ei(¢+”/2)] = B *?R{B }* &e_z/‘; (cos ¢ — sin @)
=V W 0 0 [ S P Y

z
2. La composante F; = Egy e ?/% cos (3 — wt) permet d’exploiter I’équation de Maxwell-Faraday :

- 9/0x Ey 0
0B _? o
— oL = o E = 8/oy | AN | 0 | = | 0E, /02
0/0z 0 0

8B, 0B, 8 _ 2
N = =5 [P o (_ B t>j|
= 5 0z 02 { 0e sl T

= % = %e_z/a |:Sin <§ —wt) + cos (g —wt)}

= By = @e’Z/J {cos (f —wt) — sin (E —wt)] = @efz/‘s (cos ¢ — sin @)
5 5 ) dw

Heureusement, cette expression est compatible avec la précédente !

4— Réflexion sur un plan conducteur
a— Relations de passage

La présence de charges surfaciques (de densité o) ou de courants surfaciques (de densité j;) entraine une
discontinuité des champs.
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1 - 1 s
1) % ) %
Figure 1 Figure 2
Soit (IT) un plan qui sépare deux milieux (1), (2) et 712 le vecteur unitaire, normal & (IT) en un point M, dirigé

de (1) vers (2). On note (E1, By) les champs dans le milieu (1) et (Ey, By) ceux dans le milieu (2), au voisinage
immédiat d’un point M de (II). La discontinuité des champs est alors donnée par les formules :

EQ — El = g ﬁlg (ﬁgure 1) gg — 51 = M()j_; AN ﬁlg (ﬁgure 2) (56)
€o

La démonstration de ces formules (par application des théorémes de Gauss et d’Ampére) n’est pas au programme.
Bien que leur connaissance ne soit pas exigible, il est vivement recommandé de les connaitre.

Ces relations de passage sont a l'origine de conditions de continuité aux interfaces. Notons, par exemple
fi1g = 71 et T le vecteur normal et le vecteur tangent & (II) en M, de maniére & projeter les relations (56) :

— — O'_) — — — — g
FEy—FEFi=—n=EFEy - t—F-t=—
€0 3

R-t=0=FEp—E31=0=| E;n=FEn (57)

(=}

et

§27§1:Ho‘i@/\ﬁéEZ'ﬁ*él'ﬁ:,u'()(f?/\ﬁ)'ﬁ:o:> BnlanQ

ce qui prouve que :

— les composantes tangentielles de E sont continues a l'inter-
face;
— les composantes normales de B sont continues a l'interface.

Notamment, & la surface d’un conducteur parfait (qui constituerait le milieu 1), puisque Ey=0et B = 0, cette
continuité entraine que :

E; =0et B, =0 a la surface d’un conducteur parfait. (58)

b— Champs électrique et magnétique

Soit (II) l'interface plane (plan Ozy) séparant le vide (z < 0) et un
conducteur parfait (z > 0), sur lequelle arrive une OPPM polarisée selon
il avec un champ électrique incident :

Ei = E;; i, avec E;; = Ey cos(wt — kx)

= Elm — EO ei(wt—kz)

avec un vecteur d’onde incident k = ki,
Cette onde se réfléchit nécessairement sur (II), puisqu’aucune énergie électromagnétique ne peut pénétrer dans

le conducteur. C’est pourquoi le vecteur d’onde réfléchi sera noté K = —k i, et la pulsation associée : w’' = k'c
(relation de dispersion dans le vide). Le champ électrique réfléchi sera supposé polarisé, comme E}, selon i, et
s’écrit donc :

Er = FE,, Uy avec B, = E| ol W'tk 2)

— —.

Soit Ej le champ électrique dans le vide (milieu 1) et (Ey = 0, B = 0) ceux dans le conducteur (milieu 2). La
seule composante non nulle de F s’écrit alors :

El('z;t) _ Elz +E7~z _ EO ei(wtsz) + E(/) ei(w’k+k/z) (59)
et la condition de continuité (57), avec E;a = 0, impose alors :

Ei(z=0,t)=0= Eye“' + Eje¥'t =0
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et, comme cette équation doit étre vérifiée pour toute date ¢, elle 'est a fortiori pour t =0 :
Ei1(0,0)=0=Ey+E,=0= Ej=—E)
Ainsi, I’équation précédente s’écrit :
Eox (' — e =0= e =Wt 3 w=w = k=K

L’image complexe du champ réfléchi s’écrit donc :

E. = —FEyc@tk) o B — —Fy cos(wt + kz)

=TT

tandis que la relation (59) devient :

EI(Zyt) = E ei(wtsz) _ ei(wt+kz)} =E, elwt [efikz _ eikz]
efikz _ eikz
21
= | Ey(2,t) = 2E, sin(wt) sin(kz)

= 2 Fye“t x = 2F '@t/ » (—gin k2)

Puisque E,, = Foe!@'=F2) ot B = —FEye!(“*#2) correspondent & des OPPM, on peut utiliser les notations
complexes afin de calculer les champs magnétiques B, et B, associés, notamment grace a I’équation de Maxwell-

Faraday :

. 0B S I
rotB=-22 s ikAE=iwB=B=-—kAE
ot w
Ce faisant :
0 E,. 0
. 1. .
B, = —kEANE,=—10]|A 0 =—|kE, ouw = ke
w w =
k 0 0
1 Ey .
= Eiy — 7Eim _ =0 el(wtsz)
L c c
0 E.. 0
5 1 - o 1 1 Eo (wttke
BT:J]C//\ET:; 0 A 0 :a _kEr:n = ETZ/:7 ( )
—k 0 0

Quant au champ magnétique B, (M,t) qui régne en tout point M du milieu (1), il provient de la superposition
des champs de 'onde incidente et de ’onde réfléchie :

Eo [gitwt—k2) | gitotthe
= @eiwt x [em17 4 eih2] = 2Ey it et 4 it
C . 5
2F,

. 2E
= 0 cos(kz) = By(z,t) = =0 cos(wt) cos(kz)
c c

ReMARQUE | Conformément a ce qui était attendu, U'existence de conditions limites a généré des ondes station-

naires.
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c— Aspects énergétiques

Le vecteur de Poynting, défini par :

E, 0 0
. 1 = = 1 1 E2 . .
I = —EAB=—10|AN|[B,|=— = — X 2 sin(wt) cos(wt) x 2 sin(kz) cos(kz)
Ho Ho Ho HocC
0 0 E.B,

. E? L\
= | O==2 sin(2wt 2kz) i, = () =0
e sin(2wt) cos(2kz) < >

présente donc une valeur moyenne nulle, tandis que la densité volumique d’énergie :

E?  B? 4E2
= g—+-—= €0 o 4E? sin®(wt) sin®(kz) + g
2 2uy 2 2p1pC2

= 2e0E; [sin®(wt) sin?(kz) + cos®(wt) cos?(kz)]

cos?(wt) cos®(kz)

1 1
= (u) =2¢0E}? 5 sin?(kz) + 3 cos%kz)} =| (u) = eoE?

n’a pas une moyenne nulle. Ce résultat signifie que la présence d’un conducteur a produit une onde stationnaire

qui possede une énergie ({(u) # 0) qui ne peut pas se propager (<ﬁ> =0).

d— Courant et charge surfaciques

La premiére des relations de passage (56) de la page 64, appliquée au conducteur étudié :

EQ_EI:£ﬁ12$6_.§1(z:07t):£6z:>gZ_El(ZZO7t)'ﬁZ:0:> oc=0
€0 €0 €0

révele 'absence de charge a la surface de (II).
En revanche, si 75 désigne le vecteur densité de courant sur (II), la derniére relation de passage s’écrit :

Bagf.gl = /Loﬁ/\ﬁlgé()’*gl:ﬂoﬁ;/\ﬂz
0 Jsa 0 jsy
= - By(z = Out) = Ho jsy A 0 = Ho _js:r
0 1 0

ce qui montre d’une part que j,, = 0 et d’autre part que :

2E, 2E
to jsz = By(2 =0,t) = T cos(wt) = | 7o = =2 cos(wt) i,
c HoC

L’onde électromagnétique produit donc & la surface (II) du conducteur un courant dont le vecteur densité est
orienté comme le champ F (qui met en mouvement les électrons du conducteur).
e— Modes d’onde dans une cavité

Une cavité vide est créée entre deux plans conducteurs II; et Il situés en z =0 et z = L.
Soit E(z,t) = E(z,t) U, le champ électrique d’une onde électromagnétique a l'intérieur

de cette cavité. Cherchons alors I'expression de F,(z,t) en rappelant que la condition ¥ I, I,
limite (58) impose la continuité de E, en z=0et z = L (Ey = Es) : E
L AAAAYS [\N\/\/\}
E.(0,t)=0et E,(L,t) =0Vt

puisqu’en z < 0 et > L le champ est nul (dans le conducteur).
Nous cherchons les solutions sous forme d’ondes stationnaires '8, & savoir qu’il existe des fonctions f(z) et g(t)

18. Puisque 'onde se réfléchit sur I1; et Iz, un point dans la cavité est soumis & un champ progressif et & un champ régressif qui
se superposent :

E = Ey cos(kz — wt) + Eg cos(kz + wt + ¢) = 2Ey cos (kz + g) X cos (wt - g)
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de z et t seuls permettant de poser :
E(z,t) = f(2) x g(t)
La condition de continuité se traduit alors par :

i ] FOXSO=0 =0 (60)

f(L) xg(t)=0

Enfin, dans le vide de la cavité, le champ E vérifie I’équation de d’Alembert :

. 1 9*E 1 0°E PE  O’E  9’E 1 0°E PE 1 9E
AE— = —=0 = AE-—=—=0= - =0=— - =5 =0
c Ot2 2 Ot? Ox? + 0y? + 022 2 Ot? 022 2 Ot?
d&2f 1 d?g
v R v
z c dt
La méthode de séparation des variables consiste a écrire une équation qui isole d’un c6té de
I’égalité les termes en z et de ’autre coté les termes en ¢ :
1 a° 11 d%(t
fG) 1 L)
f(z) dz? ¢ g(t) de?
et de remarquer que la fonction K(z,t) ne peut étre que constante (car elle ne dépend que de z ou
que de t selon la partie de I’équation qui est concernée).
Cette méthode conduit ainsi a résoudre I’équation :
1d*f 1 1d%
— Lo x-— 2K 61
fdz2 2 g dt? (61)
— Si K >0, il existe un réel k € R* tel que K = k? et I’équation différentielle en z s’écrit :
a’f a*f
— =kf= - -kf=0
dz? / dz2 /
et admet pour solution générale I'expression : f(z) = Fye®* + Fy e ** qui doit respecter les conditions
(60) :
fO)=0=>F+F=0=F, = —Fy= f(2) = Fy ("* + ¢7*) = 2F, sinh(kz)
et :

f(L)=0=2F; sinh(kL) =0= Fy =0 car kL #0
Or, cette solution entrainerait Fy = 0 et donc la disparition de E'; elle doit étre abandonnée !
— Si K =0, I"équation (61) s’écrit maintenant :

d*f d

@:Oigzaéf(z):az—i—b
ou les constantes a et b doivent étre ajustées aux conditions limites (60) :

f0O)=0=b=0= f(2) =az
et :
f(L)=0=aL=0=a=0car L#0

A nouveau cette solution entraine : f(z) = 0Vz € [0, L], ce qui n’est pas compatible avec le probléme

physique.
— Si K <0, il existe un réel k € R* tel que K = —k? et ’équation (61) adopte alors la forme :
a*f a’f
— =—kf=—5+kf=0
dz? / dz? RS

On reconnait ici I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique, dont la solution générale :
f(z) = Fy sin(kz) + Fy cos(kz)
doit étre ajustée aux conditions limites (60) :
f(z)=0= F; =0= f(z2) = F, sin(kz)

et :
F(L)=0= Fysin(kL) =0=3In e N* /kL =nr = k = n —

~
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Finalement, la seule solution acceptable est de la forme :

f(z) = Fy sin(kz) ou k = n% ot K — k2

de sorte que la deuxieme partie de I’équation différentielle devient :

1 1d 42 d?
Q9 _ 42 Fg:—]g2cgg:>d—tg—1—wzg:0avecw=kc

X — = —
¢z g dt?
dont la solution générale adopte la forme :

g(t) = Go cos(wt + ¢)

En conclusion, il apparait dans la cavité une famille de solutions, qui dépendent d’un entier n :

E,(z,t) = Epy, sin(kpz) x cos(wpt + @) ou k, = n% et w, =n %c (62)

Ces solutions sont des modes propres ¥ dont on peut représenter I’allure en fonction de n. Pour cela, remar-

quons que :
E,(z,t) = Ep fu(2) X cos(wpt + @) avec f,(z) = sin (%)

caractérise une onde stationnaire qui prend la forme de f,(z) et dont tous les points de lespace vibrent a la
méme pulsation w,. Pour représenter E, (z,t), il suffit d’en représenter les noeuds, c’est-a-dire les valeurs de z
qui annulent f,(2) :

nwz nmz L
fn(2) sin ( — D / T pT = z=pX -

— Mode n =1 : fi(z) s’annule pour z = p X L, c’est-a-dire pour z € {0, L} (points O et D).
L L
— Mode n =2 : fy3(z) s’annule pour z = p X 3 c’est-a-dire pour z € {0, 2,L} (points O, A, D)

L L 2L
— Mode n =2 : f3(z) s’annule pour z = p X 3 soit encore z € {0, 3 3,L} (points O, B, C, D)

0 L 0 S N o

moden =1 mode n=2 }-r»l)ode n=3

L Lz L2 L/3 L3 L/3

Enfin, signalons que, puisque toutes les solutions (62) sont solutions de ’équation de d’Alembert, alors la solution
la plus générale est une combinaison linéaire de ces solutions :

E(z,t) = 3 C,, sin MY « cos(wnt + ©n)
> Cusin(77)

ot les coefficients C,, peuvent s’obtenir & I’aide d’une décomposition en série de Fourier 2° de la condition initiale

E(z,0) = ¢(z2).

19. Un mode propre est un mode de vibration synchrone de tous les points d’un systéme physique : dans un tel mode, tous les
points vibrent en phase avec la méme pulsation w; ou ws ou...

20. La fonction v (z) n’est probablement pas périodique, mais comme elle s’annule en O et L, on peut lui associer une fonction
2L — périodique impaire £(z) telle que 9 (z) = &(z) pour z € [0, L] :

L o I3
Ly P
£(z) admet donc pour série de Fourier :
oo L L I
E nmw nmz
£(=) = by, sin (7) avec by, = I _Lg(z) sin (T) dz

n=1
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5—- Rayonnement par un dipoéle oscillant

a— Champs produits

| DEFINITION

Une charge positive (+¢), immobile en O et une charge négative (—q) se dé-

N
placant avec un point N tel que ON = {y cos(wt) i@, constituent un dipdle (;Im.ﬂ =
oscillant, de moment dipolaire : ‘

—

p= qm = —qly cos(wt) U, = | p(t) = —pp cos(wt) U, avec py = gl

On admettra ici (la démonstration n’est pas au programme) que, dans le cas ou :

2
— le dipdle est T — périodique (avec T = l) ;

— l'observation se fait a une distance grande devant les di-
mensions du dipole (r > £y) ;
— le déplacement de N est non relativiste (£ < A).

x
le dip6le produit dans I’espace des champs électrique et magnétique, dont les composantes non nulles sont :
2cosf | 1 1 9Op
E.— |=p{t')+ — =
dmeg [7‘31)( )+ r2c Ot t’]
sinf | 1 1 0 1 02
=~ )+ Sl 5 5 (63)
dmeg | r r2c Ot . e ot 9
B o sinf | 1 Op 1 6%
T 4n r? Or . e ot? y

N P r PN .
ot 'on a posé t' =t — — pour rendre compte du retard avec lequel 'onde émise & ¢ en O arrive en M.
c
Ces expressions des champs ne sont pas a connaitre (elles seront rappelées si nécessaire), sauf certaines de leur
propriétés :
— En régime stationnaire
Lorsque p ne dépend pas du temps (w = 0), ces expressions se simplifient :

P X200$9 5o~ P sin 6
" dmeg 73 0

T

~ X — B,=0
deq r3 @

conformément aux expressions (9) de la page 19, obtenues pour les champs dipolaires stationnaires.
— Analyse dimensionnelle

Vérifions 'homogénéité de ces expressions. D’abord en utilisant les notations complexes :

ot op . 1 Jp iw i2m
=P = 5 TWRT iz T 2 BT a2k
S NS B ST (2)p
ot? rc2 Ot? re2 = r\ /) =

nmz
Or, la fonction £(z) X sin (T) étant paire, il s’ensuit que :

oo L L
P(z) = Zlbn sin (%) avec by, = %/0 &(z) sin (%) dz = %/0 ¥(z) sin (%) dz pour z € [0, L]

Enfin, un choix judicieux de 'origine des dates permet de poser :

E(z,t) = il Cp sin (%) cos(wnt) = P(z) = iCn sin (%)

ce qui suffit & montrer, par identification, que :

2 L nwz
Cp =bp, = Z/O P(z) sin (T) dz
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ce qui assure 'homogénéité des sommes qui interviennent dans E,. et Ejy.
De méme, les relations :

10p iw  ic2rm t132p 1 w? ¢ (2m)?
—_——— = — = —_—— et —/— = —— — = —— —_—
r2 ot 22T 2 e rc Ot? r¢? AN ) B
confirment ’homogénéité des termes qui composent B,,.
En outre, U'expression du champ électrique produit par une charge ponctuelle : E = 1 5 fournit
TEQT
léquation aux dimensions : [E] = [jQLQ’ tandis que la premiére des expressions (63) :
€0
2cos 0 1 0
E, ~ x| Ly P
47eg r3  r2c Ot
fournit I’équation aux dimensions :
[p] Q
E.|= ol [p]=Q x L= [E,]=
[ ’l“] [80] I3 [p} Q [ T} [80] 12

ce qui montre que F, a bien les dimensions d’un champ électrique.
De méme, ’expression du champ magnétique produit par un fil infini fournit une équation aux dimensions :

—Mj[B}: [.UO]Q'T_l

B =
2mr L

compatible avec la troisiéme expression (63) :

1 2 . . -1
BWZMOZ;HG[lﬁp 13p]:>[3¢]_[uo}xQL (o] x Q- T

r2 0t  rc Ot2

L2 T L

ce qui confirme que B, a bien les dimensions d’un champ magnétique.
Zone de rayonnement
Afin de simplifier les expressions (63), nous allons supposer que r > A. Comparons alors les différents

termes qui apparaissent dans ces expressions, en remarquant que p = —po et implique que 6—% =iwp:
A= = A= 4= D
2 2

Il ressort alors que
Al 4An%pg 2\
= X

'
=2r—>1= A4, > A,

Ay A2 27po A

A _2mpo 1 M1 4> A
- = X — = —

Az r2X T p D 2 3

0
ce qui permet de simplifier les expressions (63) dans la zone de rayonnement :

2cosf [ 1 1 Op 2cos sin 6
~ — —_— = = — (A, + A,)) ~ A
=T 4meg [7’3 P+ r2c at] 4reg (4s + Az) dreg 2
sinf | 1 1 Op 1 *p sin 6 sin 6
=0 47eg lr?’ P ocot T e o2 47eg (45 + 45+ 4) gt

et, puisque A; > A, la composante radiale E,. est négligeable devant la composante orthoradiale :

sin y 1 0%
Amegc? T r Ot?

1
avec — = [ig

ET ~0et E@ ~ 5
+ EpcC
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Quant au champ magnétique, il vaut :

o sin @ [1 dp 1 32p1 o sin 0 [ 1 dp 1 32p1
= c

12

B

0 i |2 ot Treor 1w C|ea T o

. . . 2
Lo sin 6 Lo sin 6 posing 1 0°p
= ——c(Ay+A)—A, = X — —=
i © (4 +4y) 4 1 4 rc Ot?
Hosing 1 9%p
= | Bp="——x - —
v dme r ot?|,
b— Structure de ’onde
L’expression de p(t) = —pg cos(wt), associée aux deux résultats précédents, fournit les composantes non
nulles des champs :
- P
Lo sin 6 w? w, .
Ey ~ —po cos(wt — kr) ~ —B
4T r T
.
po sin 0 w? 0 @ E
B, ~ i cos(wt — kr) ‘/pV A y
x

On constate ainsi que dans la zone de rayonnement les vecteurs k, E, B sont orthogonaux :

EZE@U@

. E

B = B, i, avecB—iz :E:>k;E9—wB
k= ki,

et que :

—

kNE = (ki) A (Egilg) =k Egiiy = wByii, = | kNE=wB

Puisqu’on retrouve ici la relation de structure d’'une OPPM, on conclut que :

I'onde rayonnée par le dipdle se comporte localement comme une OPPM dans sa zone de
rayonnement.

En outre, les expressions de Iy et B, étant proportionnelles a sin #, les amplitudes correspondantes sont maxi-

mum lorsque 6 = g et nulles dans la direction § = 0 (¢f. figure 1).

A

=)

Figure 1 Figure 2

On peut mémoriser cette propriété en retenant que :

le dip6le ne rayonne pas dans sa direction.

Une polarisation apparait comme conséquence d’un tel comportement (cf. figure 2) : si en O se trouve une
molécule éclairée par une lumieére non polarisée, qui produit des déplacements électroniques dans des directions
(Ox) et (Oy), deux dipdles perpendiculaires py = p; U, et Pa = py U, oscillent et rayonnent dans ’espace. Or,
dans le direction ,, p; ne rayonne pas et dans la direction ., p ne rayonnne pas non plus Donc les plans
IT, et II, recueillant les ondes rayonnées dans ces directions ne regoivent que les champs Es et E; polarisées
respectivement dans les directions i, et .
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c— Energie rayonnée

Les expressions simplifiées des champs :

. 9 2

Ey =~ uo:m cu—po cos(wt — kr)
T
. 9 2

B, M);Tl: wT po cos(wt — kr)

conduisent au vecteur de Poynting de 'onde :

. 1 - = 1 EyB
0 = —EAB=— (Egilp) A(Byiiy) = ——2 iiy A iy
Ho Ho Ho
S 29 4
= upsin©l w N
= H:Wﬁp%cos2¢urou¢=wt—k‘r y

2 4

= w

= (i) = 222 sin? 0, = T sin® 0,
Tee'r

dont 'amplitude moyenne, proportionnelle & sin? §, montre que I’indicatrice de rayonnement est un volume

déployé dans le plan (Ozy). En outre, la puissance moyenne rayonnée dans l'espace est aussi celle rayonnée a
travers une surface sphérique de rayon r :

P

ﬂ <ﬁ>-di ot d¥ = dX @, et A% = 72 sinfdf dg
>

2 21 2w 2, 4
M0P2o W4/ / sin® 0 dg = L0V g
32m4c 0=0.J6=0 16mc

ou l'intégrale J vaut :

_ N0P3W4

=
127c

SIS

T ™ 2
J:/ sin30d0:/ sin@x(lcosZQ)dH{cosﬁJr :2><§:
0 0

cos® 9] T
-0 —0 0

La dépendance de P en w* montre que la diffusion dipolaire est d’autant plus efficace que la fréquence des ondes
est importante, c’est-a-dire aussi que la lumiere est proche du violet ; on peut expliquer ainsi pourquoi un ciel
sans nuage apparait bleu.
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