PSI — CHOLET Cyriaque

B- Phénomenes de transport

B1 Fluides en écoulement

1- Débits et lois de conservation

a— Champs des vitesses

< DEFINITION

L’observation du mouvement au niveau microscopique consiste a observer le mouvement des atomes
et molécules; il s’agit notamment du mouvement Brownien.

< DEFINITION

L’observation du mouvement au niveau macroscopique consiste a observer des objets dont le volume
est discernable a I’ceil nu.

< DEFINITION

L’observation du mouvement au niveau mésoscopique est intermédiaire entre les deux précédents :
les objets apparaissent ponctuels a 1’oeil nu, mais sont composés d’innombrables particules. C’est a
ce niveau qu’est définie une cellule fluide, dont le mouvement fera 1’objet de ’étude en PSI.

| DEFINITION

On appelle champ de vitesse ’ensemble des vecteurs vitesse U(M,t) en chaque point M d’un fluide,
pour chaque date t.

La mécanique des fluides étudiée en PSI consistera en une description Eulerienne du fluide, c¢’est-a-dire a I’étude
du champ de vitesse des fluides, par opposition a une description Lagrangienne qui aurait conduit & étudier la
trajectoire des particules fluides. Par exemple, la photo du schéma ci-dessous décrit le champ de vitesse dans
une circulation routiére : & un instant donné, la distribution des vecteurs vitesse est suggérée par la direction
de chaque véhicule. En revanche, la troisieme photo illustre la trajectoire d’un véhicule, c’est-a-dire la position
qu’il occupe a différents instants (t1, ta,...)
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Circulation routiére Ligne de courant : tangente
en chacun de ses points aux
vehicules et déterminée a un

seul instant donné.

Trajectoire suivie par un véhi-
cule = positions occupées aux
différents instants ¢, &, ...
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| DEFINITION

Une ligne de courant est une portion de courbe qui, en chacun de ses points M, est tangente au
vecteur vitesse en M.

Sur la deuxiéme photo ci-dessus a été représentée une ligne de courant pour la circulation routiere. Ces photos
montrent également que ligne de courant et trajectoire peuvent ne pas coincider.
Concretement :
— rechercher la trajectoire d’une particule fluide, c’est déterminer ses coordonnées z(t), y(t), z(t) afin de
réaliser une courbe paramétrée par t; il s’agit d’une description Lagrangienne.
— rechercher une ligne de courant £, & un instant ¢ fixé, c’est chercher une courbe £ tangente en chacun de
ses points M a v(t), ce qui revient & résoudre I’équation :

VM € £, dOM AT(M,t) =0 /‘}_,\ +dOM
i

ou dOM désigne un déplacement élémentaire le long de L. Par exemple, en coordonnées cartésiennes,
cette équation génere un systeme de trois équations différentielles :

_ dz Vg vy dy — v, dz B dy/dz = vy /v,
dOMAT=|dy | Alv, | = |vedz—v,dz | =0= ¢ dz/dz=uv,/v,
dz vy vy dz — vy dy dz/dy = v, /vy

Exercice I

Les coordonnées d’une particule fluide Py, en mouvement dans le plan z = 0, sont données dans le
temps par les expressions :

x(t) = xo + % sin(wt) et y(t) = yo — % cos(wt)

ou g, Yo, 2o sont des constantes.
1. Quelle est la trajectoire de Py ? la représenter graphiquement.

2. Montrer que les lignes de courant sont des segments de droite dont la pente varie dans le temps
comme tan(wt). Tracer une de ces lignes de courant.

Corrigé

1. La trajectoire de Pp se déduit directement de l’expression des coordonnées :
V2
(@ — 20)% + (y — y0)? = -2
w

1%
Il s’agit d’un cercle de centre Co(zo,y0) et de rayon R = L

w
Puisque les valeurs de zg et yp ne sont pas fournies, on peut imaginer qu’il existe autant de trajectoires que de
particules fluides, lesquelles trajectoires sont centrées en des points C;(z;, y;)-

2. Les lignes de courant se déduisent du champ de vitesse & un instant ¢, lequel s’obtient également a partir des
coordonnées :

_dz
S dt
Une des lignes de courant £ est un ensemble de points M vérifiant :

d
Vg = Wy cos(wt) et vy = d—i{ = Vb sin(wt)

o Vg dx .
v(M)ANdOM =0 = vy | A dy | =0= vy dy =vyde
0 0

= Vp cos(wt)dy = Vp sin(wt)dz = dy = adx

ol a = tan(wt) est une constante a chaque date ¢ fixée.
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C’est pourquoi ’équation : dy = adz = y = ax + b montre qu’a chaque instant ¢ les lignes de courant sont des
segments de droite de pente a = tan(wt), paralléles les unes aux autres.

£
Y

OPOOOOO

O+ trajectoire circulaire

OPO00O

b— Débit massique et débit volumique

Isolons, par la pensée, une surface dS et évaluons la masse dm qui traverse d.S pendant dt.

7 Tm(M)
dSy

On supposera que dS est assez petit au voisinage d’un point M pour que les vitesses soient localement homogenes
et égales & (M, t) = U. Représentons un volume élémentaire cylindrique V de section de base dS' et de hauteur
h = vdt cos a. Puisque pendant dt les particules de fluides se déplacent d’une distance vdt, le schéma précédent
montre que seules celles contenues dans V sont susceptibles de traverser dS pendant dt. Donc, la masse qui
traverse dS vaut : dm = pdr ou p est la masse volumique du fluide et d7 = h x dS est le volume de V :

1) .
om = phdS = p x vdt cosa x dS = d—? =pvdS cosa=puv-dS
On définit le vecteur densité de courant de masse par :
jm =M 7

de sorte que le débit élémentaire de masse a travers dS s’écrit :

om =
Dm = = = ﬂm '
1) = ds

= DEFINITION

Le débit massique & travers une surface (X) est le rapport de la masse dm qui traverse (X) avec la
durée d’observation dt. Il se déduit directement du résultat précédent :

D,, = (ii_ntl = ‘// Im(M) - dgM’ (¢f. schéma ci-dessus.)
=

Le débit massique sera toujours défini positivement.

REMARQUE | Si, en tout point de (X), 7, est uniforme (donc 7, (M) = 7 est indépendant de M) et colinéaire

a dSyy, Uexpression précédente se simplifie :

D= [[[ 5| = [[3masn =i [[ 500 = Du =3 x5 0
) b)) =
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REMARQUE | Soient Dy, et D, les débits massiques entrant et sortant d’une surface fermée (X). Le fluz de Jp,

a travers ¥ vaut :

ﬂ j'm(M) . dS_:M = Dms - Dme (2)
by

DEMONSTRATION : Pour simplifier la démonstration, nous supposerons les domaines d’entrée et de sortie du fluide bien séparés
en une surface (X¢) et une surface (Xs) :

dSy,
Tn(M)

Jm( M)

aSy,
En tout point de (Zs), Jin (M) - dSys est positif, de sorte que :

J o] - s

Par contre, en tout point de (Xe), Jm (M -dSy est négatif, ce qui se traduit par :

Dpe = ‘// ]m(M dsM‘ // Jm dSM
# jm M) dSM // jm dSM+// ]m(M dSM Dms—Dme

< DEFINITION

On appelle débit volumique @, le rapport du volume 47 qui traverse une surface par la durée dt de
cette observation :

Dms -

Il s’ensuit que :

ot

Qv:a

En s’inspirant du schéma de la page 3, il apparait qu’a travers la surface élémentaire d.S circule, pendant dt, le
volume :

—

(ST:hdS:UdtCOSOZdSZ>%:UdSCOSCt:f)'-dS$ 5Qv:17-d§

En généralisant I’étude précédente, on peut alors poser :

’// dSM‘ =|Qy,=vxSsiv=cteet ¥-dS =vxdS

et :

—

Qus — Que = #EU(M) -dS

c— Conservation de la masse

Considérons un volume fermé (V) a lintérieur duquel pénetre, pendant dt, une masse dm,. et d’ou sort une
masse 0msy :
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Un volume élémentaire d7p a l'intérieur de (V) présente alors une masse dm = u(P,t) drp ot p(P,t) désigne la
masse volumique au point P et & la date ¢. Donc, pendant dt, la masse de (V) passe de :

://LM(P,t)drpam(t+dt)://vu(P,t+dt)drp

Elle varie donc de la quantité :

dm

mit +dt) - // (Pt + dt) — p(P,1)] drp

///thx % dTp_dtx///

Or, la conservation de la masse impose que la variation dm de la masse de (V) dépende uniquement de la masse
qui y entre et qui en sort :

dm  dm. dms
dm—éme—émS:E— T = Dpe — Dm5:>/// g

(P, t)

drp = —ﬂ Tm(M)-dS
(P,t) b))

ol le théoréme d’Ostrogradski fournit :

ﬂgjm(M)-dﬁM //Vdivjm(P,t) drp:,///v %
- I

Cette intégrale devant étre nulle quel que soit le volume (V), ¢’est-a-dire quelles que soient les bornes d’intégra-
tion, il s’ensuit que :

drp = — // div i (P, t) d7p
(P,t) \Z

dTpZO

+ div i (P, t)
(P,t)

gﬁ—!—dlvgm—Ooujm—,uv (3)

Cette équation, qui traduit la conservation de la masse, est aussi appelée équation de continuité.

d— Ecoulement stationnaire

| DEFINITION

L’écoulement est stationnaire lorsque la masse volumique du fluide est indépendant du temps en
chacun des points de I’espace :

o

ar =V

Dans ces conditions, ’équation de continuité (3) devient :

div J, = 0 c’est-a-dire div(uv) =0

ATTENTION : pu peut dépendre de 'espace, auquel cas div(ud) # p div 7.
Considérons une surface fermée (X) a travers laquelle entre et sort des débits massiques D,,. et Dy, respecti-
vement. La relation (2) indique que :

Dis — Dppe = # im(M) - dSy; = / / / div 7, (P) d7p (Ostrogradski)
P %

0=| Dys = Dme

Notamment, si (3) est un tube de courant prenant appui sur deux contours de sections Sy, Se et de surface
latérale C :
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le débit massique & travers (C) est nul car, en tout point M de (C), (M, t) L dSys (7 est tangent aux lignes
de courant tandis que dS,, est orthogonal a (C), d’ou il s’ensuit que / T - dSy = 0).

c
Ainsi, le transfert de masse ne s’effectue qu’a travers Sy et Sy de sorte que 'identité (2) devient :

Dpe = jm, 51 = 10151
Dips = JimyS2 = 12252

p1v1S1 = p2veSe | car Dpe = Dy

Il faut donc retenir que :

I’écoulement stationnaire d’un fluide est caractérisé par :
ou
-2 _9
ot
— ou Dype = Dips
— ou puyv1S1 = H2v2Sy

e— Ecoulement incompressible

Dans ces conditions, 'équation de continuité (3) devient :

o
ot

Or, I’étude précédente a permis de montrer que div ¥ = 0 équivaut a Q. = Qs & travers une surface fermée et
a v151 = 1255 & travers un tube de courant. C’est pourquoi il faut retenir que :

+div(pt) =0= pdivi=0=| divi=0

I’écoulement incompressible d’un fluide est caractérisé par :
= p(M,t) = p=cte
— ol Que = Qus

— ou vlsl = 1)252

2— Actions de contact

a— Forces de pression

=
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L’unité officielle de la pression est le Pascal :

[P]=PaoulPa= IN.m 2

Cependant, il existe de nombreux domaines scientifiques qui exploitent d’autres unités de pression :
— En chimie, la pression standard s’exprime en bar :

P% =1 bar = 10° Pa

— En météorologie, on emploie fréquemment ’atmosphére ou le millimetre de mercure :

1 atm = 1,013.10° Pa = 760 mmHg

La résultante des forces de pression §F), qui s’exerce sur une surface renfermant un volume é7 admet
pour densité volumique :

. SF, —
Fp,vol = 5_7—]0 = —gra P

DEMONSTRATION : Considérons un volume parallélépipédique 67 = dzdydz immergé dans un fluide immobile :

=

z+dz/2
V4

-

]
> ohy

#dz/2 (5]? y

ydy/2 iy+dy/2

o o
Intéressons-nous, dans un premier temps, aux forces de pression 614 et f2, qui s’exercent sur deux surfaces verticales, d’aire

d d
dzdz, situées respectivement en y — ?y et en y + ?y :

- d d
0fiy = plx,y— ?y,z) dzdz e, = [p(a:,y,z) — 73; g—z} dzdz &,
Jﬁy = —p(z,y+ %,z) dzdzéy = — [p($,y, z) + d72y ?} dxdz éy
Yy

La résultante de ces forces vaut alors :

. ~ 8 P
5Fy = 01y + 0 fay = —a—;’ dedydz &, = —a—z g, o1

Un calcul similaire portant sur les deux autres composantes de la force de pression fournit :
0, - 0

5fe = —L g, 67 et 6f. = —L &, o7
ox 0z

et conduit donc a :

5B, = oot of, 40 =— | Pea+ P e+ P ) sr = —gradpor =| 22 = _gradp
oz dy 0z

REMARQUE | La force de pression ainsi calculée s’identifie a la poussée d’Archiméde. Donc, dans le bilan des

forces, il faudra choisir : forces de pression ou poussée d’Archiméde, mais ne pas prendre en compte les deux
phénoménes simultanément.

DEMONSTRATION : Considérons un élément de fluide, en équilibre, de masse my et donc de poids my g :

F, F,

mrg m, g

L’équilibre de cet élément de fluide, également soumis aux forces de pression Fp, impose :
ﬁp+mf§:6:>ﬁp:—mf§’

Remplacons maintenant cet élément de fluide par un objet, de méme forme, mais de masse m,. Cet objet est alors soumis :

— ason poids P =m,§;

— aux mémes forces de pression car celles-ci ne dépendent que du fluide extérieur a ’objet et de la surface de contact entre le

fluide et I'objet : F}, = —my g.
Par conséquent, I'objet est soumis a une résultante :
F=P+F,

que l'on écrit souvent : F=P+ A, ot A désigne la poussée d’Archimede, qui s’identifie donc bien avec ﬁp = —my g et qui coincide

bien avec l'opposé du poids du fluide déplacé.
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b— Eléments de statique des fluides

Isolons, dans un fluide de masse volumique u, un élément de volume d7 en équilibre mécanique, dans le seul
champ de pesanteur §. Puisque cet élément est soumis & son poids dm g et a la force de pression §F}, = —grad p 67,
I’équilibre est conditionné par 1’équation :

L m & S = om op .  Op_  Op =
omg+o6F,=0= —0mge, —gradpdér =0= 5o 96— (axew—l-ayey—i-ayey =
, _— I ~ ~ .. Op dp C
D’une part, la projection de cette équation selon &, et selon €, fournit : Erel 0 et Evie 0, ce qui signifie que
&€ Y

la pression p ne dépend que de z. D’autre part, la projection de cette équation selon €, se traduit par :

dp
—pg— —=0=| — =
g o

dz —h W

Cette équation, connue comme loi de la statique des fluides, permet de retrouver l'expression de la pression p
en fonction de laltitude, dans quelques cas simples :
— Cas du fluide incompressible (au programme des PSI)
Les liquides sont souvent assimilés a des fluides incompressibles, dont la masse volumique p = pg est
indépendante de z. L’équation (4) s’intégre alors facilement entre deux points A et B ou régnent les
pressions respectives Py et Pp.

Pp zZB zZB 2B
dp=—/ ugdZ=—ug/ = —ng (28 — 24) = | Pa = Pp + pgh (5)
Py ZA ZA
ZA%A
ou h représente la profondeur du point A par rapport au point B. Illustrons cette expression sur deux

exemples :
> Exemple 1 : Soit Py = 1,013.10° Pa la pression atmosphérique. Calculons la pression qui régne en un
point M immergé dans I’eau, de masse volumique p = 103 kg.m ™3, & une profondeur h = 5 m.

En choisissant A a la surface de I’eau, donc & la pression Py, il apparait que : P,
A,
P(M) = Py + pgh |=1,013.10° 4+ 10> x 9,8 x 5 = | P(M) ~ 1,5 P, h‘
MP(M)

> Exemple 2 : Autrefois la pression atmosphérique Py se mesurait a 'aide d’un grand tube en verre

rempli d’un liquide de masse volumique p, retourné sur une cuve remplie du méme liquide.
En retournant le tube sur la cuve, on constate que le fluide tombe sous son

propre poids, ce qui génére un vide en A (en fait, le fluide se vaporise sous sa vide
pression de vapeur saturante P, que 'on supposera négligeable devant Pp).
Soient deux points A et B situés dans le fluide, sous une méme verticale. L’ap- ‘h P,

plication de la relation (5) fournit : BH ol

Pp — Py = ugh = Pp = Py + ugh

tandis que P = Po = Py, car les points B et C' se trouvent sur une méme horizontale :
PO :Psa»t"i',ughgﬂ’gh

Si le barometre contenait de I’eau, pour mesurer une pression Py = 1 atm = 1,013.10° Pa, il devait
mesurer au moins :

Py 1,013.10°
ug 103 x 9,8
C’est pourquoi on lui préférait un barometre a mercure, pour lequel :

~1,013.10°
©13,6.103 x 9,8

h= = h=10,33 m

h = h=0,76 m = 760 mm
C’est aussi cette valeur qui justifie la conversion : 1 atm = 760 mmHg.
— Cas du fluide compressible (pas au programme des PSI)
Dans ce cas, Uintégration de la loi (4) est plus délicate, car u dépend de V’espace (et donc de 2) :

dp PB zZB zZB
d—:—ug:> dp:—/ ,ugdz;é,ug/ dz car pu # cte
z

Pa zaA zA
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Il conviendra donc d’exprimer g avant de procéder a cette intégration. En général, on commence par
utiliser I’équation d’état du gaz parfait (de masse molaire M) :
RT m pM dp pMg
V=nRl=m—= = = —=—"—= 6
P M HMTVTRT T4z RT ©)
puis on integre cette équation en tenant compte des hypotheses de 1’énoncé :
> Cas du milieu isotherme : la température T' = T} est constante, de sorte que 'équation (6) devient :

dp Mg _ Mg /
& RL P 7 dp / ", T R ) RTO v % (2= 20)

M
= In <Po> =R, (z—20) =| P= Py exp [R]% (z — zo)}

> Cas des échanges adiabatiques : la température T = T(z) n’étant plus constante, la résolution
précédente ne convient plus. Il faut alors utiliser la loi de Laplace :

dT
Tp" 7" =cte=~yInT + (1 —7) 1np:1ncte:cteé7?+(1f~y)?:O:S—:fi—

Ainsi, I’équation (6) devient :

Mg —~ AT M T —1)Mg [* z
@: Y4 = —L d—— /A PN dT——i(fY 'y]iz g/dz:—a/ dz

D RT 1—~ T RT T

—1)M
= T*Toz—a(zfzo):} T:T()fa(Z*ZO)OI\lOé:%

aé

et :
-1 ¥ v/(v—1) ¥/v—

T T o

T’Y 1=y — t _T :} £ = J— = i — 1— — _
P cte = Tin- (p0> (T(J) b=t (T0> po{ Tp = ZO)}

Exercice IS

Un barrage hydraulique contient une hauteur H d’eau, supposée incompressible de masse volumique
w. La pression atmosphérique sera supposée indépendante de ’altitude z et de valeur Fy. La section
de ce barrage est un demi-cercle de rayon R.

zZ

—1h

dhig}r’d ?::::::::.—..
z

1. Exprimer, en fonction de Py, p, g, h la pression P(h) qui régne a une profondeur h dans le
barrage.

2. Soit dS une surface élémentaire du barrage, de hauteur dh et d’angle df. Apres avoir exprimé
dS, donner I’expression de la force de pression dF,. que l’eau exerce sur dS'; on pourra faire
intervenir le vecteur unitaire €, normal a d.S.

3. Exprimer, de méme, la force de pression 0 F},, exercée par ’air sur d.S et en déduire la résultante
des forces de pression dF), qui s’exerce sur dS.

4. Calculer alors la résultante des forces de pression 13’;, qui s’exercent sur le barrage :

ﬁp = ugH’Ré,
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Corrigé

1. Dans un fluide incompressible, la pression est donnée par la loi (5), ot P = Py a la surface de leau :

p(h) = Po + pgh

2. L’aire d’une surface élémentaire valant dS = Rd6f x dh, la force de pression que l’eau exerce sur dS est définie
par :

8Fpe = p(h)dS €. ot dS = RdAdh

3. De méme, lair (ou la pression vaut uniformément Pp) exerce sur dS une force de pression dirigée selon —é; :

6Fya = —PydSé,

Par conséquent, la surface dS est soumise & une résultante de pression :

8Fp = 6Fpe + 6Fpq = [p(h) — Py] dS & = | 8F, = ughdSe.

4. La résultante des forces de pression qui s’exercent sur la totalité du barrage vaut alors :

/2 H
F, / / OF, = / / pgh x RO dhé, (7)
barrage 6=—m/2 J h=0

H2 /2 2 /2
ug7R/ erdo = ug7R (cos 0&, — sin 0&,)do
0=—m/2 O0=—m/2

Ses composantes sont donc :

H2 /2 H2 H2
Fpz = ,ug—R/ cos0df = pg—R X [sin@]i{:/2 = pug—R x 2 = pgH?R
2 Jon)e 2 2
H2 /2 H2
By = ug7R/ —sinf = ug7R X [Cos@]i/:/Q =0
0=—7/2

en conséquence de quoi :

F} = ugH?Ré,

REMARQUE

Il était possible d’obtenir ce résultat sans développer toutes les composantes du vecteur €r. Il suffisait de
remarquer que Fp est dirigé selon € :

F,=F,8, = F, & =F, X ¢ ¢
p ptx P T P ] €T
N——
=il

L’intégrale (7) devient alors :

2 pgH?R [ _ ugH?R e
p = €Eg- — erdo == €x - €rdb
O0=—m/2 O0=—m/2 v
cos 60
pgH’R

= 5 [sin@]j/f/2 = ugH?R = ﬁp = pugH?Ré,

c— Viscosité dynamique

10
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Le coefficient de viscosité n s’exprimer en Pa.s ou en Poiseuille : Pl

[n] = Pa.s avec 1 Pa.s =1 Pl

On retiendra quelques ordres de grandeur pour 7 :

Nair ~ 1076 P1 Neau ~ 1072 Pl nyujte ~ 1 P1

La définition d’un fluide visqueux impose que la vitesse v soit une fonction continue de I T
ov ] FECANIN
Pespace (sans quoi — deviendrait infini). Or, les molécules d’une paroi immobile ayant N
— .
une vitesse nulle, elle impose une condition d’adhérence du fluide en chaque point M, (2) D fluide
de la paroi : (1) P solide

adhérence = lim #(M,t) =0
M— M,

3— FEcoulements laminaires et turbulents
a— Introduction

Selon sa vitesse, un fluide peut adopter plusieurs régimes :

— Le régime laminaire : pour les faibles vitesses, les cellules les plus rapides communiquent leur quantité
de mouvement aux autres cellules par diffusion : il n’y a pas d’échange de matiére, mais seulement transfert
d’énergie. La premiere image de la séquence ci-dessous illustre ce régime car les cellules colorées en bleu
restent confinées dans leur tube de courant et pourtant elles peuvent mettre en mouvement le fluide
environnant.

— Le régime turbulent : pour les vitesses élevées, les échanges de quantité de mouvement se font par
convection, c’est-a-dire par transfert de matiere avec son énergie. C’est ce qu’illustre la derniere image de
la séquence ci-dessous en montrant que les cellules colorées en bleu s’échappent de leur tube de courant
et transmettent alors leur énergie en se déplagant.

11
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b— Transfert de quantité de mouvement par diffusion
La relation (8), qui définit la viscosité, traduit également un phénomene de diffusion de la quantité de
mouvement.

DEMONSTRATION : Considérons une cellule fluide (1) de vitesse v, en contact avec une autre cellule fluide (2), la surface de
contact étant associée au vecteur dS = dS €x.

_4dS
® €
v e,
(1) 5p g €y
Pendant la durée dt, la quantité de mouvement de (2) s’accroit d’une valeur dp donnée par la relation (8) :
dp’ ov d ov
— =-ndS — &= — =-n—dS p=peé
at = " er T ar T e TP TR
En outre, dp est aussi la quantité de mouvement dp qui est transférée a travers dS de (1) vers (2) :
op ov
— =-n—dS 9
at "oz ®

Définissons alors la densité volumique de quantité de mouvement Py, & partir de la quantité de mouvement d’une cellule de masse

om, de volume 7 et de vitesse v :
é 1 P.
5p:5mvz>77v01:—p: ﬂv:uy:}y:ﬂ
oT 6T I
Ainsi, si p ~ cte, I’équation (9) devient :
6£ _ _E Cr"onl ds

dt = p 0z
Or, en remarquant que :
— S 8,onl N 6onl = Cr"onl N N apvol
grad Pyo - dS = ( Oz €z + oy €y + 92 Ez) . (dS ez) = ? ds
on obtient finalement : s
ks (—ﬂ gradeol) -dS (10)
dt o

En outre, la diffusion des particules est déterminée par I’équation :

N ~
(Sd—t = 7-dSouj= —DgraaC (loi de Fick)
SN — - SN
- = (-Dgrad ) -dS (ot C = =)

L’analogie avec 1’équation (10) confirme bien que ’équation (8) traduit la diffusion de la quantité de mouvement ; il s’agit du terme

caractéristique du régime laminaire.

Considérons une cellule fluide dont une surface S est traversée par une quantité de mouvement dp pendant la
durée dt = 74 que dure le phénomene de diffusion.

& ]
' s 7 e
—> - eT,
oy b ‘
L’équation (9) indique alors que :
p__ g
T4 i 0z

Admettons alors, pour simplifier, que la vitesse v décroit linéairement avec z, de sorte que :

v V. dp 1SV

— = = = =0p X
0z L Td L Td p nSVvV

c— Transfert de quantité de mouvement par convection

Désormais, on considére que pendant une durée dt = 7., la méme quantité de mouvement est transférée a
travers S par convection, c¢’est-a-dire qu'une masse dm traverse S :

op  0m op
—=—V===D,V
dt dt Te
0
ouD,, = d—:’: = uSV est le débit massique a travers S. Il s’ensuit que :

op 2 op

L =uSvi=| .= 12

Te a T uSV?2 (12)

12
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d— Nombre de Reynolds

@] DEFINITION

Le nombre de Reynolds est le rapport des temps caractéristiques diffusion et de convection :

Td
Te

Re =

Compte tenu de cette définition, on peut distinguer deux régimes :
— Si R est grand, 74 > 7. indique que la diffusion est beaucoup plus lente que la convection, qui semble
alors étre la seule en ceuvre; le régime est turbulent.
— Si R, est petit, 74 < 7. montre que la convection est beaucoup plus lente que la diffusion, qui semble étre
la seule a se produire; le régime est laminaire.
En conclusion, il faut retenir que :

{ Re > 2000 < régime turbulent

Re < 2000 < régime laminaire

Par exemple, comparons les écoulements de I’huile dans une bouteille et de I’eau dans une riviere, avec les ordres
de grandeurs suivants :

huile eau
p 10°kgm™  10% kg.m 3
L 0,1m 10 m
V. o 102m-s! Im-s7!
n 1Pl 1073 P1
Re 1 107

Ces valeurs indiquent que dans I’eau apparaissent des turbulences que I’on n’observe pas dans I’huile.

4— Ecoulement dans une conduite cylindrique
a— Champ des vitesses

On s’intéresse a 1’écoulement laminaire d’un fluide dans une canalisation cylindrique, de rayon a et de
longueur L. A Tentrée et a la sortie de la canalisation, la pression vaut respectivement P; et P, et on cherche la
perte de charge AP = P, — P,, c’est-a-dire la chute de pression dans la canalisation. Pour cela, isolons un petit
élément fluide £ ayant la forme d’un anneau de rayon r, d’épaisseur dr et de longueur dz :

dT‘ - —
7 1 6 N l—’5f3 2
/z 6f1/2 f3/2 5ﬁ/2 / i,

r

Py Py
> -

L

On se place en régime stationnaire pour lequel cet élément n’est pas accéléré, ce qui impose une composante
nulle des forces qui s’exercent sur £. Or, ces forces sont :

= —
— les forces de pression 6F},, dont la densité volumique vaut —gradp :

- —
0F, = —gradpdért ou T = 2wrdrdz

13
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— les forces de viscosité : conformément a 'expression (8), £ est soumis a une force :

U, ot Sy = 27mrdz
T

- ov
5f1/2 = —7751/2 aor

de la part de la cellule de fluide située a l'intérieur de £ et exerce une force :

- ov L.
0fay3 = —nS2)3 5 U, ot Sy/3 = 27 (r +dr)dz
r r+4dr
sur la cellule (3) juste située a lextérieur.
En remarquant que la loi des actions réciproques impose 6 f5/3 = —d f3,5 (force que la cellule 3 exerce sur

£), I'élément & est soumis a une résultante de viscosité :

a

§F ige = 6£/2 + 5f;,/2 = —2mndzu, [7’ ?;‘ — (r+4dr) ] = —2mndz i, [¢Y(r) — Y(r + dr)]

T r4+dr
si ’on définit la fonction :
ov

Y(r)=r a

9y

S (- dr) = () +dr

T

0 0 ([ ov
= Y(r)—yY@r+dr) ~ —a—wd r=—a (T8r> dr

on obtient finalement :

-, L, 0 ov
OFyisc = 2mndzdru, o (Tﬁr)

Par conséquent :

o, dp Z dp . Op

0= 5ﬁp + 0Fyise = ( Uy + = Uy + ﬁz> 2rrdrdz + 2rnpdz drd, 82 (rav>
r

Ox y 0z or
" L L .. Op Op : .
La projection de cette équation selon i, ou , fournit : il 0, ce qui montre que p ne dépend que de z.
: - y

Quant a la projection de I’équation selon i, elle fournit :

fjf 271'7’d7’dz+271'77dzd7“i (ij> =0= dp(2) _n d <Tdv)
r

dr dz r dr dr

Si on admet que v ne dépend que de r, le membre de droite de cette équation ne dépend également que de r
tandis que son membre de gauche ne dépend que de z. Par conséquent :

d P L AP
P _K=cte= dp:K/ =P - P= - AP=KL=K=——~—
dZ P 0 L
o d d AP d d AP d AP
n v v v 2
-—|lr—|=K=——=—(r—|=———r=r—= A
r dr (rdr> L dr (rdr> nL T QnL +
ou A est une constante facilement identifiable en choisissant r = 0 :
dv AP AP
A= =—— = B
0= %= 2" 7" " St

ou B est une constante qui doit s’adapter a la condition d’adhérence du fluide aux parois du cylindre en r = a :

AP AP
vir=a)=0=B=—a" =|v(r)= L

L (a® —1%) (13)

Cette expression permet donc de décrire le champ de vitesse dans la conduite :

\ TITTTTTRR LTS AR\

14
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On remarque que c’est en r = 0 que v prend sa valeur maximale :

v —ALG?év(r)—U X 1—ﬁ
max — 477L - max

Exercice IS

On isole maintenant, dans le fluide, un cylindre C de longueur L, de rayon r :

P, ] lp,
a
L
1. Exprimer la résultante des forces de pression qui s’exercent sur C, en fonction de AP = P; — Py,
7 et Uy.
2. Le fluide entourant C exerce sur C une force de viscosité Fy /2 ; Vexprimer en fonction de 7, r,
8 et
—, L et ..
dr i

3. En déduire ’équation différentielle vérifiée par v(r), en régime stationnaire.

4. Résoudre cette équation et trouver I’expression de v(r).

Corrigé

1. Le cylindre est soumis & des forces de pression :
— sur sa face de gauche : Fj; = P1S 4, ou S = w2
— sur sa face de droite : ﬁpz =-DPSu,

— sur sa face latérale : ﬁpg =0 & cause de la symétrie de révolution du cylindre
dont la résultante vaut alors :

Fy= (P, — Py) Sty = AP x 72 @i,

2. Compte tenu de la relation (8) de la page 11, le cylindre exerce sur le fluide (adhérent a sa surface latérale
S¢ = 2nrL), une force de viscosité :
v

Uy
or

ﬁ1/2 = —nSe

et est donc soumis & la force :

= - dv
Fy/1 = —Fy/p =2mLrn = Uy

3. En régime stationnaire C n’accélére pas, ce qui signifie aussi que :

dv AP

L o = dv
O0=F,+ Fy)y = APr? i, +2nrln — @, = | — = ———
ptEan e A ndr 1 dr 2nL

4. En remarquant que v = 0 en r = a, cette équation s’intégre aisément :

v T
AP AP
dv=——— rdr=| v=—— x (r? — a?)
@ 2nL " 4nL

On remarque que cette expression est totalement compatible avec le résultat (13).

b— Débit et vitesse débitante

Soit, () une section droite du cylindre et dS = r dr df @, une surface élémentaire sur (X) :

15
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a
Le débit volumique & travers () est défini par :
27 a
o AP
Q, = // v-dS = / — (a®> = 7?) xrdrde
() 6=0Jr=0 477L( )
AP @ AP r2 4" AP a*
= =% 2% dr == xor |a? >~ D =28 xorx L
4an W/T:O(ar r°)dr 4an ﬁ[a 5 4]0 477L>< ™
AP
= Qv_sn—Lx’fl’a4

Cette expression, aussi connue comme loi de Hagen-Poiseuille , peut s’exprimer en fonction de la section S = 7wa?

de la conduite :

512

@ = 8mnL

AP (14)

ReMARQUE | Compte tenu de la définition de Q,, T apparait aussi comme une vitesse moyenne sur (X) :

// 7-dS = S = v:l// 7-dS
&) 5/ ))

Dans le cas de la conduite cylindrique, la vitesse débitante vaut :

1 1 AP _ APd®  Umax
U__QU_WX&O_LWG = | v= 8’]7L = 9

c— Résistance hydraulique

La loi de Poiseuille (14) montre que AP = P; — P, est proportionnel au débit volumique @, :

8mnL
G2

PP = Qv
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Cette définition traduit ’analogie avec ’électrocinétique :

Electrocinétique Hydrodynamique
Wirp | ALo—ln
Vi—Vao=Ri P — P, = RpQy
1L L
R=—— Ry =8mn —
7S h T e

Exercice IS

Une canalisation C; cylindrique, de résistance hydraulique R;, est alimentée par un fluide de dé-
bit volumique @1, sous la pression P;. Elle se scinde en deux canalisations Cs, C3, de résistances
hydrauliques respectives Rs, R3, a la sortie desquelles regne la méme pression Fj.

Déterminer le débit volumique ()2 qui sort de Cy en fonction de Ry, Ro, Rs, Py, P;.

Corrigé

Utilisons I’analogie avec I’électrocinétique afin de définir par Ra3 la résistance hydraulique équivalente aux
résistances R2 et R3 en paralléle :

Rog = —————
>~ Ry + Rs

Ainsi, le dispositif proposé est-il analogue au circuit ci-dessous :

- . &
équivaut a : PTH Ros P,

Les résistances Ry et Ra3 équivalent alors & une seule résistance R = R; + Ra3 soumise a une différence de pression
AP = P; — Py et traversée par un débit Q1. Par conséquent :

AP AP
Pi—Py=R = == - _—_—— 15
1 — Po Q1= Q1 R = Rit B (15)
Notons enfin Ps3 la pression du fluide au niveau de I’embranchement des conduites. Par définition, les débits
volumiques Q2 et Q3 a travers Ra et R3 vérifient :
Py — Py = R2Q2 R
= RoQ2=R3Qs = Q3= == Qo
Py3 — Py = R3Q3 Rs
Ry R3
= = = 1+—= )= = —
Q=Q+@= (14 32) > Q= -
c’est-a-dire, en tenant compte de la relation (15) :
R AP R3 x (P — P
Q2 = 2 x =>| Q2= o (= )
R> + R3 . RoR3 R1R> + R1R3 + Ra2R3
! R + R3
d— Perte de charge et nombre de Reynolds
. . S?2 AP AP | . .
La loi de Poiseuille (14) : Q, = S I montre que la grandeur I joue un role dans 1’écoulement du
]
. . . N s . 5y . [nRT] -3 .
fluide. Or, AP ales dimensions d’une densité volumique d’énergie (PV = nRT = [P] = i = J.m™”) tandis

17
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que L a les dimensions d’une longueur.
. . . . . . _ 1 _ . . .
De méme, si p désigne la masse volumique du fluide, de vitesse débitante 7, = p@° a les dimensions d’une densité

volumique d’énergie, tandis que le diametre D de la conduite a les dimensions d’une longueur.

i AP 1 uv? . . .
Par conséquent, — et — —— ont les mémes dimensions.

L 2 L

@] DEFINITION

AP
Le coefficient de friction f est un coefficient, sans dimension, traduisant la proportionalité entre A
1 puw? :

t — —
‘9L

AP Mo
T /%%

17 (16)

La perte de charge AP dépend alors du régime d’écoulement. On distingue les pertes de charge régulieres, qui
proviennent de la viscosité du fluide (et qui dépendent du régime laminaire ou turbulent) des pertes de charge
singulieres provoquées par les accidents de canalisation (coudes, rétrécissement, robinet,...).
— Ecoulement laminaire : C’est le régime d’écoulement qui a permis d’établir la loi de Poiseuille (14) :
AP 8

4

a
w=—>AP=> — = —
@ 8nL L rat

8 8nv
QU:—ZXSW:gcarSzwa
Ta a

2

De méme, puisque D = 2a :

AP/L 8w 2D  8npv  4da 32n
_— = —— X — = —— X —— = ——
pv?/2D  a? T opw? a®  pp? pav

Enfin, le nombre de Reynolds est défini par :

T Re 64
n n 2

R, = woD

Ce résultat montre que pour un écoulement laminaire, la connaissance du nombre de Reynolds entraine
celle du coefficient de friction et donc celle de la perte de charge AP.
— Ecoulement turbulent : Ce régime est caractérisé par le diagramme de MooODY (cf. page suivante).
Dans ce diagramme, le coeflicient f peut étre évalué de la maniere suivante :
> Déterminer la rugosité ¢ de la canalisation (fonction du matériau constitutif et évaluer la rugosité
€
relative définie par —.
> Repérer, a droite du diagramme, la courbe qui correspond a cette valeur et la suivre jusqu’au nombre
de Reynolds (en abscisses) qui correspond & 1’écoulement.

> Projeter alors le point de la courbe sur ’axe vertical de gauche et y lire directement la valeur numérique
de f.

REMARQUE |On remarquera, sur ce diagramme, que pour une valeur R. < 2000, la représentation gra-

phique de In f en fonction de InR. est une droite décroissante, ce qui est en accord avec la loi (17) :

4
f:%élnf:hlﬁél—ln?%e

18
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Exercice IS

On s’intéresse a une canalisation cylindrique de diameétre D = 10 cm, de rugosité e = 0,04 mm,
dans laquelle s’écoule de l'eau (u = 103 kgm ™3 et n =102 Pl) avec une vitesse moyenne
T=1m- s

1. Evaluer la rugosité relative et le nombre de Reynolds correspondant & cet écoulement.
2. A Paide du diagramme de MooDY, donner une estimation de f.

3. En amont de la canalisation, la pression vaut le double de la pression atmosphérique :
P, = 2P, = 2.10° Pa. Evaluer la perte de charge dans la canalisation, en fonction des
longueurs suivantes : L = 100 m et L = 1 km. Conclure dans chaque cas.

Corrigé

1. En utilisant les unités internationales, la rugosité relative vaut :

4.10—3
£ _ 0010 04 — 0, 0004
D 0,1

et le nombre de Reynolds vaut :

D 103 x1x0,1

_ 5
=10 =10

Re

2. En reportant sur le diagramme de MOODY ces coordonnées, on trouve un point dont ’ordonnée de
gauche vaut :

f=0,02

3. Ainsi, la perte de charge réguliére vaut :

L 1 L 103 x 12
AP=fx 2 x=pn?=0,02x — x — =~ | AP=1L x 100
D2 0,1 2

Puisque la pression en entrée de canalisation vaut P. = 2P alors elle prend une valeur Ps en sortie,
telle que :
AP=P.,— P; = P; = P. — AP =2.10° — AP
Donc :
> Si L =100 m, AP = 10* Pa = Ps = 2.10° — 10* = 1,9.10° Pa. Puisque Ps > Py, l’eau peut sortir de
la canalisation a grand débit.
> Si L =1000 m, AP = 2.10° — 10° = 10° Pa = Py. Puisque Ps = Py, ’eau peut sortir de la
canalisation mais avec un débit tres faible.

— Les pertes singuliéres, provenant des «accidents» sur la conduite, ne dépendent plus directement des

dimensions L et D. On définit alors un coefficient f tel que :

1
AP:fxi'U,@2

ou f dépend de la nature de I'accident. Par exemple :

1 s
> lors d’un rétrécissement de la conduite d’une section S a une section s < S :| f = 3 (1 — g)

2
’ . . N . S
> lors d’'un évasement de la conduite d’une section s a une section S > s :| f = <1 — §>

e— Loi de similitude

(18)

Considérons une cellule fluide de masse m et de vitesse v, qui recoit pendant d¢ une quantité de mouvement

P . - o dv
dpaig par diffusion et dpeony par convection. La variation de sa quantité de mouvement m — vaut alors :

dt
dv  (dp op
ma B <dt>diff+ (dt>conv

20

(19)
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Nous cherchons désormais a exprimer cette équation a ’aide de grandeurs adimensionnées (v pour la vitesse, 7
pour le temps, £ pour les distances). C’est pourquoi, en définissant par V une unité de vitesse, Ty une unité de
temps, Ly une unité de longueur, on peut poser :

Ly

v=Voxv t=TyxT z2=1Lox¢ Toz7 S=1IL2
0

A Daide de ces grandeurs, chaque terme de I’équation (19) peut s’exprimer & l’aide de ses dimensions :

dv Vo dv Vo dv dv
- — L3 A L3 i 2v2 -
" Hoo X i ar TR Loy @ T 00 g7
op dv Vo Ov ov
— = NS x — =nLix — — =nLoVp —
<dt)diﬁ 1 ey T T e T MO0 e
op = 6mv:Dmxv:uSvxv:,uLgVoyx%V:uLg%QVQ
dt J .one dt
Ce faisant, 1’équation (19) devient :
dv ov dv n Ov
L2VZ2 — = nLyVy— + ul2Vi? = — = — 412
T qr T RN e TRV T WL o€
N dv 1 ov L
“_ 2,
dr R, 0&

Cette équation adimensionnée ne dépend que de R, et ses solutions mathématiques ne dépendent que de R, ;
d’ott la loi de similitude :

Les écoulements autour de deux objets de méme nombre de Rey-
nolds sont similaires.

Cette loi est utilisée, en pratique, dans le souffleries. Par exemple, si I’on souhaite étudier I’aérodynamisme d’un
véhicule de taille caractéristique Ly, soumis & un vent de vitesse relative vy = 100 km/h, il est possible d’utiliser

, soumise a un

o Lo

en soufflerie une maquette (par exemple au 1/10°, c’est-a-dire de taille caractéristique L = 1—8)

vent de vitesse relative vy. Les deux écoulements seront analogues si les deux nombres de Reynolds Rg =

L
et Rl = kel

sont égaux, c’est-a-dire :

L
v1L1 = vglLlg = 11 TOO = voLo = v1 = 10wy = 1000 km/h

Cet exemple montre que I’échelle de la maquette ne peut étre choisie trop petite, ce qui impose des souffleries
de taille considérable, notamment en aéronautique.

5— Ecoulement autour d’un obstacle

a— Couche limite

| DEFINITION

Loin d’un obstacle immobile, le fluide s’écoule de maniére laminaire tandis qu’a proximité de 1’obs-
tacle, la vitesse du fluide s’annule. Il existe donc une zone de transition dans laquelle s’operent des
phénomenes de diffusion, entre le fluide immobile et le fluide «libre» :

fluide libre

—'..")

phénomeéne de diffusion

1

C’est cette zone de transition que 'on désigne par couche limite.

21
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Exercice I

Considérons que la couche limite est une zone, d’épaisseur §, qui sépare le fluide de vitesse nulle
(v =0) au contact d’un obstacle immobile, du fluide «libre» de vitesse v = V. Au dela de la couche
limite, la cellule de fluide (2) se déplace librement a la vitesse V. Soit S la surface de contact entre
les deux cellules :

U= V@I @) .

v=0

1. On suppose que sur 'intervalle de temps [0, T la vitesse de la cellule (2) varie linéairement de
0 a V. En déduire I’expression de 8—: en fonction de V et T.
2. Pendant la méme durée, on suppose que la cellule (2) se déplace d’une longueur L. En déduire

que :
ov V2

ot L
3. La diffusion de la quantité de mouvement dans la couche limite est décrite par la loi fonda-
. N . " ov ov R
mentale de la dynamique, ou s’exerce la force de viscosité : m — = nS —. En supposant a

ot 0z
ov \%

nouveau que v varie linéairement de 0 & V' sur l'intervalle z € [0, 0], montrer que m — = nS —.

ot )
4. En exprimant m en fonction de la masse volumique p du fluide, en déduire une expression de
0 en fonction de L, n, p et V.

Corrigé

1. Puisque v(z,t) varie linéairement en fonction de ¢, il existe des coefficients a et b indépendants de ¢ (mais pas
nécessairement de z) tels que : v = at + b. Or, v(¢ = 0) = 0 impose b = 0, tandis que :

\% \% 1o} \%
vit=T)=V=V=aT=a=—==v=—t= ov_Y
T T ot T
p . . L 1
2. Pendant le temps T, la cellule se déplace d’une distance L avec une vitesse moyenne V = T = T Donc
le résultat précédent devient :
o] V2
=l (20)
ot L

3. A nouveau, en supposant que v varie linéairement de 0 & V pour z € [0, 8], on admet P'existence de coefficients
c et d tels que : v =cz+d. Or, v(z =0,t) = 0 impose d =0 et :
\% ov. vV
vz=0)=V=V=cd=>c=—=>—=—
( ) ) 0z 1)

Par conséquent, la loi de la dynamique devient :

ov Vv
L e L
Mo T

4. Puisque m = pS4, ’équation précédente associée a I’équation (20) fournit :

2
uSéxV—:nSK:>52:£:> 5= ]
L 1) N4 ns
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b— Force de trainée

| DEFINITION

On appelle maitre-couple d’un objet O l'aire de la surface du projeté de O sur un plan perpendiculaire
a la vitesse relative ¥ du fluide qui arrive sur O.

Par exemple, le maitre-couple d’une sphére de rayon R vaut S = mR2.
Sous l'influence d’un fluide de vitesse relative ¥, un objet O est soumis a une force, appelée trainée, dirigée
dans la méme direction et le méme sens que v, et de norme :

1
TzziuSszcm

— u est la masse volumique du fluide;
— S est le maitre-couple de O ;
— (), est un coefficient sans dimension, appelé coefficient de trainée.
Le coefficient C,, dépend du nombre de Reynolds. Par exemple, autour d’'un objet O sphérique :

1. Pour les faibles valeurs de R. (typiquement R. < 0,5) : Pécoulement est laminaire, la couche limite

reste collée a 1'objet et C, ~ = (car la courbe InC, = f(InR.) est décroissante de pente —1) :

Eeonlement laminaire Cr=24/R.,
Couche limite collée )
[

TR = e s e e e e e e

X i1

ﬁ

Exercice IS

Montrer que, dans ce cas, la force de trainée est proportionnelle a v et exprimer le coefficient
de proportionnalité en fonction de 7 et R.

Corrigé

1 24 1 12
La force de trainée vaut : T = Cyp X = puSv? = — x = uSv? = — x pwR?v? ou :
2 Re 2 Re

_ pv X 2R
n

Cette loi constitue la loi de Stockes qui stipule que pour les faibles nombres de Reynolds, le frottement fluide

Re X /nrRz'u2 =| Tz =6mnR X v

=T, =12 x —1
2uvR

est proportionnel a v, avec un coefficient de proportionnalité qui vaut 6mnR dans le cas d’une sphére.
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2. Pour les valeurs intermédiaires de R., C, est une fonction décroissante de R, :

R, =0

[}
Eeoulement laminaire Cr= K X(I+ a_
Clonche limite collée ViRe
Cr
10| 3

"
! ;
. . ay o, 1 1 1 v 1 e
3. Pour les valeurs de R, voisines de 1000 : ’experience montre que C,, demeure sensiblement constant :

R, = 1000

Clonche limite décollée & avant

| Turbulences dans le sillage .~ P
— || o e y
.

, .

Clonehe linite luninaive J (= constante

Ainsi :

1
TIZEMSUQXCwZCteX’UQ

C’est pourquoi on peut lire que pour des vitesses assez grandes (donc des valeurs de R, appréciables), la

force de frottement fluide devient proportionnelle & v2.

4. Pour des valeurs de C, trés grandes, la courbe expérimentale C,, = f(R.) chute brusquement, tandis
qu’un sillage se forme par décollement de la couche limite :

R, = 10° |

|
Clonche Hmite tarbulente
Clonche limite décollée & arridre
Turbulences doans le sillage

£ == diseontinn

1

—
R,
1 0 10" ur i i

ol
Dans ce cas, T,, diminue brutalement, ce qui signifie que I'objet peut se déplacer sous Teffet de frottements
moindres.

Les valeurs de R, pour lesquelles s’observent ces différents régimes dépendent de la nature (laminaire ou tur-
bulente) de I’écoulement, qui peut étre déterminée par la nature de la surface de O :

— les objets rugueux produisent assez rapidement des turbulences, ce qui permet d’atteindre le cas (4)
pour des vitesses assez faibles. C’est ce qui est recherché, par exemple, avec des balles de golf (pourvues
d’alvéoles) ou des ballons de football. Avec une vitesse relativement faible, ils peuvent étre envoyés trés
loin (étant soumis a des frottements faibles).
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— les objet lisses produisent préférentiellement des écoulements laminaires, de sorte que le cas (4) ne se
rencontre pratiquement pas. C’est aussi ce qui est recherché avec des balles de tennis de table ou des
ballons de plage : I'existence de frottements considérables les empéche de parcourir de grandes distances.

c— Exemple : ’aile d’avion

Le fluide, de vitesse relative ¥ par rapport a aile, exerce sur celle-ci une force F' qui se décompose en :
— une tralnée T, colinéaire a ¥ et dont la norme :

1
T, = iuS’vz x Cy,

fait intervenir la surface alaire S, c’est a dire le produit de la corde moyenne par envergure (il ne s’agit
pas du maitre-couple, trop dépendant des phases du vol).
— une portance T, perpendiculaire a T, dirigée de 'intrados vers ’extrados et de norme :

1
T, = iuS’vg x C,

ATTENTION : T n’est pas nécessairement vertical et dirigé vers le haut : lorsqu'un avion de chasse vole
verticalement, T. est horizontal et lorsque ’avion vole «sur le dos», T. est dirigé vers le sol.

extrados T, surface alaire S

L e
envergit

\ Op, A %
OJ,»GI2
L

bord d'attaque

intrados

bord de fuite

| DEFINITION

On appelle polaire de l'aile la courbe qui représente C, en fonction de C,, laquelle courbe est
paramétrée par I’angle d’incidence «.

On remarque sur cette courbe que :
— pour « = 0, C, # 0 (Iavion peut décoller) et C, # 0 (il existe des frotte-
ments) ;
— pour @ ~ —4°, C, = 0 : I'avion ne peut pas décoller mais les frottements
subsistent (Cy # 0) ;
— pour «a 2 15°, C, chute brusquement, ce qui annule rapidement la portance;
c’est le décrochage (’air ne «porte» plus lavion).

= DEFINITION

La finesse f d’une aile est le rapport des coefficients de portance et de trainée :

C.
=,

Pour chaque point P de la polaire, il existe un segment de droite (A) passant par O et par P qui fait avec 'axe
des abscisses un angle 3 tel que :

C.
t = — =
anff="7=/1

Ainsi, la finesse maximale se trouve-t-elle au point P pour lequel (A) est tangent & la polaire. Cette finesse
donne une estimation de la distance D que peut parcourir un avion lorsqu’il plane a partir d’'une hauteur H :

D=fxH
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B2 Bilans macroscopiques

1- Généralités

®| DEFINITION

Un systeme fermé est un systéme qui contient, au cours du temps, les mémes constituants. Par
exemple, dans le schéma ci-dessous, a la date ¢ le systeme fermé est composé des molécules contenues
dans A et B, tandis qu’a la date ¢t + d¢, ces mémes molécules se retrouvent dans les parties B et C.

date ¢ date ¢t+dt
B B
o P; o P

| DEFINITION

Un systéme ouvert est un systéme qui ne conserve pas les mémes constituants au cours du temps.
Par exemple, dans le schéma ci-dessus, la partie B est un systéme ouvert : toutes les molécules qui
s’y trouvent a la date ¢ ne s’y retrouvent pas a la date t + dt.

Soit une grandeur physique v, scalaire ou vectorielle (par exemple 1’énergie, la quantité de mouvement, la
masse...) véhiculée en méme temps que le fluide en mouvement. On note :
— 1ha = de la grandeur ¥ en A qui est aussi celle qui entre dans le systéme ouvert (B, en rouge) pendant
dt;
— YB = Youvery la grandeur 1 en B qui est aussi celle contenue dans le systéme ouvert ;
— Yo = 0P, la grandeur ¥ en C' qui est aussi celle qui sort du systéme ouvert pendant d¢.
A la date t, le systéme fermé est composé de A et B et contient donc la grandeur :

Q;Z}fcrmé(t) = 'l/)A + 1/)3 = 51/)@ + wouvcrt (t)

alors qu’a la date t + dt, il contient :
1pfermé (t + dt) = 1/}3 + wC = wouvert (t + dt) + 6'(/}5

Donc, pendant dt, ¥terme €t Youvert varient de :

dq/}fermé = wfermé (t + dt) - wfermé (t)

dwouvert = ’(/}ouvert (t + dt) - ’(/)ouvert (t>

= d¢fermé = d'L/Jouvert + 61/)5 - 6¢e

ce qui s’écrit aussi :

dy dy de  O1hs
d ouvert — d ermé d e — 0 s T =\ = — 21
17[} ' d)f i w ¢ o eneore ( de >0uvert < dt >fermé * ( dt dt ( )

Dans cette équation, on rencontre deux termes remarquables :
d
- ((;f) se remplace souvent par des lois physiques fondamentales :
fermé

> loi fondamentale de la dynamique (si ¢ est la quantité de mouvement) ;
> théoréme du moment cinétique (si ¢ est un moment cinétique) ;
> premier principe de la thermodynamique (si ¢ désigne une énergie) ;
> deuxiéme principe de la thermodynamique (si 1 désigne une entropie).
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d
— le terme ((;f) , nul dans le cas d’un régime stationnaire. En effet, soit ¢ (P;,t) la grandeur ¢ en
ouvert

chaque point P; du systéme ouvert. Par définition :

wouvert (t) = Z w(-Pm t)

N
= douvert = 3 [(Pi,t+dt) = (P, 1)) =Y —=| dt=0
wouvert(t + dt) = Z ¢(P“ t+ dt) 4 i ot Pt
car, en régime stationnaire, 871? = 0. On peut donc retenir que :
P; .t
d
¥ = 0 en régime stationnaire
de ouvert
. . : dy .
— Les forces de pression sont habituellement prises en compte dans le terme G . Considérons, par
fermé

exemple, une surface fermée (), de volume (V), soumise & une pression extérieure pext = Py uniforme.
En notant dS chaque vecteur surface élémentaire dirigé vers 'extérieur de (V), la force de pression qui
s’exerce sur (X) vaut :

—

0F, = peedS = —PydS = F, = —ﬂ PydS = —Poﬂ s
b b
Notons alors [ = ﬂ dS le vecteur dont les composantes vérifient :
b

3
[=1é+1,6,+Le =) I
a=1

ou les vecteurs €, de la base cartésienne sont indépendants de I’espace (donc div(é,) = 0). Par conséquent,
le théoreme d’Ostrogradski conduit a :

Ia:f~€a:8a-#d§:ﬂ €a~d§:///div(é’a)dT:O:,Sf:(_))éﬁp:—Pofzﬁ
b 2 %

On peut donc retenir que :

F,=— ﬂ PydS =0 (pour une pression uniforme)
b

2— Bilan mécanique
a— Bilan de quantité de mouvement

Développons cette étude autour du cas d’un aéronef en adoptant les conventions suivantes :

— L’aéronef, de masse m(t), est modélisé par un systéme ouvert B (cf. page suivante) et se déplace par
rapport au référentiel terrestre (supposé galiléen) a une vitesse v = g 7.

— Pendant dt, une masse dm. de gaz (de lair), modélisée par A, entre dans les réacteurs, avec une vitesse
Ua/7 par rapport au référentiel terrestre. Or, si on note ¥4/ = ¥, la vitesse d’admission de 'air (dans le
référentiel de l'aéronef), la loi de composition des vitesses impose :

'UA/T =vUs/B + HB/T =0+ 7
— Pendant dt, une masse dm, de gaz (mélange de combustion, modélisée par C') sort des réacteurs, avec
une vitesse g/ par rapport au référentiel terrestre. Or, en notant vc,p = Us la vitesse d’¢jection des gaz

(dans le référentiel de l'aéronef), il vient :

UC/T = ’l_fc/B +UB/T =Us+ 7
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date t date t+dt
B B
.PZ .Pz

Un premier bilan de masse peut étre réalisé, qui s’écrit, selon I’équation (21) :
(dm)ouvert - (dm)fermé + 5me - 5ms =dm = 5me - 5m5 (22)

car, par définition, (dm)ferme = 0 (un systéme fermé n’échange pas de matiere).
Enfin, un bilan de quantité de mouvement peut étre conduit de la méme maniere :

W\ (W (o
dt ouvert de fermé de de
ou :
— d’apres la loi fondamentale de la dynamique, 'aéronef subit des forces extérieures Fey (poids, frotte-

ments,...) qui vérifient :
dp’ .
(dt) = Fext
fermé

— la quantité de mouvement de 'aéronef Pouvert = mp Up,r = m(t) v(t) admet pour dérivée :

@ — dﬂ 7]‘+ m @
dt /e dt dt

c’est-a-dire, en tenant compte de ’équation (22), qui introduit les débits massiques :

dm  dm. Odmg dp’ dv
N, = - :Dme_Dms: -, :Dme_Dms U -,
at — dt  dt (dt)omrt ( Jotmg
— les quantités de mouvement qui entrent et qui sortent de I'aéronef valent :
op, ome _, L
5]76:6’/71517,4/7“ T:: T:UA/T:Dme X (Ue+v)
=
S - ops  Omsg oL
0ps = 0ms Ve /T T HUC/T = Dyps x (U5 + 7)
Il s’ensuit que :
" dv = Lo "
(Dme_Dms)v'i_ma = ext+Dme (ve+v)_Dms (Us+v)
soit encore : 47
U _ N N s _,
m E = Fox + (Dme Ue — Dips 'Us) = Fox + Fpoussée (23)

ce qui permet de définir la force de poussée qui s’exerce sur ’aéronef.

Exercice IS

On s’intéresse au vol d’un avion a réaction en admettant les hypothéses suivantes :

— La vitesse de I'avion vaut v = v u, et celle d’éjection des gaz vaut v, = —v, .
— L’atmospheére est stable et immobile, ce qui se traduit par : U, = -0 = —v U,.

— L’avion est soumis & une pression atmosphérique Py uniforme.
— Le vol est stationnaire.

Rl

1. Quelles sont les conséquences des deux dernieres hy-
potheses ?

2. On suppose également que D,,,s ~ Dy, = D,,,. En
déduire que la portance et la trainée vérifient :

T.=mg et T, = Dy, X (vs — )

Conclusion ?

P
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Corrigé

1. Si l’avion est soumis & une pression uniforme Py, la force de pression qui s’y exerce vaut :

ﬁpzﬂpod§:P0#d§:6

Dong, la résultante des forces extérieures vaut :

ﬁext =-—mgi, + T, i, — Ty iy
. . . g o
En outre, si le vol est stationnaire : % =0.

2. Etant donné que Dme = Dms = Dy, et en tenant compte de la relation : ¥ = —0 = —v @z, ’équation (23)
devient : .
0 = Fext + Dm (776 _775) = _mgﬁz + T, t; — Ty iz + D, (_U"F'Us)ﬁz

La projection de cette équation selon @, fournit :

mg =T,

et selon U, :

—Ty + D, (vs —v) =0=| Ty = Dm X (vs —v)

Puisque la trainée ne peut étre que positive :

Te: 20=| v<vs

ce qui montre que la vitesse v de I’avion ne peut excéder la vitesse d’éjection des gaz.

b— Bilan de moment cinétique

Ce bilan est particulierement adapté aux turbines, ¢’est pourquoi il sera développé autour de I’exemple d’une
turbine modélisée par une roue de centre O, de rayon R, pouvant tourner autour d’un axe (O, i) perpendiculaire
au plan de la feuille :

date t date t+dt

\%ert)

Pendant le temps dt :
— une masse dm (partie A) entre en M avec une vitesse ¥ et donc avec un moment cinétique :

- =
0L = OM Ndmv; = dm x Rvy i,
— une masse dm (partie C') sort par N avec une vitesse U et donc avec un moment cinétique :
0L, = ON Admi, = dm x Ruy i

— Le moment cinétique Lp = Jwu, du systéme ouvert composé de la turbine et du fluide situé dans la
partie B varie de la quantité :

dL dLp dw
— =—=J—1u,
dt dt dt
ouvert
car le moment d’inertie J demeure constant (pendant dt¢, la configuration du systéme ouvert demeure

constante).

— Le moment cinétique du systéme fermé (turbine + A + B a la date ¢ et turbine + B + C a la date ¢ 4+ dt)

varie sous l'influence des moments extérieurs Mcxt = Myt U, conformément au théoreme du moment
cinétique :

dL

E = Mext

fermé
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L’équation (21) devient alors :

dL dL §L. 6L, dw
(dt) t—<dt>f )+<dt_dt>:> JE—Mext'FDmRX('Ul_UZ)

Cette équation décrit ainsi le comportement mécanique de la turbine.

3— Bilans thermodynamiques
a— Bilan d’énergie (premier principe de la thermodynamique)

Considérons un systéme ouvert (B) qui, pendant d¢ :

— regoit une masse dm4 = dm, (en A) d’un fluide en mouvement, qui effectue un déplacement df; dans une
conduite de section S7, sous l'influence d’une pression extérieure P ; on note §U; son énergie interne.

— perd une masse dmg = dm, (en C) avec le fluide en mouvement qui effectue un déplacement dly dans
une conduite de section Sy, sous 'influence d’une pression extérieure P, ; on note dUs son énergie interne.

— regoit également de 'extérieur une puissance P, (dite puissance utile, par exemple d’une pompe...) et une

énergie thermique 0@ de puissance Py, = GO

date ¢ date t+dt

En notant §W,, le travail des forces de pression qui s’exercent sur un systeme fermé, dU la variation de son énergie
interne, W, = —d£E, le travail des forces conservatives qui s’identifie a la variation de I’énergie potentielle £, et
O0Wh le travail des forces non conservatives (qui inclut W, et le travail des éventuels frottements), le premier
principe de la thermodynamique stipule que :

AU +dE. = Wit + 0Q = 6W,, + 6We + W + 6Q = 6W, — dE, + 6 Wy, + 6Q
= dU + dE, + dE, = 6W, + W, + 6Q

Il existe donc une grandeur £ telle que :

E=U+E.+ E, = dE = W, + Wy, + 0Q (24)

Enfin, nous supposerons le régime stationnaire atteint. Ce faisant :
— Chaque point P; du systéme ouvert B présente une énergie interne U; constante (si la température est
stationnaire), une énergie cinétique E., et une énergie potentielle E,, constantes également. Donc, la
grandeur Ep associée & B est aussi constante :

d& d&
€p = D (Uit B+ By) = g = (dt)o !

2

— Conformément & la loi (24), la grandeur £ associée au systéme fermé (composé des parties A et B a la
date t, puis de B et C a la date t + dt) vérifie :

d& oW, W, 1) oW,
<) 0 u+£: £+ Py + Pun

dt / orme dt dt dt dt
ou P, et Py, désignent respectivement les puissances utile et thermique recues par le systeme fermé. Quant
aux travaux des forces de pression, ils sont définis par :

5Wp1 :fl-dzl:FldélzPlx51d£1:P15V1:6(P1V1)
5WP2 = FQ . dZQ = —F2 deg = —PQ X SQ dgg = —P2 (5V2 = —5(P2V2)

Par conséquent :
§(PVi)  (RV2)

d&é
<dt> fermé B Pu " Pth - de - de
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— Pendant dt, il rentre dans le systeme ouvert la grandeur : 6&. = dE., + dE,, + 6U; et il en sort la grandeur
0Es = 0E,, + 0E,, + 6U, associées aux parties A et C respectivement.
Le bilan (21) de la page 26 se traduit alors par :

d€ B d& 0 &
<dt)ouvert a (dt>fermé " < dt B de >
S(PVi)  8(PoVa) | (0Be, + 0By, +6U1)  (0Be, + 0By, +6Us)
dt dit dit dt

d
0Ec, +0E,, +5(Us + PoV3)| — o [0E., +0E,, +6(Ur + PiV1)] =Py + P

= 0="Py+ P+

= 1 [
dt
ou 'on reconnait les enthalpies de A et de C' :

0H, = (S(Ul + Pl‘/l) et 0Hy; = (5(U2 + PQ‘/Q)

En outre, on introduit I'énergie cinétique massique e., I’énergie potentielle massique e, et I’enthalpie massique
h a partir de la masse dm qui transite dans le dispositif :

0E, =0m x e, 0E, =dm X e, 0H =dm x h

On obtient ainsi :
omg (co, + +ho) Ome
T8 (e, te _ Jlte
ag Ve Tt TR gy

D’une part on admettra le fluide incompressible de maniére & identifier les débits massiques entrant et sortant :

(eCl + €py + hl) = Pu+ P (25)

om. Omg Om
Dﬂl = D - = - = = D
¢ me 7 g dt dt "

et d’autre part on introduit la puissance utile massique w,, et la chaleur massique g par :
om wy, 0Q  dmgq

& at Xwa et P = 4 = T *d
Ainsi, ’équation (25) devient :
(€cy +epy +ha) — (ec, +€p, +h1) =wy + g Alec + e, +h) =wy, +¢ (26)

Exercice IS

On considere une tuyere horizontale constituée d’'une canalisation calorifugée de section constante,
qui conduit les gaz de combustion vers 'extérieur d’un aéronef :
— a gauche, les gaz qui entrent dans la tuyére sont portés a une température 7; (sortie du réacteur)
avec une vitesse v;.
— a droite, les gaz ressortent de la tuyere a une température 75 < 7T avec une vitesse vy > v .

U U
—_— _—
T, To< Ty

1. Exprimer les énergies cinétiques massiques e., et e., a l'entrée et a la sortie de la tuyere, en
fonction de v et vsy.

2. Faire de méme avec les énergies potentielles de pesanteur massiques. Quelle est la conséquence
de I'horizontalité de la tuyere 7

3. Une masse dm de gaz, supposé parfait, passe de la température 17 a la température T5.

a- Exprimer, en fonction de la masse molaire M du gaz, de son coefficient v et de la constante
des gaz parfaits, la capacité thermique massique c, du gaz, a pression constante.

b- Exprimer la variation d’enthalpie AH et en déduire que hy — hy = ¢, (ITn — T71).

4. Le gaz est assimilé a de ’air. En supposant que v; est négligeable devant vy, évaluer la différence
de température AT = Ty — T, qu’il faut imposer pour produire une vitesse vy = 1000 m.s~'.

Données :
— Masse molaire de Dair : M =29 g - mol™*
— Rapport des capacités thermiques de ’air : v = 1,4
— Constante molaire des gaz parfaits : R = 8,31 J-K~! - mol™!

31



PSI — CHOLET Cyriaque

Corrigé

1. Une masse dm posséde une énergie cinétique dE. = 5 dmwv? et donc une énergie cinétique massique :

0F, 1 1 1
eczé—n;:5v2:> 601:51}% eteQ:gv%

2. Cette masse, située a une hauteur z par rapport a l'origine des énergies potentielles, possede alors une énergie
potentielle de pesanteur § £, = dm gz a laquelle est associée une énergie massique :

0F
epzé—r::gzﬁ ep, = gz2 et ep; = gz1

Puisque la tuyere est horizontale, il s’ensuit que ep; = ep,.

3.a- La capacité thermique a pression constante C), dépend de la quantité de matiere on du gaz parfait :

R R ¢ C R
@y = T g 2 G G __ o

— = = -
P 1M PTEm M@H -1

b- Lorsque la température d’'une masse dm de gaz varie de 171 a T2, son enthalpie varie également de la
quantité :

AH:CPX(TQ—Tl) =>(5mAh=5mch(T2—T1):> ha — hy :ch(TQ—Tl)

4. L’équation (26) s’écrit ici :
Alec +ep+h) =wy +q= (ecy +€p, +h2) —(ec; +€p; +h1) =0

car ¢ = 0 (la conduite est calorifugée) et w, = 0 (il n’y a pas de travail autre que celui des forces de pression).
Ainsi :

1
ec?—eel+h2—h1:0:>5 (v%—vf):cp(Tl—Tg):cpAT

c’est-a-dire, en négligeant v par rapport a v :

R M(y—1
B apo| ar~ M0 2 | Ar s

29.1072 x 0,4
M(y-1) 27R

2
~c, AT = =L Db
2= 2x 1,4 x 8,31

%(1000)2 = | AT =~ 500K

N | =

b— Bilan d’entropie
Considérons un échange d’entropie dans un fluide en écoulement, pour lequel ’équation (21) devient :

(dS)ouvert = (dS)fermé + 5Se - 589

N

ou :

— le régime étant supposé stationnaire pour le systéme ouvert : (d.S)ouvert = 0.
— le deuxiéme principe de la thermodynamique s’applique au systeme fermé :

(dS)fermé = 05ch + 05 = dm X (Séch + scr)

les grandeurs sgc, et s désignant respectivement l’entropie massique échangée par voie thermique et
I’entropie massique créée dans le systeme fermé.
— pendant dt, il rentre dans le systéme ouvert les entropies :

0Se —0Ss =dm(s1 — s2) = —Im x As

As = s9 — 81 désignant la différence d’entropies massiques entre I'entrée et la sortie du systeéme ouvert. Il
s’ensuit que :

0 =0m X (Sgch + Ser) — OM As = | As = 83 — 81 = Seeh + Ser

c— Relation de Bernoulli
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) DEFINITION

Un écoulement est parfait si :
— les lignes de courant glissent les unes sur les autres sans viscosité et sans échanger de chaleur ;

— I’écoulement est isentropique.

Soit un fluide incompressible (= cte), en écoulement parfait (¢ = 0), stationnaire (D,, = 0) et qui n’échange
pas de travaux utiles (w,, = 0). Dans ces conditions, le long d’une ligne de courant I’équation (26) devient :

(602 +ep, + h2) - (ecl +éep, + hl) =w, +¢=0 (27)

ol 'on retrouve aux deux extrémités de la ligne de courant :
y C . 1 1 ) )
— Dénergie cinétique massique : ¢, = — E. = — X [ = dmv® | = v
om om 2
1 1
— D’énergie potentielle massique ; notamment dans le champ de pesanteur : e, = S E, = S x (0mgz) = gz
m m

— l'enthalpie massique, dont la variation est donnée par I'identité thermodynamique :

dH = TdS+Vdp=4Q+Vdp=Vdp (écoulement adiabatique)

1
= mdh="2 dp=dh=—-dp=d <p> (fluide incompressible)
1 [ 1
= h=ho+ 2 ot hy = cte
i

Ainsi, I’équation (27) conduit a la relation de Bernoulli :

1 1 1 1
5Vt + g +% =53+ gz + %2 ou encore | o v} + pgz1 +p1 = 5 w3 + pgz + p2

2 2

Exercice IS

Le clepsydre est un instrument ancien permettant de mesurer le temps a 1’aide de 1’eau qui s’écoule.

1. Dans un premier temps, le clepsydre est constitué d’un récipient cylindrique de section

constante S et est percé a sa base par un petit trou de section s < S. Il est initialement

rempli, sur une hauteur h, d’eau considérée comme fluide parfait et incompressible, de masse
volumique pu.

a- En appliquant la relation de Bernoulli a une ligne de courant, S

dont les deux extrémités A et B sont a lair libre (pression )

atmosphérique Py), montrer que la hauteur z(¢) de I’eau suit

I’équation différentielle : .

dz | 2gs? S i
=== Vs~ —\2g=zcar s < S By
dt 52 — 52 S 5

b- En déduire 'expression de z(t).
Les graduations du clepsydre sont-elles régulierement espacées ?

2. On peut également réaliser un clepsydre ayant une symétrie de révolution, dont le rayon r
dépend de z selon une loi exponentielle : 1 = A X 2™ (A et n sont des constantes).
a- Enremarquant que s < S, montrer que z(¢) suit maintenant
I’équation différentielle :

dz\? » 2\ 9
— — | ~2gz
dt S &
b- On souhaite réaliser un instrument dont les graduations

soient régulierement espacées. Quelle valeur doit-on impo-
seran?

c- En sachant que le clepsydre se vide au bout d’un temps 7', montrer que :

Ao (29227"2)1/4
m2h?2
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Corrigé

l.a- Soient z4, v4 laltitude et la vitesse du point A situé a la surface du liquide et soient zp, vy laltitude et la
vitesse d’écoulement d’eau au point B de sortie du clepsydre. Puisque la pression qui régne en A et B vaut
la pression atmosphérique Py, la relation de Bernoulli s’écrit :

L 1, 2 2
§;wA+ung+P0:E;wB—i—ung—l—PoévB—vA:29(ZA—ZB):292

Or, ’eau est supposée incompressible, ce qui se traduit par un flux conservatif :

2

S 2 S 2
vAS =vBs = vB =v4 — = vy X — — 1| =29z = v3 =2gz X (28)
s s

S
S2 _ g2

Enfin, puisque le fluide descend dans le clepsydre :

dz 2gs2 s
il S mﬁ27\/2 g\/gcars<<5'

b- De cette équation, il découle que :
® dz s [ s
z
= = 22 | dt=[2vz] = —\/29 =t
/h vz 9 S/o [ f]h 9 S

= f*fzf\/g%t: z(t):[\/ﬁfcyt]2 ou a=

S
W ®

En outre, ce résultat montre que :
d
d—j = —2a (Vh—at) = dz = —2a (Vh — at) x dt

c’est-a-dire que pendant dt le niveau de ’eau s’abaisse d’une hauteur dz qui dépend de la date ¢ de la
mesure et pas exclusivement de la durée dt de I’observation. Donc, les graduations du clepsydre ne sont pas
régulierement espacées.

2.a- L’équation (28), toujours valable, peut se simplifier :

2
52 1 S2 (mr2)2? N (dz>2 « w2 9
— 1~ — = — — | ~2gz
52 52 52 dt s g
b- En choisissant r(z) = A X 2™, ’équation précédente devient :

dz\2 w2Atz4n dz\?2 2s52g
— ) x——=2¢2=>(— ) = x zt=4n
(dt) s2 g ( ) w2 A4

dz
Or, si I’on souhaite que les graduations soient régulierement espacées, il faut imposer que = ne dépende

1
pas de z, c’est-a-dire | n = 1

c- Dans les conditions précédentes, on souhaite que la variation Az = —h de hauteur de fluide se fasse

pendant At =T :
1/4
dz 27 _ (Az 27h2 _ 2s2g A 252972 d
@) ~=\&) " T A (e

Exercice IS

L’objectif de cet exercice est de montrer qu'un écoulement dans un gaz a une vitesse inférieure
a celle du son peut étre considéré comme incompressible. Pour cela, choisissons deux points A et
B a la méme altitude, ou le gaz en écoulement se trouve aux pressions respectives P4 et Pg. En
A, T'écoulement se fait avec une vitesse v4 # 0 tandis qu’en B un obstacle empéche ’écoulement

(’UB = 0)
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PAZA UBOEPB

On admettra que dans un gaz de masse volumique p et de coefficient de compressibilité isentropique
Xs, la célérité du son vaut :

I 1 ((‘M) définiti
Cs = ouxs=— | == par définition
VXsH pw \OP /g4

1. La définition du coefficient x, suppose que pu = u(P,S). Ecrire up = u(Pp,S) en fonction de
pa = p(Pa,S), de AP = Pg — P4 et de xs. On supposera que AP < Py

2. En admettant vérifiée la relation de Bernoulli entre A et B, exprimer AP en fonction de pgy
et vy.
— A
3. Le gaz est considéré comme incompressible si LE—lA < 1. En déduire que cette hy-

. o HA Ha
pothese est vérifiée lorsque v4 < cs.

Corrigé

1. Supposons AP = Pp — P, assez petit pour justifier le développement limité :

o o
w(Pg,S) =~ p(Pa,S)+ (Pgp—Pa (—) ou (—) =KXs
( ) ( )+ ( ) 9P ) p, s aP) ps
Ap
= | pB 2 pa+AP X paxs :>“—A:APXS (29)

2. Entre A et B la loi de Bernoulli s’écrit :

1 1 1
3 Havh + Pa+pgza = o pavh + Pp + pgzp = 5 pavi + Pa = Pp car vp =0 et 24 = 2

ou 'on a admis que p varie peu entre A et B. Par conséquent :

1
AP:PB—PAziqu

3. Le résultat précédent permet d’écrire la relation (29) sous la forme :

Ap 1, 1 vy
— ~ —v5 X =-x =
pa 2 A paxs =5 c2

Or, on peut considérer le fluide comme incompressible si Ay est petit devant p, c’est-a-dire :

2

A 1v
—“<<1=>——‘2“<<1:>v?4<<c§:> Vg K Cs
KA 2 cg

d— Perte de charge et énergie

Lorsque des forces dissipatives s’exercent dans le fluide supposé incompressible, elles se traduisent par un

travail massique résistant wg = — |wy| dans Péquation (26) :
(ecy +€p, +ho) — (e, +€p, +h1) = wy+g+wgotw,+g=0
1 1 1
= §U§+922+;(P2—P1)— 5”%—921 = — |wd

1 1
= 5PV Fpgz+ Pr= g pvi+ pgar + Py — wdl

Appliquée a une conduite cylindrique horizontale, de section S constante, cette équation devient :

P,=P — \wd| car Sl’Ul = SQUQ = U1 = V3
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ce qui montre que les pertes de charge AP = P, — P, > 0 ont pour origine une perte d’énergie. En outre, si
21 = %2, I’équation s’écrit :

1 1 1
§PU§+P2:§PU%+P1—|wd|=§pv%+P1—AP

1
ce qui justifie que la perte de charge singuliére soit définie proportionnellement a 3 pv?

1
AP:f><§,ov2

(-5) o

DN | =

ou, comme indiqué en page 20, le coefficient f dépend de la singularité. Par exemple, f =

2
S . fs s .
f= (1 — E) dans les cas respectifs d’un rétrécissement, d’un évasement...

e— Débit-metre

Il s’agit d’un dispositif (schématisé ci-dessous) permettant de calculer le débit d’un fluide en mouvement
dans une canalisation, a partir de la mesure de la hauteur A du fluide entre au moins deux tubes verticaux.

P()
A
h Py
B
ZA
A!
g 2B

"

S 4 B/

T UAO - —eeme e ----é” = -}-B- »2=0
) 4 By vp

On supposera le fluide parfait, incompressible, homogene, irrotationnel, de sorte que la relation de Bernoulli
puisse s’y appliquer. On admettra également qu’en tout point d’une section droite de la canalisation la vitesse
est uniforme. Enfin, 'aire de cette section passe de S4 & S < S4.
— La relation de Bernoulli s’applique entre les points entre les points A” et Ag, ot v4r = Vu, = vg (les deux
points appartiennent & la méme section droite) et z4, = 0 ('axe de la conduite est choisi comme référence
des hauteurs) :

1

PA0+2

1
/’“)1240 = PA” —+ §M vpr = 0+Mng// = PAO = PA” +,UgZA" (30)

— Les points A’ et A” sont infiniment proches (z4: =~ z4~) et un équilibre des pressions (P4 = P~ ) assure
Pabsence de transfert de fluide entre le tube vertical et la canalisation horizontale. Ainsi, I’équation (30)
devient :

Pa, = Par + pgzar (31)

— Dans le tube vertical, I'immobilité du fluide permet d’y appliquer la loi de la statique des fluides :
Py = Pa+"ug(za — za/) = Par + pgzar = Py + ugza car Py = Py

Ce faisant, ’équation (31) devient :
Py, = Po+ pgza (32)

— Le méme raisonnement, appliqué aux points B, B’, B, By conduit & une relation analogue :
Pp, = Py + pngzp (33)

— La relation de Bernoulli peut également s’appliquer entre les points Ag et By :

1 1 1
S wok, = Pp, + 5 i, = 5 p (vh, —v4,) = Pa, — P, = g (24 — z8) = pgh

P
40 T 5 2 2
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— Enfin, 'incompressibilité du fluide implique que :

S 1 Sz 2ghS?
SAUAOZSBUBO:>UB[):§UAO:>§1)A0 <S—§—1> =gh = vy, = Szgfs%
B A B

ce qui fournit I'expression du débit volumique comme fonction de A :

2gh

Qv = Savo = Sava, = | Qv =5458B 2 _ g2
A~ B

f— Tube Pitot

Le tube Pitot est un dispositif qui permet d’évaluer la vitesse d’un avion par rapport a l’ai ambiant. Il

contient :

— une prise d’air dynamique, matérialisée par un trou (A) dirigé dans le sens du déplacement de I’avion. La
pression de lair y vaut P4 tandis que la vitesse de lair vaut v4 = 0 (en régime stationnaire, le tube arréte
lair).

— une prise statique matérialisée par un trou (B) dirigé perpendiculairement & I’écoulement de 'air (en
général situé sur les cotés de l'avion) et qui ne s’oppose donc pas & cet écoulement; on note vg # 0 la
vitesse relative de 'air et Pp la pression de l'air en B.

— une capsule anéroide, qui peut se déformer grace a la différence de pression AP = P4 — Pg de part et
d’autre de sa membrane. Cette déformation est transcrite en m.s~! sur un écran visible par le pilote.

Yo
Po

(R A prise de prise de
P, Py tube Pitot pression  pression

statique dynamique

Soient vy et Py
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