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Physique quantique et statistique

I Physique quantique

1- Equation de Schrodinger
a— Présentation

Contrairement & la physique classique, la physique quantique n’a pas pour objet I’étude du mouvement (ou
des trajectoires) des particules, mais leur probabilité d’occuper des états.
Ainsi, pour une particule assujettie & se déplacer sur une seule dimension (Ox), la probabilité que son abscisse
soit comprise entre = et x + dx a 'instant ¢ sera décrite par une fonction d’onde ¥(z,t) :

0P (z,dzx) = \1/1(x,t)|2dx (1)

ol |[¢(x,t)|? apparait comme une densité de probabilité & un instant donné.

Le nouveau probléme consiste alors & déterminer la fonction ¢ (x,t) a partir d’'une équation : c’est I’équation
de Schrodinger qui se substitue au principe fondamental de la dynamique de la physique classique. Cette
équation s’inspire largement de la définition de ’énergie mécanique &, & partir de I’énergie potentielle £, et de
I’énergie cinétique &, :

1
E+E=En=> B mv2 + &y(x) = &, dans la seule dimension (Ox)
La définition de la quantité de mouvement conduit alors a :

1
ﬁzmﬁ:pzzmvméﬂpi—i—gp(x):gm

En physique quantique, cette équation fait intervenir des opérateurs !

1 ~2 ~ ~
ou : R
— Popérateur impulsion P, agit comme un simple opérateur de dérivation :
5 oY 52 5 0%
P, t)=—-1th— =P b)) =—-h"— 3
Yo, t) = —ih S0 = Bl ) = 12 3)
— opérateur potentiel \A/'X consiste en une multiplication par 1'énergie potentielle &£, (z), alors simplement
appelée potentiel 2 : R
Vitp(z,t) = V(z) x ¢(z,1)

— Popérateur Hamiltonien H qui détermine 1’évolution temportelle des états quantiques :

~ =R 31/1
H t)=ih — 4
Ut =in @)
L’équation de Schrodinger s’écrit ainsi :
h? 02y (x,t) ., OY(x,t)
—%Wﬂ-‘/(x) XZ/J(x,t)—lhT (5)

La résolution compléte de cette équation exploitera quelques propriétés de ¢ (x,t) :
» Normalisation des fonctions d’onde

+oo
/ o, £) da = 1

— 00

Cette condition découle directement de la définition (1) en termes probabilistes.

1. Les opérateurs seront identifiés par un chapeau.
2. Ne pas confondre avec le potentiel de ’électrostatique E= 7graaV!
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» Majoration de la fonction d’onde
Si une limite de 9(x,t) existe lorsque x tend vers U'infini, alors cette limite est nulle :

lim [i(z,t)]> =0 |et| Voo € R, lim [¢(z,t)]* # oo (6)
T—xT0

z—+oo

Cette condition découle de la signification probabiliste de 1(x,t) et, notamment, de sa condition de
normalisation.
En outre, la probabilité étant majorée par 1, la fonction |(x,t)|? est nécessairement majorée.
— Continuité de la fonction d’onde
La définition (3) de 'opérateur impulsion impose cette continuité :

Vao € R, lim P(z,t) = P(x0,1)

b— Etats stationnaires

| DEFINITION

Un état est stationnaire lorsque sa fonction d’onde s’écrit comme le produit de fonctions qui
dépendent séparément de 1’espace et du temps :

Y(z,t) = p(z) X g(t)

L’équation de Schrodinger (5) associée & un tel état s’écrit donc :

R () dg(t)
— 2 a(t t =ih
o g() 2 V(@) x g(0) pl) = iple) L
c’est-a-dire, si ¢ et g ne sont pas identiquement nulles :
21 d*p(x) 1 dg
. V(z)=ih— = = K(x,t 7
2m p(z) da? +Viz) =i g(t) dt () @

Or, la séparation des variables indique que K (z,t) est en réalité une constante (K) indépendante de z et de t,
de dimensions :

[K]=1[h]-T ' =[E]-T-T ' = [E] (Joules)

C’est pourquoi K est identifié a I'énergie E de la particule.
— La fonction g(t) est alors solution de ’équation :

dg(t) i

(t) = g(t) _ e—iEt/h = 1/)(.%'7t) _ 90(1') e—iEt/h (8)

a  n?

tandis que 'opérateur Hamiltonien agit sur ¢ (z,t) conformément a la définition (4) :

~ .0
Hy(x,t) = 1ha

{(p(l’) e*iEt/h] = E x p(z) e F/h = ﬁw(x,t) = FE x ¢(x,t)

ce qui montre qu'un état stationnaire est aussi un vecteur propre du Hamiltonien, avec ’énergie F
comme valeur propre. Le résultat (8) montre qu’un état stationnaire génére une probabilité de présence
0P indépendante du temps :

5P = [o(e, ) dz = [P (@) dx = (@) = | 6P = 6P(x)

— La fonction spatiale ¢(x) est alors solution de I’équation (7) :

21 d*p(x)

I 1 dp(x)
2m p(z) da?

2m da?

+V(z)=FE= +V(z) x p(z) = E x p(x) 9)

que l'on désigne comme équation de Schrodinger des états stationnaires.
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Cette derniere équation confére & ¢(z) une nouvelle contrainte :

d
La dérivée ¢'(z) = d—(p est continue en tout point xy ot V(zg) est borné.
i

Démonstration :
La fonction ¢'(x) est solution de I’équation :

n? dy'(z) 2
WO vy o) = Exple) > dgl() =~ B x g(a) 4 V() pla) da
xro+e xo+e 2%m, To+e
= /x_e dy'(z) = E/ dx—i—ﬁ - V(z) p(x)dz
xo+e To+e
= lim[¢'(z0+¢) — ¢ (0 —¢€)] = hm[ E/ dx—l—/ V(z)p(x)dx
e—0 e—0 To—€E

et la continuité de la fonction ¢(x) conduit a ’annulation du premier terme du membre de droite. Finalement :

] , , om Tote
lim[' (2o + &) = ¢'(20 — )] = 55 lim . V(z)p(z)dz

Si la fonction V(x) est bornée, l'intégrale de droite s’annule et :
lim ¢’ = lim¢'(zg —
lim' (2o + ¢) = lime'(wo —¢)

montre que ¢’(x) est continue. Dans le cas contraire, rien ne peut étre prédit concernant la continuité de ¢’ (x).
Deux états stationnaires de méme énergie F, translatés dans le temps, ne peuvent par étre distingués.

Démonstration :
Soient i1 (z,t) et Po(x,t) = ¥1(x,t —to) deux fonctions d’onde simplement translatées dans le temps, associées
a une méme énergie E :

P1(x,t) = e FP p(z) = 6P1(2) = |p(2)* do

et
Pa(x,t) = Yi(z,t—to) =e FUT0)p(z) = e Flo/l o (2,1)
= [pa(x,t)]* = Y1 (2, 1)> = | 6P2(x) = 0Py ()

2— Particule libre
a— Particule non localisée

Considérons une particule libre (donc V(z) = 0Vx € R), occupant un état stationnaire d’énergie E. Sa
fonction d’onde v(z,t) = @(x) e F4/" vérifie alors I'équation de Schrodinger (9) :

B2 d%o(x) d*o(z)  2mE
" 2m da? wlz) = dx? + h? plz) =0 (10)
dont les solutions sont déterminées par F :
— Si F <0, il existe un réel q tel que :
2mFE d%p(x)
2 2 _ _ T —qx
¢ =5 >0= w2 ¢ p(x) =0= p(zr) =Ae! + Be™1

Dans ce cas, quelque soit le signe de ¢, ¢(x) n’est pas majoré (si A et B ne sont pas nuls), ce qui invalide
cette solution.

- Si E =0, il existe deux constantes a et b telles que ¢(x) = ax + b. Or ¢(z) ne peut étre bornée que si
a = 0. Donc ¢(z) = b et la condition de normalisation impose :

+oo —+oo
1:/ |<p(x)|2dx:|b|2/ dr=b=0= ¢(x) =0Vr

— 00 — 00

ce qui invalide également cette solution.
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— Si E > 0, il existe un réel k tel que :

_ 2mFE

2
k 2

>0

d*o(x)

12 + k2 o(z) =0= ¢(x) = AelF® 4 Beike (11)

Or, en tenant compte de la loi de Planck-Einstein : F = Aw, la fonction d’onde :

w(x,t) _ cp(x) e—iEt/h _ <)O(x) e—iwt = ’l/)(l’,t) _ Aei (kx—wt) + Bei(—kw—wt)

fait apparaitre deux ondes de De Broglie : ¢, (z,t) = ol (ke=wt) ot Yoz, t) = Bel(7kz=wt) qui se

propagent respectivement dans le sens

des abscisses croissantes et décroissantes.

Ces solutions semblent alors décrire correctement le phénomene physique, d’autant plus que la condition
E > 0 est compatible avec les états de diffusion de la mécanique classique, qui décrivent le mouvement
d’un corps échappant a la force attractive centrale.
L’analogie des solutions 1 4 €t P 5 avec les ondes suggere plusieurs remarques :
— La particule de masse m et de vitesse v posséde une quantité de mouvement p = muv reliée a k grace a la

loi de Planck 3 :

p=nhk
— Les ondes ¢, (ou QB) sont associées & une relation de dispersion (grace a la relation (11) entre F et
k) :
2mE  2m hk?
2 _ _ —
S N T

et donc a des vitesses de phase et de groupe :

Vg

Bk de Bk
kE~ 2m 97 dk T m

~

L’ensemble de ces résultats semblent donner une signification satisfaisante aux solutions 1 A(:E, t) et ¢ B (z,t) en

termes de propagation de particule. Cependa:
— A toute date t, la particule décrite par

OP(

Elle est donc non localisée, bien que

nt, ces solutions rencontrent quelques écueils :
Y, possede une probabilité de présence :

,t) = ¢, (z,1)]* = AP = cte

semblant se déplacer!

— sa vitesse v est liée a la quantité de mouvement p = mv et a la loi de Planck :

v
p=hk=hk=mv=|vy=-etvy =0

2

S'il existait un paquet d’ondes, '’expression de v, ferait sens, ce qui n’est pas le cas de v pour une onde

monochromatique.

— La condition de normalisation de ¢ , (z,t) impose :

1:/11%@,4

+oo
(z,t)|? dz = \A|2/ dz = |A]? =0

— 00

ce qui n’est pas acceptable physiquement !

3. Cette loi est une émanation directe de I’énergie relativiste proposée par Einstein :

E = \/p2c2 + m2ct

» Pour une particule sans masse : E = pc = hw (d’aprés la loi de Planck-Einstein), c’est-a-dire :

pc = hkc = p=hk

v
» Pour une particule de masse m, non relativiste (— < 1) et de quantité de mouvement p = mv :
c

E = \/m2c* + m2v2c? = mc?

2

1/2
1+U— / ~ mc? 1—i—lf :>E~mc2-|—lmv2
c? - 2 ¢ - 2

ce qui révele existence d’une énergie de masse : E,, = mc? qui accompagne 1’énergie cinétique.
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b— Paquet d’ondes

Les développements précédents suggerent qu’une particule, libre de se déplacer sur un axe infini, ne peut
étre représentée par une simple fonction d’onde de De Broglie, mais plutét par un paquet d’ondes. A cet
effet, définissons une densité spectrale F(k) qui décrit les fonctions d’onde associées & la particule libre dans
Vintervalle [k, k + dk] : ¢, (z,t) = 1o el (ke=wt) ogt remplacé par

5, (2,t) = dupg e B0 ot Gypg = F(k) dke

ce qui conduit & définir la fonction d’onde par :

P(x,t) = / F(k)e k=<t qg; (12)
R
Par exemple, choisissant cette densité constante sur un intervalle limité [kq, k2] :

Lt
F(k’):A:CterG [kl,k'g] 7?](1 A ‘MM
F(k) = 0 sinon WEE N ky = ko + Ak

ki = ko — Ak .

ki ko k

En imposant Ak < kg, il sera possible d’effectuer le changement de variable :
k =ko+ e avec € € [-Ak, Ak]

ainsi que le développement limité sur w, relié & k par une relation de dispersion w(k) :

d
w(k) = wiko + &) = w(ko) + ¢ di]: = wo +ew) (13)
ko
La fonction d’onde (12) devient ainsi :
k2 bo [AF )
1/)(1‘,t) — / Ael(kmfwt) dk = 22 / el[(koJrs)zf(wngswo)t] de
ks Ak J Ak

do | Bk
- 70 el(kow—wot) / el(m—wot)a de
Ak —Ak

1][}0 ei(kgmwat) y ei(sz[)t) Ak _ efi(szét) Ak y 1
Ak/2 2i xr — wyt

= | Y(z,t) =g gl(kor—wot) sin.[Ak (z — wjt)] (14)

La probabilité de présence de la particule est alors décrite par sa densité :

[ (x,t)|? = b3 sin? p(x,t) ott ¢p(x,t) = Ak x (x — wit)

La fonction sinus cardinal qui apparait semble alors confiner la particule dans un

intervalle [¢1, ¢o] = [—, 7] autour de ¢g = 0. |42
Cette probabilité se déplace dans le temps de maniere a ce que :
/ / dx /
plr,t)=dg=>r—wyt=0=>=wjt=> — =w,
dt _ _ o
P1=-T () P=T
N . C N . dz ,  dw hk
c’est-a-dire avec une vitesse qui s’identifie & la vitesse de groupe : T w) = T Vg = —.
m

4. Cette approche est & l'origine de ’emploi des transformées de Fourier (cf. page 39) :

Wz, t) = /RF(k) emiwt  oibT (k= \/% /R{pv(k,t) e*® dk ot ¥ (k, t) = V27 F(k) e 1wt
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— Si Pobservation se fait & une date ¢, fixée, la courbe |[¢|> = f(¢) s’atténue trés vite des que |¢| > 7. Le
paquet d’ondes se trouve donc presque complétement contenu dans un intervalle [z1, 23] tel que :

{ $1=-7 :{ Ak x (z1 — whto) = —7

d)Q:ﬂ' AkX(lL’Q*Wéto):’/T
Ainsi, I'écart-type Az permet 'encadrement x = xy + Ak (ou xg = vty), c’est-a-dire :
T9 = xg + Ax N
= x9—x1=2Ax=2Ax Ak =27 oup=hk
T =209 — Ax

= | Az Ap=nh

Cette relation confirme 1’inégalité d’Heisenberg établir a la page 50 :

Ax Ap >

| >

— Si 'observation se fait en une position xq fixée, le paquet d’ondes apparait a une date to, telle que :
b2 = Ak x (z0 — wytz) = 47
et disparait a une date t; telle que :
¢1 = Ak x (zo —wity) = -7
Sa "durée de vie" en xg vaut ainsi At = t; — ty telle que :
Ak x wy At =27
Or, d’apres la décomposition (13), w évolue dans l'intervalle [wq, ws] tel que :
wy = wp + Akw) et wy = wy — Akw) = w = wy + Aw

Ainsi, I'écart-type Aw vaut :
, AFE
Aw = Akwy; = waAt:27ravecE:hw$Aw:T

= AExAt:27rh>§

c— Courant de probabilité

Si la particule est confinée dans un espace limité [a,b] (elle part d'un émetteur en x = a vers un récepteur
en z = b), 'onde de De Broglie A(m, t) peut la décrire sans transgresser la condition de normalisation.
La propagation de A(x,t) est alors associée a un courant de probabilité, défini par un vecteur densité 7,
par analogie avec I’électromagnétisme : J.,, = p¥ ou p désigne la densité volumique des charges mobiles et ¥
leur vitesse.

— En physique quantique, la définition §P = [t(x,t)|? dz (ou §P = [1(F,t)|? d7) introduit la définition de

la densité de probabilité |(7,t)|2.

— La loi de Planck : p=mv = hk permet d’exprimer la vitesse de déplacement d’une particule

Ainsi, par analogié :

LRk Nk >
7= SR et | 1l = = (. b) (15)

Appliquée a 'onde de De Broglie QA(% t) = Aelke=w) cette définition fournit :
hk
= — |A|? 16
o= o 1A] (16)
En revanche, elle peut devenir ambigué dans d’autres cas (par exemple avec la fonction d’onde (14) ou k

s’identifie vraisemblablement a kg ?)
Dans ce cas, il existe une expression plus générale :

7= %R {7’”1 %p} ot Vo = grad o (z, t) (17)
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Démonstration : Utilisons a nouveau les analogies avec 1’équation de continuité de ’électromagnétisme :

o, Op _ . Op
dlvy+a—0:> le]—at
ou : 5 o o0
p =l O = s = L == 4y

ot ot ot
Or, ’évolution de ¥(7,t) suit 'équation de Schrodinger (& 3 dimensions) :

—h2 371/,

. N

ot
o*
ot

2
o Ay vyt = iny
2m

2
= fh—wAw* +Vyyp* = —ihy
2m

B T AN - .
= (¢ L at>2m<¢ A — o Ap*)
h2
= divi= 5 (97 A - g AYY)

Quant a la relation d’analyse vectorielle entre un vecteur « et un scalaire « :
—
div(at) = a divi+ grada - @
elle devient, avec o = ¢* et 4 = ?w =divi= Ay :

{ div(* Vo) = " Ag + Vo - Vo
div(e Vo) = Ag* + V- Vo

c’est-a-dire :

h ho[y*
divji= 5 div [1/)* Vi — @NM*] = T=5- Vl Vo + % ?w*]

Ainsi, en notant Z = w— ?w et son conjugué complexe Z* = E ?w*, il apparait que :
i —i

EEZ M i j:h%{w,*%}
m m 1

=y
Il
S

2

Application : Avec la fonction d’onde (14) :
Y(x,t) = g e For=w0t) gin [Ak (z — wht)] = o /@ sin, ¢(x, t)

la définition (15) fournit :

LRk, .
J= Ew(Q) Slng P(z,t) (18)
tandis que :
' dsin,
T = 10 50 x [iky sine o(s,) + sin (0] s o s = e
donne & l'expression (17) la forme suivante :
h i .
J = po R {7’[10 e sing ¢ x 1 e (kg sin, ¢ + sin’, ¢)} Uy

h hk:
= —R{uf (ko sin? ¢ — i sine ¢ sin} ¢) } i, = WO% i, sin? ¢

compatible avec avec 'expression (18) et qui confirme qu’'un courant de probabilité se déplace de maniére &
maintenir sin? ¢ maximum, c’est-a-dire avec :
dw

M) =05z —uft > v—uh= 2y,
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3— Particule dans un potentiel fini
a— Marche de potentiel

Etudions les états stationnaires d’énergie E > 0 :

U(z,t) = p(x) e B = p(z) e7IW

d’une particule émise depuis © = —oo dans un potentiel V' (x) défini par morceaux :
2 cas a
0 pour z < 0 (domaine 1) Vor———VW(2)
V(z) = . E .
Vo > 0 pour z > 0 (domaine 2) cas b
o ®
L’équation de Schrodinger des états stationnaires (9) de la page 2 :
B2 d%p(x) d*o(z)  2m
o AT V@) pla) = Bela) = | T+ T B - V@) ee) =0 (19)
fournit immédiatement les équations conduisant a ¢(x).
Casa: E>Vy>0:
Dans le milieu (1), '’équation (19) s’écrit :
d? 2mE
#1(2) + k% o1(x) = 0 avec ky = MY car V(z)=0 (20)

da? h2

et admet alors pour solutions :

(pl(l’) = A eiklx + By eiiklz ou (Al, Bl) eC

lesquelles solutions sont associées aux fonctions d’onde (1) = p(x) et :

’(/)1 (J?,t) = Al ei(klz—wt) et wr(x,t) = Bl ei(_klm_‘*’t)

qui caractérisent respectivement une onde incidente, qui se déplace vers la droite et une onde réfléchie, qui se
déplace vers la gauche.
Dans le milieu (2), I’équation (19) s’écrit :

d*p(x)
da?

et admet aussi la solution générale :

2m
+ k3 po(x) = 0 avec ky = W (E—VW)

@2(13) = A, eikzx + B> eiik2z ou (AQ, BQ) eC
auxquelles sont associées les fonctions d’ondes :
wt($7t) — Ag ei(szfwt) et q%(x’t) = B, ei(fkgmfwt)

La premiére décrit une onde transmise dans le milieu (2) et se propageant vers la WQ\/’/@V, U,
droite, tandis que la seconde décrit une onde incidente dans le milieu (2) qui arrive a \}Qf\/\/
Iinterface (z = 0) depuis une source située en x > 0.

Or, une telle source n’existe pas ici et c¢’est pourquoi on pose By = 0. Il reste ainsi :

po(x) = A e*2% oft 4y € C

Les solutions ¢1 () et w2(x), ainsi que leurs dérivées, doivent également satisfaire aux conditions de continuité
enz=0:

Ay

= =
]{31A1 — lel = k’gAQ kl + k2

Ay + By = Ay k1A + k1 By = k1 As 4 2k
k1A1 — ki1B1 = koA ?

2k k1 — ko
= B =4,—-A;=A —1)=| B = A
! 2 ! 1<k1+k2 > Ykt ky
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Aux ondes de De Broglie incidente, réfléchie et transmise sont alors associés des courants de probabilité de
hk

densités (15) 7= — |[o(z,t)|* :
m

_ hky

hkl hkl

. hk . . - ~ -
Ji= — i )Pty = — AL 2ay Jr= —— (@, )P e = —— |Bi P,
m m m m
. hk . hk -
G = Wl )P i = — 2 | Aol
m m
a l'origine des coefficients de réflexion et de transmission :
re il || g 1Bl _ (m —k2)2
173 1 [Aw? ey + k2
et :
~ 7l ko <A2)2 ko 4k3 4k ko
T== =T=—|—-—) =—X—"—=|T=—""—
173 I k1 \ A1 k1 (k1 + k2)? (k1 + ko)?

Remarques :

— L’égalité | R+ T =1 | traduit la conservation de la particule a 'interface = = 0.

— En l'absence de marche de potentiel (V5 = 0), 'égalité ky = ko se traduirait par R =0 et T =1 : aucune
réflexion ne serait alors observée pour une particule qui se propage simplement vers la droite.

— D’existence d’un coefficient T # 0 montre que la particule présente une probabilité non nulle de se
propager dans le milieu (2), ce qui est compatible avec la mécanique classique qui prévoit également cette
possibilité lorsque E > Vj.

Casb: Vg >FE>0:
Dans le milieu (1) la fonction d’onde vérifie la méme équation différentielle (20) que précédemment, auquel cas
la solution est aussi la méme :

o1(x) = A1 e + By e ™ avec (A1, B;) € Cet k = 27;;7213
a 'origine des mémes ondes de De Broglie :
Yi(x,t) = Ay el(ke—wt) of U (x,t) = By el(—hz—wt) (21)
En revanche, avec E < V; dans le milieu (2), ’équation de Schrodinger devient :
Leale) 20 Vi pale) =0+ T ) —0avec =\ R (—B) ()

et a donc pour solution générale :
pal) = Ap e~ 4 By e”

Or, puisque |p2(z)|? doit rester bornée, lim |po(x)| ne peut pas tendre vers I'infini , ce qui impose By = 0 :
T—0o0

o) = Age™ T | = | ohy(a,t) = Age 17 et

La condition de continuité des fonctions d’onde et de leurs dérivées en z = 0 impose aussi :

Ay + By = A, hAy+ kB =ikAy | 2k
kA, —ikB; = —qA, ikA; — kB = —qAs 2Tk —q !
2ik ik
= 31:A27A1: - ! -1 A1:> Blzl+q
ik —q ik —q

5. Cette condition s’écrit aussi :

lim [|Ag|?e™29% 4 |By|? €9 + 2R{ A3 B3}| # 0o = lim [|Ba|?e®*] # 00 =| By =0
xr—r o0 &Tr—r 00
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Pour les ondes de De Broglie (21) du milieu (1), les densités de courant de probabilité sont correctement décrites
par la relation (15) :

(2, 1)) = |A1|2ugc et J, =

hk .
((Z‘,t)‘2 = E |Bl|2 Uy

et conduisent au coefficient de réflexion :

- 2
I3l _|B
AR

I

R R=1

En revanche, cette définition de 7ne convient pas pour 'onde transmise dans le milieu (2) olt &; n’est pas défini :
wt(l‘7t) A2 e I® e*lwt = 7/]t _ e*qa: iwt = 6% —q Ag o7 efiwt 'Jz

La formule (17) apporte cependant la réponse attendue :

o= E %{th ?@/;t} = E 3?{426_” elvt x (—qAye™ % e Wt ﬁm)}
m i m i

h -
= —ER{qi|A2|2e_2q”3 iy} = Jy =0 car g e R™™
m

Izl
Remarques :
— L’identité R+T = 1 demeure encore valable et rend compte de la préservation de la particule a 'interface
z=0.

— Les valeurs de R et T montrent que la particule se réfléchit dans le milieu (1), puis se propage vers la
gauche, alors qu’il n’y a pas de propagation dans le milieu (2).

Cependant, la probabilité d’y trouver la particule n’y est pas nulle : ¥ V(z)
Yy e,
e (a, t)[* = |Az|* e 7247 2 0 \/\MW
Cette situation rappelle l'effet de peau rencontré en électromagnétisme. @ @ I

— Cette probabilité de présence distingue la physique quantique de la physique classique, qui interdit le
franchissement d’'un mur de potentiel des lors que FE,, > F,.

— En revanche cette situation est compatible avec I’électromagnétisme, qui prévoit ’existence d’une profon-
deur de peau non nulle pour une onde arrivant sur la surface d’un conducteur ohmique de conductivité
finie.

b— Barriére de potentiel

Considérons maintenant une particule de masse m, d’énergie £ > 0, émise vers la droite par une source (en
z < 0), qui rencontre en & = 0 une barriére de potentiel, d’amplitude V;, > E, définie par :

Vi
Vo pour z €]0,a] (@)
V(z) = . Vo
0 sinon .
ce qui permet de délimiter trois domaines : @ @ G ® x
— Dans le domaine (1), 'équation de Schrodinger (19) de la page 8 :
Lo L 2 e v pe) =0
A2 2 =
s’écrit aussi :
2mE
d(pé )+k2cp1(x):0oi1k: T;; e R (23)

et admet donc la méme solution générale de la page 8 :

p1(x) = A e*® 4 By e * avec (A1,B;) eC

10
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qui génere une onde de De Broglie incidente v;(z,t) et une onde 1, (z,t) réfléchie :

G, t) = p(@) e " = | Yyi(w, 1) = Ay 9 Tet | gy (a, 1) = By el TR

— Dans le domaine (2), I’équation de Schrodinger s’écrit :

d%ps(x 2m d?py(x . 2m .
%JFF(E*VO)%(J?):Oé#g)*qzw(l’):oou q= F(VO—E)GHW

et génere la solution générale :

pa2(x) = Ay e? + By e 9% avec (A, By) € C

— Dans le domaine (3), '’équation de Schrodinger est la méme que I'équation (23) et produit donc une

solution analogue : . '
@3(f) — A3 elkz + B3 e—lkw

et donc des ondes de De Broglie :
U(x,t) = o(x) et = oy (z,t) = Az el(hr=wt) of Y (x,t) = B3 ol (Tha—wt)

La premiere onde décrit une onde qui se propage dans le domaine (3) vers la droite, alors que la deuxiéme
décrit une onde que se déplacerait vers la gauche. Or, en ’absence de source en x > 0, cette onde n’existe
pas. Il reste alors :

@3(z) = Az e*® = oy (x,t) = Az **=Y) qyec A3 € C

Ces calculs décrivent la situation suivante :

V()
Vi
oV o "o

La particule arrive sur la barriere en = = 0, présente une probabilité non nulle de se réfléchir et une probabilité
non nulle de se retrouver dans le milieu (2), sans s’y propager. Or, comme ce milieu est de dimension finie, la
particule présente une probabilité non nulle d’en sortir et de se propager dans le domaine (3). Ce phénoméne,
appelé effet tunnel, ne peut étre prévu que par la physique quantique (la physique classique n’envisage pas la
traversée d’une barriere de potentiel Vy > E).

Les coefficients complexes Ag, As,... peuvent désormais s’obtenir & partir de la condition de continuité de ¢(x)

d
et de sa dérivée ¢'(z) = % enz=0etenz=a.
—Enz=0:
@1(0)2@2(0) N Al +31:A2—|—Bz lk'Al +1/{)BlzlkA2—|—lk‘BQ
©1(0) = 5(0) ikAy —ikB, = q Az — q Bo ikA) —ik By =qA; —q DBy
—-Enz=a
pa(a) = p3(a) = Az el + Bye 9% = Az elha qAse% + qBy e 1% = Az elk®
ps(a) = ¢i(a) qAz 1 — qBye 1% = ik Az elh® qAze1 — qBye 1% = ik Ag elh®

2qAy el = (q + ik) Az elr®
2qBy e 1% = (q — ik) Az eik®

Ces expressions de Ag et By sont alors substituées dans ’équation (24) :

digk ek
(¢ +ik)?e 9% — (¢ — ik)? e®

:1.)2 _ 2 .
21]€A1: |:(Q+1k) 7((] lk) :| Agelka:>A3:

2qeq® 2q e~ 9% A (25)

11
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Une résolution simplifiée ® permet déja une interprétation du coefficient de transmission T' = H{t” Pour cela,
Ji
supposons la barriere de potentiel assez large pour qu’il soit possible de négliger e~9% par rapport a e?® :
digk e~ ke 4igk e~ika 4qk
A3y ————— A= ————— e 1A = |A3| = ————= 71 |A
3 g thTen T g ¢ AT Ml = e e A

Les courants de probabilité des ondes de De Broglie incidente (dans le domaine 1) et transmise (dans le domaine
3):
Vi, t) = Ay BT et oy (2, 1) = AgelFr—wt)

sont alors associés au vecteurs densité de courant (15) de la page 6 :

hk hk
7 — 2 _ A 2
Tt mlwt(m)l m\ 3 Lo |4

. hk hk Ay
Ji = — Wiz, )] = — AL ]?
m m
ou :
- 2 2mE
As 4qk g 4q g 16q°k _9 = T2
As| _ Ak ga _ oy SOTE o4 i
A T Ao @R ), (- B
¢ = =
E(Vh—F
= | T~16 # e 21 (26)
Vo
Cette expression est mise a profit par le microscope a effet tunnel : pointe
—

une pointe métallique tres fine balaye une surface composée d’atomes atomes
avec leurs électrons. Lorsque la pointe se trouve a la verticale d’'un atome, '\ ﬂ

a une distance a finie, les électrons de I'atome ont une probabilité non ...

nulle de franchir la barriere de potentiel avec la pointe, ce qui crée un
courant de probabilité d’autant plus intense que a est petit.

En revanche, lorsque la pointe s’écarte d"un atome, ce courant s’annule.
L’ensemble de ces informations permet de cartographier une surface a

I’échelle atomique.

cartograhie
L’expression (107) est aussi utilisée pour interpréter la radioactivité au cours de laquelle un noyau éX émet
une particule a (noyau d’hélium §He) et devient un noyau fils é:X’ :

AX — SX' +4Heavec A=A +4det Z=2"+2

Le modéle de Gamow assimile la particule « & une particule de charge g, = 2e, initialement confinée dans le
noyau pere (de rayon R) et pouvant s’en extraire.

s . . . X/
Le noyau fils, de charge gx» = Z’e (de rayon R), crée a une distance r un potentiel électrostatique V' (r) = 4;Jr£0r
. o . 27'e?
dans lequel la particule o acquiert I'énergie potentielle £,(r) = g, V(r) = Incor pour r > R.
6. Le calcul exact se méne de la maniére suivante :
T 16 g2 k2 _ 16¢2k?
T (g2 +k?) (em29a fe290) 4+ 12¢2k2 — 2¢4 — 2k D
avec :
1
sinh?(qa) = 1 (€29 4 e729% _ 9)
= D= (q2 + k2)2 [4 sinhz(qa) + 2]+ 12 k% —2¢* — 2k* = 4((12 + k2) sinh2(qa) + 16 ¢ k>
16 k242 1
= T = =| T=
4 (q2 + k2)2 sinh®(qa) + 16 k2¢2 (¢® + k32 5
14+ ————— sinh“(qa)
4k2q?

12



CHOLET Cyriaque Lycée Charlemagne

Avant d’étre émise, la particule a se trouve confinée a l'intérieur du

noyau pere (domaine intérieur pour r < R) avec une énergie potentielle Energles
inconnue, mais sirement négative pour assurer une certaine stabilité a Barriére de potentiel
latome.
En revanche, lorsque la particule o est émise avec une énergie F, son E
énergie potentielle vaut £,(r). / ]\gp(r)
T

Pour étre émise, la particule « doit franchir une barriere de potentiel

dont la hauteur dépend de r.
On peut alors montrer que le coefficient de transmission 1" vérifie :

Re [om A
InT ~ -2 — £ —Fldr~——+1B
n /r:R h2 [p(r) ] r \/E

——R R
Intérieur Extérieur

Z/ 2 4 2zl
on A=2¢ V2met B= — Rm &2
2h h T
c— Puits de potentiel infini
Une particule de masse m et d’énergie E, est confinée dans un puits de potentiel V(z

3
3

a une dimension de largeur a et de hauteur infinie :

©

[LLL1B Ly 5
=

V(z)=

00 sinon

{ 0 pour z €]0, af

S [NITTTETTITITTTY

Nous allons étudier les états stationnaires associés a cette particule et décrits par une fonction d’onde :

w(% t) = 410(37) e_iEt/h = QD(J)) e~ iwt

Cette configuration délimite trois domaines :
Dans les domaines (1) et (3), la particule ne peut pas exister, sinon elle pourrait y acquérir une énergie potentielle
infinie. Cette contrainte impose :

p1(x) =0 pour x < 0 et p3(z) =0 pour z > a

Dans le domaine (2), la particule est libre et son comportement est déterminé par I’équation de Schrédinger
(19) de la page 8 :
d*po(x)  2mE

2 T [E-V(@lea(z) =0 (27)
. I . o m|E|
— Si E <0, il existe un réel positif ¢ = 2 tel que :
d2
T 2 o) = 0= pa(e) = A coshlr) + B sinh(ge)

ou les conditions de continuité imposent :
lim po(z) = lim ¢1(z) = A =0= ps(x) = B sinh(qz)
z—0t z—0~

et
lim @o(x) = lim+<p3(x) = B sinh(qa) =0= B =0car qa #0
r—a

T—a—

Cette solution impliquerait que po(x) = 0Vz €]0,a[ et donc la disparition de la particule; elle ne peut
étre retenue.
d®pa(z)

— Si E =0, équation (27) : % = 0 a pour solution :
x
po(x) = Ax+ Bou (A,B) e C

Or, les conditions de continuité en z = 0 et en x = a imposent :

lim ga2(x) =0= B =0= ¢y(z) = Ax
z—0t

et :
lim po(z) =0=>Axa=0=>A=0cara #0

r—a~—

Cette solution doit également étre rejetée car @o(x) = 0 signifierait que la particule existe nulle part !

13
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- Si E > 0, équation (27) :

d’ 2mE
7;0;?) + k% pa(z) = 0 avec | k% = 7;;2 (28)
a pour solution :
pa(z) = A sin(kx) + B cos(kz) ou (4,B) € C
Les conditions de continuité imposent alors :
lim po(z) = B =0 = @a(z) = A sin(kz)
z—0t
et
lim pa(z) =0= Asin(ka) =0=ka=nr=| k= I avec n € N** (29)
T—a~ a

Quant a la constante A, elle doit convenir a la condition de normalisation :

+o00 +o0 .
be / [¢a2(z, )| dz :/ |pa(2)[* dz = |A|2/ sin? (@) dx
0 a

— 00 — 00

_ |A\2/ 1 — cos(2nmz) dz = |A[? x a 1 <in 2nmx AP x a
0 2 2 dnm a 0 2
2
= |4|= \[
a

Le choix d’une solution réelle positive, justifié ci-apres, conduit finalement & :

on(z) = \/z sin (?) = \/z sin(kz) (30)

Remarque 1 : la constante A est choisie réelle car deux fonctions d’onde d’états stationnaires simplement diffé-
rentes par un argument complexe décrivent le méme phénomene. Ainsi, considérons les fonctions :

Yy (x,t) = A sin(kz) e et hy(x,t) = A sin(kz) e @t = Ael% e sin(kx) avec A € R

Elle fournissent, a chaque instant, les mémes probabilités :

0Py (z,t) = |1/}1(x,t)|2 dz = 0Pa(x,t)

0
et 'introduction de argument complexe ne provoque qu’une translation dans le temps de At = U
w

Yol t) = p(x) !9 = () e W0/ | 4o (2, 8) = oy (x,t — At)

qui n’est pas suivi d’effet physique pour les ondes stationnaires.

Remarque 2 : k est choisi positif car k et —k décrivent les mémes phénomenes physiques. C’est une conséquence
de la premiére remarque avec 6y = 7, qui justifie les conditions (29).

Remarque 3 : Les énergies des états stationnaires sont quantifiées car, d’apres les relations (28) et (29) :

h2 2h2
E=—"(2=| B, =n?Z
2m

2ma? (31)

. a AT
otm € NT™ car n = k x — avec k x a > 0. Ainsi, & chaque valeur de E,, correspond une seule valeur de n,

T
c’est-a-dire un seul état : les niveaux d’énergie ne sont donc pas dégénérés 7. Notamment, les fonctions
d’onde v, (z,t) associées aux énergies F,, sont normées et orthogonales :

<¢n(’£, t)\¢m(x, t) >= Omn

7. Un niveau d’énergie E est dégénéré si plusieurs états stationnaires différents posseédent cette énergie. La dégénérescence aurait
pu s’observer ici avec des états :
5 wh?
2ma?
si n avait pu prendre des valeurs négatives. Dans ce cas, les états 91 (z,t) et ¥_1(x,t) auraient eu la méme énergie E7.

¥ (@) = pa(@)e  Pnt/h ot By =

14
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Démonstration : Si m #n :

<t (x,t) |0 (x, t) >

nmc . mnx —i
/\/751n elfnt/h o \/751n< )e Emt/h Qg
a
2

_ i(En—Em)t/h o |

ou l'intégrale I vaut :

I = /Oasin(m;x) sin(?) dx—;/oacos[(n—m)ﬂf} —;/Oacos [(n—i—m) a}dx

1 ‘o “
= 3 [(n—a7n)7r sin(n —m) 7;1‘:| - = [W(na—t—m) sin(n +m)7raxh = 0 lorsque n # m

etsim=mn:
<Y, 8) [ (2, ) >= / o () pn(z)de = / |on(x)|? dz = 1 (normalisation)
R R

Remarque 5 : Puisque n > 1, la relation (31) montre que :

w2 h?
E 2 = o5 — Econ 2
2ma? f (32)

c’est-a-dire que énergie de la particule confinée dans I'intervalle = € [0, a] prend une valeur minimale non nulle;
c’est ’énergie de confinement qui est un phénomeéne général et spécifique a la physique quantique 8.

d- Energie de confinement

L’étude précédente a révélé une propriété spécifique a la physique quantique : 1’énergie d’une particule
confinée est quantifiée et admet un minimum non nul. Les deux exemples ci-dessous illustrent 'existence de
cette énergie de confinement & partir de I’inégalité d’Heisenberg .

— Cas du puits de potentiel infini

Dauns le puits de potentiel (V(z) = 0), énergie de la particule est purement cinétique :

p? 1
E=&6+&E =¢E= 29” =><E>= o <p2>
Or ’écart-type de 'impulsion est défini par :
(Apy)? =<pi> — <p; >’<<p2>=<E>> — o (pr)

et I'inégalité d’Heisenberg permet de relier Ap,, a ’écart-type Az de la position de la particule, que I'on
assimile & I'incertitude sur sa position (Az ~ a) :

h h h
ApzxAx>§ = ApzxakgﬁAszT
a

1 R2 K2
= <bBE>>———=| <E>>
2m 4a? 8ma?

Cette expression confirme non seulement ’existence d’une énergie de confinement, mais également ’ordre
2

de grandeur E q,f o< I’ évalué par le résultat (32).
ma

— Cas de l'oscillateur harmonique a une dimension
En physique classique, une particule de masse m peut osciller au voisinage ()

d’un minimum d’énergie potentielle £,(x), avec une pulsation : &
1 d%€ d?¢,
wo =/ g > 2l = mw?
mdz? | dx 2 0 T

8. En physique classique, la particule d’énergie :
1
E= B mu? + () avec Ep(x) =0

pourrait avoir une énergie nulle si v = 0.

15
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Il s’agit d’'un oscillateur harmonique.
En choisissant £ = 0 et £,(0) = 0, la fonction &,(x) admet un développement limité d’ordre 2 :

de 1, d%¢ d
& = &,(0 et — 22 4 2L =
(@) »(0) + 2 dr w0+2$ dz? o ¢ 1z o
1
= imwg z?
et l'oscillateur posséde donc une énergie mécanique :
2 p? 1 2.2
E = 5 MY +Sp(x)=%+§mwoa: ol p =mv
1 1
= <E>=_— <p?> +§mw(2) <z?>
avec :
Az)? =<z?> — <z>2<<a®> Ap)2 1
( )2 o ) ) = <E>> (2p) + = mwj (Az)?
(Ap)? =<p*> — <p>*<<p*> 2m 2
= <E>>P?4X? (33)

ol nous avons posé :

_ Ap _ ~fmwd _ 2
P—ﬁﬁAp—P\ﬂmetX— TAm#Am— m—ng

L’inégalité d’Heisenberg impose alors :

A:rAp}%ﬁP\/%x &X}ZﬁXP}%éP}?avecao
L’inégalité (33) devient alors :
<E>> ;—Z + X% = f(X) (34)
ou les variations de la fonction f(X) peuvent étre étudiées & partir de Va Y
202 X+ —a?

R S 0| g
2a

Le tableau de variations révele que f(X) admet un minimum en X = y/«, c’est-a-dire que :

sa dérivée : (X . |
f(X) (i) +

2

F(X) > f(Va) = = +a=2a

L’inégalité (34) devient ainsi :

hw
<E>> f(X) 2 2a avec a = TO

c’est-a-dire :

hw
<E>> 70 = Fcont

L’inégalité d’Heisenberg prédit a nouveau ’existence d’une énergie de confinement positive, compatible
avec la solution 124 (page 52) que donne la résolution de 1’équation de Schrédinger :

1 hw
E = hwy <2+n> aveanNéE}—O

16
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4— Etats non stationnaires

a— Généralités

| DEFINITION

Le produit scalaire de deux fonctions complexes ¢;(x) et pa(z), noté <pi|ps>=<e;(x)|p2(z)>
est défini par :

e p— /R () X pa(c) de

Les parties spatiales des fonctions d’onde associées a des états stationnaires sont othogonales :

<Pnlom> = /R@Z(@ X O () AT = m,

Démonstration : D’aprés le résultat (92) de la page 42, les fonctions d’onde ¢, (z,t) et ¥, (z,t), associées aux
états stationnaires d’énergie F, et F,,, sont orthonormées :

<)o (t)> = /Rw;;@c,t) X () A = G
ou :

{ Ym(z,t) = e iBmt/h Om(T)

it =Bty o o Ole@0>= [ B G @) ) e =

= / on(@) pm(x) dx = e En= Bt G, = 6, (35)
R

Si, a l'instant initial ¢ = 0, la fonction d’onde a une décomposition connue sur les états propres, de fonctions
d’onde spatiales ¢, (z) :

= Z ay, n(2) ot ay, € C sont connus (36)

alors 1(z,t) peut étre connu a toute date ¢ ultérieure :

i T o (2) (37)

11 suffit de remplacer, dans la série (36), chaque terme «,, par a, e 1Bt/

Démonstration : Supposons connus les coefficients a,, de la décomposition (36). D’apres le résultat (92) de la
page 42, la fonction d’onde 1 (x,t) admet une décomposition unique sur les parties spatiales ¢, () des états

propres du Hamiltonien :
o0

Y(x,t) = Z cn(t) on(x) (38)

n=1

d’ott il découle que l'on peut écrire, a la date t = 0 et comparer avec la série (36) :

¥(x,0) :icn x) et P(x,0) = Zangon
n=1
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L’orthonormalisation ® permet de conclure que :
ayn = ¢ (0)

Quant a I’équation de Schrodinger :

h? 8%(93 t) 0Y(x,t)
t) =ih————=
C2m 022 + V(@) t) =i ot
elle peut se ré-écrire a l'aide de la décomposition (38) :
= n? d%e,(x) = dey (t)
S eal) [ =5 D v i =0 Y 5 g

ou les parties spatiales ¢, () vérifient 'identité (9) de la page 2 :

_27Lm dgi;f) +V(2) gn(x) = By gn(2)

Il s’ensuit que :

S nlt) B x e )=l g

n=1

et Porthonormalisation des fonctions ¢, (z) implique alors que :

dey, (t)

ih
ST

—iEnt/h

= | en(t) =ane

La décomposition (38) devient alors :

=3 o B, 1)
n=1

= Enca(t) = cnlt) = cn(0) e Bnt/R oy ¢, (0) = o, d’apres (39)

Si la particule occupe un état propre |1, > & une date t, alors il reste dans cet état propre :

Y(@,t0) = Ym(@, t0) = pm(@) e 7P = (2, 1)]* = |om(@) = [Ym(e, to) P Wt

(41)

Démonstration : Supposons qu’a une date t = to I'état ¥ (x,t) de la particule s’identifie & un état propre

d’énergie E,, 4
V{a,t0) = () e Ental
alors la décomposition (37) fournit :

o0
> ape N gy () = oy () @7 IO/
=1

c’est-a-dire, aprés multiplication par la partie spatiale ¥ (x) d’un état propre d’énergie E,

Sy, e Bt/ ot () 0 (2) = 3 (@) oo () €~ B0/
=1

oo

9. L’identité : Z em (0) pm (z Z m ©m () peut étre multipliée par ¢ (x) de part et d’autre :
m=1
o0
or(@) x> em(0) o () = ¢4 () Zam om (z) = Zcm<o> o5 (@) pm (@) dz = Zam on(@
m=1

oll une intégration sur R fournit, d’aprés I'identité (92) :

o]

oo
0) dmn = Z Am, 57nn = Cn(o) = Qn

m=1

18
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et, apres intégration sur z € R :

o]
ZapeiiEptO/h <pnlom> = <pnlom> e mto/h

p=1
oo
= § :ap e—lEpto/ﬁ 5np _ 6nm e—lEmto/h
p=1

= a,eiBnto/h _ 5 o—iBmto/h

= Qp = 5mn ei (Bn=Bm)to/h = (Smn

1l s’ensuit que pour toute date ¢, ¥(z,t) est donné par la série (37) :

[M]8

’l/J(LU,t) — a, e—iEnt/h (Pn(-r) — Z 6mn e—iEnt/ﬁ @n(m) — (Pm(x) e—iEmt/h
n=1

n=1

= | (@) = lom(@)]? = [z, to)[PYa

b— Combinaison linéaire de deux états stationnnaires

Considérons deux états stationnaires distincts, d’énergies E, < Ej, dont les fonctions d’onde :

Valz,t) = @q(z) e Fet/h o (1) = () e EbE/R

présentent des parties spatiales ¢, et p que nous supposerons réelles (pour simplifier ici les calculs).
Rappelons que les parties spatiales des état propres du Hamiltonien sont orthonormées (< ¢q|pp>= dap), ¢’est-
a-dire :

<Galpa>=1= / Ca@Pde=1  <gplop>=1= / on(2) 2 = 1
R R
et :
<palpp> = / Gi@) (@) dz =0 <gplpa> = / o1(2) gal) dz = 0

Supposons enfin que I’état initial de la particule soit connu et donné par la combinaison linéaire ' des états
propres du Hamiltonien :

1 1
P(z,0) = 7 [¢a(2,0) + ¢p(z,0)] = 7 [pa(z) + @b(z)] (42)
A toute autre date ¢, 'état de la particule est donné par la fonction d’onde, conformément & la relation (40) :
1 ) .
¢($,t> — ﬁ |:eflEat/h ‘Pu(x) _|_ef1E'bt/h @b(x):|
o—iEat/h

= A [@a(x) + e BB/ @b(l")}
e—iEat/h . . E _Ea
=~ @ e @) otw = ==

h
Il s’ensuit que :
2 1 iwt —iwt 1 2 2 iwt —iwt
[Y(z, t)]* = 5 [Pa + " 0p] [pa + 7" ] = B [pa + @p + (e +e7") pq pp]
1
= 5198+ 98 +2papp cos(wt)] (43)

1
10. Le coefficient 7 assure la normalisation de la fonction d’onde ¥(z,0) car :

2
/Iw(x,o)\de ;{/I%(I)IdeJr/<Pb(fv)2d~’v+/@Z(x)s@b(l‘)dwr/wa(x)wi(x)dx}
R R R R R

2=1

1 1
= S {<palpa> + <@plop> + <valor> + <pploa>} = 5 x
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~Aladatet=0:

9@, O = 2 [ + 48 + 200 1] = 5 [pale) + (o)

La particule occupe donc I'état &, décrit par la fonction d’onde :

(2,0) = % (Pa(a) + 0(2)

conformément & 'hypothese (42)
N ™
— Aladatet; = —:
“ 1 1
[z, ) = 5 [0a + ¢ = 20a 9] = 5 [pa(@) = ()]
La particule occupe donc I'état &, décrit par la fonction d’onde :

o, t) = % [Pa() — p(2)

Il apparait ainsi que 1’état de la particule oscille entre I'état &, et 1'état &, avec une pulsation w telle que :

E,— E, = hw

En outre, cet exemple illustre un résultat plus général :

La combinaison linéaire de deux états stationnaires non dégénérés (c’est-a-dire Ey # FE3) n’est plus un état
stationnaire, mais un état qui varie dans le temps.

— D’une part cet énoncé est confirmé par la dépendance temporelle (43) de la fonction (x, t).
— Cet énoncé signifie également que la combinaison linéaire des états stationnaires (états propres du Ha-
miltonien, de valeurs propres E; et F3) n’est plus un état propre du Hamiltonien.
Démonstration : Soient 1, (x,t) et ¥p(x,t) ces deux états propres (simplement notés v, ¥p) et la combinaison
linéaire :

P(x,t) =Y =ava + B¢ {ﬁw“:Ea% WE, # Eyetaxf#0 (44)
T, t) =1 =a, avec ~ ou F, et o
' Hiy, = Ep ’

Supposons que ¥ soit aussi état propre du Hamiltonien et cherchons quelle serait sa valeur propre F, telle que :
Hy = By = H (0t + fihy) = aEva + BE Yy = aBatba + BEy thy = aE vy + BE W,
La multiplication par ¢} produit I’équation :
aBq gt + BEy Yy Yo = aEPgta + BE U,
dont l'intégration fournit :
By <tha|tha> +BEy <tha|thy>= aE <tha|tha> +BE <tha|thy>

Enfin, Porthonormalisation des fonctions d’onde impose :

<YPglhp>=0ap = aEy=aE=a=00uE,=F (45)
De la méme maniere, la multiplication par 1; conduit a :

aE, <ip|va> +BEy, <thp|y> = oF <hplthe> +BE <ihp|ihp>
= p[E,=0E=0=00ukF =E, (46)

Les solutions E, = E, = E sont a rejeter puisqu’elles transgressent I’hypothese initiale (44) : E, # E}. Donc,
il n’existe pas une telle particule, état propre du Hamiltonien.
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c— Exemple : puits de potentiel infini

Les résultats (44) et (31) donnent les fonctions d’onde stationnaires d’une particule dans un puits de potentiel
infini, de largeur a, ainsi que les énergies F,, associées :

ot = g ()

Lk, =

On supposera également connu 1’état initial de la particule :

¥(x,0) = f(x) avec f(0) = f(a) =0

et on cherche sa fonction d’onde a toute date ultérieure.
Pour cela, prolongeons la fonction f(x) sur U'intervalle [—a, a] de maniére & former une fonction g(x) impaire et

2a — périodique, avec f(z) = g(z)Vz € [0, a].
Dans ces conditions, g(x) admet une décomposition en série de Fourier :

Zb sin (nx) Zb sin (mrx)

ou les coefficients b,, sont donnés par :
2 a 2 a

n= o _ag(x) sin (?) dz = 7/0 g(z) sin (?) dz

. (N7 : .
car g(x) sin (—) est une fonction paire.
a

Vz € [0,qa], f(x Zb sm( ) Zb x\/> (z)

La fonction ¢ (x,0) = f(x) présente donc une decomposmon connue sur les états propres du Hamiltonien :

0) = Zangon(x) ol oy, = by, X \/g
n=1

et le résultat (40) prévoit alors, qu’a toute date ¢t :

En outre :

oo

_ Z o e—iBat/h
- n

2h2
\/7/]” sm )dx et En:n27r
2ma?

Remarque : Les expressions des fonctions ¢, (z) confirment ’orthonormalisation des états propres du Hamilto-
nien :

ou :

<(pn‘<pm >= 6mn

Démonstration :
- Sim#n:

<@nlom> = /0“(21 sin (%) sin (?) dz = é {/OaCOS {(n—m)ﬂ%} dx—/oacos [(n—&-m)?}}

Nt im0 - fanta e )]

a | (n—m)m a n+m)m
= Ocarn—méeN"et n+m e N*

QA (nﬂ'z d z/ — cos 2nm/a) "
o aie [ ()] )
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II Physique statistique

1- Facteur de Boltzmann
a— Définitions

Considérons une grandeur A dont la mesure donne une valeur a discréte a € A = {ay,a2,.--+ ,an} et soit
P(a = a;) la probabilité que cette valeur vaille a;. On peut alors définir :

— la valeur moyenne de A (ou de a) qui s’identifie & ’espérance mathématique :

<A>=A=<a> = Z a; X P(a = a;) |avec Z Pla=a;)=1 (47)
a;€EA a;EA

— la variance de A (ou de a) :

Var(A) = Var(a) = <(4 — A)?>=<A?> — <A>?

— Décart-type de A :

oa=AA=/Var(A)

Remarque 1 : La variance, qui informe sur la dispersion des valeurs {a;} par rapport & leur moyenne @, ne
peut pas étre une simple moyenne des écarts a la moyenne €; = a; — @ ; celle-ci est toujours nulle car :

<g;i >=<a; —a>=<aq;>-a=a—a=>0

C’est Papparition de valeurs positives ou négatives dans l’ensemble {¢;} qui provoque cette désinformation.
C’est pourquoi on préfere examiner la valeur moyenne des carrés de ¢; :

<e?> = <(a;—a)?>=<a? —20;a+a>>=<a’> 2axa+a
= Var(a) =<a?> —a> & Var(4) =<A?> — <A>?

Remarque 2 : Si la grandeur @ peut prendre des valeurs continues ¢ d’un ensemble &, la probabilité 6P(q, dq)
que la mesure de @ se trouve dans l'intervalle [¢, ¢ + dg] est d’autant plus importante que dq est plus grand :

dP(q,dq) = f(q) x dg

ou f(q) désigne la densité de probabilité de la grandeur Q.
La définition (47) de la moyenne doit alors étre remplacée par :

<@> = [ax6Pla.dg) |avee| [ 5P(ad) = [ fla)da =1

Cette deuxieme égalité constitue une condition de normalisation.

| DEFINITION

— L’échelle microscopique d’un systéme (S) est une échelle qui permet de distinguer indivi-
duellement chaque constituant (particules) de (S).

— L’échelle macroscopique est celle des humains : le systéme (S) parait composé d’un conti-
nuum ou les particules sont trop petites pour étre distinguées.

— L’échelle mésoscopique est intermédiaire : le systéme (S) est décomposé en cellules suffi-
samment petites pour paraitre ponctuelles a 1’échelle macroscopique et suffisamment grandes
pour contenir de nombreuses particules.
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b— Pression en fonction de I’altitude

Soit (F) une cellule mésoscopique d’un fluide de dimensions cartésiennes

dz, dy, dz. Ses faces inférieure et supérieure (d’aire S, = dady) sont P
soumises a des forces de pression extérieures respectives : TQ =
[ T(SFU
12/21.. |
- dz dz Op e - |
0F, = ' Y — =) Sy €. = ' Y, — =+ | dedye;
1. = p(,y, 2 2) y € [p(xyz) 5 82} zdyeé cap | o >
T dz
et : 5F2l2
- dz R dz 9 . 0 dy
5F2z :p(‘r>yvz+7)sz (_ez) = - p(xvyaz)""iip d‘rdyez Y
2 2 82 [

dont la résultante vaut :
N iR o dp N
O0F, = 6F, + 65, = ~5 6T €, ou 07 = dedydz
z

Sur les quatre autres faces s’exercent des forces analogues : (F) est donc soumis & des forces de pression résultante

3 5P P ash [ s O Op. i
Mg_6EV+M@+5Er_( Se 5 G g o7 = | 6F, = —gradpor (48)

Considérons maintenant un fluide de masse volumique g, en équilibre sous l'effet de la pression et de la gravi-

tation.
La cellule (F), de volume 7 et de masse dm = p 07, vérifie le principe de 'inertie :

- - — —
0 = 0mg+6F, =dmg—gradpdr =| gradp=pug (49)
op .  Op_  Op - dp
= Gulet g, Gt g, G = mued | o= —ug (50)
La loi du nivellement barométrique (50) montre que dans un champ de gravitation uniforme § = —gé,, la

pression p ne dépend que de z. Ce résultat peut se généraliser :

Les surface isobares d’un fluide en équilibre sont localement perpendiculaires au champ de force.

Démonstration :
Soit () une surface isobare, définie comme ’ensemble des points de méme pres-

sion. OF,.

Soient M et M’ deux points de (X) infiniment proches : )
— —
(M,M') € () = p(M) =p(M'") avec MM' = dOM 0
—

dont le gradient de pression est défini par :
~ —é — —é
p(M') —p(M)=gradp-dOM = gradp- MM’ =0 (51)

Quant a ’équilibre du fluide soumis aux forces de pression 513‘;, (48) et & un champ de force extérieur 5ﬁext, il
impose :

= = - - - —
0=0Fet +0F, = O0Fex— gragpér = 0Fext = grad por
Ly ——
= §Fext - MM' = gradp- MM’ x 7 = 0 d’apres (51)

- A N
= | 6Fe L MM'Y(M,M') € () & 6Fo L (2)

La résultante des forces de pression F),, qui s’exerce sur un corps (C) est a l'origine de la poussée d’Archiméde :

—

A= —F,

Démonstration : Soit (C) un corps immergé dans un fluide (F) au repos.
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-/Z( 7‘d§M ﬁp fd§M

@ 14 A A e
@ ) A5
By 7

Remplagons, par la pensée, (C) par un corps rempli de fluide (F) et de méme surface extérieure (X). Ce corps
imaginaire est soumis a son poids Pr ainsi qu’a la résultante des forces de pression qui s’exercent sur chaque

élément dSy; de () :
- / / p(M)dSyy
(=)

et son équilibre dans (F) est alors conditionné par F, = —Pr. Donc, le corps C immergé dans (F) est soumis
a son poids Pc et a la méme force de pression 79; encore appelée poussée d’Archimede :

ﬁext/C:ﬁC+ﬁp:ﬁc+E0ﬁj:—ﬁf

Ce résultat fournit également la définition de A généralement admise :

Tout corps (C) solide, de volume V', immergé dans un fluide homogene (de masse volumique pguide), €st soumis
a une poussée d’Archimede A : force verticale ascendante, d’intensité égale au poids qu’aurait (C) s’il était
remplacé par le fluide :

A:mfggz :,U/ﬂuidev X gé'z

c— Applications
» Pression dans une atmosphére isotherme
Déterminons la pression p(z) dans un gaz parfait de masse molaire M, dont la température T = T ne

. . . m
varie pas avec l'altitude et de masse volumique p = v :

RT m pM pM
V = nRT = m —— m
PV =nRT=mr = 1=y =5r = R,

La loi (50) s’écrit alors, en notant Py = p(z =0) :
dp pMg /W) dp Mg / Y
_ = — = — = - = = d = — P gZ/RTQ 52
=~ "7 TR, T Ja p - ERL S, T F (2) = Poe (52)

» Pression dans un fluide incompressible
Soit pp la masse volumique d’un fluide incompressible, indépendante de la hauteur

z. La loi (50) conduit & : 2
dp Pp zZB
1= Mg = dp = fuog/ dz = Pp — Pa = —og (2B — 24) 24 A
Z Pa ZA hI
2B B
= | P = Pa+ pogh 0

Ce résultat confirme que la pression augmente, dans un tel fluide, avec la profondeur. Par exemple, dans
'eau otl g ~ 10 m.s~2 et po ~ 103 kg.m ™3, chaque augmentation de profondeur de Ah = 10 m s’accom-
pagne d’une augmentation de pression :

AP = g Ah ~ 10% x 10 x 10 = 10° Pa = 1 bar

» Fluide en équilibre adiabatique réversible

Soit un gaz parfait en équilibre adiabatique réversible, de rapport v = —2, dont la loi de Laplace relie

Cy
la pression et la température :
dT d
Tp' ™" =cte = YT+ (1-7 )lnp—cte:wy?vh(l— )—p:O
p
dp 7 dT
p v-1T
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Ainsi, le résultat (50) conduit a :

dp pMy pM

= — = — = — f .t
P 1Lg R AT 4= g pour un gaz parfai
dp Mgdz ~ dT Mg Mg(y—-1)
= —=- 5> — —=—"dz=>dT'=——">"—"=d
D RT  ~—1T RT ©° ~R
T(z) z M 1
= / dT:—a/ dz = T(z):To—azaveca:M
To 0 7R
» Fluide en équilibre dans un référentiel non galiléen
Considérons un fluide incompressible, de masse volumique 1, contenu dans
un récipient R’ d’accélération @ = —a i@, (a > 0) par rapport & un référen- N
tiel terrestre R, supposé galiléen. Dans R', un élément de volume 07 (et de PEUEN
masse dm = g 07) est alors soumis a :
— son poids 6P = dm g = —dm g, ; 2!
— la force d’entrainement 6F, = —dmd, = dma iy ; ) O

— la force de pression : 5ﬁp = —gradpdT.
et son équilibre relatif dans R’ est conditionné par la principe de linertie :

. - - . 0 0 10)
0= 0P + 0F. + 0F, = —6m g, + dmaiy — 61 | b @iy + <L i1, + 2L 7,
Ox y 0z
La projection de cette équation fournit :

- sur ﬁy : 675 :in(a:,y,z) :p(.I’Z)

- sur iy :
5ma—57§—1;:0:>%:ﬂaﬁp(x,z)zuaﬂc—kf(z) (53)
o f(z) est une fonction de la seule variable z.
- sur i, : 5 5
P P
—Sma — 61 =& — =@ _ _
mg = ot o 0= 92 g

ou la fonction p(z, z) prend la forme (53) :

0 d
2 CTic:_Mg:sf(z):_pngrKofur(zcte
En conclusion :
p(x, 2) = pax — pgz + K

et la constante K doit étre ajustée & la pression atmosphérique Py au point A(0, hg) :
Py = —pgho + K = K = Py + pgho = p(x, 2) = pax + pg (ho — 2) + Po

Enfin, chaque point M (z, z) de la surface se trouve également & la pression Py, auquel cas sa pression
vérifie :

p(M):PO:>P0:P0+uax+ug(ho—z):>ho—z=—gx:> z=h0+gx
g g

équation qui confirme la forme de I'interface eau-air.

d- Energie moyenne

Pour la suite, nous rappelons les conversions dans lesquelles est engagée la
constante d’Avogadro N ~ 6,02.10%% mol " :

» le nombre de moles n associé au nombre de particules : | N = n /N S
» la masse molaire M associée a la masse individuelle m des particules :

M=mN dz]
» la constante molaire des gaz parfaits R et la constante de Boltzmann Z

R=Nk

Evaluons maintenant le nombre §N de particules qui se trouvent dans un volume élémentaire 6V = Sdz, a
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laltitude z d’une atmosphere isotherme (7'), grace a ’équation d’état des gaz parfaits :

ON 1% Sdz
p(2)0V =0n RT = = NKT = 6N = - p(2) = =

p(2)

ou la pression vérifie ’expression (52) :

Sdz
SN = P —Mgz/RT
KT 0¢

Ainsi, le nombre total de particules situées dans la colonne de hauteur infinie vaut :

SP0 Y SPy  RT _SRN _ SR
N = N==-29Y 9z/RT 20 —
/ 0 / ° G=5F g™ Mg myg

Donc la probabilité qu'une particule se trouve dans le volume élémentaire compris entre z et z + dz est donnée
par sa définition :

ON SdZP() mg —Mgz/RT mgdz —Mgz/RT

0P(z,z+dz) = N T SPO T
ou :
MmN m _mgdz o
TENEC & =| 6P(z,dz) = T © (54)

En notant £(z) = mgz Iénergie potentielle d’une particule de masse m & une altitudes z, on peut écrire cette
probabilité sous la forme :

1
OP(z,dz) = Ae P dz ot f = T et A = cte (55)

Par analogie (ou plus rigoureusement établie dans I’annexe de la page 56) la probabilité d’un événement micro-
scopique dépend de la nature du spectre d’énergie :
» Distribution discréete de 1’énergie
Considérons un systéme dont les états quantiques (notée |i >) ont leurs énergies distribuées sur un spectre

discret de valeurs {e1,e2, -+ ,ex}.
Par exemple, en notant ¢, I'énergie de 1'état |i >, on peut trouver (cf. schéma
ci-contre) : €
[OF F S— S _
- — c
E|> = €1 Elp> = €2 ; g; états
El2> = €1 5> = €2 [0 Y R R R
| | [4> |5>
<€|3> = &1 [ — _ - R
[1> [2> [3>

Le nombre g; d’états distincts qui posseédent la méme énergie ¢; est appelé degré de dégénérescence .
Par exemple g1 = 3, g2 = 2,...

La relation (55) suggere que la probabilité qu'une particule occupe un niveau [i> d’énergie €|, suit la
loi de Boltzmann :

P(li>) = %e*ﬂ% avec 3 = k:iT (56)

ol :
— e Pe> = e /kT gt le facteur de Boltzmann ;
— la fonction de partition Z s’obtient grace a la condition de normalisation des probabilités :

Z P(li>) =1= % Z e P =1 Z = Z e Pele (57)

|[>€eS |[>€eS [>€S

ou S est 'ensemble des états quantiques disponibles : & = {|1>,[2> ---}.
Puisque chaque état [i> est associé & une énergie €|;, la valeur moyenne <e> de Iénergie est définie
par :

e Pe>

7 (58)

<e>=P(1>) x e + P(2>) X pp + -+ Pi>) X e+ = 3 eps X
|&>eS8S
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Or, la relation (57) permet d’observer que :

YA 10Z Oz
P _ —Be|> - _ - __ =
ap g:es €l © Z <e>=| <e>=—7 o8~ oB

(59)

Il est également possible de définir la probabilité P(e;) qu’une particule posseéde une énergie ¢;. Par
exemple, avec la distribution précédente, la particule posséde I'énergie €1 si elle occupe 'état |1> ou
Pétat |2> ou encore I'état |3>. C’est pourquoi :

Pler) = P(1>) + P(125) + P(3>) = 3 x P(1>) = %e—ﬂﬂ

Ceci se généralise pour une énergie ¢; de degré de dégénérescence g; :

Plei) = %e’ﬁai (60)

Cette expression conduit également a une définition de Z imposée par la normalisation des probabilités,

ou I’énergie peut prendre des valeurs dans ’ensemble & = {e1,e9,--- } :
1
_ = o Bl _ o Bei
277517 ZZgZe =1= Z—Zgle (61)
e, €E e, €€ e, €€

Attention : les expressions (57) et (61) se ressemblent, sauf sur les parameétres de sommation. Elles sont
cependant équivalentes. Par exemple, avec la distribution schématisée précédemment (page 26) :

7 = Z e Be = ((fﬁs‘1> +e Pe> e*5€|3>) + (efﬁgl4> + efﬁ€‘5>) 4+
[>€eS
= (e7Prpefer Py p(efee pefey 4.
= Ze P q2e 24 =gie T pgpe g
= Z gie Pe
e €€

» Distribution continue de 1’énergie

Si la distribution de 1’énergie est continue, la probabilité 0P (e, de) qu'une parti- Z(e)
cule ait son energle comprise dans l'intervalle [, ¢ 4 de] est proportionnelle & de,

tandis que 22 doit étre remplacé par une fonction continue de e. C’est pourquoi

la relation (60) doit étre remplacée par : qE €
Ple;) = i g=bei q, OP(e,de) = f(e)e Pede (62)
1) T Z ) -

ou f(e) représente la densité spectrale en énergie de la distribution (qu’il faudra évaluer pour chaque
situation !1).

1
De méme, si I’énergie £(£) dépend d’un parametre continu £ (par exemple I’énergie cinétique e(v) = 3 mu?

dépend de v), la probabilité que ce paramétre prenne une valeur dans Uintervalle [¢, & + d€] généralise
Pexpression (56)) :

P(li>) = %e*ﬁ% G | 6P(E,dE) = AdE e (63)

ou A est une constante réelle positive.

11. Par exemple, la probabilité qu’une particule ait son énergie potentielle de pesanteur (mgz) comprise dans [e, e +de] est donnée
par le résultat (54) :

1
6P(e,de) = f(e) dee™P% ott de = mgdz et f(e) = T cte
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En conclusion, la loi de probabilité dépend de la nature du spectre d’énergie :

» Pour un spectre discret :

1 i Bes
P(li>) = e Pae Plei) = %e Bes
OlnZ
_ —Bels> — . a—Bei - _
Zfze ‘>7Zgze <e>= 95
|[>€eS €,€E
» Pour un spectre continu :
P(€,dE) = Adge P 6P(e,de) = f(e)dee P

Soit un systéme comportant N particules identiques, possédant chacune une énergie {4 }aeq1,...n}, avec un
écart-type Aeg, :

=<e1> +Aey | g9 =<eo> +Aey | - ey =<en> FAen
Particule 1 Particule 2 e Particule N

L’énergie €, admet alors des fluctuations autour de sa valeur moyenne :
Ea =<€o> £Acg,

L’énergie totale de ce systéme vaut alors :

N N
E=) co=<E>=)» <eu> (64)
a=1 a=1

Or, toutes les particules étant identiques, elles possedent la méme énergie moyenne avec le méme écart-type :
Va € {11"'N}7<5a> = <e> et AEQEAE

ce qui permet de ré-écrire la relation (64) :

N
<E>= Z <e>=N <e>

a=1

En outre la loi de propagation des incertitudes établit que si une fonction f = f(x,y) = ax + Sy dépend
linéairement de parametres x et y, alors les écarts-types doivent vérifier :

(Af)? = a® (Az)* + 52 (Ay)?

La généralisation de ce résultat a la définition (64) conduit a :

N
E=ci+e+ - +eny = (AE)? =(Ae))? 4 (Agy)? = - + (Aey)? Z Acy)?

=

N
Z N (Ae)? car Ae, = Ae

= AEZ\/NA&

Il s’ensuit que :

AE _ VNA: | AB 1 Ae
<E> N <&> <E> /N <e>

L’énergie interne U du systeme s’identifie alors a son énergie E, laquelle est aussi affectée d’une incertitude :

A
U=FE=<FE>+AFE =<E> x (1 + ie)
VN <e>

Or, le nombre de particules étant trés grand (de 1'ordre de 102°), il s’ensuit que :

Ae
VN <e>

<1=|U=<E>=N <e>
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2— Systéme a deux niveaux d’énergie
a— Occupation moyenne des niveaux

Considérons un systeme de IV particules en équilibre thermique a la température T', pou-

vant occuper les états quantiques |1 > et |2 >, d’énergies €1 et g9 = &1 + Ae > 1 non €
dégénérées. L’état d’occupation moyen de ces niveaux est respectivement Ny et Ny (avec N,
Nj + Ny = N) et est donné par la loi de Boltzmann (56) : g 2>
Ae
N; 1 N N N
2t~ iS) — — o Ben — o B — I Be — I oPBe N,
N—P(\Z>)—Ze '>:>N1—Ze ‘1>—Ze 1etNnge 2 T — H_i
ou la fonction de partition est définie & la page (26)) par :
Z = Z e P> = 7P feFRIn — e FEL R (65)
|>eS
N e Fe N
= Nl = e—ﬂfl + 8—552 = 1 _|_e—,3 (52—61)
—Bez N
e
= Np=Nx e—Be1 | o—Bez2 = Ny = ef(e2—e1) 11 (66)
c’est-a-dire :
N N .
lem NgzwouA€:EQ—€1>0
Pui B= 1 les limit
uisque § = —, les limites :
4 KT
T—0 B—o0 ot T— o0 B—0
T—0 B—o0 T—o00 B—0
permettent de tracer I'allure des courbes donnant Ny et No en fonction de T :
Ces courbes révelent que : N
» & faible température, les particules occupent préférentiellement les états \\
) . . N,
les plus stables (d’énergie la plus faible) ;
» a haute température, I'agitation thermique permet aux particules d’occu- Ny
per des niveaux de haute énergie, malgré leur instabilité. 0 T
b— Energie moyenne
En écrivant la fonction de partition (65) sous la forme :
7 = 6—561 + 6—582 _ 6—581 (1 4 e—ﬁAs) =1nZ = —,661 + h’l(l + e—ﬁAs)
I’énergie moyenne est donnée par la relation (59) :
dlnZ Ae N AgeBAe N Ae
<e>= — =1+ ————=>U=Ney+ ——FF+—=|U=Ne1 + ——— 67
B 1+1+e*BA€ Lt 14+ e BAe 1—i_eBAsntl (67)
A nouveau, les limites :
llmU = lim U = Ni¢e U
T—0 B—o00
Neo ]
et : N + N51'552
m U= limU =N (e 4+ =2 ) = N x ZLT°2 Ne,
T—o0 B—0 2 2 0 T

permettent le tracé de U(T') et son interprétation : & haute température, agitation thermique rend les niveaux
d’énergie élevés (e2) plus accessibles qu’a faible température.

Remarque : Il est également possible d’obtenir le résultat (67) en calculant I’espérance mathématique de
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Pénergie (mais cette méthode est généralement plus chronophage) : les probabilités d’accéder aux énergies €1 et
&g

1 1
7)(61) = E e*ﬁﬂ 7)(62) — Ee*ﬁsz ot Z = E*ﬁsl _|_e—,852

conduisent & ’espérance mathématique :

ere P fgge P2 g pegePAC
e—Ber fo—Bez ] 4 e BAe
€1+ €2

<e> = e xXPle1)+ea X Pleg) =

= %imo <e>= lim <e>=¢1 et lim <e>= lim <e>=
—

B—00 T—o0 B—0 2

= | limU = Ney |et| lim U= N x 52
T—0 T— o0 2

c— Capacité thermique

Nous supposerons qu’a volume constant les énergies €1 et €5 demeurent constantes, tandis que :

. [oU oUu dg 1 ds 1 N Ace
v <8T)V o5 “ar T Tar T e © T
1 —N (Ae)2efae 9 ef Ac
= OV_—WXWj CV:NkX(ﬂAS)Xm
Il s’ensuit que :
li =1 = li =1l =
v = Jim G =0 et | iy Gy = lin Gy =0
3— Capacités thermiques
a— Théoreme d’équipartition
Le théoreme d’équipartition stipule que :
si Pénergie e(&1,- -+ ,&p) dépend, de maniére quadratique, de D parametres continus {&1,--- ,&p} :

D
e=méi+afi+ - +apth=) af

=l

kT
sa valeur moyenne est proportionnelle a > et au degré de liberté D :

kT
<e>= D X 7

Démonstration : Considérons, dans un premier temps, que £(£) ne dépend que d’un seul parameétre £, qui peut
varier continiiment dans un intervalle S :

e€)=at®olla= cteet £ €S
Sa valeur moyenne <e> peut se déduire de la relation (58) de la page 26 :

<e>=P(1>) x e + P(I12>) X g +-- = Y P(li>) x €
|[&>e8

qui se généralise au cas continu :

<e>= / SP(€, dE) x £(€)
£es

ou la probabilité d’apparition de "I’état £" est donnée par la relation (63) de la page 27 :

SP(€,dE) = Adge PR = AdgePat’ (68)
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En intégrant par parties, il s’ensuit que :

<e> = Adee € % qe? = € x Ae P qg de
£es £es
— [—f AeBCL&Z] + 1 A o Pag? d¢
26 ces 28 Jees

Notamment, si £ €] — oo, +oo[= S :

—¢ .14
e lim [Ae_ﬂag} =0
23 A

A—o0
e la condition de normalisation s’impose a la probabilité (68) :

e > 1 kT
6P(§,dE) =1 = Adfe_ﬁag =l=|<e>=—=— (69)

ces —oo 25 2

Envisageons maintenant le cas ot (&1, ,€p) dépend de D parametres quadratiques :
D D D 4
_ 2 2 _ 2 _ 2 kL
5—a1§1+~-~+aD§D—Z;aZ§i = <5>—2<az§i>— 2 5
kT

= | <e>=D X > (70)

b— Cas du gaz parfait

Soit un gaz parfait constitué de molécules diatomiques A — B dont les mouvements des atomes A et B (de
masses my4 et mp) peuvent étre étudiés :
» dans le référentiel R du laboratoire, considéré comme galiléen. La définition du gaz parfait implique que
les molécules n’intéragissent pas et sont considérées comme isolées si leur poids est négligé.
Dans ce référentiel, de centre O, les vitesses de A, de B et de leur centre de gravité G, sont notées :

. (d0A . (doB R To%e:
AT Tat B T e =\ T
R R R

La position de G découle de sa définition :

mAG—1>4+mBC§£(_)'=>mA@—f—mAO—X‘l—FmBC@—FmBO?:6:>

H
_mAOA—FmBO?
O?_ m

oum=my+mp.
Quant au caractere isolé de la molécule A — B, il impose :

L (dQO?
maqg =

(17§2> = ﬁext =0
R

Référentiel R* Reéférentiel R*
Référentiel R

Dans le référentiel R, I’étude de A — B impose la résolution d’équations a 12 inconnues :

TA TB . VAx . VUBx
OA=|ya OB = YB A= |vay B = | vBy
ZA ZB VAz UBz

» Dans le référentiel barycentrique R* défini par :
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— son centre G, animé d’une vitesse constante ;

— ses axes (Gz'), (Gy'), (G2') qui ne tournent pas par rapport a ceux du référentiel R

Ces caractéristiques font de R* un référentiel également galiléen.

—
Dans R*, les atomes A et B sont repérés par leurs positions 75 = GA et 75 = @ , telles que :

mAG—fi—l—mB(ﬁéﬁ = mA(ﬁ—f—mAB_z)él—&-mBC@:ﬁ

_, ma _, MB s « —% ~
= =—""¢et rj{:——r*our*:Aﬁ (72)
m m
et leurs vitesses :
L, ma " Mp ., o A7
p=—U"etii=——0"ou0" =— (73)
m m dt

Dans R* est définie une particule fictive (P), de masse réduite pu, de position 7* et de vitesse ¥* :

AT 7= AB gl
ma +mp dt

I

1

Quelques propriétés de R* et de la particule fictive peuvent étre consignées :

L’énergie cinétique de AB dans R et celle (£¥) dans R* vérifient le premier théoréme de Koenig :

1
Ec=§m1)2+5;

Démonstraton : La loi de composition des vitesses permet de calculer :

R 1 1 o, 1 L
E = fmAvi—i—mev%:imA(vg—l—vA)z—}-imB(vg—l—vQQ

2

N RN~ N~

2 2

m o

c

ou la définition de G conduit a :

1 I
ma (Vg + v+ 27 -172)+§m3 (W& + v + 20 - T3)

. . B 1
mAGA—l—mBC@:O:mAUX—i—mBﬁg:O: Ec:fmvé—i—é’:

2

2 1 * 2 1 * 2 — — % — %
(ma+mp) vg 4+ (zmavy” + - mpvy”) +0g - (Mma 04 + mpUg)

(74)

L’énergie cinétique £ dans le référentiel barycentrique est simplement celle de la particule fictive :

L 2
Er=—w*
o M
Démonstration : Les relations (73) ménent directement & :
* * 1 * 1 ? * 1 y *
& = 2mA'UA2+§ BUp _imAig 2+§m1373 ?
1 mamp 2 1 mamp o N
= = ma+mp)v*T == = spv

Les moments cinétiques EO de AB dans R et I_:*G dans R* vérifient la deuxiéme théoréme de Koenig :

Lo =0G Amig + L&

Démonstration : D’apres la loi de composition des vitesses :

= (mAOA+mpOB) A + OANmATS + OB Amp 55
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En tenant compte d’'une part de la relation (71) et d’autre part de la définition de I_:*é, il vient alors :

Lo = mOC ATy + Lt

Le moment cinétique de AB dans le référentiel barycentrique s’identifie simplement a celui de la particule
fictive :

Ly =7*Apd* (76)

Démonstration : Des relations (72) il découle que :

S~ — G5 A5 -mp L, MA Ly
Ly = maGAANT}+mpGBAUL=ma X Br*/\vj—kme—Ar*/\vB
m
mampg _ ke ey s ax o d . dAB  dF .
= ——— xPFPAN@F—-U))ouvs—Ui=—(GB-GA) = ——=—=10"
L: (55~ ) oh 7 — 74 = (@B - GA) = LF =T
= | Ly =px7 AT (77)

Le principe fondamental de la dynamique s’applique dans R* sur la particule fictive comme si elle était soumise
a la force Fy/p que A exerce sur B :

dv*

— _—F
H dt A/B

Démonstration : Puisque R* est galiléen, le PFD '2 s’applique sur I'atome B soumis 4 la seule force F a/B de
A
dvg -
m =F
By A/B

c’est-a-dire, en tenant compte de la premiere des relations (73) :

do* =

my dv*
- F 78
dt A/B ( )

x DAL B
mp o di A/B H

Le théoréeme du moment cinétique dans R* s’applique sur la particule fictive, comme si elle était soumise a la
force Fy/p :

dLy,

T O?/\ ﬁA/B = MP(FA/B)

Démonstration : Cette propriété se démontre directement & partir des résultats (76) et (78) :

E* XH*/\H* dE*O ﬁ*/\ﬁ.*+ A*/\dl_)'* d’l:'*,\ﬂ*
= r v = uv v r car =7
a=H a " H at dt
dLy, .. = . ..
= dto =7 /\FA/BZO?/\FA/BZMP(FA/B)

ou Mp(ﬁA/B) désigne le moment de la force fAB qui s’exerce sur P.

Cas du gaz parfait monoatomique
Seul 'atome A compose la particule, avec une vitesse ¥ = vay €, +vay €y +v4, €, et donc une énergie cinétique :

1 2 _ 1 2 1 2 1 2
= 5mav” = §mAvAm+ §mAvAy+ 5 MA VA,
et, puisque l'atome est isolé, donc dépourvu d’énergie potentielle, son énergie ¢ s’identifie a &.. Ainsi, D = 3
degrés de libertés (vag, vay, va.) composent cette énergie, d’ou il découle (d’apres la relation 70 de la page 31)

12. Principe Fondamental de la Dynamique
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que :
3 3 . R
<e>=—kT' = U=N <e>=-NkTou N=nNetk=—
2 2 N
3 R 3

Les capacités thermiques de ce gaz valent ainsi :

ou 3 5
CU_<6T‘>V_2TLR et CP—CU+7'LR—§HR

Cas du gaz parfait diatomique
Considérons une molécule diatomique indéformable dont la distance AB = ¢ est fixe (molécule rigide). Son
énergie cinétique est alors donnée par les relations (74) et (75) :

P
€. = — MY, — UU
cTMieT oM
c’est-a-dire, avec :
Uo = VGe€r+Vay €y +va. et T =L& + 108+ sinfpe,

1 1 . 1 .
= e=g5m (v&, + véy +vZ,) +§ w (026% + 02 sin? 6 o*) —&—5 pl? ot £ = cte

translation rotation

En l’absence d’un terme d’énergie potentielle apparaissent ainsi 3 degrés de liberté de translation, auxquels
s’ajoutent 2 degrés de liberté de rotation :

D=5:>U=gNkT=gnRT:> CvzgnR

tandis que la relation de Mayer indique que :

7 C,
CP:Cv+nR:§nR$ ’y:Cf:::

Remarque : A haute température (T > 3400 K), la liaison A — B peut également vibrer, auquel cas ¢ # cte
ajoute deux degrés de liberté :

° 3 wl? 3 Dénergie cinétique;

1
°3 k¢? & l'énergie potentielle e,.

1 1 : 1
e=cec+ep==m (Vg + Vg, +vE.) +o (0262 + 02 sin® 6 p?) +3 wh? + k62

2

translation rotation vibration

Dans cette situation (exceptionnelle), la capacité thermique C,, peut adopter la valeur limite :

C, = gnR pour T > 3400 K

c— Cas du solide
Considérons un solide cristallin dans lequel un atome A est contraint de se déplacer
sans déformer le réseau cristallin formé des autres atomes. Son énergie comporte alors
des termes cinétiques de potentiel :

e = e.+e ' Y

1 1 1 1 §
= imA(vi—sz—Fvg)+§kzx2+§kyy2+§kzz2 x

c’est-a-dire D = 6 degrés de liberté.
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NET

Son énergie U = D X = 3NKT = 3nRT confirme la loi de Dulong et Petit :

oU
CU = 87T =3nR

Cette loi peut étre confirmée a I’aide du modeéle d’Einstein : au voisinage de sa position d’équilibre, ’atome
A se comporte comme un oscillateur & 3 dimensions (z,y, z). On démontre, en physique quantique (cf. page 52),
qu’un oscillateur & une dimension génére des vecteurs propres du Hamiltonien |n >, dont ’énergie est quantifiée :

1
E1D > = hw <2+n) oun €N

et ol w est la pulsation propre de 'oscillateur.
Les relations (56, page 26) et (57) donnent la probabilité d’occupation d’un état quantique |i > d’énergie 1p |5 :

P(i>) = %e—ﬁsm = Z=Y el (79)
[>€S
ou les états quantiques |i> se trouvent dans ’ensemble :
li>e S ={|0>,[1>,--- ,|n>,---}
La fonction de partition (79) vaut alors :

Z — e_BEID |o> +e—581D | 1> +_,_+e—551D | > 4+ ...

) oo 0o
— § 875 €1D |n> — E e*ﬁhw (%+n) — e*ﬁ %" % E efﬁhwxn
n=0 n=0 n=0

avec :
%) N
1— e—ﬁth(N+1)
—Bhwxn  _ : —BhwXxn | _ 71;
1;)6 ]\}1—r>noo (Zoe ) ]\}E)noo 1—e—5hw
R car e M <1
T 1 —eBhw
e Fhw/2 2
= Z= 1 —oBhw 9 % oBhw/2 _ o—fhw/2
1 hw
= | Z=—————|=InZ=—-1n2—1In |sinh —
2 sinh(Bhw/2) | ne {Sm (ﬂ 2 )]

Le résultat (59) de la page 27 donne ainsi la valeur moyenne de l'oscillateur & une dimension :

0lnZ  hw cosh(Bhw/2)
98 2 sinh(Bhw/2)

<e>1p= —

c’est-a-dire, pour un oscillateur a 3 dimensions :

3hw 1 hw 1
)é U=N <e>3p=3N x —

ST T X (Bl 2 2~ tanh(fhw,2)

Quant a la capacité thermique, elle est définie par :

o, 20 _ U db 10U a1
vTar T e T ar - k2 ag 7T kT

2 2
= —12><3N><<hw> ><2_71:> C’v:3Nl<:><(hw> X 21
kT 2 sinh®(Bhw/2) 2kT sinh*(8hw/2)

Définissons alors la température d’Einstein 6, par :

g

)

N
I

— = 0,

hw
K
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ainsi que le parameétre :

_ 0, B £\
§= o5 = Co=3Nk x (mh(g))

a partir duquel il est possible de calculer :
e pour T’ < 0., c’est-a-dire pour £ > 1 :

2
limC, = 3Nk x lim 5 =| limC,=0
e>1 €00 \ sinh & T<0, Cy
3nR

e pour T > 0., c’est-a-dire pour £ < 1 :

2
) =| lim C, = 3Nk = 3nR

limC, = 3Nk x lim (
0, 0 0.

K1 £—0

sinh &

Ces calculs montrent :
e qu’a faible température, 'agitation thermique disparait (C, ~ 0);
e qu’a température ordinaire C, ~ 3nR confirme la loi de Dulong et Petit.

d— Approche quantique du gaz parfait monoatomique

Considérons une particule d’un gaz parfait monoatomique, de masse m, d’énergie ¢, confinée sur un segment

de droite de longueur a (boite & une dimension).
En physique quantique, le modeéle du puits de potentiel infini décrit ce confinement. V(z)

L’équation de Schrodinger : > 0o
h? d*p(x) d*p(x) 9 5 2me
o =cp(x) 122 + k% p(x) =0 avec | k =7
permet de retrouver la fonction spatiale ¢(x) d’un état stationnaire d’énergie € :
2
p(x) =1/ = sin(kz)
a
qui vérifie les conditions de continuité ¢(0) =0 et :
pr=a)=0=sin(ka) =0=| ka=nnm |[oun €N (80)
Calculons I’énergie moyenne <e> de cette particule par deux méthodes :
— Approche continue : Lorsque ’énergie £(k) dépend, de maniére continue, d’un parameétre k :
h2
=—k? 81
€=5 (81)

la relation (63) de la page 27 donne la probabilité que ce parameétre prenne une valeur dans 'intervalle

[k, k+dk] :
~Be(k) _gn2 2 —ak? ph?
0P (k,dk) = Adke =Adke 27 " =Adke @ avec & = o
m
Puisque k peut varier sur [0, 4], la condition de normalisation impose :
§P(k,dk)=1= | Ae** dk=1 (82)
k=0 k=0

Aussi, la valeur moyenne de k2 (c’est-a-dire son espérance mathématique) peut se calculer a I’aide d'une
intégration par parties :

<k?> = / K2 x 6P(k,dk) = | AR?e % dk :/ kx Ake % dk
k=0 k=0 k=0
= [ e—“ﬂ + —/ Ae o dk
2a 0 2a
c’est-a-dire, en tenant compte de l'identité (82) :

1 m

<k?>= — =

“T % B
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Or, la relation (81) conduit & :

h? 9 h? m 1 kT
<e>=— <k">=_—X — = — =| <e>= —
2m m 2

Dans une boite a 3 dimensions contenant N particules, I’énergie interne vaut alors :

3 3 ou 3
=3N = = NkT = - nRT =—=—nRT
U=3N <e> 2 2nR =\ C, a7 2nR
c 1e . . s s h? 9 9 m2h2 9
— Approche quasi-discréte : La quantitfication (80) révele que k =n —ete, = — k* =n =n°Xej.
a 2m 2ma?

Donc, chaque état quantique est caractérisé par un entier n qui varie de maniere discréte. La relation (60)
de la page 27 donne la probabilité qu'une particule ait une énergie ¢,, :

P(en) = %e—ﬂsn

ol g, = 1 car a chaque valeur de &, ne correspond qu’un seul état |n>.
Quant a la fonction de transfert, elle est donnée par la relation (61) de la page 27 :

7 = E gne*ﬁan oﬂ€7l€5:{€1,4€17"',n251,~"}
en€E

0
— E e75n2€1
n=1

La valeur de cette somme peut étre approchée, en remarquant qu’en posant dn =1 :

o 2 o0 2
Z:Ze_ﬁsln dn:/ e P g
0

n=1

sachant que :

> 2 1 /= 1 T 1 T
T dr =</ — Z~—|—=>IZ=—In2+= [In— —1
/0 e T =3 5 = 2 Bglén n +2<n€1 nﬂ)

olmz 1
o8 2B
Donc, dans un espace & une dimension, la particule posséde une énergie moyenne :
ces oz kT
€ ~ =
T e T 2

ce qui signifie que dans une boite a 3 dimensions, N particules d’'un gaz parfait possedent une énergie
interne :

3 3 3
U=N <8>3D=§N/€T=§TLRT:> C’v:§nR

On trouvera un calcul plus formel de C,, dans un puits de potentiel a 3 dimensions a la page 61
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Annexe 1 : Physique quantique

1- Outils mathématiques

a— Distribution de Dirac

@ DEFINITION

Une distribution de Dirac §(z) est une application nulle pour tout z non nul et infinie en x = 0,
de telle sorte que pour toute fonction f(z) définie en z =0 :

+oo
/ f(z) 8(x) dz = £(0)

—00

La translation de cette définition conduit, pour toute fonction f(x) définie en xg, & :

+oo
/' J(2)6(z — wo) dz = f(0)

— 00

1
Un exemple de distribution de Dirac est un créneau F,(x) de hauteur — et de largeur o :
e

1/q|

1 a «
Fu(z) = — pour x € [—2, 2]

F,(x) = 0 sinon

—a/2 0 «/2 ’ |0
Il apparait que :

0(z) = lim F, ()

a—0

vérifie la définition de §(z), qui peut étre également définie & partir d’autres fonctions. Ainsi, on démontre que :

—+o0
/ el (#=20) qy = 27 § (& — 20) (83)

—0oQ

b— Transformée de Fourier - définition

Rappelons qu’une fonction ¢ (x) Ag-périodique, continue sur R, admet une décomposition en série de Fourier
sur des harmoniques complexes :

Y(z) = c, e ouc, = — Y(x) e % dx avec kg = —
@=3 5o Lt o=
En posant :

2 2

ko= " et k=nko = dk = == dn ot dn = 1

)\0 /\0

la décomposition précédente devient :
+oo +oo A
_ inkox dn = A0 inkox dk
Y(x) n;of" o dp n;m S Cn®

soit encore :

LR ~ Ao 1 Ao/2 -
== Y e "M% dk avee ¢, = —¢, = — U(x) e~ ko qy
\/ﬁ n:z—oo \/E m —Xo/2 ( )

Pour étendre cette décomposition aux fonctions non périodiques, il suffit de choisir Ag infiniment grand, auquel
cas :

()

lim kg =0= lim dk = lim (?dn)-()

Ao—00 Ao—00 Ap—00 0
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et on peut alors admettre que k = n kg varie de maniere quasi continue. Les expressions précédentes peuvent
ainsi étre re-formulées :

1 +oo . . B 1 +oo .
vie) = o= [ B0k fou| ) = <= [ ule e (84)

La fonction J(k) est alors appelée transformée de Fourier de la fonction 1 (x), que 'on note :

F (@) gy Z1(k)

Les expressions (84) peuvent s’établir plus rigoureusement. Ainsi, cherchons I’expression de la fonction zZ(k) qui
permet la décomposition de ¢)(x) en harmoniques complexes :

wawh/w v du = Pu) = 7

Pour cela calculons 'intégrale '3

/Rw(x) L \/%/Rdxeiikw/ﬂ@&(u) 2 gy

_ b ” o (u-k) _ _ L ” 1Y A
m/Rduw(u)/Rdme m/Rduw(u) x 21 §(u — k) d’aprés (83)

VIR (k) = | k) = \/%1 - \/%/Rm)e*m dz

I

c— Quelques propriétés

— Transformée de Fourier d’une dérivée :

F Bﬂ " ik (k) (85)

Démonstration : Les relations (84) montrent que :

eI

lkzda::>1k:w( )=F [&q

3x()

— Paquets d’ondes : La densité spectrale f(k) d'un paquet d’ondes s’identifie fk)

a la transformée de Fourier intiale (a ¢t = 0) de 9 (x,t).

Démonstration : Le paquet d’ondes de densité spectrale f(k) géneére la fonction d’onde :
w(amt) _ /f 1(ka: wt) dk}_ /[f(k) —wt]eikw dk

= Fb(e, ] = FR) e ™ =] f(k) = F[b(,0)],

— Identité de Parseval :

/&mx&MMz/wmwwmm (86)
R R

Démonstration : Les transformées de Fourier ¢ (k) et ¢(k) sont définies par :

: lkm : —1uw
¢x—m/¢ dk et *( —m/w du

13. On admettra, par la suite, que les critéres de convergence des fonctions sont suffisamment respectés pour autoriser la permu-
tation des intégrales impropres, des sommes infinies et des dérivations.
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C’est pourquoi :

[v@ots = [ao [ Fwene 2 [ame 2

/R(;(k) dk:/RduJ*(u)/Reix(k_u) da

2T
/ 3(k) dk / dud (u)6(u— k) = | B(K) & (k) dk
R R R

2— Opérateurs
a— Notations de Dirac

En physique quantique :
— un vecteur # est noté |u> (appelé "ket") et son transconjugué ' i#T* est noté <u| (appelé "bra").
— le produit scalaire (appelé "braket") est noté :

~

a7 <ulv>

— Dans une base orthonormée B = {<u|, <v|}, ces notations se résument par :

<] = a1 <ul + B1 <v| = (E)
B

(0% * *
<tho| = (52) = |2 >= azlu> +65|v>
B

<baln>= (o5 55) (§) = s + 361

— La norme d’un vecteur vérifie ainsi :

<Plp>=a*a+ B = [¢>]* = |al* + |57

La physique quantique repose sur les postulats suivants :
— Les états quantiques sont représentés par des vecteurs unitaires |¢)(¢)>.
— Il existe de vecteurs propres {|p, >} associés & tout appareil de mesure (alors représenté par un opérateur

ﬁ):

ﬁ\¢n>: My | on >

Les vecteurs |, > sont orthogonaux et normés :

Il peuvent ainsi constituer une base (B) sur laquelle se développent les vecteurs d’état :

C1

N
[Yp>= Z Cn |pn>=

n=1

N
et <] = ¢} <gn| =(c}--ci)B)
N n=1
(B)
— La mesure réalisée par I'appareil dédié est une des valeurs propres m,, de 'opérateur M.

— La probabilité d’obtenir la valeur propre m,,, lorsque la particule se trouve dans ’état | (t) >, est donnée
par la projection de [¢(£)> sur |p, > :

N
[9(t)>= D enlpn>= Plmesure = my) = |eif® = | <@ilgp(t)> (87)

n=1

14. Une matrice transconjuguée MT* est une matrice transposée de M, dont tous les éléments sont conjugués complexes de ceux
de M : .
X
Mij = (Mji)*
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— Si la mesure a donné une des valeurs propres {m;}, I'état a la sortie de l’appareil de mesure est 1’état
propre |p; > correspondant.
Voici quelques propriétés :
— Le produit scalaire génere un nombre complexe :
C1 N
<lo>= (07 --by) | 1 | =bia bt by =) b
i=1

CN

— Le produit scalaire est hermitien, c’est-a-dire :

<Ylp>=<glp>* (88)

car :
b1 N
<plp>=(ci---cy)| 1 | =bicl +bacs +--Fbvey = Zbic;‘ =<|p>"
bN =1

— Le produit |¢><1)| génére un opérateur A

. cibi by - by
~ o bt epby - by )
A=lp><¢pl=1| : | (b1 by) = . . . . = Aij = ¢; bj
. : : S
N en bt enby oo enbiy

— La valeur moyenne d’une mesure <m >, lorsque la particule se trouve dans 1’état ¢) (qui est aussi la
valeur moyenne <M > de l'opérateur) est donnée par :

<m>w=<ﬁ>w=<¢|ﬁ|¢> (89)

Démonstration :

Soient {m;} les valeurs possibles de la mesure M, qui sont aussi les valeurs propres de l'opérateur M
associé, avec ses vecteurs propres {|¢; >} :

M|g0i> ;mi |g0¢>

Le vecteur d’état |¢p> peut se décomposer sur la base des vecteurs propres {|¢;>} et la probabilité que
la mesure donne la valeur m; est donnée par la définition (87) :

N
‘¢>: ch |¢n>: P(mz) = |Ci‘2

n=1
C’est pourquoi :
. N N
Myp> = Z cn M|y, >= Z Cn Mo |00 >
n=1 n=1
. N N N N
= <Y|Mpp>= ZCZ <@y Z Cm Mo, |, >= Z ch My, Cy <Pplpn >
p=1 n=1 n=1p=1 ‘/_’6
. N N
= <YM >= Z len|? my = ZP(m") X My = <M>y,
n=1 n=1

— Si {|gn >} désigne 'ensemble des N vecteurs propres d’un opérateur M associé & une mesure, il est
possible de définir ’opérateur identité par :

N
Idg Z |<Pn><§0n| (90)

n=1

41



CHOLET Cyriaque Lycée Charlemagne

Démonstration :
N
Soit A l'opérateur Z |on ><n|. La décomposition (87) sur les vecteurs de base {|p, >} conduit direc-
n=1
tement a :
R N N N ——
<YA[p>=" <lon><pnlh>= D ch xen =Y len]? =<tplp>=| A=Tq
n=1 n=1 n=1

b— Opérateur hermitien

@ DEFINITION

Un opérateur est hermitien s’il est auto-adjoint : les éléments de matrice A;; sont conjugués
complexes des éléments de matrice de 'opérateur transposé :

Al = A% o<p|Alp>=<p|Alp>*

Citons deux conséquences de cette définition :

=
— Deux vecteurs propres d’un opérateur hermitien M, de valeurs propres distinctes, sont orthogonaux.
— Les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles.

Démonstration :

Soient |@, > et |p,, > deux vecteurs propres d’un opérateur hermitien ﬁ, de valeurs propres fi, €t fi, 7# m Si
m#mn:
M‘Qon>: HUn |50n> et M|50m>: Hm |Sﬁm>

La définition d’un opérateur hermitien se traduit par :

<Pm|M|pn>=<p,|M|pp > (91)

<Pm [ M|pp >=<@n|ln]|@n>= fin <@mlpn>
et :

<onMlpm> = pim <@nlem>=<pn|Mlom>"= u, <@nlom>"
= <pn|Mlpy>"= py, <@mlpn> d’apres (88)

L’égalité (91) impose alors :
tn <Pm|on>= p <Pmln>= (n = i) <Pm|on>=0
- Sim=mn:

2
<(pm“pn> = <90n|§0n>: Hl(pn>|| =1

= fin — oy, = 0= pn = py, =y, = | pin €R

- Sim#n:

(tn = ) <Pmlpn>=0 = (tin — fim) <Pmlpn>=0 car pu, €R
= <@mlpn>=0car pn #
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3— Fonctions d’onde
a— Définitions

Si la position d’une particule varie de maniére discréte, dans ’ensemble de valeurs {x1, xo, - - - 2 x }, on définit
el . 5 , oy ~
des vecteurs unitaires ° |z,,> et orthogonaux, vecteurs propres d’un opérateur position X :
)

)A(|xn>: Tp |Tn> avec <Xy |Tyn>= Omn (93)

Les vecteurs {|z,, >} définissent ainsi un ensemble de vecteurs sur lesquels peut étre décomposé le vecteur d’état
[t)(t)>, conformément aux relations (87) :

N
[(8)>=" " ealt) [zn>= P(mesure = 2,) = |en (t)]* = | <wnltp> [ (94)
n=1

La position d’une particule peut cependant étre une grandeur continue x € | — oo; +00[. Il convient alors de gé-
néraliser ce formalisme. Ainsi, la projection ¢, (t) =<, |¢(t)> devient une grandeur qui dépend du parameétre
continu z ; c’est la fonction d’onde pour I'espace des positions :

P(z,t) = <z|p(t)> |équivaut & : c,(t) = <zp|t(t)>

Par analogie, puisque dn =1 :

— 00

N N 400
[(t)>= Z en(t) |z >= Z cn(t) |xn> dn équivaut a : | [(t)>= / Y(z,t) |z> do (95)
n=1 n=1

et la probabilité que la mesure de la position donne x & une date t (relation 94) devient :

§P(mesure € [z, + dz]) = |¢(z,t)* dw

C’est pourquoi |(x,t)|? désigne une densité de probabilité.

Enfin, la condition de normalisation des probabilités impose :

/ [, ) dar = 1
R

Remarque : L’ortho-normalisation (93) des vecteurs propres :

<zl'>=(x —2') (96)
associée a la décomposition (95) : |(x,t)>= / (2!, t) |x'> da’ confirme que :
R
<x\w(t)>:/w(x’,t) <ala’> da’ :/w(x’,t) Sz — ') da’ = (1)
R R
Décomposons les états [1)(t) > et <¢(t)| sur Pespace des vecteurs propres de position :

|w(t)>:/Rz/)(a:,t) o> do et <p(d)| :/Rgo*(x',t) <o/|da’

afin d’effectuer le produit scalaire hermitien :
<o®W(t)> = /dx’w*(az',t) <x’|/d:mp(x,t) o>
R R
= /dxz/)(x,t)/ <'|z> go*(x',t)dx':/dxw(x,t)/6(m—x')<p*(:v’,t)dac’
R R R R

= | <pl(t)y>= / dz " (2, 1) ¥z, ) (97)

Enfin, Iétat [1(¢) > peut également étre décomposé sur 'espace des quantités de mouvement (ou, plus géné-
ralement impulsions) {|p, >}, ce qui est a origine de la définition des fonctions d’onde dans ’espace des
impulsions :

<pz|[Y(t)> =1(pe,t)

15. 1l est d’usage, en physique quantique, de définir un vecteur |u> par la valeur propre qu’il prend par un opérateur M dont il

est vecteur propre : M|u>= p|pu>.
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b— Opérateurs position et impulsion

Soit X lopérateur de mesure de la position d'une particule, qui donne une valeur x, valeur propre de X
associée au vecteur de base |z> :
X|z>=x|x>

Cet opérateur peut s’exercer sur un vecteur d’état : i\w(t) >=|X (t)>, que 'on projette sur espace {|z>}
pour obtenir une fonction d’onde :

<alX[gp(t) >=<a|X ¢(t)>= X (x, 1)

Or, la position étant une mesure réelle (observable), ’opérateur X est défini hermitien afin de générer des valeurs
propres réelles, ce qui se traduit par :

<z X|p(t) >=<1p(t)| X |z >*

avec :
<) X|z>=<p(t)|z |z>= 2 <tp(t)|z>=<)|X|z>*= 2" <p(t)|z>*= 2 <z|(t)>

Il s’ensuit que :

<z[X[p(t)>= X(z,t) = z(z,t) (98)

De la méme maniére, 'opérateur impulsion Py génére un ensemble de vecteurs propres {|p,>} :

Py |p,>=po[pe> et <pu|tb(t))>= U(p,t)

et est défini hermitien : o R R
P )(ps,t) = <pa|Px|tp(t) >=<9(t)|Px|ps>"
ou :
<P Pulpe> = <VB)lps [p2>=pr <O(t)|po>
=  <Y(t)|Pxlps>"=pi <(t)|ps>"= py <pz|(t)> car p, € R

Il s’ensuit alors que :

P (ps,t) = po ¥ (P, t) (99)

Cherchons maintenant comment agit 1'opérateur f’x sur ¥(x,t). Pour cela, on simplifiera provisoirement les
notations en remplacerons Py et p, par P et p.
Rappelons que 9 (z,t) peut se décomposer en transformée de Fourier :

W(x,t) = \/%/R{/;(k,t) ek Ak

ou la loi de Planck relie k et p: p=hk = k = % Il apparait ainsi que :

« ~ . dp
T,t) = —— t)elrr/h = 100
vle.t) = 2= [ Gy (100
la constante o étant introduite afin d’assurer ’homogénéité des relations. Notons ainsi X la dimension des

longueurs et P celle des impulsions : [z] = X et [p] = P.
La loi de Planck fournit alors une premiere équation aux dimensions :

p="hk=[p]|=[h[k] =P =[] X" = [h] =XP
tandis que les conditions de normalisation imposent :
/ (x> do = 1= [, )] = X1/2 et / [$(p, 1) dp =1 = [ih(p,t)] = P~/*
R R
Par conséquent, la relation (100) géneére 1’équation aux dimensions :

[ (x,t)] = [a] x [$(p,t)] [;s] = X2 = [a]P7/? % = [o] = XV2PY2 = [p) 712
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et c’est pourquoi on pose :
1 ~ .
V(x,t) = —— [ P(p,t)e?"" dp avec o = Vi
V2rh Jr

L’opérateur impulsion agit alors sur 1!1(:3 t) en respectant la regle (99) :

~ 1 ~ .
P t P , 1p9c/h: / t 1pac/hd
P(z,t) W b(p,t e Rpw(p )e p
tandis que :
oY(x,t) 1 ~ <ip - h) i 1 / ~ :
= ,t £ Jipz/ dp = = 't 1px/hd
5 N blp,t) x | e D=5 X o RZ”//(P )e p
Op(z,t) i
- or  h Pw( 2
ce qui se note alors :
~ = N
By, t) = —in 2B | B (M 1) = —ingrad (M, 1)
x

c— Equation de Schrodinger

L’équation traduisant 1’évolution spatio-temporelle des fonctions d’onde reposera sur une analogie avec la dé-
finition classique de ’énergie mécanique E,, a partir des énergies cinétique E, et potentielle E,, : E,, = E; + Ep,
ou E. peut s’exprimer a l’aide de la quantité de mouvement d’une particule de masse m :

1 2 2
p:mvz>v:£:>EC:fmv2 p—:>p—+E =F,
m 2 2m 2m

Notamment, dans un probléme unidimensionnel, ou les énergies potentielle et mécanique ne dépendent pas
explicitement du temps, cette équation devient :
2
xr
% + Ep(iﬂ) = Em (101)
Les opérateurs associés, qui s’exercent sur le vecteurs d’état |¢(¢) >, sont alors :
— Popérateur impulsion précédemment défini :

op(z,t) _| p?

L, 0%Y(w,t)
o Px 1/}(9U7t> = —5

~2
Lo =<alPllu(0)>

P, ¢(x,t) = —ih

— ’opérateur potentiel (comprendre ici "énergie potentielle"), noté \A/', est supposé ne dépendre que de
la position X, dont il admet ainsi une décomposition en série entiere :

“+o0 —+o0
V(X) = Z anX ¢<9~“\V|¢ Z (27 <I|X WJ( ) Z an X %/J(JCJ)
avec :
~n ~ ~n—1 ~n—1 ~ ~n—1
<z|X P> = <z/XX |p>=(<¢|X X[gp>)" =z <¢|X |z>)"
~n—1 ~n—1
= z(<yY|X |z>) =z <z|X |Y>
~n ~n—1
= X ¢Yx,t)=xX  ¢(x,t)=--- =z"P(x,t) par récurrence

+o0o
= <a|Vp(t)>=| Vi, t) = Y a,a"d(a,t) = V(x) x (1)

— 'opérateur Hamiltonien est celui qui remplace F,,

<z|HJp(t)> ZH(w,t)

Ainsi, I"équation (101) devient :

~2

~ 2 92

2m  Oz2

+ V() ¥(z,t) = Hy(, 1)
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d— Opérateur Hamiltonien

L’opérateur Hamiltonien est celui qui détermine I’évolution temporelle d’un état quantique :

(> =in 100>

ce qui se traduit, en termes de fonction d’onde, par :

<:E|ﬁ|1/)(t)> = ih <:E|d|¢(t)> = iha <ab(t)> car <z| = cte
dt ot

> s 3¢($»t)
H =

= Y(x,t) =1ih 5

L’équation de Schrodinger s’écrit alors :
h? 9%y (z,t) ., OY(x,t)
_% Ox2 + V(l‘) w(% t) =1ih ot

Les valeurs propres de l'opérateur Hamiltonien sont des énergies.

Démonstration :
Soit |1(t)> un vecteur propre de opérateur Hamiltonien, avec pour valeur propre ¢ :

P(t)>

H|o)(t)>= e [¢(t) >= ind o = cl®> (102)

L’équation aux dimensions associée :
T =[] =[] = [B-T) 7" = [E]

montre que € est une énergie ; c’est I'énergie de la particule dans son état |1(t)>.
L’équation (102) conduit aussi a :

~

<a|H[p(t)>=¢e <z|p(t)>=| Ho(z,t) = cp(z,1)

L’opérateur Hamiltonien est un opérateur hermitien, c’est-a-dire : <gp\ﬁ|w>=<w\ﬁ|<p>*
Démonstration :
Exprimons d’abord chacun des termes précédents, en utilisant la définition (97) du produit scalaire (cf. page
43) :

<g0|ﬁ|1b>=<<p|ﬁ|¢>= / dz ¢*(z,t) X ihM = ih/ o a—wdx (pour simplifier)
R ox R ot

et : Py
%
g dz

<zp|ﬁ|¢>: ih/ P* aijdar: :><w|ﬁ|go>*: —ih/w
r Ot R

puis leur différence :

A =<p|H[p> — <yp|H|p>*= ih/ <<p* o9 + 4a ) dz
e ot ot

ou 'équation de Schrodinger fournit :

h? 9% oY R 9%, X < OY
Tomamr TV TING T oy g ¢ TV =it
° B 9° B B o )
h” 9%p" o G0t W70 e ©*
2m Ox? + Vet =—ih ot = 2m Ox? v-Vey =iy ot

d’ott il ressort, par addition, que :

) *a Ho* h2 92 p* *82 h2 o2 0p* *82
n(o ) (5 e B - B[ (152 22

ot ) 2m Ox? Ox2 Ox? 022
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La loi de dérivation :

O (00N 000V O 0 (00T _Ovdet 0
2 \? o) " ar e Y o o \Yor ) T ar os D22
fournit alors :
ﬁ? 0 ( 0" o\ W op* (w,t) 0P, t)] T
» O ( oz ¢ 896) dv= 2m, [¢(z,t) or 7 (%) oz | _

Ainsi :
hm P(z,t) =0et lirin oz, t) =0

:c~>oo

suffisent & prouver que : R R
A =0 c’est-a-dire : <p|H|¢p>=<¢)|H|p>"

Puisque l'opérateur Hamiltonien est hermitien, ’ensemble de ses vecteurs propres {|o, >}, de valeurs propres
réelles {E,}, définit un ensemble de vecteurs de base sur lesquels tout état |(t) > peut se décomposer de
maniére unique :

ch ) lon> ot H|<pn> E, |on>

Cette relation s’écrit aussi :

<zY(t)>= ch <x|pn>= 1/)(96715)22%(15)%(!17) (103)
n=1

n=1

4— Inégalité d’Heisenberg
a— Propriétés des transformées de Fourier

Soit ¢(k) la transformée de Fourier associée & une fonction 1(z) :

Y(k) = f[¢(x)](k) = \/%—W/Rw(x) e~k dy

Dans les calculs suivants, nous supposerons les valeurs moyennes de x et de k nulles, afin de simplifier les calculs.
— Par définition :

<z?> = / [(x)|? de = (Az)? car (Az)? =< 2% > — < 2 >2 (104)
et, par analogie :
(Ak)? =< k2 >= / k2 (k)| dk (105)
R
— Soit &(x) = g—w = 1)/(x), qui permet de présenter I'identité (85) de la page 39 sous la forme :
x
o oo o =
Flog |  =ikvk) = FlE(@)]w = ikv(k) = £(k)
T

tandis que le théoréme de Parseval (86) :

[ v @ o= [ 5w a0

devient, dans le cas de la fonction &(x) :

/]Rf*(w) dx—/§ dk:»/|g \de—/|£ )2 dk

s
R

c’est-a-dire :

ox

_ 2.7 2
dx_/]Rk [v(k)|* dk (106)
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Définissons enfin un polynéme Py, dépendant du parametre réel X :

2

PAE/R xw—i—/\g—qi dz ot ¥(x) = ¢ par simplification
et ou :
o B o o
o] = o (3) Tefoer (3)]

— 2L |
2 [ + 0% |

2 *
+ ) X <wa;; +w*gi>

c’est-a-dire, compte tenu des calculs préliminaires (104) et (106) :
dz +>\

/ ¥ (2)[? da +A2/‘ R

— 2 2 [ k210(k) 2 dk Jree Qd}
<z >+)\/IR (k)| +A{[ /|¢| T

+oo
—00

Py

Lo
du

= <2®> 4N <k > A+ [z|9())?]
Or, lexistence de :
<z?>= / 22 |1p(x) ]2 de = / x x x|h(x)|? dz # oo
R R
montre que :

lim [z](2)]?] =0= Py =X\ (Ak)® — A+ (Az)?

r—+oo
tandis que le signe positif ou nul du polynéme P, indique que son discriminent A est négatif ou nul :

A:174(Ak)2(Az)2<0¢Ak><Az>%

ou :

Ap Az > (107)

| St

DN =

A
p:hk;»%’xm>

ce qui constitue I’inégalité d’Heisenberg

b— Opérateurs non communatifs

| DEFINITION

Le commutateur de deux opérateurs Q et R est I’opérateur défini par :

QRI=QR - RQ

Lorsque [Q, f{] # 0, les opérateurs sont dits non commutatifs.

Soient Q et R deux opétateurs hermitiens, dont le commutateur est proportionnel a l'opérateur identité :
[Q.R] =inly (108)
et soient ¢ et r des valeurs propres de Q et f{ associées respectivement aux vecteurs propres |¢> et \r> :
Q|q>= qlg> et IA{|7“>: rlr>
Si ¢ et r sont des résultats de mesures continues, il est possible de définir des fonctions d’onde :

Y(g)= <qlY> et P'(r)= <rlp>

ainsi que la probabilité de mesurer g a dg pres :

5P (q,dq) = |1(q)* dg
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d’olt découle également la valeur moyenne de la mesure Q2 :
<QP>=<¢’> = /q2 P (q,dq) :/q2 [¥(9)” dg
R R

Enfin, par analogie avec la définition (90) de la page (41), I'opérateur identité se confond avec une somme de

projecteurs :
N

Td=Z|s0n><s0n|=>Td=/|q><q|dq
R

n=1
Calculons ainsi :

<l@[v>=<01QLaQu>= [ <vl@le><alQlu> dg
ol |g> est un état propre de Q:
<9|Qlg>=<|qlg>= ¢ <¥|g>= q¢"(q)
tandis que l'opérateur est hermitien :
<alQlv>= [<vlQle>] = a9 (a))" = qule) car g €R
Ainsi :

< Q> = /wa*@)xqw<q>dq:4q2|w<q>|2dq

= | <p|Q =< @ >=< Q%> |et| <p|R |p>=<r? >=< R? > (109)

Définissons & présent un vecteur |¢> construit a partir des opérateurs Q et R :
lp> Z(Q+iAR)[Y> ou A eR
dont la norme vérifie :
<ple>=<¢l(Q - AR)(Q +iAR)[w>
— <ul@ + MR+ A (QR - RQ)v>
= <lQ o>+ <YR> +A <y|[QRlly>

2
>l

c’est-a-dire, en tenant compte des relations (108) et (109) :
[lo>]? =<@%> +A2 <R%*> +i\ <o|iflg|y>=<Q?> +A> <R®>> —Ah car <¢|py>=1

Le polynéme en A ainsi obtenu étant positif ou nul, son discriminent A est nécessairement négatif ou nul :

2

h
A=h—4<@Q*><R*><0=<Q*><R*>> T (110)

c— Les opérateurs position et impulsion

Calculons, dans un premier temps, le commutateur de ces deux opérateurs :

<x|[X, Py [y >=<z|(XPy — P, X) [t >=<z|XPy|t)> — <[P X|t)>

ou :
<x|XPyle> = z <z|Pylv> car <z|X|p>=z <z|p>= z(z,t) dapres (98)
~ 0 ~ 0
= 2Pyy(x,t) = —ihx (% car Py o(z,t) = —iha—i}
et :

<x[PaX[p> = PXo(x,t) = Py [z (1)) car Xop(z, ) = z(x, 1)
fih%[zw(x,t)] = —ihY(z,t) — ihax %
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Il s’ensuit que :

)

—ihx Z—Zj — | —ihy(x,t) — ihx g—lﬁ = ihy(z,t)

>

S Py|v>

<zl

= ik <zpp>=| [X,Px] =inl,

Enfin, définissons les opérateurs :
QE)A(— <X> fd et ﬁéf’x— <P,> fd
dont le commutateur vaut [Q, ﬁ] = Qﬁ - ﬁ@ ol :
QR = (X— <X > 1g)(Px— <P,> L) = XPy+ <X><P,> Iyj— <X> P, - X <P,>
et, par permutation de @ et R :

~ A~

RQ = PX+<P><X>14—<P>X-P, <X>
= [QR]=XP,-P,X=[X,P,]=inly

~

Ainsi, le résultat (110) :
2

h
<@Q*><R*>> T (111)

~2
ott, d’apres le résultat (109) : <Q?>=<|Q |1)>, avec :

~2

~ ~ ~ ~ ~2 ~ ~
= (X—<X>I)X—<X>T) =X +<X>?I; -2 <X> X

~2 ~
= <Q?>=<yY|X >+ <X > <> -2 <X > <p|X[h>
= <@QP>=<X?> 4+ <X>? 2 <X>x <X>=<X%> - <X>%=<2?> — <z>?
fait apparaitre la définition de 1’écart-type des grandeurs x et p, :
<@*>=<z?> - <2>’= (Ar)? et <R*>= (Ap,)?

tandis que I'inégalité (111) fournit I'inégalité d’Heisenberg :

(A2)? (Ap,)? = "

2
Viing Az Ap, > (112)

h
2

5— Oscillateur harmonique
a— Opérateurs annihilation et création
Considérons un oscillateur harmonique (Oz), de raideur k, de masse m et donc de pulsation propre

[k
w = 1/ —. En mécanique classique, son énergie mécanique E est définie par :
m

2 1 2 1
5c+€p:E¢p—+§kx2:E;§L+§mwz

z2=FEoup=nmv
2m 2m

En mécanique quantique, les grandeurs p et x sont remplacés par les opérateurs X et P correspondants, ainsi
que E est remplacé par I'opérateur Hamiltonien H :

1 ~
—P +-mw’X=H (113)

Puisque H a les dimensions d’une énergie, au méme titre que hw, 'opérateur :

1 ~
H=—H 114
- (114)
est sans dimension et I’équation (113) s’écrit :
P 1mw? o 1.1
mw? &
M X _H=| P+ X=H 11
Smhw |2 hw MR (115)
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ou apparaissent les opérateurs adimensionnés :

IR

P P let| X =

de commutateur :

o ~ 1 ~
[X,P] = XP — PX = x| KPl = xinla = | [X,P] =il (116)

A partir de ces opérateurs sont respectivement définis les opérateurs annihilation et création :

1 ~
= — (X—iP) |puis| N=a'

V2

—+

~

I

a

1 ~
a=—(X+1iP) |et| a
75 (X +iP)

A partir de ces définitions, remarquons que :

a1 1 .
ala=-(X —iP)(X +iP) = 5 (X*+ PP +iXP —iPX) = o (X* + P?)_i[X,P]

2

N =

c’est-a-dire, compte tenu des relations (114) et (116) :

1 = 1~
N:H+§ixild:H—§Id (117)
tandis que :
~~F 1 . . 1 2 2. . 1 2 2 1.
aa' = §(X—|—1P)(X—1P)=§(X +P 1PX—1XP):§(X —|—P)—§1[X,P]

- (5*5-%1[){,13])—%1[)(3] —a'a—i[X,P]]

= |aa'=N+T14 |car [X,P] =il4 (118)

b— Spectre d’énergie

» Soit |[v> un vecteur propre de 'opérateur N, avec v comme valeur propre (N|v>= v |v>).
La relation (117) implique alors que :

1~ 1
Hjv>= (N+§Id)|u>: Hljv>= (§+u)|l/> (119)

ce qui montre que |v> est aussi un vecteur propre de H et, puisque H est hermitien, ses valeurs propres
sont réelles, ce qui a pour conséquence :

1
§+V€Ré relR

» Soit le vecteur [T > Za' |[y>. L'action de N sur [¢T> se traduit par :
Njgt> = (@'a)a'jp>=a'@a'|v>)=a' (N+1,)|v> dapres (118)
= (w+Da'lv>= Nljpt>=v+1)|pT>

ce qui signifie que |¢™ > est un vecteur propre de N avec pour valeur propre v + 1; il est donc colinéaire
alv+1>:

o€ C/lpt>=alv+1> cest-a-dire| a'lv>=aly+1> (120)

» De méme, étudions I'action de N sur le vecteur |p> =aly> :

Nlp> = (aa' —Iy)aly> dapres (118)
= a@aly>)—ay>=aNy> —ay>= (v—1)[v>
= Nly>=w-1)|v>

51



CHOLET Cyriaque Lycée Charlemagne

ce qui montre que |p> est un vecteur propre de N avec pour valeur propre v — 1; il est donc colinéaire
au vecteur |v — 1> :

A8 € C/|lp>= Blv —1> cest-a-dire| alv>=Flv — 1> (121)

L’action de |v> a donc pour résultat un vecteur d’indice inférieur ce qui lui vaut I'appellation d’opéra-
teur annihilation
» Le vecteurs |v> sont choisis normés, c’est-a-dire <v|rv>= 1. Or, la norme de ajv> vérifie :

lalv>|? = <vf@'ajy>=<v|Np>=rv <vjp>=| |av>|*=v >0 (122)

Il apparait ainsi que :

aj0>=0 |et| v >0 (123)

» Si v n’est pas entier, il existe un réel € (0 < ¢ < 1) tel que v =n — ¢, avec n € N. D’apres (121), Paction
de a sur |v> génére un vecteur colinéaire & |v — 1> et donc une valeur propre !¢ v — 1 par N.

e-1 € V-2 v-1 v
z z z z €,
o0 1 3 RO B
artv> alv> atlv>  alv> >
a a a a

Donc, chaque action de a se traduit par un recul d’une unité sur la valeur de v :
ay>x|v—1>=ap>x v —2>--a” « |n—p>=a"|y>x [y — p>= |e>
Ce dernier vecteur ayant une valeur propre € de N :
Nle>=c¢le>
Une action supplémentaire de a génere le vecteur ﬁ"“\l/ >x |[n—p—1>= |¢ — 1> de valeur propre
e—1:
Nlg—-1>=(e-1)le—-1>

ol e — 1 < 0 si n n’est pas entier. Or, 'inégalité (123) interdit une telle configuration (n > 0). Donc n est
nécessairement entier et, dans ce cas :

a'ln>o [n —n>= (0>
et des actions supplémentaires de a sur le vecteur engendre des vecteurs nuls :
a"Mn>xalo>=a"Plk>=0

dont les valeurs propres avec N ne transgressent alors plus l'inégalité (123).
Finalement, il ressort que v est un entier (désormais noté n) :

Njn>=n|n> oun €N

» L’identité (119) :
1 1 -~ 1
Hjv>= (2 + 1/> lv>= Hln>= (2 + n> [n>= H = fiwH|n>= hw <2 + n) |n>

tandis que 1’état |n> est aussi état propre du Hamiltonien, avec pour énergie propre :

1 .
E, =hw (2+n> = Hn>=FE,|n> etneN (124)

hw
Cette énergie est donc quantifiée et prend pour valeur minimale : | Ey, = o5

16. Les coefficients a et 8 des expressions (120) et (121) sont choisis réels et positifs.
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c— Etats propres du Hamiltonien
Recensons ci-dessous quelques propriétés des opérateurs a, a' et des vecteurs |n>:

t

Les opérateurs a et a' sont adjoints

Démonstration : Soit A = adj (a) opérateur adjoint 17 de a :
~ R ~ R 1 )
A =adj(@) =<plAlYy> = <ylalp>T= 7 <YP|(X+iP)|p>
= (<Y[X|p>" =1 <¢[Plp>7)

Sl

1
7 (<plX[th> —i <@[Ply>)

= A=

(X—iP)=2a' =| adj(@) =a'

Sl

¥

Les opérateurs annihilation a et création a' vérifient :

ajn>=nln—1> |et| a'ln>=vn+1|n+1>

Démonstration : La relation (122) est justifiée par 'identité :

~

a' =adj(@) = |[ajn>|* =<n|a'a n>= |aln>]* =n
et, d’autre part, I'identité (121) fournit, avec les vecteurs normés :

~ ~ 2 2 2 2
aln>=fln—1> = [ajn>|" = [8]" x [[[n — 1>|" = |5

= |Bf=n=8=Vn=|an>=Vnn-1> (125)

car les coefficients « et 8 sont choisis réels et positifs.
De méme, la relation (120) :

alln>=aln+1>= H3T|n>H =aeRT
associé a la relation (118), fournit :

ot

aa =N+1I; = <njaa’ln>= (n+1) <nln>=n+1

2
= H3T|n>H —n+l=>a’=n+l=a=vVnt+l=|a|n>=Vn+1jn+1> |(126)

Les vecteurs propres de 'opérateur N sont ortho-normés :

<n|m>= 0pm

Ce résultat est une conséquence directe de 'identité (117) :

1= 1~
H=N+ Li=N=H- I

17. On rappelle que l'opérateur adjoint KT de A est défini par :
~t —~ ~
<plA > = <y|Alp>"
tandis qu’un opérateur hermitien est défini comme son propre adjoint :

<p|lAlYp>=<p|Alp>"

Notamment, les opérateurs X et P vérifient :

<PX|p>"=<p|X[ip> et <p[Plp>"=<p|Pyp>
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ou H et I étant hermitiens, leurs vecteurs propres sont ortho-normés.

Les fonctions d’onde spatiales des états stationnaires sont données par :

() = % &Y pol)

Démonstration : Rappelons que, par définition, la fonction d’onde v, (x,t), associée a I’état |n>, représente sa
projection de cet état sur <z| :

_ 1
<$|n> £¢n(x7t) = w"(x) eilEnt/h avee By = <2 M n)

et qu’il en va de méme pour la fonction d’onde al U (x,t) :

<z[al|n> ZaT pu (e, t) = &' pn(z) x e Ent/h = ‘aT wn(x,t)’ - ]a* cpn(x)’ (127)
ainsi que de la fonction d’onde ¢, 41(z,t) associée & |n + 1> :

<aln 1> 2 i1 (@8) = Pupa (2) e B S (g (2,)] = i (2)] (128)
Quant a la relation (126), elle conduit & :

alln> = Vat+lin+l>=<z@n>=vn+1 <zln+1>=a ¢, (2, 1) = Vi + 1 ny1(z, 1)
= [af wn(x,t)’ = VAT 1 [ (@, t)] = [& gon(:r)‘ = Vi1 |pnsr (@) dapres (127) et (128)
= ﬁTcpn(x) =vn+1p,i1(x) si @, et @41 sont normés

Ce résultat est a l'origine d’une relation de récurrence :

pnti(@) = =3l ()
pi(z) = \%ﬁT po(x)
_ L _ 1 L2
pa(z) = Nk p1(z) = 7 ﬁ(a )" #o(x)

1 1 1 4 | PPN
pn(z) = %X\/ﬁXmﬁ(aT) po(z) = wn(x):ﬁ(aT) ®o(z) (129)

. . . Y . . . J— 2.2
Les fonctions d’onde spatiales s’obtiennent par dérivations successives de la fonction e =™« #"/2h

1 1 mw\ 1/4 d " 2,2
= — — —mw“z”/2h
on(x) o X @ RE X ( ) X (mwx h ) e

Démonstration : La relation (123) a permis d’établir que :

al0>=0=<zlal0>=0=ay(z) =0

Or les opérateurs P = \/rrllihw Pet X2 \/TX sont & l'origine de 'opérateur a :
a = \}i(XHP):\%( ?XJFJMIA’): 2:;0(”?5(+;_Lf>>
= agle) = g (52 Rnlo) + 3 Prala) ) =0 00 Pgo(a) = —in %72
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En notant A la valeur ¢g(0), on obtient alors :

wo(z) g ©
/ 2 _ 7@/ rdr =In {SDO(CU)] S L N wo(z) = Aemmw®/2h
0

A v K A

ou la constante A s’obtient a partir de la condition de normalisation :

+oo +o00 R
1 :/ |(po(gj)|2da; — AQ/ e~ mwr?/h q0 A2y T

—00 — 00

+oo

La connaissance de I'intégrale : / e du = /7 suggere le changement de variable :

— 00

mw h
W=7 = T=1/—
h m

u
w
teo 2 | h | mh 1 mw\ 1/4
I: —u 7(1 = —_— Aziz —_—
- [me mw " mw VI (ﬂh)

= | polx) =

(%) 174 efmw12/2h
wh

Enfin, dans la relation (129) intervient 'opérateur :

)
5

i =2 Lx_ iP) = 1 mnes i Pl = 1
. BETP=E WX e b)) T @y
1 d
~ - e
= a'yo(z) = Gmwh) 172 <mwx hdx) wo(x)

et la relation (129) fournit finalement :

1 1 (mw)1/4 % <mwx B hd) e—mw2w2/2h

on(@) = = X Gz \Tm P
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Annexe 2 : Physique statistique

1- Complexions d’un systéme

Considérons un systéeme de N particules, discernables, pouvant occuper les niveaux discrets d’énergie

{€1,€9, -+ ,ex} non dégénérés.
Il existe Q(Ny, Na,---, Ni) fagons de réaliser la configuration : Ny particules d’énergie p
€1, No particules d’énergie €4,...Ng particules d’énergie €k ; ce sont les complexions du €K-< _________ ﬂ
systeme, dont le nombre € définit I’entropie statistique :
! 5 N.
S=kpInQ |avec| Q(Ny,--- ,NK):m (130) €2 2
I ./

ou kp désigne la constante de Boltzmann '®

Démonstration : Approchons cette démonstration avec un cas simple : un systéme composé des particules A,
B, C, pouvant occuper deux niveaux d’énergie €1 et un niveau d’énergie e :

&9 C E9 B ) A
€1 AB &1 AC €1LO
complexions (AB,C) (AC,B) (BC,A)

Apparaissent ainsi 3 complexions que l'on peut écrire : (AB,C), (AC, B), (BC, A), en considérant que la
complexion (AB, C) est équivalente & (BA, C).

Voyons maintenant comment construire ce schéma : il suffit de disposer de 2 "cases" d’énergie €1 (pouvant
accueillir N7 = 2 particules) et une seule "case" d’énergie €5 (pouvant accueillir Ny = 1 particule), le nombre
total de cases (3) devant correspondre au nombre de particules a accueillir.

I N

€1 &1 €2

Dans une premiére étape, la particule A peut occuper une des trois "cases", ce qui représente 3 configurations :

A L lal | [ 1 4]

&1 &1 &9 &1 &1 &9 &1 &1 E9

Pour chacune des configurations précédentes, la molécule B peut occuper une des deux autres cases vacantes :

A | B Bl A BJ A
€1 &1 €9 €1 &1 €9 &1 &1 €9

A BJ A Bl Bl A

&1 &1 €9 &1 &1 €9 €1 &1 €9

Enfin, dans chacune des configurations précédentes, la particule C' ne peut plus occuper qu’une seule case
vacante :

&1 & & €1 &1 €2 €1 &1 &

18. La valeur numérique de kp se déduit de celles de la constante molaire des gaz parfaits (R ~ 8,31 J-K~!.mol™!) et de la
constante d’Avogadro (A =~ 6,02.10%3 mol~1) :

kg =— ~1,381072% JK~!

zl=
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Les complexions ainsi obtenues sont donc au nombre de 3 x 2 x 1 =3!:

(AB,C) (BA,C)  (BC,A) (CB,A)  (AC,B) (CA,B)

équivalentes équivalentes équivalentes

Or, toutes les permutations sur des niveaux de méme énergie produisent des configuration équivalentes, c’est-
a-dire 2! permutations sur le niveau d’élergie ¢ et 1! permutation sur I'autre niveau. C’est pourquoi on peut
finalement dénombrer :
3! 6 .
2(2,1) = TR 3 complexions : (AB,C); (AC, B); (BC, A)
Généralisons maintenant la démarche : pour accueillir N particules, il faut disposer de N cases, dont N
possedent 1’énergie €1, Ny I'énergie e5... N 'énergie e :

&1 &9 &3 EK
Y A I L 1 1 1 | N=N+Ny+-+Ng

Ny Ny Ny Ng

En disposant les N particules dans ces niveaux, on réalisera un systeme de N; particules d’énergie €1, Ny
d’énergie ¢g,...

La premiére particule peut occuper chacune des N cases vacantes. A chacune des configurations réalisées, il
reste (N — 1) cases vacantes pour la deuxiéme particule; ainsi seront réalisées N x (N — 1) configurations; a
chacune de ces configurations, il reste (IV — 2) "cases" vacantes pour déposer la troisiéme particule, ce qui peut
produire N x (N — 1) x (N — 2) configurations...ainsi de suite jusqu’a la N*™¢ particule. Finalement, il y aura
N facons possibles de réaliser un ensemble (N1, N, -+, N ) sur les niveaux d’énergie (e1,e9,--+ ,ex). Or, les
complexions obtenues par permutation des N; particules du niveau ¢; sont équivalentes. C’est pourquoi :

N!

Q=
Nyl Nol--- Nkl

2— Loi de Boltzmann
a— Multiplicateurs de Lagrange

Considérons un systéme en équilibre thermique avec un thermostat a la température T, dont I'entropie
statistique S = k In Q est donnée par la loi précédente :

K
InQ=In(N!) - In(N;!) (131)
i=1
K
L’équilibre du systéme étant réalisé, son énergie interne U = ZNi €; ne varie pas, malgré une éventuelle

i=1
variation dN; de la population des états quantiques, dont on supposera les énergies ¢; constantes a volume
constant :

K
dU=0= ) &dN;=0 (132)
i=1
K
De méme, la quantité de matiere N = ZdNi = 0 reste constante :
i=1
N
AN =0= ) dN;=0 (133)
i=1

ainsi que l'entropie, puisque le systéme est en équilibre :
dS=0=kd(lnQ) =0
Or, lexpression (131) peut se simplifier en utilisant la forume de Stirling :

In(n!) ~n Inn —n pour n > 1
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Ainsi :
K
nQ ~ [NInN-N]->[N;InN; - Nj]
=1
K K
= [NInN-NJ=) N;lnN;+ N=NInN-> N;InN;
=1 =1

K dN K K
= dan:—Z[dNi InN; + N; Nl} :—ZdNi lnNi—ZdNi
im1 @ i=1 i=1

soit, en tenant compte de la condition (133) :

K
dlnQ = —ZdNi InN; (134)

i=1

Pour résoudre I’équation (134), constatons qu’elle implique K inconnues (dN;). Or, les deux équations (132) et
(133) fixent deux conditions sur ces inconnues. Donc, seules K —2 inconnues de I’équation (134) sont linéairement
indépendantes.

Choisissons maintenant deux coefficients réels « et 8 (appelés multiplicateurs de Lagrange) afin d’effectuer
la combinaison linéaire des équations :

a x (133) + 3 x (132) — (134)
qui s’écrit aussi :
K
Zle X (a—i—ﬁai—klnNi) =0

i=1

c’est-a-dire :
K-2
Z sz (a—&—ﬁsi—l—lnNi) —|—dNK_1 (Oé—i—ﬁsz_l +IHNK_1)+dNK (oz—|—/6’5K—|—1nNK) =0
i=1

et fixons a et 8 de maniére a annuler les deux derniers termes :
a+Pex_1+InNg_1=0eta+8ecxg +InNg =0 (135)

Dans ce cas, il reste a résoudre ’équation :

K-2
Z dN,L (O[—F,BEZ'*FIHNi) =0

i=1

dans laquelle les K — 2 inconnues dN; sont linéairement indépendantes. Donc, cette équation impose les équa-
tions :
a+Be+InN;, =0Vie{l,.--- , K—2}

auxquelles s’ajoutent les équations (135). Finalement :
Vie{l,---,K},a+Be+InN;=0=InN;, = —a—fe;=> N, =e “xe Pe

auquel cas, il apparait que la probabilité d’occupation d'un état |i> d’énergie £; suit la loi de Boltzmann :

N; — . , 1 4
P(li>) = N GWG_BE’ =| P(li>) = Z¢© Bei

ol Z définit la fonction de partition, tandis que le facteur exponentiel e~ %% est le facteur de Boltzmann.

b— Facteur de Boltzmann

Dans ce facteur apparait une constante S qu’il convient de déterminer. Pour cela imaginons un systéme

en équilibre thermique avec un thermostat (température constante), dont le volume V' reste constant (donc
K

€; aussi) et dont les variations d’énergie interne U = ZNi ¢; et d’entropie S = —k In{) ne proviennent que
i=1
d’une modification de la population {N;} des niveaux quantiques.
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— Variation d’entropie :
Compte tenu de I'identité (134), 'entropie varie de la quantité :

K N
ds = —k ZdNi InN; ott N; = ?e—ﬁfi

i=1
K N N K K

—k Y dN; x <an - 551.) =—kn (Z> D AN +kBY eidN;
i=1 i=1 i=1

K K
kg ZsidNi carN:ZNZ-:(:te

i=1 i=1

— Variation d’énergie interne :

K K
U= ZNisi = dU = ZaidNi
=1 =1

Enfin I’identité thermodynamique fondamentale impose :

dU = TdS—pdV +pudN =T4dS car N =cte et V = cte
K K 1
= ;sidN,; = kTS ;sidm =| B=1x
Finalement, la loi de Boltzmann s’écrit :
P(li>) L e 75 avec B ! (136)
= — Tave = —
=7 KT

3— Gaz parfait monoatomique

Considérons, dans un premier temps, une particule monoatomique confinée dans un

parallélépipede rectangle de volume V' = L, x L, x L. Pour assurer ce confinement, i
la physique quantique introduit un puits de potentiel infini & 3 dimensions : L,
V(z) = 0 dans la boite 0 y
V(x) — oo a lextérieur L,
< L,
la fonction d’onde spatiale a 3 dimensions, d'un état stationnaire d’énergie €, vérifie I’équation de Schrédinger :
—h2
% AL)O(JT, Y, Z) + V(Jj, Y, Z) (,0(.1‘, Y, Z) =&x Qp(mv Y, Z)

c’est-a-dire, dans la boite :
m2 (0% 0%p O%p
A (i ST T s [ 137
2m (8x2+8y2+8z2> =¥ (187)
En choisissant la solution sous la forme :
oz, y,2) = X(z) x Y(y) x Z(2)
avec comme conditions limites :

o(x,y,z) =0pourc =0ouz=L,ouy=L,ouz=1L,

les fonctions normalisées X, Y, Z s’écrivent :

X(z) = \/Z sin(k, x) Y(y) = \/Z sin(ky y) Z(z) = \/LTZ sin(k, z)

kyLy,=ngm kyLy,=mnym kyL,=n,m et (ng,ny,n;) € N* (138)

avec :
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32
En remarquant que 8720 = k2 ¢, Péquation (137) devient :
R0 o e
—5 (ke Hky + kD) p(2.y.2) = ep(e, y, 2)
c’est-a-dire :
hZ
€= K |avec| k* =k} + k] + kZ (139)

Les résultats (138) et (139) :

w2 h? [ n? ni n?
g = om ﬁ—’_fg—’_fg

x

montre que I'énergie est quantifiée par trois entiers non nuls qui définissent alors un état quantique |n, ny, n, >.
Par exemple, dans une boite cubique de dimensions L, = L, = L, :
242
wh
_ T2 2 2
€= 2mL2 (n:r + ny + nz)
révele une dégénérescence probable des niveaux d’énergie :
— L’énergie fondamentale &1, pour laquelle n2 + nzzl +n? =1 est commune & g; = 3 états :

100> (010> [001>

h2 2
— L’énergie €5 = ﬁ x 2 est aussi commune aux g, = 3 états pour lesquels n2 + nfl +n2=2:
m
|110> (101> 011>
T2 h2
— L’énergie €3 = 7 x 3 n’est pas dégénéré (g3 = 1) car un seul état peut la produire :
m
[111>

La probabilité que la molécule posséde une énergie ¢; est alors donnée par les relations (64) et (61) des pages
28 et 27 : 7
Ple;) = é e P on Z = eze;‘,’gi e P (140)

11 conviendrait alors de chercher tous les triplets (nz,ny,n.) produisant la méme somme :

2

) n§+ny+n§:> hn?

i=—=4+-—S+"==¢= X4
Lz L2 L2 ‘T 2m

Cette approche se heurte rapidement & des limites mathématiques. C’est pourquoi on lui préfere une approche
semi-continue : les résultats (139) signifient également qu’il existe un vecteur k = (ks, ky, k.) dont la norme
définit ’énergie :

2

I 2
e=en=5-k k= h—?\/E (141)

Donc, chercher le degré de dégénérescence gi revient a chercher combien de vecteurs
k possedent la norme correspondante, sachant que I’évolution discontinue de &, k,,
k. situe I'extrémité de ce vecteur dans des petites "boites" de volume :

T AT o/l
57-]6_7X7X7:7 T Y
L, L, L. V

Pour y parvenir, estimons alors le nombre g; de ces petites boites contenues dans une coquille sphérique de
rayon k et d’épaisseur dk, c’est-a-dire de volume Vj, = 47k? dk.

Il vient alors : Y v
Vk:gkX5Tk:>9k:7k=47rk’2dk><—

0Tk 3
si toutes les valeurs entieres ng, n, et n, étaient permises. Or, seules les valeurs
positives sont accessibles, ce qui ne représente que 1/8%™¢ de la coquille sphérique.

C’est pourquoi :

2 V V2
gr = 4nk* dk x 83— o2 k°dk
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ou la relation (141) fournit :

5 2m
o= —oe v <2m

3/2
dk_\/% = T o ﬁz> Veds
RN NG

La probabilité P(e;) rappelée par la relation (140) admet ainsi un équivalent pour une distribution continue des
énergies : la probabilité que ’énergie d’'une particule se trouve dans U'intervalle €, e + de vaut :

dP(e,de) = lgk e P = Vv (zm v Vee Pede = AJee P de
’ Z dm27 \ h?
1% om\*/?
Ar2Z \ h2
La condition de normalisation de cette probabilité impose :

ou A= est une grandeur constante si le volume V' demeure constant.

/ §’P(€,d5):1:>/ Aee Pede =1
e=0 e=0

tandis que la valeur moyenne < ¢ > de I’énergie se calcule en intégrant par parties son espérance mathématique :
o0 o0
<e> = / e x 0P(e,de) = A3/ ePe e
e=0 e=0

A gy g™ 3 B 3
= |—=¢&%e P 4+ = Ayee Pede =0+ — x 1
[ ﬁ 10 26 0 25

3
= <Ee>= ikT

Ainsi, I’énergie interne de ce gaz, composé de N particules monoatomiques, vaut :

3 3 . (oU 3
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