Normes [66.]

1. Quelle que soit la colonne X,

n
E ai)ij .
j=1

D’apres I'inégalité triangulaire dans R"™,

n n
D aiix| < ) laigxl

j=1 j=1

IAX]|,, = max

T<ign

vi<i<n,

et comme le maximum est un majorant,
VIi<ism VI<i<n, ol <lai X

En sommant ces inégalités sur j, on obtient

n n
Y auy| < | Llau] X
j=1

j=1
Comme le facteur ||X]|, est positif et indépendant
de i, on en déduit enfin que

IAX]|, < [max Zlaul} Xl oo

Cette majoration (cf [61.2 - 3°]) justifie 'existence de
[IAlll et prouve déja que

vV1<ign,

n

lIA]l < max E lai;l. 1)
1<ign 4 ]
]:

@ Toute famille finie de nombres réels posséde
un plus grand élément, donc il existe un indice en-
tier 1 <ip < ntel que

maxza ~Yla
max Y Jagyl = ) la, |

j=1

Par ailleurs, il existe une colonne Xy = (£1,...,£1)
telle que

n

n
Z Qio,jXj = Z'aio»jl

j=1 j=1
(on choisit x; du signe de aj, j). On en déduit alors
que

|AXo]| 50

2 Aio,j%;

j=1
Or [[Xol[,, =1, donc [65.1]
[AXo oo < MAIHIXo oo = A (©)

= max Zlam\ 2)

1<ign

Les relations (2) et (3) établissent I'inégalité récipro-
que de (1). Par conséquent,

n
Al = max E lai,jl.
1<ig<n 4 p

j=

2. Soit A, une valeur propre de A. Il existe donc une
colonne Xo, non nulle, telle que AXo = AXo.
Par conséquent (cf [61.2-1°])

Al Xolloo = IAXolog = [[AXo ]l < TIAIINXo ]l

Comme X, # 0, alors [|Xo||, > 0, donc on peut sim-
plifier I'inégalité par || Xo|| ., et obtenir ainsi

AL < (A



