
Normes [55.1]

On travaille dans l’espace

E = `∞(R)

des suites réelles bornées.
Domination.
Soit u ∈ E : il existeM = ‖u‖∞ > 0 tel que

∀ n ∈ N, |un| 6M.

On fixe (provisoirement) 0 6 x < 1. On sait
que

∀ n ∈ N, |unx
n| 6Mxn

et comme 0 6 x < 1, la série
∑
Mxn est une série

convergente de terme général positif (série géomé-
trique). D’après le théorème de comparaison, la sé-
rie

∑
|unx

n| converge et comme la convergence ab-
solue implique la convergence (au moins pour les
séries numériques), la série

∑
unx

n converge et∣∣∣∣ +∞∑
n=0

unx
n

∣∣∣∣ 6 +∞∑
n=0

|unx
n| 6M

+∞∑
n=0

xn =
M

1− x
.

On peut donc considérer la fonction S(u) définie par

S(u)(x) = (1− x)

+∞∑
n=0

unx
n.

Ce qui précède montre que la fonction S(u) est bor-
née sur [0, 1[ et que

∀ 0 6 x < 1,
∣∣S(u)(x)∣∣ 6M = ‖u‖∞.

Le majorant étant indépendant de x, on peut passer
au sup et en déduire que

‖u‖ = ‖S(u)‖∞ 6M = ‖u‖∞.
§ Norme ?

Encore faut-il vérifier que ‖·‖ est effectivement
une norme sur E...

§ On a démontré que ‖·‖ était bien une applica-
tion de E dansR, à valeurs positives.

§ Si ‖u‖ = 0, alors ‖S(u)‖∞ = 0, donc en parti-
culier

∀ 0 6 x < 1,
+∞∑
n=0

unx
n = 0.

Comme la longueur de l’intervalle [0, 1[ est stricte-
ment positive, on peut invoquer l’unicité du déve-
loppement en série entière (je présente mes excuses
aux 3/2) :

∀ n ∈ N, un = 0

c’est-à-dire u = 0E.
§ Quels que soient λ ∈ R et 0 6 x < 1,∣∣∣∣(1− x) +∞∑

n=0

(λun)x
n

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣S(u)(x)∣∣

donc
‖λu‖ = |λ| ‖S(u)‖∞ = |λ| ‖u‖.



§ Soient u et v dans E. Pour tout 0 6 x < 1, par
inégalité triangulaire (sur des nombres réels),∣∣∣∣(1− x) +∞∑

n=0

(un + vn)x
n

∣∣∣∣
6 (1− x)

(∣∣∣∣ +∞∑
n=0

unx
n

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ +∞∑
n=0

vnx
n

∣∣∣∣)
6 ‖S(u)‖∞ + ‖S(v)‖∞

puisque la borne supérieure est un majorant. On a
trouvé ici un majorant indépendant de x, donc on
peut passer au sup :∥∥S(u+ v)

∥∥∞ 6
∥∥S(u)∥∥∞ + ‖S(v)‖∞

c’est-à-dire

‖u+ v‖ 6 ‖u‖+ ‖v‖.

§ On a ainsi démontré que ‖·‖ était une norme
sur E.

§ Étude de la réciproque.
Pour tout n ∈ N, on considère la suite

un = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )

dont l’unique terme non nul est le terme d’indice
n. Cette suite est bornée, donc la suite (un)n∈N est
bien une suite de vecteurs de E.

D’autre part, il est bien clair que

‖un‖∞ = sup
k∈N

|un,k| = un,n = 1

pour tout n ∈ N.
Enfin, en notant Sn au lieu de S(un), on sait

que
‖un‖ = ‖Sn‖∞

où, par définition,

∀ 0 6 x < 1, Sn(x) = (1− x)xn.

On a donc

S ′
n(x) = x

n−1[n− (n+ 1)x],

ce qui prouve que la fonction Sn est croissante sur
[0, n

n+1
] et décroissante sur [ n

n+1
, 1].

Comme Sn(0) = Sn(1) = 0, on en déduit des
variations de Sn que cette fonction est positive et
donc que

‖Sn‖∞ = sup
06x<1

∣∣Sn(x)∣∣ = Sn( n

n+ 1

)
et, en revenant à la définition de Sn,

0 6 ‖Sn‖∞ =
1

n+ 1

( n

n+ 1

)n

6
1

n+ 1

donc ‖un‖ tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.
REMARQUE.— On doit savoir calculer très vite un
équivalent de ‖Sn‖∞ (même si, ici, cela ne sert à
rien).


