Normes [55.1]

On travaille dans I’espace
E=(*(R)

des suites réelles bornées.
Domination.
Soit u € E :il existe M = |jul|, > 0 tel que

VnelN, |u,/<M

On fixe (provisoirement) 0 < x < 1. On sait
que
VneN, [ux"<Mx™

et comme 0 < x < 1, la série ) Mx™ est une série
convergente de terme général positif (série géomé-
trique). D’apres le théoreme de comparaison, la sé-
rie ) [unx™| converge et comme la convergence ab-
solue implique la convergence (au moins pour les
séries numériques), la série }_ u,x™ converge et
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On peut donc considérer la fonction S(u) définie par

+oo
S(w)(x) =(1—x) ) unx™
n=0
Ce qui précede montre que la fonction S(u) est bor-
née sur [0, 1] et que
Vo<x <1, [SWx)|<M=]ul,

Le majorant étant indépendant de x, on peut passer
au sup et en déduire que

[ull = ISWle < M = [ullo

@ Norme?
Encore faut-il vérifier que ||-|| est effectivement
une norme sur E...

tion de E dans IR, a valeurs positives.
@ Siljul| =0, alors ||S(u)||,, = 0, donc en parti-
culier

Vogsx<, Zunx

Comme la longueur de l'intervalle [0, 1] est stricte-
ment positive, on peut invoquer 1'unicité du déve-
loppement en série entiere (je présente mes excuses
aux 3/) :

VyneN, u,=0

c’est-a-dire u = Og.
a Quels quesoientA e Ret0 <x <1,
+o0o
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n=0

=N [S(wx)]

donc
AU = AHIS (W)l o = IA] ]l



@ Soient u et v dans E. Pour tout 0 < x < 1, par
inégalité triangulaire (sur des nombres reels)
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puisque la borne supérieure est un majorant. On a
trouvé ici un majorant indépendant de x, donc on
peut passer au sup :

[+, <[|S@W]|, +1SM)ls
c’est-a-dire
w4+ < [lull + [[v].

@ On a ainsi démontré que ||| était une norme
sur E.
@ Ftude de la réciproque.
Pour tout n € N, on considere la suite

un = (0,...,0,1,0,...)

dont 'unique terme non nul est le terme d’indice
n. Cette suite est bornée, donc la suite (1, )nen est
bien une suite de vecteurs de E.

D’autre part, il est bien clair que

[unllo = suplunkl =unn =1
keN

pour toutn € IN.
Enfin, en notant S,, au lieu de S(u,,), on sait
que
unll = I1Snllo

otl, par définition,

YVo<x<1, Sp(x)=(1—x)x".
On a donc
L) =x""Tm— (n+1)x,

ce qui prouve que la fonction S, est croissante sur
[0, 5] et décroissante sur [ 5, 1]. '
Comme S,,(0) = S,,(1) = 0, on en déduit des
variations de S,, que cette fonction est positive et
donc que
n
ISnlleo = sup [Snlx)| =Sn(—5)

0<x<1 n+1

et, en revenant a la définition de S,,,

0< ISnloe = g (309) " <

n+1\n+1 n+1

donc |Jun || tend vers 0 lorsque n tend vers +oco.

REMARQUE.— On doit savoir calculer treés vite un
équivalent de ||Sn ||, (méme si, ici, cela ne sert a
rien).



