Séries numériques [59]

[59.1] La fonction f définie par

nt

Vis1, f(t) =

t
est de classe €' et |t
—{n

Vt>1, f'(t)= o

donc f est décroissante sur [e, +oo[ et maxi~q f(t) = f(e) = e
@ La figure suivante :
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justifie I’encadrement

Vn>4, Y f(k) < J fo)de< y (k)
k=4 3 k=3

et donc que

V>4, Jnlfntdt_ Eﬂnzt}
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et comme f tend vers 0 au voisinage de 400, on déduit de (1) que

@ Lorsque n tend vers +oo,
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tn(mn—1)=tn[n(1-—)] =tnn——+0(/a2)
et par conséquent

n*n—1)=m’n—
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La série Y 1/n/m est une série convergente de terme général positif (série
de Riemann), donc la série )} u,, est absolument convergente et donc

convergente.



En notant U, la somme de la série }_u,,, on a donc
n
> we=U+o(1)
k=2

lorsque n tend vers +oo0, mais aussi (somme télescopique)

n n 2 2 2

n“k—In“(k—1 n“n
E ‘uk::Sn,— E > ( )::Sn-— > .
k=2 k=2

On en déduit que
in2
Sp = “2“ +U+o(1)

lorsque n tend vers +oo.

Ce développement asymptotique est plus précis que (3), et aussi
plus précis que (2) (toute suite convergente est bornée mais la réciproque
est fausse).

[59.2] On fait le lien avec ce qui précéde :
k1, K = exp I explf(i)

D’apres le développement limité & 1’ordre 2 de exp au voisinage de 0, il
existe une suite (v )r>1 telle que

Vk>1, k" =14k +v etque vy = O(f*(k)). (5
Comme 5
n-k 1 1
201y ) _
P0= "5 e = (er)

et que la série ) /& est une série convergente de terme général positif
(série de Riemann), on en déduit que Y vy est (absolument) conver-
gente et donc qu’il existe un réel

+o00
T-Zizilvk
k=1
tel que
n +o0
ka =T-— Z vi =T+ o(1)
k=1

k=n-+1

lorsque n tend vers +oo.
On déduit alors de (5) et de [59.1] que

D K= T4 flk)+ ) w
k=1 k=1 k=1 k=1
=n+Sq + [T+ o(1)]

nzn

:n—l—{g +c+0(1)}+[T+0“)]
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:n+

e+ T)+o(1)
K

lorsque 1 tend vers +oo.



