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936. Soient A € R™™ et p €]0, 1{. Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que
X suit 1a loi de Poisson de parameétre ) et que, pour tout n. € N, la loi conditionnelle de Y
relative & I’événement (X = n) est la loi binomiale B(n, p). Déterminer la loi de Y.

.937. Un joueur lance simultanément N dés équilibrés. Il relance les dés qui n’ont pas donné
6. On note Sy, le nombre de 6 obtenus jusqu’au n-iéme lancer.

@) Montrer que S, suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
+o00

b) Montrer que P (U (Sp=N)| =1

n=1

¢) Onpose T = min{n € N*, S,, = N}. Déterminer la loi de T". Montrer que T' admet une
espérance. Calculer E(T') pour N = 5.

938. Soit X une vgriable aléatoire a valeurs dans N.

n

a) Montrer que Z EP(X=k)=—-(n+1)P(X >n)+ ZP(X > k).

k=0 k=0
b) On suppose que X est d’espérance finie. En déduire une expression de E(X) ne faisant
intervenir que les P(X > k).
¢) On suppose réciproquement que la série de terme général P(X > n) converge. Montrer
que X est d’espérance finie.
d) Calculer E(X) lorsque X suit une loi géométrique de paramétre p.

939. Le nombre d’ceufs pondus par une poule suit une loi de Poisson de parametre A > 0.
Chaque ceuf éclot de fagon indépendante avec une probabilité p €0, 1[. Déterminer la loi du
nombre K d’ceufs qui éclosent.

940. Soient n > 2 et N = n!l. Onpose N = pT* x --- x pi™ ot les r; sont dans N* et les
p; des nombres premiers distincts. Soient X et X deux variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur {1,...,N}.

a) Montrer que les événements (py, | X1), pour 1 < k& < m, sont mutuellement indépendants.
b) Soitk € {1,...,m}. Calculer P {(px | X1) N (px | X2)).

. too
1
941. Soit P I’ensemble des nombres premiers. Soient s > 1 et {(s) = vt
n=1
a) Déterminer A € R tel que (An™°)pen+ soit une distribution de probabilité sur N*.
On munit dans la suite N* de cette distribution de probabilité.
b) Pour p € P, soit A, = pN". Montrer que les événements A,, p € P, sont mutuellement
indépendants.

1 1
¢) En déduire que —— = (1 — —) .
RO H7, P

942. Soit T' une variable aléatoire a valeurs dans N. On suppose que, pour tout n € N,
P(T 2 n) > 0. On pose, pournn € N, 8, = P(T = n|T = n). On dit que (6,) est un taux
de pannes.

a) Montrer que les 6, sont dans [0, 1].
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b) Exprimer P(T > n) en fonction des 8. Montrer que la série Z 0., diverge.

¢) Réciproquement, si (#,,) est une suite d’éléments de [0, 1] telle que la série Z 0., diverge,
montrer qu’il existe une variable aléatoire T" A valeurs dans N telle que P(T 2 n) > 0et
P(T=n|T >n) =0, pourtoutn € N.

943. Soit (X,,) une suite de variables i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1].
Pourn € N*,onpose V,, = X, + Xpi1et S, = V3 4+ 4+Y,.

a) Déterminer, pour n € N*, Ia loi de Y,,.

b) Calculer, pour n € N*, I’espérance et la variance de .S,,.

¢) Soite > 0. Montrer que lim P ( Sn _ 2p| 2 5) =0.

n—+oo n

Centrale - MP
Algébre

944. ° Soit P € R[X] de degré > 2.
a)l On suppose P scindé sur R et on considére z tel que P'(z) = 0 et P(z) # 0. En utilisant

P
~5» montrer que P"(z)P(z) < 0.

b) Soient z; et x4 deux racines consécutives de P. Montrer que P’ (ml)P; (z2) < 0.
¢} Soienta < btels que P — a et P — b sont scindés. Montrer que P’ est scindé i racines
simples.

945. ° Pour P € C[X] non constant, soit Z(P) I’ensemble des racines de P dans C. Soient
P et Q dans C[X] non constants tels que Z(P) = Z(Q) et Z(P — 1) = Z(Q — 1). Montrer
que P = Q.

946. ° Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. Soient y,...,p, et ¥
des formes linéaires sur E. On suppose (p1, . . ., @p) libre.
a) Montrer que ) appartient au sous-espace de E* engendré par 1, ..., @, si et seulement
P
si ﬂ Ker ¢, C Kery
k=1

b) On suppose que K = R ou C. Montrer que les conditions de la question précédente
€quivalent a ’existence de C' > 0 tel que Vz € R, [¢)(z)| < C max {pr(z)].
AP

947. ° Soitn € N*. Si M € M,,(C), soit Com(M) la comatrice de M.

@) Soitr € {0,...,n}. Déterminer la comatrice de J7, la matrice diagonale de My (R)
ayant r coefficients égaux 2 1 puis uniquement des coefficients nuls sur la diagonale.

b) Pour A et B dans M,,(C), montrer que Com(AB) = Com(A)Com(B).

¢) Pour M dans M,,(C), quel est le rang de Com(M) ?

d) L’application Com est-¢elle injective 7 Quelle est son image ?

948. ° Soient n. € N*, f un endomorphisme de M., (C).
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a) Montrer qu'une matrice A € M,,(C) est nilpotente si et seulement si pour tout i € C,
I, — pA est inversible.

b) On suppose que f(GL,(C)) C GL,(C).

Montrer que, pour M € M,,(C), rg(f(M)) = rg(M).

949. Soient > 2 un entier et K = R ou C. On note d,,(K) la dimension maximale d’un
_sous-espace vectoriel de M, (K) ne contenant que des matrices diagonalisables.

a) Que dire du spectre réel d’une matrice antisymétrique rélle ? Dans le cas oll n est impair,
peut-on &tre plus précis ?

b) Déterminer d,, (R).

¢) Déterminer dy(C).

3a+2b —4a-b 2a
950. PYTHON. Pour (a,b) € C%, s0it My = [ 2a+b —-3a-b 2a
b -b . a
On définit E = {M, ; (a,b) € C?}. Pourn € N*,s0it R, = {M € E; M™ = I3}.
a) Calculer Ml,OMO,l, M0’1M170, M0,12 et M1,02.

b) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(C). Est-ce une sous-algébre de M3(C) 7

¢) Déterminer R, pour n € N*.

d) Trouver P € GL3(C) telle que P~ M; P soit diagonale et P~ M; oP triangulaire
supérieure.

e) Pourn € N*, (a,b) € C?, calculer PM, " P~" et retrouver Ry,.

951. Soient n € N*, A € M,(C), La et Cy4 les endomorphismes de M, (C) définis par
VM € Mp(C),La(M)=AM,Cs(M) =AM — MA.
a) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que L 4 et C4 sont diagonalisables.
400 s
4 P®(4
b) Si P € C[X] et M € M,(C), montrer que P(Ca)(M) = Z(—l)’“A’“M-——E'g——).

. k=0
¢) Montrer que, si C4 est diagonalisable, il en est de mém_e de A.

952. Soit M € M, (R) définie par my; = 4sij =4+ 1, my; =n—i+1lsij=4-1,
m;,; = 0 sinom.

a) Dessiner M.

b) Déterminer I’endomorphisme de R,,1[X] dont M est la matrice dans la base canonique.
¢) Déterminer le rang de M et son spectre.

953. Soient A et B dans M,,(C).
a) Comparer les spectres de B et *B. En déduire que, si A et B ont une valeur propre
commune, il existe C' € M,,(C) \ {0} telle que AC = CB.

b) On suppose qu’il existe il existe C' € M,,{C) \ {0} telle que AC' = C'B. Montrer que 4

et B ont une valeur propre commune. ‘
¢) Soitr € {1,...,n}. On suppose qu’il existe il existe C € M, (C) de rang r telle que
AC = CB. Montrer que X4 A X ést de degré supérieur ou égal 2 r.

d) Etudier la réciproque de la question précédente.
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954. Soit n € N*.
a) Soit M € My, (R) nilpotente d’indice de nilpotence d.
i} Montrer que d < n.
i) Montrer que M? — I,, est inversible, formuler son inverse.
b) Soit M € M,(C) telle que M* + M*+ M?> + M + I, = 0.
i) Montrer que | tr(M)| < n.
i) Etudier le cas d’égalité.
iii) Etudier le cas M € M,(R).

955. Pour R > 0, soit Bg = {z € C; |2| < R}.
oo (_1)Ic—-1
a) Déterminer le rayon de convergence r de la série entitre Z
k=1

z*. On note fla

somme de cette série entiére.
b) Pour z € By, calculer exp(f(2)). On pourra considérer ¢ € [0, 1] ~ exp(f(¢2)).
¢) Soientn € N*, A € M,,(C). Btablir I’existence de & > 0 tel que

too k—1 k
-1 t
Vz € Bg, det(l, + zA) = exp Z sz’c .
k=1 k
d) Déduire de la question précédente une condition nécessaire et suffisante sur A € M, (©)
pour que Vk € N*, tr(A*) = 0.

956. Soient n € N*, A et B dans M, (C) telles que Vk € N, tr(4*) = tr'(B*).
a) Les matrices A et B sont-elles semblables ?
b) Montrer que x4 = x5.

957. Soient n € N*, M € M,,(Z) dont toutes les valeurs propres (complexes) sont de
module au plus 1.

a) Montrer que x4 € Z[X] et que tr(A*) € Z pour tout k € N.

b) Montrer que les valeurs propres non nulles de A sont de module 1, puis que ce sont des
racines de 1’unité.

c¢) Exhiber A € M,,(Z) dont I’ensemble des valeurs propres est U,,.

1
958. PYTHON. Soit ¢ : R[X] x R[X] = R, (P,Q) /1 [t| P(t) Q(t)dt.

a) Montrer que  est un produit scalaire.

b) Programmer une fonction phi (P, Q) renvoyant p(P, Q).

¢) Montrer qu’il existe une unique suite orthonormale (Pn)n>o telle que, pour tout n, P,
soit de degré n a coefficient dominant positif.

d) Programmer une fonction retournant P,,. Déterminer Py, P, P,, P3, Py. Tracer les graphes
des fonctions polynomiales associées sur [—1, 1].

e) Soit n € N*. Montrer que P, est scindé 2 racines simples et que ses racines sont dans
1-1,1].

J) Montrer que, pour tout n € N*, les racines de P, séparent celles de P, ;.

959. Soit (E, ( | )) un espace euclidien; soit u € L(E).
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a) Montrer qu’il existe un unique v € L(E) tel que : ¥(z,y) € E2, (u(z)ly) = (zlv(y)).
On le notera u*.

b) Montrer que tout endomorphisme trigonalisable de F est trigonalisable en base orthonor-
mée.

-b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que u* € R[u]. Que peut-on dire si
u* & Ru)?

960. a) Soientn € N*, A € 5, (R). A quelle conditionsur le spectre de A est-il vrai que
VX € My 1(R)\ {0}, X AX > 07 On note S (R) I’ensemble de ces matrices.

n—1}, A€ S:;+(R).0nécmA=< B C )

'b) Soientn > 2 unentier,p € {1,.. tc D
Montrer que det(B) > 0, puis que det(A) det(B) det{D).

961. Soitn > 2un entier. On identifie Mn 1(R) et R™. Pour S € S,,(R), soit fs I’ apphcatlon
de R™ dans R définie par VX € R", fs(X) ='XSX.

Onnote R = {{X,Y) e R" xR"; *XX =*YY =1, *XY =0}.

a) Enoncer le théordme spectral.

b) Soit S une matrice diagonale réelle. Pour X € R", calculer fg(X).

¢) Soient S € S,(R), X et Y dans R™. Exprimer !X SY en utilisant fs.

d) Onnote A; € -+ € Ay, les valeurs propres de f comptées avec multiplicités. Montrer
que 2sup{|’XSY|; (X,Y) &R} = A — 1.

Analyse

962. Soit G un sous-groupe de (C*, x) tel que, pour tout g € G, il existe un voisinage V de
gdans C* tel que VNG ={g}. . ' ‘
a) Montrer que, pour tout compact K de C*, G N K est fini.
b) Montrer que G NU est cyclique.

-¢) On suppose que G n’est pas contenu dans U: Soit A = {z € G, |z| > 1} . Montrer que A
admet un plus petit élément. En déduire G.

963. Soient n € N* E = Mn(R). On munit E du produit scalaire canonique et de la norme
associée notée || ||.

a) En utlllsantl’lnégahte de Cauchy-Schwarz, montrer que ||AB|| < || Al || BJ|.

b) Onfixe A € E.Pour M € E, soit: f(M) = 2M — M AM. La suite (M) ken est définie
par My € E etVk € N, Myy1 = f(My). Montrer que, si ||I, — AMl|| < 1, alors A est
1nver51ble et My —> A™L. :

964. Soient E et F' deux espaces normeé réels de dimension finie, f une application continue
de E dans F. On dit que f est propre si, pour tout compact K de F, f 1K) estun compact
de E.
a) On suppose que f est propre Montrer que I’'image par f d’un fermé de E est un fermé
de F.

b) Montrer-que f est propre si et seulement si || f(z)|| — oo
|zt —+o0

Epreuves orales: Centrale - MP 141

n
965. ° PYTHON. Pour n € N, soit u,, = Z —i—
k=0 (k)
a) Calculer u, pour n < 1, représenter u,, pour n < 100. Que peut-on conjecturer ?
b) Démontrer la conjecture précédente.

¢) Montrer que Vn € N, Z —5— = nﬁ.
k=0 (k) 2

966. PYTHON. Pour n € N*, on note s,, la sommes des chiffres de 7 (en base 10) et ¢, le
nombre de 0 terminant 1’écriture décimale de n.
a) Ecrire deux fonctions en PYTHON renvoyant s,, et ¢,,. Tracer Z thx™ et Z Spz™ pour

9
TE [ 01 0] en tronquant la somme a I’ ordre 10,20,100,.
b) Montrer que Z Spx™ et Z t,a™ ont un rayon de convergence égal a 1.

¢) Calculer la somme de chacune de ces deux séries.

967. PYTHON. Soit (a4, )n>1 une suite d’éléments de R** telle que Z an, converge. On pose

an Z ag.

k2n+41

a) On suppose que Vn € N*, —5. En approchant R,, par 1a somme des 100 premiers

a Anyi’
termes, tracer sur un méme graphe les séries E A, E "+1 E il

\/—
Ant1 1
b) Montrer que, si n € N*, =& VR, — /R, Nature de 2ntl 9
q R, S <2( +1) o
¢) Montrer que, si m et n sont dans N* avec n > m, dmil L .. 4 Snil >1- RnH.
R, R, R,

a
Nature de Z il g

d) Montrer qu 11 existe un unique o € [1/2,1] tel que pour 8 < a, Z a;'él converge, et

pour 8 > a, Z: "+ diverge.

TL

e) Trouver o pour g, = — etpour a, = c™ avec ¢ €]0,1].
n2.

968 * Soient (@n)nen+ une suite de réels strictement positifs. Pour n € N*, soit §,, =

Z ax?. On suppose que a,,Sy, o 1.
=1 —+00

a) Montrer que Z a; diverge.
b) Donner un équivalent de a,.

n
1
969. a) Pour n € N*, soit H,, = Z T Montrer que la suite (H,, — In(n)),»; converge.
k=1
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1 —1
b) Déduire de la question précédente la sommez( ]i .
k= 1
+oo C
¢) On pose, pour s > 1, {(s) = . Calculer
) On pose, p ¢(s) ; = ;_2

970. Si (un)nzo € RN vérifie ug = 0, soit (Un)n>1 la suite définie par Vn € N*, v,
n{tn — Un—1). On note Py (resp. Py) la propriété : Z v, converge (resp. il existe £ € R te
que un, — Let z (£ — uy,) converge).

a) On suppose qu’il existe o € R tel que Vn € N*, u,, = Arctan(n®). Etudier P; et Ps.
b) Soit (a,),>1 une suite réelle telle que Z an, converge. Montrer que Z % converge e

)

k=n
¢) Comparer les propriétés Py et Ps.

971. ° PYTHON. On définit deux suites en posant : 7o = 0, yo = O et, pour tout n € N
Tl = AT = Yny Yn+1 = V7 + Yn-

a) Montrer que les suites (z,, ), et (y, ) sont bien définies.

b) Calculer avec Python les 20 premiers termes de ces suites et conjecturer leur limite.

¢) On suppose que (z,,) et (yn) convergent; calculer leur limite.

K
d) Onpose K = [O,W]X[O: V7 + V7|, eton définit f - {(x v) : (7 -y, V7 +z)

Montrer que ¢ est k-lipschitzienne, avec k < 1, pour la norme ||.||1.

¢) Déterminer ng € N tel que pour tout n > ng, [z — | < 2073 et |l — yn| < 1073
Vérifier a I’aide de Python.

J) Montrer que les suites ne sont pas monotones.

972. ° Le but de cet exercice est de montrer que 7 est irrationnel.
a) Soient E un espace vectoriel, u un endomorphisme nilpotent de E. Montrer que v =
id +u est inversible et déterminer v?.

b) Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique @ € R[X] tel que Q" + @ = P. Si P est ]

dans Z[X]. et divisible par X™, montrer que () est dans Z[X] et que Q(0) est divisible par n!
¢) On suppose que 7 = g avec (p,q) € N* x N*. Pour n € N, soient P, = (p — ¢X)"

' / . L[ .
et @, I'unique polyndme de R[X] tel que Q). + @, = P,. En considérant -} / P, sin,
*Jo

démontrer le résultat annoncé.

973. Soit E = C*°(R, R). On appelle dérivation de E tout.endomorphisme ¢ de E tel que
pour tout (f, g) € E?, 6(fg) = f8(g) + g6(f).

a) Soit ¢ une dérivation de E. Quelle est I’image d’une fonction constante par 4 ?

b) Soit f € F nulle en 0. Montrer qu’il existe g € F telle que Vz € R, f(z) = zg(z).

¢) Déterminer les dérivations de E.
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974. @) Pour x € R**, justifier 'existence de f(x) = Z —In(1l — ™).
nz1
b) Montrer que la série de fonctions de Ia question précédente converge uniformément sur
tout [a, +00 avec a > 0. Y a-t-il convergence uniforme sur 10, +o0[?
¢) Déterminer un équivalent de f en 400, puis un équivalent de f en 0.

975. Soient T e R**, f une fonction continue de [0, 7" dans C. Pourn € N* et ¢ € [0,7),
k
$0it (o (t) = ( 1) / f(u) e Bntt=w) gy,

a) Justlﬁer] ex1stence de @, (t).
b) Etudier la convergence simple de (¢n )n>o0.

¢) On suppose que la suite / fu)e™ du est bornée. Montrer que f est la fonction
0

n>0
nulle. g

976. PYTHON. a) Soit z € R, On définit deux suites réelles u et v en posant uy = et
In(u
VneN, upy1 =y +up’, VneN, v, = —(n—)

.
i) Définir les fonctions u(n, z) et v(n, z) et donner u(n,0.3) et v(n, 0.3) pour 0 < n <
10.
it) Tracer (n,u,) et (n,v,) pour différentes valeurs de n et . Formuler une conjecture
iii) Etudier 1a monotonie de .

iv) Montrer qu’il existe & € R tel que & — v, = 0 < 2171)

v) Donner un équivalent simple de w,.
b) On fait maintenant varier z.

o
: 1 1
i) Mont Vz € R4, =
) rer que Vz € R+, a(z) = In(z) + ]; 5%FT 1D (1 + ’U‘k(x)).

ii) Etudier la monotonie de .
iii) Montrer que o est continue sur R**.

10
, 1 1
iv) Tracer z €]0, 20[— 1 ——In{l+——+).
) z €]0, 20 n(x)+,§02k’+1 n( +uk(m))
t’n

dt.
1+¢

1
977. On pose pour toutn € N, a,, = /
0

a) Nature de Z(—l)"an.
b) Calculer le rayon de convergence de Z anz™.

¢) Enoncer le théoréme d’intégration terme 2 terme.

d) Calculer la somme de la série entiére Z anz™.
+o0

e) Calculer Z(—l)"an.

n=0
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-+oo
978. @) Justifier la convergence de I = e~ " In(t) dt et étudier le signe de I.

0
n t n
b) Montrer que/ (1 - E) In(¢)dt — I.
0

% —ln(n) = 7.

NgE

¢) Montrer I’existence de v € R tel que

a
[

1
d) Liervyetl.

979. PYTHON. Pour n € N*, on note t,, le nombre de 0 2 la fin de I’écriture décimale de n
et s, la somme de ses chiffres. Par exemple t1004270 = 1 et 51004270 = 14. On note T'(z)

+0o0 +o0
Z th2", S(z) = Z sn2™.
n=1 n=1

.a) Ecrire des fonctions Python renvoyant ¢, et s,,.

- .9 9
b) Tracer les sommes partielles de T et S pour n € {10, 20, ..., 100} sur {—_Tﬁ’ ﬁ] .
Etudier la parité de T
¢) Déterminer le rayon de convergence de T et de .S.
d) On considére dans cette question S comme fonction d’une variable réelle. Quelle est sa
limiteen 17?7 )

z
) Montrer que pour tout z € C, |2] < 1, (1 — 2)S(2) = —9T'(2) + T
+o0 Z]_()T-Y
f) Montrer que pour tout z € C, |2| < 1, T(2) :'Z =510
p=1

g) On considére de nouveau S comme fonction d’une variable réelle. Quelle est sa limite
en —177

9 /2 ) »
980. PYTHON. Soit  : R — R telle que : Vz € RY, p(z) = — / ch (2v/zsint) dt et
: 0

/2
cos (2v/zsint) dt. ,

0
a) Tracer le graphe de ¢ sur [—3, 5] et sur [—1000, 0].
b) Déterminer la limite de ¢ en +oo)
/2
(sin t)?™ dt. Trouver une relation de récurrence entre

_ 2
vz € R ,w(w):;/

¢) Pour n € N, on pose K, =

0
les K,,. Exprimer K, pourn € N. ,
d) Montrer que @ est somme d’une série entiere, que 1’on précisera.
) Montrer que ¢ est positive sur [—1, 4+oo], croissante sur [—2, -+oo[, convexe sur [—3, +o0l.

981. Soient n € N*, U un ouvert convexe de R™, f une application de classe C! de R™ dans .

R. Montrer que f est convexe sur U si et seulement si :
V(a,b) € U%, f(b) = f(a) + (Vf(a),b — a).

Probabilités
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982. Soient s €]1, +oo et X une variable aléatoire d’image N* suivant la loi ¢(s):

1 =1
Vn € N, P(X =n) = ———, ol on note ((s) = -,
(X =m)= s ORI~
a) Pour tout n € N*, calculer P(n|X).
b) Soient ny,...,n; des nombres deux a deux premiers entre eux. Montrer que les événe-

ments {n;|X }1<;<r sont mutuellement indépendants.
¢) Soit (pn)n>1 la suite des nombres premiers rangée dans 1’ ordre croissant.

+oo 1
Montrer que —— =((s).
nl;[l 1-1/p;,
d) Montrer que Z ~1— diverge.
n31

983. © PYTHON. On appelle N-dé une suite de couples de réels ((r;, Pi))igign, O Ty €N,
N

p; €RT et Zpi = 1. Un dé€ est dit : équilibré si pour tout ¢ € [1, N}, p; = ]%f normal si
i=1
pour tout i € [1, N], r; = 4, usuel 8’il est normal et équilibré. On dit que la variable aléatoire
Y est associée au dé si pourtoutk € N, P(Y = k) = Z Ds.
i, ri=k
a) Calculer ’espérance et la variance de Y pour un N-dé.
b) Simuler sur Python un million de lancers du dé :
((1,0.45), (2,0.25), (3,0.15), (4, 0.10), (5, 0.05)). Que remarque-t-on ?
¢) La somme de dés usuels peut-elle étre un dé équilibré 7
d) Comment exprimer un (M N)-dé usuel comme somme d’un N-dé et d’un M-dé tous deux
équilibrés.
Ind. Dans les jeux de rdles, on peut utiliser deux dés de 10 pour simuler un dé de 100, I’un
des dés représentant les dizaines et I’autre les unités. Comment adapter ce principe ?
¢) Peut-on exprimer un dé usuel 2 6 faces comme somme de 2 dés normaux ?

984. a) Montrer que X° ~ X?— X —1 = (X —a)(X —b)(X —b) aveca €]1,2[,b € C\R
et |b} < 1.

b) On lance une infinité de fois une pitce équilibrée. On note p,, la probabilité pour que la
séquence P PP apparaisse pour la premiére fois au n-i¢me lancer. Exprimer p,, 1.3 en fonction

de Dns P41y Pni2.
¢) Donner une expression et un équivalent de p;,.

985. PYTHON. @) Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n > 1,
X, suit ]a loi binomiale B(n, 1/n).

i) Sik € N, montrer que la suite (P(X,, = k))n>1 converge et déterminer sa limite.

if) Tracer G, sur[0,1] pour1 < n < 10.
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iii) Montrer qu’il existe une variable aléatoire X 2 valeurs dans N telle que (Gx, )n>1 .

converge simplement vers Gx sur [0, 1]. La convergence est-elle uniforme ?

b) Soit (Xy)ny1 une suite de variables aléatoires  valeurs dans N, X une variable aléatoire.-

-4 valeurs dans N.

i) On suppose que, pour toutk € N, P(X,, = k) AT P(X = k). Montrer que (Gx, )n>1

converge simplement vers G x sur [0, 1].

ii) Etablir la réciproque de la propriété précédente.
Centrale - PSI

Algebre

986. ° Soit £ un espace vectoriel de dimension finie non nulle et u, v deux endomorphismes
de E. , ‘ -

a) Montrer que [rg(u) — rg(v)| < rg(u +v) < rglu) + rg(v). '

b) Soit F un sous-espace de E et G, H deux supplémentaires de F' dans E. Soit p le pro-
jecteur sur F' paraliglement 3 G et g le projecteur sur H parallélement & F. Montrer que

rg(p + q) = 1g(p) + rg(q):

n
987. Pour A € M, (R) on pose <p(A_) = max, 2; las]:
= :

a) Montrer que 1’on définit ainsi-une norme sur M (R).

n
b) Soit A € My(R) telle que : Vi € [1,n], |ai:] > Z|am|. Montrer que pour tout’

. . : o A
bE Mps (R) I’équation AX = b admet une unique solution dans M"’I(R)'

988. Soientn > 1, A, B € R,[X] et a € R.On suppose A(a) # 0. On considére I’ensemble
E ={P € R,[X], P+ P(a)A = B} etlafonction f : P — P(a)A.

@) Montrerque f est un endomorphisme de R,,[X] et calculer son rang.

b) L’endomorphisme [ est-il di'ag'o'nalisable?

c) En utilisarjt la question précédénte, déterminer E.

1000
3 ' 1.0 0| , . oy
989. A quelles conditions A = Z- c 2 0 est-elle Qlagonalxsable? Le cas échéant,
: d e f 2
diagonaliser effectivement A. :
0 a b ¢
. a 0 ¢ b
990. Soita,b,c c Ret A = b c 0 a
c b a 0
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a) Justifier que A est diagonalisable et donner un vecteur propre évident de A.
b) Calculer le polyndme caractéristique de A puis en déduire le spectre de A.
¢) Exprimer, lorsqu’elle existe, la matrice inverse A~ en fonction de Iy, A, A% et A3,

991. Soit M = (8 g) € My(R).

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.
b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M et M? soient semblables.

992. PYTHON Pour tout entier n € N*, on note w,, = 27/ gt F,, € Mp(C) 1a matrice
(w7(zk_1)(l—l))1<k,l<n-

a) Ecrire une fonction Python qui prend un entier n en argument et renvoie F},. Afficher
plusieurs matrices F,.

b) Calculer avec Python le produit F, F,,.

¢) Ecrire une fonction Python qui prend un entier n en argument et renvoie F 1. Que peut-on
conjecturer ?

d) Ecrire une fonction Python qui prend deux entiers n et k en arguments et renvoie F¥. Que
peut-on conjecturer ?

¢) Démontrer les conjectures précédentes.
Jf) Déterminer les valeurs propres de F},. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

993. PYTHON Soit n un entier naturel. On considere la matrice Ant1 € Mpiq(R) telle que
@j-1,; =J — L, @415 = n+ 1 — j pour tout 4, et dont tous les autres coefficients sont nuls.
a) Ecrire une fonction Python qui prend un entier n en argument et renvoie Ants.

b) Déterminer avec Python les valeurs propres de A, 1. Que peut-on conjecturer ?

¢) Soit u 'endomorphisme de R, [X] canoniquement associé  la matrice A, ;. Montrer
qu'il existe un polynéme ) ne dépendant pas de 7 tel que, pour tout P € R,,[X], u(P) =
QP +nXP.

d) En déduire les éléments propres de u.

e) Lamatrice A, est-elle diagonalisable ?

01 000 i
00100 I
994. PYTHON On considere lamatrice A= {0 0 0 1 0 M
000 01 i
55 5 5 3 I
a) Calculer le polynome caractéristique de A. La matrice A est-elle diagonalisable ? Préciser i

le module de ses valeurs propres.
b) On considére la suite (tn ) définie par ug = 2, u; = 3, uy = 8, uz =4, uqg = 11 et,
pourtoutn € N, uy, 5 = g(un T Unt1 + Unt2 + Unps + Unpa).

i) Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et renvoie les n + 1

premiers termes de cette suite.

ii) Afficher sur un graphique les 25 premiers termes de la suite. Que peut-on conjecturer
concernant la convergence de u,, ?
iti) Réécrire la relation de récurrence a I’aide de la matrice A.
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iv) Montrer que la suite de matrice (A™),, converge vers la matrice d’un projecteur dont

éci €léments caractéristiques.
on précisera les ha wx - x
v) Trouver un vecteur non nul X tel que .

AT A — A AT

995, Soit A € Mo (R) vérifiant (E;) : A* + I, =0 zt (tEX% ; Anszilagaizial; S:ilqt(:?j : Hzg v

i i Ssenté a .
les endomorphismes respectivement représentés par A e !
aisi) Montll:gr que A est diagonalisable dans M2(C). Quelles sont les valeurs propres pos
sibles ?

if) Montrer que tout vecteur propre de u est vecteur propre de v.

b) Quelles sont les matrices satisfaisant (Ey) et (E2) ?

.. 2 . _
996. Soit E un R-espace vectoriel et v € L(F) vérifiant v+t idg =0.
a) Soit z € E non nul. Montrer que (z, v(z)) est une famllle libre.
b) Soitz,y € E tels que (z, y, v(z)) soit une famille libre.

famille (z,y, v(z),v(y)) est libre. .
hfogtrr\e;l?golsae gg:cmn(ais ?(J;ue(di)mE = 4. Montrer qu’il existe une base (e1, ez, e3},Ee4) ﬁe
CE qui vérifie e3 = v(ey) et eq = v(eq). Donner la matrice de v dans cette base. Est-elle

diagonalisable ?

y (p pp 10n
itaires a COefﬁClentS CompleXCS et 1 a hcat (8)
997. SOI’[ U 1 ensemb]e des pOl ndémes unita

de U dans U définie par H(X e H(X -9,

a) L'application ¢ est—eﬁ; }njective ? surjekc_tilve ? ; 1

b) Déterminer une condition sur n pour que (X" — 1) —0 T .
1 . oW

¢) i) Calculer le polyndme caractéristique de la matrice | ¢

0 ... 0 1 ap
ii) Montrer que deux matrices semblables ont le méme polyn(“)’me (Earzictens?que.
iii) En déduire que si P est A coefficients entiers, alors ¢(P) I’est également.

998, PYTHON. Soit G € R[X] un polyndme de degré n+1, scindé sur R et 2 .raclines stiemgiels;
On .déﬁnit g i’application de R,[X] dans R[X] qui au polyndme P associe le res
division euclidienne de PX par G. . doR,X]

)} Montrer que g est un endomorphisme de Ry, |[X]. B _ .
Zﬁ Dans cette questionn = 3et G = X* + 2X? — X2 2X =X(X - 1D)(X+1H{X+2)
» i) Donner la matrice de g dans la base canonique.

i) g est-elle diagonalisable 7 -
Zf) gTracer sur [—3, 2] les fonctions polynomiales associées aux vecteurs propres de g.

¢) On revient au cas général. L’application g est-elle diagonalisable 7 »

999. @) Soient A, B € M, (C) telles que : VM € M, (C), xam+B = XAM-
a) Montrer qu’il existe un entier p tel que B? = 0.
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b) Montrer que BA = (.

¢) Réciproquement, soient A, B € My(C) telles que B™ = BA = 0. Montrer que, pour
toute matrice M € M,,(C), XAM+B = XAM.

1000. a) Soient M et N deux matrices semblables de M, (C). Montrer que, pour tout P &
C[X], P(M) et P(N) sont semblables.

b) Soient A une matrice diagonalisable de M., (C) et (Bm)men une suite de matrices sem-
blables a A, convergeant vers une matrice B. Montrer que B est semblable A A

¢) Ce résultat subsiste-t-il si A n’est pas diagonalisable ?

1001. Soit 64, ..., 0, des réels deux a deux distincts modulo 27 et my, ..., My, des complexes
Ron tous nuls. Le but de I’exercice est de montrer que (mye™ 4 | mpe®»™) ne tend pas
vers 0 quand n — +oco. On suppose par I’absurde que my 1" 4y eifon _y g

eiﬂln . eiﬂpn my
- Montrer que ¥, = M,, sl =o

Mp

a) Onnote M,, = :
et1(n+p~1) ... efs(ntp-1)
quand 1 — +-o0.

b) Montrer que | det M,,| est une constante non nulle.
¢) AYaide du théoréme de Cayley-Hamilton, exprimer M, ! et rouver une contradiction.

1002. PYTHON. Une matrice carrée est dite stochastique si tous ses coefficients sont positifs
et si la somme de ses coefficients sur chaque ligne vaut 1.

a) Ecrire une fonction Python stoch(N) qui renvoie une matrice de taille IV stochastique
avec des coefficients aléatoires.

b) Une matrice stochastique A est dite semi-vide si @i,; = 0 quand i + j est pair. Ecrire une
fonction Python stoch2(N) renvoyant une telle matrice.

¢) Ecrire une fonction Python tracevp(A) qui trace les valeurs propres de A. Que remarquez-
vous ?

d) Soit A une matrice stochastique semi-vide. Montrer que si A est valeur propre de A alors
et —)\ aussi.

+oo
1003. Soit E = R,,[X] muni du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t)e™ dt.
0

a) Montrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire.
b) Pourtout k € [0,7], on pose B, = X*/k\. La famille B = (Bo,- .., By) est-elle une
base orthonormée de E 9 X

-1
¢) Pourk € [0,n] ett € R, on pose fi(t) = the—t et Le(t) = (T') et £ (t). Prouver
que Ly est une fonction polynomiale, donner son degré et ses coefficients.

d) Montrer que £ = (L, ..., L) est une base orthonormée de E.
¢) Exprimer la matrice de passagede Ba L.

1004. Soit E un espace euclidien. On dit qu’un endomorphisme f L(E) est une contrac-
tion lorsque : Yz € E, £ ()| < iz

@) Montrer qu'un endomorphisme symétrique f est une contraction si, et seulement si,
q p

Sp(f) € [-1,1].

|
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b) Montrer que si f est un endomorphisme symétrique alors, pour tout polynéme P € R[X]
- ettouts € E, ona | P(f)(@)]] < |lzl| suppespis) [P(0)] .

1005. a) Soit M € M, (R). On suppose que I, + M est inversible. Montrer qu’il existe un-
polyndme P tel que (I,, + M)™! = P(M).
b) Soit A € M, (R) une matrice antisymétrique. Montrer que I, + A et I, — A sont
inversibles.

1006. a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de M, (R) soit
diagonalisable dans une base orthonormale. o .
b) Une matrice de M,,(R) dont le polyndme caractéristique est scindé sur R est-elle trigo-
nalisable dans une base orthonormale ?

1007. Soient A, B € Sp(R) telles que 4201° = 52019,
a) Montrer que A-et AZ019 5ont diagonalisables ; quel lien y a-t-il entre leurs valeurs propres ?
b) Montrer que A = B.

¢) Si A? = B2, a-t-on nécessairement A = B?

Analyse

1008. * Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.
a) Montrer que les boules de E sont convexes. ‘
b) Soit C une partie convexe de F. On suppose que C est dense dans £. Montrer que C = E':

i) danslecas ot £ =R; ii) dans le cas général.

‘ 1
1009. PYTHON. On pose, pour (z,y) € R?, N(z,y) = /o |z — ty| dt.

a) Vérifier que N est bien une norme sur R2.

b) Tracer la courbe de la-fonction x — N(z, 1) pour z € [—1/2, 3/2] avec Python.
¢) Calculer N(z,1) pour tout z € R.

d) En déduire la valeur de N (z,y) pour tout (z,y) € R?. ‘
e) Soit C'le cercle unité d’équation 2%+ y2 = 1. Tracer la courbe de z +—+ IV (w, Vvi-— :1:2)

pour z € [—1, 1] avec Python. Estimer les valeurs de sup N(C) et inf N(C).2’aide du tracé.
f) Déterminer la valeur exacte de sup N(C).
: _ .
1
1010. Pour tous entiers naturels non nuls n et p, on pose Ly(n) = z T
: k=p+1
a) Montrer que, pour tout 72 > 1, la suite (L,(n)), converge vers limite notée L(n).
b) Montrer que, pour tous m, n > 1, L(mn) = L(m) + L(n).
¢) Montrer que la suite (L(n))y, est strictement croissante.
d) Montrer que, pour tout i > 1, L{n} = In(n).

Q(z)

1011. PYTHON Soit Q : 3 — (z — 1)(z® —2)%, f 1z > & — o) et enfin (u,,),, la suite

définie par ug = 10 et, pour tout n € N, up 1 = f(Un).
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a) Ecrire une fonction Python qui prend un entier n en argument et renvoie les n premiers
termes de cette suite. Que peut-on conjecturer sur la limite de cette suite ?

b) Montrer que Q' est scindé 2 racines simples dans V2, V2]. On admet qu’il en est de
méme pour Q”.

¢) Etudier les variations de I

d) Ecrire une fonction Python qui prend un entier n en argument et trace les points de coor-
données (&, 1n(ux, — v/2)) pour tout k < 7. Que peut-on conjecturer?

¢) Montrer que, pour tout nn € N, il existe ¢, > /2 tel qUe Upp1 — V2 = Fen)(u, — \/5)
f) Montrer que la limite de £’ en v/2 par valeurs supérieures est 1/2.

g) En déduire la preuve de la conjecture précédente.

n
1012. PYTHON Pour n € N* et z € R, on pose P,,(z) = H (1 - i;—)

k=1
a) i) Définir une fonction P (n,x) qui renvoie la valeur de P, ().

ii) Tracer les graphes des P,,(z) pour z € [0, 1] et n variant de 1 & 10. Qu’observe-t-on ?
iti) Définir une fonction M(n) qui renvoie ’abscisse z,, du maximum de P, sur [0,1].
Pour £ allant de 1 4 5, afficher z,, In(n) avec n = 10*. Qu’observe-t-on ?
b) i) Montrer que P, admet un maximum sur [0, 1], atteint en un unique point noté z,.
n 1 1 n-—1
iZ) En considérant x — In (P,(z)), montrer que ; % < oy < ﬁ + ; }t—
iii) Trouver un équivalent de z,, quand n tend vers I’infini.

3/ (n+1)w

1013. Pour n € N, on note u,, = / sin(z?) dz. Donner le signe de u,, en fonction

Vvnmw
de n. Montrer que la série E un, converge mais n’est pas absolument convergente.

1014. PYTHON. Pour a réel, on note (un(a))nen la suite définie par up{a) = a et pour tout
un(a)

14++/1+u(a)? )’

a) Ecrire une fonction suite (N, a) donnant tous les termes un(a) pour o € [0, N]. Cal-

culer suite(3, 0) puis suite(10, 2.1718).

b) Calculer suite(N, a) pour N = 10 et a appartenant 2 {1, 4, 10, 100]. Faire de méme

avec 2™up(a).

¢) Conjecture C) : convergence et limite de (u,(a))?

Conjecture C; : convergence et limite de (2"u,, (a))?

d) Montrer que pour tout z réel, | arctan(z)| < |z|. La conjecture C; est-elle vraie ?

1 € N, unq1(a) = arctan

p 2
e) Etudier la convergence des séries de terme général un(a), un(a)?, In ( 'u:;(;()a)) .
n
J) La conjecture C, est-elle vraie ?

Z

14++V/1+2x2

&) Comparer avec Python arctan(z) et 2 arctan < ) Démontrer le résultat

observé.
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1015. PYTHON Soit a, b > 0 et (un)n la suite définie par ug > 0 et, pour tout n € N,
n+a
n + b . . .
a) i) Avec Python, représenter graphiquement les 50 premiers termes de la suite (u,,), avec
uo = Let(a,b) € {(3,1),(%,1),(3,2),(%,2)}. Que peut-on conjecturer ?
n :

Up+1 = Unp, -

ii) Avec Python, calculer Z Uy pour n = 108, ug = 1 et pour les couples (a, b) = (1, % ,

k=0 .

(1,%), (1,2), (1,3). Que peut-on conjecturer ?
b) Soity > 0: On pose, pour tout i > 0, vy, = In(n"u,) et wy, = Unt1 — Un.

i) Déterminer un développement asymptotique i deux termes de w,.

i) A quelle condition sur - la série de terme général w,, converge-t-elle ?

iii) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que u,, ~ cn®°, ' .
¢) On suppose b — a > 1. On pose, pour tout n-€ N, 2, = (n+ 1)unt1 — nu,. Montrer que
la série de terme général z, converge et calculer sa somme..

1016. PYTHON So’it-(an)nEN une suite de réels strictement positifs. On pose up = Lu =a
etpour tout n > 2, uy, = Ap—1Un—1 + Un—z. On étudie la nature de la série de terme général

n .
Up = —(—j—l)— On note S,, = ka.
UnUn -1 . o

a) Ecrire une fonction qui prend en entrée les p premires valeurs de la suite (a,,) et retourne
les p premiéres valeurs de (uy,). : ‘ .
b) Ecrire une fonction qui prend en entrée les p premiéres valeurs de (a,,) et qui v.:alcule Sp.
¢) Tracer la ligne brisée reliant les points (n, S,) pour 1 < n < 20, lorsque la suite (a») est
respectivement donnée par : o E

D) a,=1/2" i) a,=1/n% i) an=1/v/n ®) an=1
Faire une conjecture sur le comportement de la série de terme général v,.
d) On suppose que la série de.terme général a,, converge. Montrer que pour tout n > 1,

n : h .

Up < H (1 + ax). Quelle est la nature de Ta série de terme géné_rgl Up,?

. k=1 ) L i o
e) On suppose maintenant que la série de terme général a, diverge. Quelle est la nature de

la série de terme général v, ?°
Ind. On pourra étudier la nature de la série de terme général Up—1 (tn — Un—2).

. L -
2w S W
1017. PYTHON Onnote w = &3 et pour toutn € N*, u,, = - etsS, = E U
: ' ’ k=1

a) La suite (Sn)

y , -
w—1 . . .
 Soi = ——— dt. Justifier I’existence de I.-Par la méthode des rectangles,
b)" Soit I /0 Tri+e \ :

trouver une valeur approchée de I. -
¢) Comparer I a S, que peut-on conjecturer ? Démontrer cette conjecture.
d) Donner la valeur exacte de I.

,, semble-t-elle converger ? Si oui, donner une approximation de sa limite 5.
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¢) On considére une suite de complexes (an)n> 1 3-périodique. On pose alors u,, = q, /n
€l 2n = U3n—2 + Usn—_1 + U3, pour tout n € N*. Montrer que la série de terme général u,,
converge si et seulement si a; + ag + a3z = 0.

1018. @) Montrer la divergence de Ia série harmonique et donner un équivalent de la n-idme
somme partielle.

b) Soit (uy), une suite & valeurs strictement positives et o un réel > 0. On pose, pour tout
"

n, S, = Zuk. On suppose que (Sy),, diverge. Montrer que la série de terme général S—Z
k=0 n

converge si, et seulement si, o > 1.

¢) On suppose maintenant que S,, converge vers S et on note R, =85 — S,,. Montrer que la

série de terme général — "

n—1

converge si, et seulement si, o < 1.

1019. @) On considére une suite (u,,) de limite nulle et  un entier naturel non nul. On pose,
-1

pourtoutn € N, v, = Z Unp+k- Montrer que les séries de termes généraux u., et v,, sont
k=0

de méme nature et, que si elles convergent, elles ont 1a méme somme.

b) Montrer que la série de terme général (—1)"/(n. + 1) converge.
¢) Montrer que la série de terme général 5™ /(n + 1) converge et calculer sa somme.

1020. PYTHON. Soit P = ag+ a1 X +... + a, X™ un polyndme & coefficients réels de degré

n k

n 2> 1. On pose, pour (z,t) € R?, M(z,t) = |P(z)| — Z Efﬁtk.

k=1
a) Justifier que pour tout réel z, I’application ¢ — M (z,t) est strictement décroissante sur
R ; en déduire qu’il existe un unique réel positif ¢ tel que M(z,¢) = 0. On note ce réel
m(z).
b) Dans cette question on prend P = X2 — 1. Montrer que pour tout ¢ € R, m(z) =
V22 + |22 — 1| — |z|. Etudier la régularité de m.
¢) Dans cette question on prend P = (X —1)(X —2)(X — 3). Ecrire une fonction en Python
qui prend en argument z et renvoie m(z) a la précision 1075,
On pourra utiliser la fonction bisect du module optimize de scipy; bisect prend trois
arguments : une fonction h & une variable, dont on cherche un zéro, et deux réels o et b qui
sont les bornes de Uintervalle oit I’on cherche le zéro.
Tracer le graphe de m.

1021. PYTHON. Soit f définie sur R par f(z) = e"/%siz > 0, f(z) = 0 sinon.
@) i) Représenter graphiquement f sur (—2,2].
if) Montrer que pour tout n € N il existe un polynéme P, tel que, pour tout z > 0,

F™(2) = f(z) ]3;2(3) - Donner P,, pour1 < n < 5.

iti) La fonction f est-elle de classe C*° sur R ? Est-elle développable en série entitre ?
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-1
b) On pose, pour tout z € R, g(z) = f(z)f(1 — z) et h(z) = « /0 g(t) dt, avec

1 :
o= g(t) dt. Tracer g et h sur un intervalle convenable. Sont-elles C°° ?

c) Cogstruire une fonction ¢ de classe C™ sur R, telle que p(x) = 0si |z] = Letp(z) =1
silz| < 1/2.

1022. PYTHON Soit P € C[X)] un polynéme non constant, dont aucune racine n’est de
module 1. 2 )
a) Justifier Pexistence de M (P) = / In|P (e*)] dt.

0

b) Montrer qu’il existe un réel A, un entier naturel s supérieur ou égal A 1, des complexes

21,...,2s de modules différents de 1 et des entiers my, tels que :
S
M(P)=A+> miM (X — z).
k=1

¢) Ecrire une fonction malher (r,theta) renvoyant la valeur de M (X —re'?). Quelle est;a

valeur de M (2, 50) ? Pour r € {0.5,1, 100, 2019} r?eprésenter la fonction § — malher(r, 9)
un pas de 0.1 pour 8. Que peut-on conjecturer ? ‘

fi;,e(l;{epr%senter r p»—) mall?er(r, 8) pour r variant de 0 & 3 ztvec un pas de (2.1; pulshf —

malher(r, §) pour r variant de 1 2 20 avec un pas de 0.1. Représenter sur un méme graphique

7 — 27 In(r). Que peut-on conjecturer ?

¢) Démontrer la conjecture faite a la question ¢).

o km 9
) Soitn € N*. Montrer que : X?" — 1 = (X% — 1) H (1 — 2X cos <—n—> +X )
k=1

g) Montrer la conjecture de la question d) .

n 2}.-,

1023. PYTHON Pour n € N et z € [—1, 1], on pose 8, (z) = H (l -z )

k=0
a) Créer une fonction dessin (n) qui trace les graphes des 6 sur [—'—1, 1] pour k € [0, n].
b) Etablir la convergence sur ]—1, 1] de la suite (6,,) vers une fonction 6; montrf:r que 6 est
continue sur ]—1, 1[, vérifie 6(z) = (1 — )8 (z*) pour tout = € ]—1, 1] et ne s’annule pas
sur |—-1,1]. o
¢) Trouver toutes les fonctions f continues de ]—1,1[ dans R qui vérifient Vz € ]-1,1],

f(=)=(1-2)f (=?). oo

. s k
d). On admet que § est développable en série entidre : 8(z) = Z arz”. Donner ag et montrer
k=0
que agy, = Gp et 21 = —ay pour tout n.
e) Créer une.fonction coeff (n) qui calcule a,.

1024. PYTHON Soit E = {f € C%([0,1]) | £(0) = 0, f(1) = 1}. Pour toute fonction
f € E, on définit g = @(f) par: g(z) = f(3z)/2s10 € z < 1/3, g(z) = 1/2si
1/3<z<2/3etg(z)=2(1+ f(3z—2))si2/3<z < 1. -

a) Montrer que g € E et que pour tout n € N*, o™ (f) € E (o ™ = o - -0 ).
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‘ b)i) Ecrire une fonction en python qui renvoie o(f).

ii) Ecrire une fonction iter (n,£) qui renvoie ©™(f).
ifi) Tracer les courbes des fonctions ©"(f) pour les premieres valeurs de netf:r— z.
iv) Méme question avec f : z +— sin(mz/2)2. Que peut-on remarquer ?

¢) Montrer que ¢ est 1 /2-lipschitzienne.

d) Montrer que la série Z(tp”"’l( F) = ¢™(f)) est normalement convergente. En déduire 1a

~ convergence uniforme de Ia suite (@™ (f))nen-

¢) Montrer que la limite de cette suite ne dépend pas de 1a fonction f.Onlanote f.,.
J) Montrer que f., est I'unique fonction de E qui vérifie W(foo) = foo.

1025. Soient a, b € RY et (uy), la snite définie par up = 1 et, pour tout n € N, Untl
n+a tn
n+b
a) Montrer que, pour tout n, u,, > 0.
b) On pose, pourtout n € N, v,, = ln(nb‘“un).

i) Etudier la convergence de la série de terme général Un+t1 — VUn.

ii) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que Ia série de terme général u,,
converge. On supposera dans la suite de I’exercice que cette condition satisfaite.
¢) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de coefficients wu,,.
d) On note f la somme de la série entitre précédente. Calculer f(1).

1026. a) Donner le développement en série entidre de la fonction exponentielle. Montrer que
pourtous z1, z; € C, exp(21 + z2) = exp(z;) exp(za).

b) Soit f : R — R une fonction continue et nulle en dehors d’un segment. Montrer I’exis-
+oo

tencedeg: 2 € C f() e dt.

~00
¢) Montrer que g est développable en série enticre.

1027. PYTHON a) Ecrire un fonction qui prend en entrée un entier n et retourne une valeur
1
dt
approchée de I,, = _—
PP /0 s
b) Montrer que la suite (In)pen converge et déterminer sa limite.
n

n
I
¢) Onpose s, = Z IpetS, = Z nLy Représenter les suites (s,,) et (Sr) pour n compris
k=1 k=1 k
entre 1 et 100. Conjectures ?

d) Prouver ces conjectures et donner la valeur de la somime le cas échéant.

too gy
1028. On considére Ia suite (In)n1 définie par I,, = /0 m
n n
1 1
a) On définit les suites (Un)nz1 €t (Un)n>1 paru, = E ——In(n), v, = E —=In(n +1).
ik ik

Montrer qu’elles convergent vers la méme limite.

v 1
b) Mon;rer que pour toutn > 1, I, 1 = (1 — —) I,.

3n




156 Eprenves orales: Centrale - PSI

¢) Montrer qu’il existe des réels o et 3 tels que In(I,,) = aln(n) + 8 + o(1).
d) Montrer que la série de terme général I, converge.

. +oo
1029. On donne / e~ dz = /7. Soita > Oet£ € R.

oo 2 _, T e . .
Montrer que / e e g = . e da, Ind. On pourra dériver par rapport 4 £,
—oo :

T

1030. PYTHON a) Pour z € |—1, 1], on pose I(z) = /
-~
une conjecture sur les valeurs de la fonction 1.
z"™ cos(nd)
b) Pourn € N*, z €]—1,1[et§ € R, on pose u, () = ———=.

i) Montrer que la série de terme général 6 — u,,(0) converge uniformément sur R.
: z™ cos(nd . .
it) Montrer que la fonction f : 6 — Z —n—(—) est dérivable sur R.

nzl
/ T z™ cos(nb)
5

iif) 'En déduire que In(1—2zcosf+z%)df = —2 Z n

J—gr n>1Y—

la conjecture de la question a) .

1031. On note E = C°([a, b], R).

a) Montrer que I'application (u,v) — / u(z)v(z) dz est un produit scalaire sur E.

a .
b) Soit K : {a,b]*> — R une fonction continue. Pour f € E, on définit la fonction g = T'(f )

b
par : Vx € [a,b], g(z) = / K(z,y)f(y) dy. Montrer que T est un endomorphisme de E.
vz

Py
1 e—(t +1)z

1032. Pour z € R™, on note F'(z) = / e~ dtet G(z) = /0 Bl dt.

0
+o0 2

a) Montrer que I = / e dt existe.
0

b) Montrer que G existe et qu’elle est de classe C. Calculer G(0).
¢) Montrer que pour z > 0, G'(z) = —2 F(z) F'(z) et en déduire la valeur de I.

+oo o . +00 oin(-
1033. Soit [ = 31# dt. On pose f : z > /0 %Q e~ dt.
a) Prouver 'la_cor?vcrgence de I.
b) Déterminer le domaine de définition de f.
¢) La fonction f est-elle de classe C* sur |0, +oc0|?
d) Déterminer I’expression de f sur ]0, +oo|.
e) Etudier la continuité de f en 0.
S Montrer que I = /2.

1034. On considere I’équation différentielle (E) : (14 22)y” + 2y —y = 0.

In(1 — 2z cos § + z2) d9. Emettre:

dd et justifier
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a) Justifier qu’il existe une unique solution de (E) sur R vérifiant y(0) = vV2ety/(0) = 0.
b) Déterminer les solutions de (E) développables en séries entiéres.
¢) En posant x = sh(t), résoudre (E).

1035. PYTHON. On considere I’équation différentielle (E) : (A+22)y + oy —y/a=0.
@) Existe-t-il une solution y de (E) sur |—1, 1{ vérifiant y(0) = 0 et v/ (0) = V/2? Si oui,
est-elle unique ?

b) Si une telle solution existe, la représenter graphiquement 4 I’aide de Python.

¢) Déterminer les solutions de (E) développables en série entiere.
“+o0

d) Soit f; : z Z anZ™ une solution de (E) développable en série entizre telle queag =0
n=0
eta; = V2. Quel est le rayon de convergence de cette série ?

et
1036. PYTHON. Soit f I’application définie sur R par f t) = 1-e

sit#0et f(0) = 1.
Soit H : z sin(:v)/ac f(t) cos(t) dt — cos(a:)/ac f(t)sin(t) de.
0

0
On note enfin (£) I'équation différentielle " + y = f.
a) Montrer que H est définie sur R et tracer son graphe sur [0,10].
b) Soit a un réel. Montrer qu’il existe une unique solution g, de (€) telle que g,(0) = a et
94 (0) = 0. Tracer les graphes de g, et g, — H sur [0,10] poura =1, 2et 5.
¢) Soit a un réel. Montrer qu’il existe une unique solution h, de (€) telle que h,(0) = O et
R, (0) = a. Tracer les graphes de h, et h, — H sur [0, 10] poura = 1,2 et 5.

d) Emettre une conjecture sur H et la prouver.
e—zt

1 .
e) Soit F': z — / 78 dt. Montrer que F est solution de (£).
0

Jf) Donner I’ensemble des solutions de 1’équation homogene associée 3 (&).
&) Que peut-on dire de H — F'? Bt de ’ensemble des solutions de &)?

z"(t) = —ax'(t)
Y'(t) = —oy/(t) — 1.
(0) = 0, pour différentes

1037. PYTHON Soient & > 0,v € Ret (S) le systéme différentiel

a) Tracer la solution de (S) telle que z'(0) = y/(0) = v et 2(0) =
valeurs de « et v. Interpréter qualitativement.
b) Résoudre le systéme. Montrer que la courbe solution a pour équation y = f(z), o

1 1 azr
f.xv—>x<1+a>+;1n<l—?).

1038. On note Sc I’ensemble des fonctions f € C([0, +oo[xIR, R) qui sont de classe C*
sur ]0, +-00[xR et qui vérifient, pour tous t > O et z € R, I’équation (C):

alf(ta (L‘) + f(ta iL') 32f(t7 QI) =0.

Soit u une fonction de R dans R, de classe C et croissante.

a) Soitt e R* etz € R,

Montrer qu’il existe un unique réel a(t, z) tel que z = a(t, z) + tu(a(t, x)).

On admet que la fonction (¢, z) — a(t, x) est continue sur R* x R et C! sur 10, +-co[xR.
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b) Soit f : (t;z) € R x R u(a(t, z)).
i) Montrer que pour tout z € R, (0, z) = u(z).
ii) Montrer que f € Sc.

_ Probabilités

1039. PYTHON. On effectue des. tirages dans une urne contenant initialement deux boules
rouges et une boule noire. A chaque étape, on tire au hasard une boule dans I’urne puis on la
replace dans 1’'urne et on ajoute une boule supplémentaire de la méme couleur.

On note X, la variable aléatoire valant 1 si la boule tirée au k-iéme tirage est rouge et 0 sinon.
On note S, le nombre de boules rouges tirées aprés n tirages. On convient de poser Sg = 0.
a) Ecrire une fonction simulant 7 tirages et renvoyant la liste {So, . . s Sn] ‘
b) Ecrire une fonction renvoyant E(S,,) pour n allant de 0 & 20. Tracer la ligne brisée repré-
sentant E(Sy) en fonction de n.

c¢) Soientn € Netk € [0, n]. Déterminerlaloi conditionnelle de X, 1 sachant que S

d) Déterminer une relation entre E(Sy,+1) et E(S,,).

¢) En déduire E(S,,) en fonction de n.

/) Déterminer la loi de Xz,

1040. @) Soient B, Ce Mo, 1 (R) non nuls. Déterminer le rang de la matrice BCT.

b) Soit B € M,, 1(R) non nul. Montrer. que I’ ensemble E des-colonnes C € M, 1(R) telles
que BCT soit nulle ou non diagonalisable est un espace vectoriel. Préciser sa dimension.

¢) Soit X3,. X ‘des variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi don-

née par P(X1 =-1)=P(X, =1) = % et X la colonne de coordonnées X1, ..., Xy,

Soit B € M., 1(R) la colonne de coefficients tous égaux 2 1. Déterminer la probabilité que
la matrice BX T soit nulle ou non-diagonalisable.

1041. Un démarcheur dispose d’une liste de n. correspondants qu’il appelle par vagues suc-
cessives. Chaque appel est indépendant et identique. La probablhte d’obtenir un correspon-
dant lors d’un appel est p € ]0, 1.

Lors de la premiere vague, il appelle les n correspondants : soit X le nombre de correspon~
dants obtenus.

Lors de la deuxiéme vague, il appelle les n — X correspondants absents lors de la premiére
vague : soit X; 2 le nombre de correspondants obtenus lors de cette vague d’appels. Et ainsi de
suite.

a) Les variables X 1et Xo sont-elles 1ndependantes ?

b) Déterminer la loi de la variable Y; qui indique le numéro de la vague 2 laquelle le corres-
pondant numéro % répond, puis les lois des variables Xj.

1042. Soit (X,,) une suite de variable aleatmre mutuellement mdependantes suivant toutes
une loi géométrique de parameétre p. On pose, pour n € N*, ., Z X;.

. 0
a) Soit € > 0. Déterminer la limite de (P < Sn _ —' > e)) .
n p n>1
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b) Quevaut P(S, =k)sik <n?
¢) Montrer que : Vk > n, P(S, = k) = <k - D (1 — p)e=npn,
n—

1043. PYTHON Soit (Y,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi géomé-
trique de paramétre 1/2. On pose, pour tout n € N*, X,, = 2¥» puis X, = Z X,

@) Montrer que X,, n’est pas d’espérance finie.

b) Ecrire une fonction Python qui prend un entier » en argument et renvoie une réalisation
des n premiers termes de la suite (X ).

¢) Que peut-on conjecturer ? Le démontrer.

d) Calculer la loi de la variable Z, = min(X,,2") puis préciser son espérance et sa va-
riance.

1044. PYTHON Soient X et Y deux variables aléatoires a valeur dans N, dont la loi jointe est
—1

donnée par.. PX=1Y=3)= 3%3_'_—2 pour tous 4, j € N.

a) Déterminer la constante c.

b) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

¢) Déterminerlaloide Y.

d) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

€) Soit Z = 5X + 7Y . Proposer une fonction en Python permettant de calculer P(Z =n)

puis une fonction calculant la matrice colonne (P(Z = j))og;jn.

8) Montrez que pour P(Z = n) > 0 pour tout n > 23.

1045. ° Une puce initialement placée a I’origine d’un plan (O x,y) fait des sauts aléatoires
d’une unité dans les quatre directions possibles. Soit (X, Y,,) ses coordonnées apres n dé-
placements. Calculer E(X,,) et E(X?2). On pourra mtrodulre Tn=X, — Xn-

Centrale - PC
Algébre
1046. © Soit k € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme Ry, tel que, pour tout x € R*,

. 1 |
on ait Ry, (:c + E) =gk + vl Donner une expression de Ry,.

1047. © On pose, pourp € N, A, = ((i+5—1)P)1<ij<pi1 et By = ((i+j— DP)igii<ote
a) Montrer que B, n’est pas mver51b1e Ind. Utiliser le polynéme P;(X) = (X +1)?.
b) Calculer det(Ap)

Ind. Calculer BC avec B = << ] p )z’j‘l) et C = ((j — )P4} .
-1 16,5 <p+1 ((J ) )1<w<p+1

1048. ° Soit H = {M € M,(R), Tr(M) = 0}.
@) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de M., (R) et déterminer sa dimension.
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b) Montrer que toute matrice de H est semblable 4 une matrice de diagonale nulle.
¢) Montrer que toute matrice de I peut s’écrire AB — BA avec A et B dans M, (R).

1049. Soient A et B € M, (R) deux matrices réelles semblables dans M,,(C). Montrer
qu’elles sont semblables dans M., (R).

1050. °a) L’ensemble des matrices nilpotentes de M., (C) est-il un sous-espace vectoriel ? ;
b) Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes.

1051. Soient a1, ..., an—1,b1,. .., bp—1 des réels, M = (m; ;j)1gij<n € Ma(R) ol, pour‘-

i€ {l,...,n =1}, mp; = a;, Mypn = b, les autres coefficients étant nuls. Donner une

condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

1052. PYTHON. Soit A,, = (;,j)1<i,j<n la matrice de M, (R) telle que, pour j € {1,...,n},
ai,; = an,j = a;1 = 1, les autres coefficients étant nuls.

a) Donner le rang de A,,.

b) Calculer & I’aide de Python les valeurs propres de A, lorsque nn € {2,...,6}.
¢) Calculer tr(A,?).

d) En déduire les valeurs propres de 4.

1053. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme diagonali,-:
sable de E. Soit F" un sous-espace vectoriel de E. Montrer qu’il admet un supplémentaire G,

stable par f.

1054. Soient A € M, (R) et 9pa : M € Mp(R) » AM — MA € Mo (R).
a) L’endomorphisme 14 est-il injectif 7

b) Soit B € M, (R) telle que 14 (B) = B. Montrer que, pour & € N*, AB¥—B¥A = kB*.
En déduire que B est nilpotente.
¢) Soit N = (’ni,j)lgi“jsn € Mn(]R) oll ny 41 = lpourl € ¢ < n—1,les autres’
coefficients étant nuls. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N soit,
valeur propre de 14 associée a la valeur propre 1.

1055. Soit M € M, (C).
a) Montrer que M est nilpotente si et seulement si Sp(M) = {0}.

b) Soient Aet B € M,(C).On pose C = [A, B] = AB—BA. On suppose que C commute':‘

avec A et B. Montrer que Vk € N*, tr(C*) = 0. En déduire que C est nilpotente.

1056. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E) diagonalisable.
Montrer qu’il existe € E tel que (z, f(z),..., f*"*(x)) est libre si et seulement si 1
espaces propres de f sont de dimension 1.

1057. PYTHON. Soit E ’ensemble des polyndmes 2 coefficients dans Z.
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|
A
S

a) Soient (ag,...,a,—1) € C", A = 0 € M,(C). Calculer le

0 -+ 0 1 —ap
polyndme caractéristique de A.
b) Soit P(X) = (X — A1)+ (X — ) € E.
On définit, pour ¢ € N*, 74 (P) = (X — X{)--- (X — A9).
i) Ecrire une fonction PYTHON r(q,P) qui renvoie rq(P).

if) Tester cette fonction pour quelques valeurs de ¢ € N* et P € E. Que peut-on conjec-
turer?

i) Démontrer cette conjecture 4 I’aide de la premiére question.

1058. PYTHON. Pour A € M,(C), on définit la suite (Ax)s>1 par A; = A et Ia relation

3 trA Ly
de récurrence Ay = A (Ak — kIp>. On note aussi X? 4- Z Gp—1X ke polynéme

k
L k=0
caractéristique de A.

1 -4 1 1
Soit A = -1 1 0 1 . .

a) Soit = 0 0 -2 1 . Ecrire en Python une fonction renvoyant Ay et

o 0 1 -3
tr Ak

o = — P Calculer x 4 sans Python et énoncer une conjecture.
p-1 P

b) Soit P = XP 4 Z ap—k X" = H(X ~ A;) un polynéme de C[X] (les \; ne sont pas
k=0 i=1

Tp 2 1

nécessairement distincts). Mont - = Edui 8

ncts). Montrer que 3 ; X En déduire un développement en

P'(3)
-
‘ P(z)
¢) Avec les notations du b), donner une expression de S, en fonction des Sk précédents et
des ayi, lorsque S, = tr A™.
d) Montrer la conjecture faite dans la question a) .

série entiére autour de 0 de z —

n
1059.SiT = X + Z X" € Cn[X], on pose Fr = (Py)1<kgn Ot Py est le reste de la
k=2
division euclidienne de T* par X"+,
a) On.pose Ti=X+X?etTy = X + 2X? + X°. Déterminer FEr, et Fp,.
b) Soit V, = {R € C,[X], R(0) = 0}. Montrer que V,, est un sous-espace vectoriel de
C,[X]; préciser sa dimension.

n
¢) SoitT =X + Z tX® e Cy[X]. Montrer que Frr = (Py)1<kgn €5t une base de V,.
k=2
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1060. Soit A = (@i ;)1<i,j<n € Mn(R). On suppose que les a; ; sont > 0 et que, pour to
i€ {'1,...,71},(%,1+---+ai,n =1.

a) Montrer que 1 est valeur propre de A.

b) Montrer que toute valeur propre complexe de A a un module < 1.

¢) Soit A une valeur propre complexe de A de module 1. Montrer que A = 1.

1061. PYTHON. Soit A = (a;7)1<i,j<n € Mn(C). .

Pour ¢ € [1,n], on note p;(A) = |a; i} ~ Z |a;,;]. Une matrice est dite a diagonale domi'-:_
J#

nante si pour tout ¢ € [1,n], p;(4) > 0.

a) Montrer qu’urte matrice 2 diagonale dominante est inversible.

b) Etudier la réciproque.

¢) Programmer en Python une fonction d’argument une matrice A & diagonale dominante et

n
renvoyant H or(A).
k=1

g
d) Comparer sur des exemples H pi(A) et | det(A)]. Conjecture?
. k=1
e) Prouver la conjecture.

1062. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € £L(FE) diagonalisable. On note
o1, ...,y les valeurs propres distinctes de f.

a) Montrer que tout sous-espace de F posséde un supplémentaire stable par f.
Soient F' et G deux sous-espaces de E stables par f. On suppose que F @ G = E.
On pose, pour k € {1,...,p}, F(ax) = F N By, (f) et Glor) = GN Eo, (f)-

b) Montrer que F = F(a;) @ -+ @ F(op) et G = Gla1) & -+ ® G(ap). .

¢) En déduire que I’endomorphisme induit par f sur £ (resp. G) est diagonalisable.

1063. PYTHON. Pour P = zkak etQ = Z g X* dans R[X], on pose .

k k
(P,Q) = prgs-
k

a) Montrer que{ , ) est ’'unique produit scalaire sur R[X] rendant la base canonique ortho-
normée.

b) Onpose F,, = {P € R,[X]; P(1) = 0}. Montrer qu’il existe un unique P, € F, tel

que d(1, Fp) = |1 — Pyl
¢) Ecrire une fonction Python qui renvoie (P, Q).

n—1 .
L (nx~- > X’“) . Afficher a I’aide de Python la ma-
vn(n+1) p—d
trice ((m;, 7;))1<i,j<n pour différentes valeurs de . Conjecture ?
e) Montrer la conjecture précédente.

d) On pose m,(X) =

1064. Soient (E, (, )) un espace euclidien, (z1,...,zp) une famille de vecteurs de E. On
pose A = ((_mi,xj>).1<i’j<p € Mp(R).
a) Montrer que det(A4) > .0.
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b) Montrer que det(A) > 0 si et seulement si (zy, .. ., zp) est libre.

1065. PYTHON. Soit n € N. On pose, pour ¢t € R, wn(t) = cos ((2n + 1)t). On munit

nfy
.

E=C%0,n/ 2], R) du produit scalaire défini par (f, g =

a) Montrer que la famille (p,,)en est orthonormale.
b) Soit g € E. Donner une expression du projeté P, (g) de g sur Vect(r)ogkgn-
¢) Onpose f(z) = z° cos z. Conjecturer avec Python le comportement de la suite (B, (f)).

+o00
d) On pose, pour f € E, U(f) = Z (2%?%)2%' Montrer que U(f) € E et que U est
n=0

un endomorphisme symétrique de E.

1066. PYTHON. On munit R™ du produit scalaire canonique. Soit X, la matrice de M, (R)
telle que K, (4, 5) = 1si|i — j| = 1, K, (4,5) = O sinon.

@) Montrer qu’il existe une base orthonormée (Uy, ..., U,) de R™ et des réels As tels que
K, U; = MU,

b) Ecrire une fonction Python qui renvoie K,,.

¢) On munit M, (R) du produit scalaire défini par (A, B) = tr(*AB). Montrer que, si
Vi; = U; U, (V;,;) est une base orthonormée de M (R).

d) Pour M € My,(R), on pose T(M) = K,M + MK, + M. Montrer que T est un
endomorphisme diagonalisable de M., (R).

¢) Donner une fonction Python renvoyant T'(M).

1067. PYTHON. Soit J: M= (m,-,j)lgi,jgn S Sn(R) = Z my 5.
1<i,i<n
a) Montrer que f est une forme linéaire et déterminer la dimension de Ker f.
b) Ecrire une fonction £ (M) qui A une matrice symétrique M associe f(M).
¢) Ecrire une fonction sym(n) renvoyant une matrice de S,, (R) 4 coefficients aléatoires dans
{-10,...,10}.
d) Comparer sur des exemples f(A4?) et f(A)2. Conjecture ? Démontrer cette conjecture,

1068. PYTHON. a) Montrer qu’étant donnée une famille libre (z1,...,zn) de vecteurs de
R™, il existe une base orthonormée B telle que Matg(z1, ..., z, ) est triangulaire supérieure 2
coefficients diagonaux strictement positifs (c’est-a-dire appartient 2 TH(R)).

b) Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe Q € O, (R) et R € T (R) telles que A = QR.
¢) Coder en Python le procédé de Gram-Schmidt dans R™. Vérifier le programme.

d) Coder en Python la décomposition QR définie en b) .

e) Déterminer O, (R) N T (R). En déduire I'unicité de la décomposition QR.

1069. a) Soit A € S,(R). On suppose que Sp(A4) C R*.
Montrer (x) : VP € O, (R), tr(PA) < tr(A).
Réciproguement, soit A € M,,(R) vérifiant (*).

b) Montrer que pourn =2ona 4 € S;(R).

¢) Montrer que I’on a toujours 4 € S, (R).
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d) Montrer que Sp(A) ¢ R* et conclure.

Analyse

1070. Pour P € R;,[X], on pose ||P|| = Z |P(1/k)| + |P(0)] et || Plloo = t:}%?l] [P(@)]. »

. k=1
Trouver les constantes C et Cy optimales telles que

VP € Ry[X], C1]|Pllec < IPIl € CollPllco-

1071. Soit A € M,,(C). i » .
a) Mentrer que A est limite d’une suite de matrices diagonalisables.
b) Montrer que x 4(A) = 0.

1072. PYTHON. Soient 7 € N*, A € M;(C) et, pourn € N*, fn(4) = 11 (Ir + ﬁA)

k=1
a) Vérifier avec Python que, pour 7 = leta € R, f(a) ——:L €*/? quand n — 4-o0.

. _ 4 k g9'(0)
b) Soit g € C*([0,1],C) telle que g(0) = 0. Montrér que Zg e W D
. . . - k=1 .
¢) Pourr = 1et a € R; montrer que f,(a) — ¢*/2 quand n — +oco.
'd) Toujours pour r = 1 miais maintenant avec z € C, montrer que fn (2) = e
illustré cela en Python.

#/2 aprés avoir

6 2v2 0 _ . o
e) SoitA = | 2vV2 6 2v2 |. [lustrer en Python la convergence de (fn(A)) en
0 2v2 6

dimension 7 > 1. : .
f) Toujours avec A donnée ci-dessus, démontrer la convergence de ( fn‘ (A)).

1073. * ° Soit P eR[’X ].f‘On suppose : e27F(™) __, 1. Montrer : Vn € Z, P(n) € Z.

n—r+oo0

1074. ° @) Soitn € N*. Montrer que-I" équation tan z = x posséde une unique solution dans
Iintervalle Jnm — 7/2, nm + 7/2[,.que 1’on note T
b) Donner un développement asymiptotique 2 trois. termes de r,.

1075. PYTHON. Soit z € R. On définit la suite (1) ns0 par
’ . n
ug=zetvVn € N, upys = n——+—1 k-_.o’uk.

a) Montrer que Vn € N, u,i1 = Uy + Up,.

1 7
n + 1 n + 1 . L. . e
b) Ecrire une fonction u(n,x) qui renvoie la valeur u,, pour la condition initiale up = z. -
¢) On suppose que la suite (a,,) converge vers un réel £. »
k(3
Montrer que la suite p—— Z ar | converge également vers £.
n

k=0 ..

d) i) Tester la limite de la suite (u,) pour ¢ = 1, x = 3/2, x = 5/2 avec le logiciel.
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Conjecture sur cette limite quand = > 17 Prouver la conjecture.
ii) Tester la limite de la suite (u,) pour z €]0, 1[.
Conjecture sur cette limite quand €]0, 1{? Prouver la conjecture.

€) Montrer que, pour z €]0, 1], Ia série Z Uy, diverge.

1076. Soit (uy,) une suite définie parug > Oet, pour n € N, 1,41 = u, arctan Unp.
a) Siun, — 0, donner la nature de Z Un.

b) Siwu, — +oo, donner la nature de El—
3

n n +o0
1 1
1077. PYTHON. On pose Si(n) = 7%, Tu(n) = 7 My = o7 pour
2 2505 M =250

kc N*etn e N*.

a) Calculer S1(n). En déduire que M; est réel et donner sa valeur.

b) Montrer que, pour tout k, Mj, est réel.

¢) Donner une fonction Python qui renvoie Ia valeur de T}, (n).

d) Afficher sur un méme dessin les T;(n) pour k € {1,. .., 10}etn € {1,...,50). Fmeitre
une conjecture sur (Mg )g>1.

e) Montrer cette conjecture.

‘

!
1078. @) Nature de la série de terme général u,, = sin ( nr ﬁn—la> ?
k=1 """

b) Nature de la série de terme général v,, = sin(mwen!)?

!
1079. Soit f € C*(R,R™™*). On suppose que f7 tend vers —oo en 4-co.

a) Montrer que la série Z f(n) converge.
b) Donner un équivalent du reste de cette série.

t
1080. Soit f : ¢t — t(1+ 1) +/ sin <%> du.
0
a) Montrer que f est dérivable sur [0, 1).
b) Montrer que ([0, 1]) est un intervalle mais pas un segment.

1
1081. Calculer inf / [t + at + b] dt.
(ab)ec? J_,

1 (_1)L1/tJ
1082. Calculer / —r dt
0
1083. Soienta > 0, o > O et f € C®(R, R) a-périodique.

~+o0 _ x
Onpose,pour)\elR,L\z/ Ltf—(t) dtetGA:xr—)/ (A= f(@t)) at.

a
a) Montrer que I, existe pour au plus une valeur de ).
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b) Montrer que si G, est bornée alors I, est convergente.
¢) Montrer que Iy converge pour une unigue valeur que 1’on précisera.

- % cos?t
d) Donner un équivalent de - dt lorsque t — +oo.
1

1084, PYTHON. On pose f5: 2 € RT™ = zet, pourn € N,

frg1:z €ERT™ = In (&)
fn(x)

a) Montrer, pour z > 0, 'encadrement z < € — 1 < ze”. .
b) Montrer que la suite ( f,) est bien définie et qu’elle converge simplement vers la fonction
nulle.
¢) Ecrire une fonction f(n, ) renvoyant f,(z).

n

On pose, pourn € N, u,, = H Sr-
k=0
d) Montrer que Z u,, converge simplement sur R**.

+4-00
¢) Tracer le graphe de z — In <1 + Zuk(m)> sur |0, 30].
k=0

1085. PYTHON. On pose f(x,t) = t)Z,puis g(z,t) = f({z},t) + f(—{z}, 1), o

1
1+ (x—
{z} désigne la partie fractionnaire de x.

+o0 +o0
On pose aussi S(z) = Z flz,n)etT(z) = Zg(x,n).
n=0

a) Vérifier 1a bonne dé?in?tion de SetT sur R. _ .

b) Tracer le graphe de T avec Python, en se limitant aux 1000 premiers termes, et faire une
conjecture sur la continuité de 7.

¢) Démontrer cette conjecture.

d) Montrer que T est 1-périodique.

e) Tracer sur un méme dessin les graphes de S et de T', et énoncer une conjecture relative a

lim sup|S(z) —T(x)|
a—--co z2a
) Démontrer cette conjecture.

+o0
. 1 .
1986. Soit f 1z — ; - cos (z) sin(nz).
a) Montrer que f est définie sur R.
b) Montrer que f est périodique.
¢) Montrer que f est de classe C* sur |0, 7|.
d) Tracer le graphe de f.

1087. Soit (a,,) une suite strictement décroissante de réels strictement positifs.
Pour n € N, on pose uy, : ¢ € [0, 1] — a,z™(1 — z).
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a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a,) pour que Z U, converge
simplement sur [0, 1.

b) Meme question pour une convergence normale.

¢) Méme question pour une convergence uniforme.

too e~ Nz
1088. Soit f : z — —_—
e ; (n+z)?
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Déterminer la limite de f en +oo.

¢) Montrer que f est de classe C* sur R**. Est-elle de classe C! sur R* ?

1089. PYTHON. Soit f: z € R > &%,

a) Montrer que f est développable en série entidre au voisinage de 0. Donner son dévelop-
pement en série entiere ainsi que son rayon de convergence.

b) Montrer que f induit une bijection de [—1, oo sur un intervalle I A préciser. On note W
la bijection réciproque.

¢) Tracer le graphe de W.

d) Montrer que W est de classe C* sur un intervalle & préciser.

€) Montrer que W posséde un développement limité 3 tout ordre au voisinage de 0. Déter-
miner numériquement les premiers termes de ce développement limité.

1090. Soit A €] — 1,1][.
Trouver les solutions f € C'(R,R) de I’équation Vz € R, f'(z) = f(z) + f(Oz) qui sont
développables en série entiére autour de 0 su R. Sont-ce les seules solutions ?

. 1 /1
1091. On pose ag = 1 et, pour n € N*, g,, = E/ tt—1)-- - (t—n+1)dt.
*Jo
a) Calculer le rayon de convergence de la série entiére Z anx™.
b) Calculer 1a somme de cette série entitre.

1092. PYTHON. Pour (p, q) € R?, on note ap,q(n) le coefficient de X™ du polynéme

+o0
(X* +pX + g)™. On pose Jpa(@) = Z ap,q(n)a”.
=0

1 L1 (2

a) Montrer que ————— = — z™.

) d V1—dz ;4"(11)
b) Ecrire en Python une fonction renvoyant a, 4(n).
¢) Ecrire une fonction renvoyant f, 1 () ; tracer le graphe de z — f2,1(z)v1 — 4z. Conjec-
ture ?
d) Démontrer la conjecture précédente.
e) Tracer le graphe de = 5 fo 1(x)v/1 — 22. Conjecture ?
J) Démontrer la conjecture précédente.
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+oo
1093. Soient (an)nzo € CN, g : 2z — Z an2™ de rayon de convergence égal & 1.. Soit

n=0

27 (k)
0y —ik 29" (o)
-a) Montrer que Vk € N, ¥r €]0,1 — [to][, / glto +ref)e %0 dg = 2w r® o

to € Ravec 0 < |tg] < 1.

() (¢
b) Montrer que la série entiere Z g—k&'—o—) z* a un rayon de convergence > 1 — |to].

¢) Montrer que g est développable en série entiére au voisinage de to.

+o0
. 2
1094. PYTHON. Soit f : z +— » 2"
n=0
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Montrer que la fonction f est strictement positive. . '
¢) Représenter la courbe représentative de f 4 1’aide de PYTHON et faire une conjecture sur

le comportement de f en —1.

. +o0 2
d) i) Justifier existence de G = / et dt.
0

ii) Montrer que f(z) T
Zsl- —

+oo
) * = dt
1095. On pose, pour n € N*, u,, /0 R

a) Justifier 1a définition de u,,.
b) Donner.un équivalent de u,,.

a b c 1
¢) Déterminer (a, b, c) € R3 tel que u,, = - + 2 + 3 +o (ﬁ)

. 2n " — t2n
1096. PYTHON. On pose, pour n € N*, Sp, = Zeth = /0 .
=n-+1
1 u—
Soit J = du
nu

a) Justifier la définition de I,,, pourn € N*, etde J.

b) Soit n € N*. Montrer que I,, = S,.

¢) Représenter ‘(Sn)igngzo. Conjecture ?

d) Montrer que (Sy,) est monotone. Déterminer sa limite £.

e) Représenter les points (In(n), In | Sy — £]); ¢, go0- Conjecture ?

1097. Soitn > 3et f, : x> a:ex;_)’_(im")v.
o0

a) Prouver existence de I, = fu(z)dz.

b) Déterminer un équivalent de I

1

1
* s AN et ], =/ f
1098. PYTHON. Pour n € N*, soient f;, : x +— AT+ %w)(l-{- %w) n A n
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@) Représenter avec Python les premiers termes la suite de terme général I, Inn. Conjec-
ture ? 1

b) Onpose H, =1 + =+ + L - Donner un équivalent simple de H,,.
¢) Etudierla convergence simple et uniforme de la suite ( fr)nen sur [0, 1].
d) Montrer que Vz € [0, 1], z — %m <In(l+2z) <

e) Prouver la conjecture.

1099. PYTHON. Pour n € N*, on pose
u—/1 dt et —/mﬁlt"*ﬂmw
" TRt L T [ ()% '
a) Montrer que la suite (u,) est bien définie. Calculer Uy et ug.
b) Montrer que la suite (a,,) est bien définie et calculer sa limite.
¢) i) Berire une fonction u(n) qui renvoie le terme w,,.
if) Afficher les valeurs de 3u,, pour quelques valeurs de n € N*. Conjecture ?
iii) Démontrer cette conjecture,
2

d) Montrer que I'intégrale ] = /0 d_1-1
TL3 (3un — 1)
I

dt est bien définie.

¢) Afficher quelques valeurs de pour n € N*. Conjecture ?
n
1100. Soit f : z — / In (1 — 2z cost + xz) dt.

0
a) Montrer que f est définie sur R et paire.
b) Montrer que, pour z € R, f(a:z) =2 f(x).
¢) Exprimer f(z) pour z € R.

0 t

+-o00 e—a.t -bt
1101. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Soit f : x

a) Déterminer le domaine de définition D de f-

b) Montrer que f est de classe C* sur D.

¢) Expliciter f sans recours a I'intégrale.

cos(zt) dt.

e—-mz( 1+t2)
L+t
a) Montrerque g : 7 +—> / f(z,t) dt est définie et continue sur R,

1102. On pose f : (z,t) —

b) Etudier la dérivabilité de g sur R**,
¢) Déterminer la limite de g en +00.

d) En déduire la valeur de [ = / et dt.
0

+oc0 e e—t'..r:2
1103. PYTHON. Soit a € R. On pose, pour z € R, f,(z) = / Tre dt.
0
a) Donner I’ensemble A des o pour lesquelles f,, est définie sur R.
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b) Donner une fonction Python f (o, ). Tracer le graphe de f,, sur [—10, 10] pour différentes
valeurs de c.
¢) Etudier la continuité et le caractére C* de fa-
d) Montrer que f,(0) = f_,(0).
. €) En étudiant f,(0) 4+ f_o(0), montrer que f,(0) > 7/2.

lt

+ e
1104. Soit e]R*»—>
oit f: @ / m2+t2

‘ ] . +oo eiuz
a) Montrer que f est bien définie et que fz) = /_ _iTa
b) Montrer que f est bornée et de classe C? sur 10, +oa].
2 2 :

¢) Montrer que 0 L) 0 < z
ot \22+12) " 9zZ \z?+12

En déduire Vz € R*™, f"(z) = f(z). -

d) En déduire une expression simple de f ().

1105. Soit f :-x > / cos(zt) e~ 24t

a) Déterminer le doraine de définition D de f. Montrer que f est de classe C2 sur D.
b) Trouver une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par f.
1 o= (14¢%) ‘
¢) Quevaut f(0)? Ind Utiliserg: x /0 Wdt'
1106. Soit & > 1.
» + sint
@) Justifier la convergence de I'intégrale / ——d
: 1

. +00
. sint
b) Montrer la convergence de: / l—t— dt. On admet que cette intégrale vaut 5

+co

sin(tz) Son(p T fltyz)de
o

(1 +12)
¢) Montrer que ¢ eét définie sur R et de classe C .

+o0 a
d) On admet que ¢ est de classe C2 sur R* et que : Vz € R, (p”(m) / 32 —= (=, t) dt.
0

Soit f : (t,z) e RT* xR

Donner une écriture simple de " (z) — @(x) pour z € R*.
e) Endéduire p, o’ et . :

. ' . ' ) 1
1107. @) Calculer, pour (p,n) € N*, I, , = / z"(Inz)? dz.
' 0 .
. 1
b) Montrer la convergence de I = / z~ % dz.
0

+oo 1
¢} Montrer que I = Z —

n=1
1 1 1
= ée de 121072 prés.
d) Montrer que 1+ — 1 + 57 + — 256 est une valeur approchée de 07 pres
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1" +o00 e~ TS
1108. PYTHON. Soient F : 2 — Z( ) etG:ix s / ds
= 1+es

a) Déterminer le domaine de définition D de G. Montrer que G est de classe C™ sur G.

b) Déterminer les variations de G, la limite de G en 0 et en +-co.

¢) Représenter le graphe de G.

e) Déterminer le domaine de définition de F. La série de fonctions converge-t-elle normale-
ment/uniformément sur R** ?

N
* (_1)77, .
S) On pose, pour N € N*, Fy : ¢ — Z e Représenter les graphes de F, ..., Fy,.
Conjecture ?
&) Montrer qu’il existe au plus une fonction H € C°(R**, R) telle que :
1

Ve e R™ H(z) + H(z +1) = = et H(z) — 0 quand £ — +o0.
h) Conclure.

1109. PYTHON. @) Soientp € N, A > Oet f € C°([0, A, R).

+o0 k+

1

Montrer que, si z € [0, 4], Sp(f)(z) = Z (—)—— / £(t) "1 4t est bien défini.

k=1
b) Montrer que, pour ces valeurs de z, S,(f)(z) = / F(®) (1 - e_ep(m_t)) dt.

0 .
¢) Donner avec Python une fonction qui renvoie S,(f)(z). On prend p = 100, 4 = 3,
2

f(t) = +, puis f(t) = sint, puis f(¢) = e’. Tracer le graphe de ¢ / f. Conjecturer sur
ces exemples hm Sp(f) ().

d) Demontrer cette conjecture.

1110. a) Soit (a,,) une suite complexe telle que Z lan] < +o0.

Montrer que / et Z an t" dt = Z G-
0

n=0
b) Soit (a,) une suite complexe telle que Z an, converge. L’égalité précédente reste-t-elle
vraie ?

+o0
1111. a) Donner le domaine de définition réel de ['(z) = / e 't"ldt.
0
1
b) Donner la limite, lorsque n tend vers +co, de n*® / (1 —u)"u® 1 dz.
0

1
1112. a) Soit (n, € N2, avec p < n. Montrer la convergence de z"(lnz)P dz et
P 0

calculer cette intégrale.

1
b) Montrer que / z~ % dz converge et montrer que / Tl = Z n~".
0

n=1
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1113. On considere I’équation différentielle (E) : 2zy’ +y =

a) Résoudre (E) sur] — 00,0, ]0,1[ et ]1, +o0].
b) Montrer qu’il existe une unique solution sur | — 0o, 1{.
¢) Montrer qu’elle est de classe C* sur ] ~ oo, 1].

1—2

1114. Soit a un réel. On considére I’équation différentielle (1 — z2)y” — 2y’ +ay = 0, dont
on recherche les solutions sur | — 1, 1].

a) Résoudre cette équation lorsque a = 0.

b) Dans le cas général, montrer que les solutions sont développables en série entiere. Pour
quelles valeurs de g existe-t-il des solutions polynomiales non nulles ?

400
1115. @) Déterminer le rayon de convergence de f : & Z o ltzn. Exprimer la
n=0
somme 2 I’aide des fonctions usuelles. o
b) Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 1’origine de

I’équation différentielle (1 — ¢2)y” — 2ty’ + 2y = 0.

1116. Soient E = C°([0,1],R) et F = C*°([0, 1], R). Soient D = Diag(\y, ..., \,) une
matrice diagonale de M,(R) et V = *(1,...,1) € R™ Pour u € E, on considére le
systéme différentiel (L,) : X' = DX +u(t) V.

On pose, pour i € {1,...,n}, fi : s —» e*(179),

a) Résoudre (L,,).

Pour u € E, soit Y,, la solution de (L,,) nulle en O.

On note ¥, (1) = “(¢1 (%), p2(y), - - ., ¥n(w)) = ®(w).

b) Soiti € {1,...,n}. Montrer que y; est dans L(E,R) et que & € L(E,R™).

z+
1117. Soit f : (z,y) — arctan(z) + arctan(y) — arctan <1 — ;‘;)
a) Déterminer le domaine de définition D de f.
b) Montrer que f est de classe C1.

¢) Simplifier ’expression de f.

Probabilités

1118. ®a) Donner la loi de la somme des faces de deux dés 2 six faces non pipés, jetés

indépendamment. .
b) Montrer que I’on ne peut piper deux dés a six faces, jetés indépendamment, de fagon que
la loi de la somme des faces soit la loi uniforme sur {2, ...,12}.

1119. On joue 2 pile ou face avec une piéce équilibrée. Aprés chaque lancer, on continue
le jeu ou on s’arréte avec probabilité 1/2. Soit IV la varjable aléatoire égale au nombre de
lancers effectués, X (resp. Y') la variable aléatoire égale au nombre de pile (resp. face).

a) Déterminer la loi de IV ainsi que son espérance.

b) Montrer que X est d’espérance finie et calculer son espérance.
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1120. Dans un jeu de pile ou face, on note p €0, 1[1a probabilité de réaliser « face ». On note
L, la longueur de la premigre liste constante. Par exemple, dans le tirage PPFPPP. ..,
L, = 2 tandis que dans le tirage FPF ..., L; = 1. On note L5 la longueur de la deuxidme
liste constante (Ls = 1 dans les deux cas précédents).

a) Donner la loi de L; et son espérance.

b) Donner la loi conjointe de Ly et Lo.

¢) Donner la loi de L. Calculer E(Ly)

d) Les variables L; et L, sont-elles indépendantes ?

1121. PYTHON. On dispose de n boites by, ..., b,_, dans lesquelles on place n boules, la
probabilité de placer une boule dans une boite suivant la loi uniforme. On note N la variable
qui représente le nombre de boules dans la boite b;.

a) Déterminer la loi de N;. Les variables N; sont-elles indépendantes ?

b) Calculer E(NV;), ainsi que E(N?).

¢) Soit f la fonction continue sur R™ telle que f(t) = ¢tInt pourt > 0. Onpose Y; = f(N;)
et H = E(Yp). Exprimer E(Y;) sous forme d’une somme.

d) ATaide de Python, calculer H,, pour n < 100.

+oc0
1 .
¢} Montrer que, pour N € N, Z T < (]ﬁ.

k=N+1
REg PY
D Soit § = 71 Z G- Montrer que S est bien définie, écrire un programme ren-
k=1 )
voyant la somme partielle d’indice n de la série précédente, et calculer S 4 105 pres.

1122. PYTHON. Soient p €]1/2,1[, ¢ = 1 — p et, pour n € N*, X,, une variable aléatoire
suivant la loi binomiale B(n,p). On pose Y, = 2X, — n et gn : t — E(e_“’"). Soit
Zp = min{Yy, ..., Y.}

a) Montrer que, pour t € R, gn(t) = (pe~* + ge*)™.

b) Montrer que, pourn € Nett € R, P(Y;, < 0) < 9n(t). En déduire qu’il existe
@ €]0, 1] indépendant de n tel que P(Y;, < 0) < o™

¢) Ecrire une fonction Z (n, p) simulant la variable aléatoire Z, lorsque 1’on suppose de plus
les X, mutuellement indépendantes.

d) Ecrire une fonction E(n,p) renvoyant la moyenne de Z(n,p) sur 300 expériences.

e) Représenter (E(5k,P))1<k<1oo pour p = 0,75, p = 0, 95. Conjecture ?

1123. PYTHON. On note S,, I’ensemble des permutations de {1,...,n}.Pourk € {0,...,n},
on note Dy, ; le nombre de permutations ayant exactement k points fixes., On considere une
permutation aléatoire suivant la loi uniforme sur S,, et X, le nombre de ses points fixes. On
pose p, = P(X,, =0).

n

a) Calculer Z Dy .
k=0
b) Exprimer D, ;, en fonction de D,,_ k,0-

¢) Ecrire un algorithme renvoyant le nombre de points fixes d’une permutation ¢, puis un
algorithme renvoyant p,,.



174 Epreuves orales: Centrale - PC

d) Montrer que le rayon de convergence de E P—?z” est supérieur ou égal & 1.
n!
¢) En déduire une expression de p, sous forme d’une somme.

1124. PYTHON. On utilise numpy, matplotlib.pyplot, random provenant de la bibliotheque
Python. Un mobile se déplace sur Z2. Les déplacements selon I’axe dels z et I’axe des y sont
indépendants et suivent la méme loi : P(6, = 1) = P(§, = ~1) = 5 On note (zn,yn) la

position du mobile a I’instant n, avec (zq,%0) = (0,0). On note U, le nombre de retours a
I’origine entre I’instant 0 et 1’instant 2n.
@) Que dire de P(z2441 = 0) et de P(yzr41 = 0)?

b) Sachant que P (2 = 0) = % donner Py, = 0) et B(U,,).
Go+1

¢) Donner la loi de R

d) Donner une fonction simu(n) qui, prenant un entier » en argument, renvoie la valeur de

(z,y) aprés n pas. Tracerune simulation du mouvement pour n = 1000.

¢) Donner une fonction retour(n) qui renvoie un tableau donnant le nombre de retours 2

I’origine pour k = 0,2,...,2n.

J) Donner un équivalent de a,, et de E(U,,). On utilisera le résultat suivant : si v, ~ wa, si
k) n

U = 0etsi E vy, diverge, alors Z v ~ Z W
k=0 k=0

- 1125. PYTHON. Pour n € N*, on considére X7, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes
n

n
de loi uniforme sur {—1, 1}. On pose S, = ZX,- P, = HXi et Ap, = D(Xq, ..., Xy),
, p .

1=1

142 1 1
1 T+ze 1 :

: 1 . 1
-1 e 1 14z,
a) Déterminer I’espérance et la variance de S, et de P,,. '
b) Déterminer la loi de P,. Les variables S, et P, sont-elles indépendantes ?
¢) Coder une fonction qui étant donné un vecteur {z1, ..., Z,] renvoie la liste composée de
n

n
1 +'Z Zs, H 25t D(Zq, .y Tp)-
d) E%ﬁictuei pllusieurs simulations avec 7 = 10. Conjecture ? La prouver.
e) Tracer pour dix simulations la suite (An /7)1 ¢pca00 -
J) Déterminer I’espérance et la variance de A,,.
Soite > 0. Montrer lim P(|A,| > en) = 0.

n—+oo

ol D(:L‘l, ...,.’L‘n) =

1126. PYTHON. Soit (X,) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique

de paramétre p €0, 1[. Pour v > 0, on pose A, = { w € Q, Z
nz1

1 .
n—am converge
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a) Calculer P(A,).
b) Soit s > 0. Calculer P(X; > s).

¢) Lancer 10 simulations PYTHON pour (X1, ..., X2000) et représenter les 10 sommes par-
2000

tielles Z
k=1

Etablir une conjecture.

d) Dans la suite, on suppose que o €]0, 1[. Onpose 8 = 1 — o et

Ts={weQ, {ne N X,(w)>nf}est fini } . Comparer T} et U ﬂ (Xr < KP).
neEN* k2n

1
X ol (21, ..., T2000) = (X1(w), ..., X2000(w)) pour o € {0.2,0.4,0.6,0.8}.

Autres Ecoles - MP

Algeébre

1127. TPE. Un nombre complexe o est dit algébrique lorsqu’il est racine d’un polynéme non
nul a coefficients entiers. Soit & un nombre algébrique.

@) Monirer qu’il existe un unique polyndme IT € Q[X], unitaire et irréductible sur Q, tel que
II(c) = 0. On note d le degré de I1. .

b) Onpose Qz_1(0] = {P(a) ; P € Qu_1[X]} et Q[a] = {P(a), P € Q[X]}. Montrer
que Qo] = Q41 [al.

¢) Montrer que Q41 [c] est un corps.

1128. IMT. Soient m et n dans N*. Montrer que, si m divise n, X™ — 1 divise X™ — 1. Etudier
la réciproque.

1129. IMT. Soit P € R[X] simplement scindé sur R.
a) Montrer que P’ est simplement scindé sur R.
b) Comparer les moyennes arithmétiques des racines de P et P'.

0 1 2 011
1130. ° TPE. Montrer de deux maniéres différentes que {1 0 1)e |1 0O 2] sont
1 0 0 0 1 0
semblables.
a Loa\ T
cos —  sin —
1131. IMT. Soit a € R. Déterminer la limite de A n
sin - cos —
n

1132. CCINP. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2.

a) Soitp € L(E) un projecteur de rang r. Si A € R, calculer le déterminant de id E+Ap.

b) Soient A = (a1, ...,an) € My (R), B =*AA. Calculer le rang de B.

¢) La matrice B est-elle diagonalisable? Déterminer ses valeurs propres et ses espaces
propres.




