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Pn

d) Montrer que le rayon de convergence de E ;
n!
¢) En déduire une expression de p,, sous forme d’une somme.

2™ est supérieur ou égal a 1.

1124. PYTHON. On utilise numpy, maiplotlib.pyplot, random provenant de la bibliothéque
Python. Un mobile se déplace sur Z2. Les déplacements selon 1’axe des z et I’axe des y sont
1 .

indépendants et suivent la méme loi : P(6, = 1) = P(d; = —1) = =. On note (z,,,y,) la
position du mobile a I’instant n, avec (zg,yo) = (0,0). On note U,, le nombre de retours 2
I’origine entre I’instant 0 et I’instant 2n.
a) Que dire de P (@1 = 0) et de P(yokr1 = 0)?
b) Sachant que P(zg;, = 0) = %, donner P(ya, = 0) et E(U,).

6z +1 '
¢) Donner la loi de = + )
d) Donner une fonction simu(n) qui, prenant un entier n en argument, renvoie la valeur de
(z,y) apres n pas. Tracer une simulation du mouvement pour n = 1000.
¢) Donner une fonction retour(n) qui renvoie un tableau donnant le nombre de retours 3
Vorigine pour £ = 0,2,...,2n.
J) Donner un équivalent de a,, et de E(U,). On utilisera le résultat suivant : si v, ~ wy, si

n n

vUp = Oetsi Zvn diverge, alors Z Vg ~ E W
k=0 k=0

- 1125. PYTHON. Pour n € N*, on considére X7, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes
n

n
de Joi uniforme sur {—1,1}. On pose S,, = ZXi , P, = HX.; et A, = D(X1, ..., Xn),

i=1 =1
14 2 1 1
ot D(zy, ..., z,) = 1 ) 1+z, 1
: 1 1
-1 1 14z,

a) Déterminer I’espérance et la variance de S,, et de P,. '
b) Déterminer la loi de P,. Les variables S,, et P, sont-elles indépendantes ?
¢) Coder une fonction qui étant donné un vecteur [z1, ..., Z,] renvoie la liste composée de

n n
1 +'Z Zs, H zyet D(zq, ..., Tp).
i=1 2

d) Effectuer pllusieurs simulations avec n = 10. Conjecture 7 La prouver.
e) Tracer pour dix simulations la suite (A, /n); ¢ <200 -
J) Déterminer I’espérance et la variance de A,,.
Soite > 0. Montrer lim P(|A,| > en) = 0.
n—-o00

1126. PYTHON. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique

1
de parametre p €0, 1[. Pour & > 0, on pose A, = ( w € Q, ,; nO‘X—n(w) converge
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a) Calculer P(4,).
b) Soit s > 0. Calculer P(X; > s).

c) Lar;%gg 10 simulations PYTHON pour (X, ..., X2000) et représenter les 10 sommes par-
1

tielles Z - ol (1, ..., T2000) = (X1(w), ..., X2000(w)) pour @ € {0.2,0.4,0.6,0.8}.
k=1

Etablir une conjecture.

d) Dans la suite, on suppose que o €]0,1{. Onpose B =1— cet

Tp={we {neN, X,(w)>n}est fini } . Comparer T} et U () (Xi <KP).
neEN* k>n

Autres Ecoles - MP

Algebre

1127. TPE. Un nombre complexe o est dit algébrique lorsqu’il est racine d’un polyndme non
nul a coefficients entiers. Soit o un nombre algébrique.

a) Montrer qu’il existe un unique polyndme II € Q[X], unitaire et irréductible sur Q, tel que
II(o) = 0. On note d le degré de II. )

b) Onpose Qq_1[e] = {P(a) ; P € Qu_1[X]} et Q[a] = {P(a), P € Q|X]}. Montrer
que Qo] = Qu_; [0,

¢) Montrer que Q4_1{c] est un corps.

1128. IMT. Soient m et n dans N*. Montrer que, si m divise n, X™ —1 divise X™ —1. Etudier
la réciproque.

1129. IMT. Soit P € R[X] simplement scindé sur R.
a) Montrer que P’ est simplement scindé sur R.
b) Comparer les moyennes arithmétiques des racines de P et P’

01 2 011
1130. ° 7PE. Montrer de deux maniéres différentes que |1 0 1jet|{1 0O 21} sont
: 100 010
semblables.
a . a\T
cos— sin—
1131. IMT. Soit a € R. Déterminer la limite de n n

. a a
S — Cos —
n n

1132. CCINP. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2.

a) Soitp € L(E) un projecteur de rang r. Si \ € R, calculer le déterminant de id E+Ap.

b) Soient A = (a1,...,a,) € My 4(R), B ="AA. Calculer le rang de B.

¢) La matrice B est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et ses espaces
propres.
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1133. CCINP. Soient u € L(R?) \ {0} tel que 4* + u = 0, A la matrice canonique de u.
a) Montrer que A est diagonalisable sur C.

b) Déterminer le rang de u.
-¢) Montrer que R? = Ker(u) @ Im(u). :

d) En utilisant le lemme des noyaux, montrer que R® = Ker(u) @ Ker(u? + id).

¢) Montrer que Im(u) = Ker(u? +id).

00 O
f) Montrer qu’il existe une base de R® dans laguelle la matrice de w est 8 0 —0 1
1

1134. IMT. Soientn € N*, A € M-n(C)'telle que A2 — 2A soit diagonalisable et que 1 ne
soit pas valeur propre de.A. Montrer que A est diagonalisable.

1135. CCINP. Soient n € N*, @ et b dans C, M la matrice de M,,(C) dont les termes
diagonaux (resp. non diagonaux) valent o (resp. b).

a) Calculer le polynéme caractéristique de M.

b) La matrice M est—el]e diagonalisable ?

«¢) Calculer le polyndme minimal de M.

d) Calculer le déterminant de I,, + M.

1136. CCINP. Soient n € N* ¢t f I’endomorphisme de M., (R) défini par :

VM € Mp(R), f(M) =M +2"M. :

a) Donner les valeurs et les espaces propres de f. ) o
b) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Calculer sa trace et son déterminant.

-1 1 1.
1137. CCINP. Soit A = 1 =1 1 € M3(R).
1 1 =1
a) Trouver un polynéme annulateur P de A. - o
b) Sik € N, effectuer la division euclidienne de X* par P.En d.éd_ulre.A .
¢) On définit (X,,) par X = %1, 1, etVk €N, Xpy1 = AXj. Calculer Xy pour k € N.

1138. CCINP. @) Localiser les racines de P = X® — X — 1.
b) Soientn € N*, A € M, (R). Déterminer la limite de x4 (x) en 4-o00. Que vaut x4(0)?
¢) Soientn € N*, A € M, (R) telle que P(A) = 0. Montrer que-det(A) > 0.

. . 0 b \
1139, CCINP. Soient-a € R, b et ¢ deux €léments de RY, A= a O |.
o 0 a

o o

a) La matrice A est-elle diagohalisable ?
b) Sic=0etb#0,calculer exp(4).
¢) Sibc # 0, comment calculer exp(A) 7

1140. TPE. Soient n et ¢ dans N*, Ae M (R) telle que A? = I,. Montrer que I’espace

, .
propre de A associé & 1 a pour dimension — Z tr(4%).
k=1
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1141. CCINP. Soient E un espace euclidien de dimension n € N*, ¢ = (e1,-..,en) une base
n .
orthonormée de E, D la droite engendrée par u = E key,.

k=1
a) Donner la matrice du projecteur orthogonal sur D dans la base e.
b) Donner le polyndme caractéristique et le spectre de p.
n

¢) Calculer la distance de v = Z exaD.
k=1

1142. CCINP. a) Soit E I’espace des fonctions continues de [—1,1] dans R. Montrer qu’en

1
posant, pour (f, g) € E2, (f,g) = / fg, on définit un produit scalaire sur E.
-1

1
b) Déterminer inf {/ (e —at —b)%dt; (a,b) € RZ}.
-1

1143. TPE. Soient (E, (, )) un espace euclidien, H un hyperplan de E, s la réflexion ortho-
gonale d’hyperplan H, f € O(E).

a) Montrer que foso f~ est une symétrie orthogonale, en déterminer les espaces propres.
b) Déterminer les éléments de O(F) qui commutent 2 toutes les symétries orthogonales.

1144. CCINP. Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension # > 2. Soient ¢ € E un
vecteur unitaire et k € R. On considere f : z — z + k(z, a)a. ‘

Montrer que f est symétrique. Pour quels &, f est-il inversible ? Trouver les valeurs propres
de f et ses espaces propres.

1145. 1MT: Soit (B, (, )) un espace euclidien, f un endomorphisme symétrique de E 2 va-
leurs propres strictement positives.

a) Montrer que (x,y) € E = (f(z),y) est un produit scalaire sur E.

b) Montrer qu’il existe un endomorphisme symétrique g de E 2 valeurs propres dans R**
tel que f = g°.

1146. CCINP. Soient n € N*, m € N*, A € S,(R) a valeurs propres dans R** et B
M, m (R) de rang m.

a) SiX € My 1(R)\ {0}, montrer que *XAX > 0.

b) Montrer que n > m.

¢) Montrer que C' = ( A

tg g ) est inversible.

Analyse

1
1147. MT. Pour f € C°([0,1],R), soit N(f) = sup{ / fo" dt{ i ME N}. Montrer
0

que N est une norme sur C°([0, 1], R).
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1148. IMT: Soit, pour A € C, e 'élément de C* défini par Vo € R, ex(z) = exp()\:z;) On note F'le
™o
sous-espace de C* engendré par (ea)rec. Montrer qu’en posant Vf € F,N(f) = Z If ( )I

définit une norme sur F'.

1149. CCINP. La suite (tn )nx0 est définie par uo > 0 et Vn € N, uny1 = une ™",

a) Montrer que (un)n30 converge et déterminer sa limite.

b) Enoncer et redémontrer le théordme de sommation des relations de comparaison pour les sommes
partielles dans le cas divergent positif.

— —. En déduire un équivalent de un.
Un+1 Un,

¢) Déterminer la limite de

1150. Saint-Cyr. Sin € N”, soit up, = l—nii) Déterminer la nature de Z Un. Déterminer un équi-

n
valent de S, = Z Uk
k=1

1151. IMT. Soit € R™. Donner un équivalent de Z In* (k).
k=2

(="

R N > 2.
n+(—Dn "7

1152. IMT. Nature de la série de terme général u, =
1153. CCINP. Soient P € R[X] de degré impair, f une fonction de classe C*° de R dans R telle que
vn e N, vt € R, |F"™ ()] < |P(®)]-

a) Montrer qu’il existe a € R tel que Vn € N, f™(a) =0.

b) Montrer que f est la fonction nulle.

¢) Le résultat subsiste-t-il si P est de degré pair?

1

. On note f la somme de
(n +ac)2 +(n+a)3

1154. CCINP. Pour tout n. € N*, on définit f.(z) =

la série de fonctions Z fn.

a) Montrer que f est bien définie sur ] — 1, +-o0[.

b) Montrer que f est C* sur] — 1, +oo.

¢) Trouver un équivalent de f en —1 et montrer que f est intégrable sur ] — 1, 0].
d) Trouver la limite de f en +o0.

a

¢) Montrer qu’iliexiste deux réels a et b tels que f(z) oo T8

: /2
1155. CCINP. Pour n € N, s0it t,, = / cos(z)*" dz.
a) Trouver, si n € N, une relation entre un, et Un41.
b) Sin € N, exprimer u.,, en fonction de n.
¢) Montrer que Z un, diverge.

oo g

d) Pour n € N, justifier la convergence de v,, = / ———

) ! : TR

e) Sin e N, lier Un €t Un, et exprimer v, en fonction de n.
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Vvr 2 /2
1156. Saint-Cyr. Pour n € N, soient I,, = / (1 — 7—1-> de, W, = / sin”(t) dt.
0 0

+co

a) Montrer que I, —+ / e"t2 dt.

0
b) En déduire un équivalent de Wan1, puis un équivalent de W, .
+o00
1157. IMT. Soit o € R. L’intégrale / z° In(z + ") dz est-elle convergente ?
0

1158. IMT. Soit £ une fonction de classe C* de [0, 1] dans R. Montrer qu il existe une suite (Pp }n0 de
polynomes réels telle que (Pp)nz0 converge uniformément vers f et (Py,)n0 converge uniformément
vers f' sur [0,1].

1159. Saint-Cyr. Pour n € Netz € [0,7/2], soient fr(z) = cos™(z) sin(z), gn(2) = nfnlz).
a) Btudier la convergence simple et uniforme de (fa)nzo-
b) Méme question avec (gn)n>o0-

/2

¢) Calculer I, = / gn. Quelle est la limite de (1) n30?
0

+oo
1160. CCINP. Pour z € R*", soit f(z) = > e~ V™™
n=1
a) Domaine de définition, monotonie et continuité de f ?
b) Montrer que f admet une limite en 400, la déterminer. :

c¢) Déterminer un équivalent de f en +co.

¥ ode . . .
1161. IMT. Pour z €] — 1, 1], soit f(z) = / = Développer f en série entigre. Exprimer f au
0 1—
moyen des fonctions usuelles.
u.—l

1162. IMT. Soient a et b des éléments de R*™. Pour ¢ €]0, 1], soit f(¢) = m

="
Mont =§ e
onrerque/0 f 2 bt a

1163. TPE. a) Pourn € N, on pose un(z) = (=1)"* " In(z)z***? si z €0, 1], un (0) = 0. Btudier
la convergence simple et la convergence uniforme de Z Un.

" In(z) (=
b) Montrerque/0 —1—1—;2— Z (2n+1)2

1164. CCINP. On note D le domaine de définition et S la somme de la série de fonctions Z Un, OU,
pourn € Netz € R, u,(z) = %—?1—)

a) Déterminer D.

b) Montrer que S est continue sur D.

¢) La série Z Un converge-t-elle uniformément sur D ?
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2z
n? 4z’
a) Montrer que Z fn converge simplement sur R. On note f la somme de la série de fonctions Z fn.

B) Monirer que f est C° sur R.

1165. CCINP. Pour tout n € N”, on définit f. :  —

‘s 2z
¢) Montrer que mgr_‘{loo f{z) = 7. Ind. On pourra considérer ¢t — Fra
1166. CCINP, Pour n € N, on définit f, :  — 1 +1 5= On note f la somme de la série de fonctions
’ nex

> o
@) Montrer que f est bien définie sur R} .
b) Calculer z—l-ir-ll-loo f(z).
¢) Montrer que f est C™ sur R**.
d) Donner un équivalent de f en 0.

P R soit S(z) = f _(ﬁ
1167. IMT. Pour z € , soit S(x) = 2. 1 ns’

a) Montrer que S est définie et continue sur R1*.
b) Déterminer lalimite.de S en +co.
¢) Montrer que S est de classe C* sur R**.

+oo

1168. IMT. a) Développer (1 — z) /2 en série entitre sur] — 1, 1[. On écrit Z anz" ce développe-
n=0

ment.

b) Donner un équivalent de an.
n

+oo
z
¢) Trouver un équivalenten 1~ de f(z) = Z —.
n=1 ﬁ

1169. CCINP. a) Déterminer le.rayon de convergence R de Z In(n)z™, dont on note g(z) la somme.

+oo
, 1 n
b) Montrer que Vz €] — R, R[, (z — 1)g(z) = Zln (1 - E) =",

n=2

n ) :/ E,encadrcr (z—1)g(z) pourz €] — 1, 1[.
1 n-1 T .

¢) Enremarquant que, pourn > 2, In (n —

d)- Déterminer un équivalent de g(z) en R™.
. ' x N ] e—w2(1+t2)
1170. Navale. Soient, si ¢ € R, F(z) = / et dt,G(z) = T de.
0
a) Exprimer G en fonction de F'.

+co 2
b) En déduire la valeur de / et dt.
. o
1171. CCINP. Résoudre le systéme différentiel 2’ = z 42y — 2,y = 2z +4y—22,2' = —z -2y +2.
1172. CCINP. Soient I un intervalle de R, k& € N”, v une application de classe C* de I dans R. Pour

f € C*(I,R), soit L, (f) = f' + uf.
a) Montrer que L, est linéaire. Calculer L, o Ly,.
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b) Résoudre y” + 2y’ +y = 0.

1173. CCINP. Soit ¢ une fonction continue de R™ dans R, y une fonction non identiquement nulle sur
R* telle que y" + gy = 0. Montrer que les zéros de y sont isolés. En déduire que, si S est un segment
de R, y n’a qu’un nombre fini de zéros sur S.

1174. TPE. Trouver les fonctions f deux fois dérivables sur R telles queVz € R, f'(z) + f(~z) = z.

1175. IMT. a) Montrer que les solutions de I'équation différentielle y” + y = e™ V% sur R* sont les
z — acos(x) + bsin(z) +/ sin(z — t)e"‘/zdt avec (a, b) € R?.

0
b) Montrer qu’une seule des solutions admet une limite finie en +00.

1176. TPE. La fonction f est définie sur [0, 1]2 par f(1,1) =0et f(z,y) = \_ﬂ"y(l ~z)(1-y) pour

1—zy
(z,y) # (1,1),.
a) Montrer que f est continue.
b) Déterminer le maximum de f.

1177. CCINP. Intégrer I’équation aux dérivées partielles z (x% + yg—z-> = 2> — P obz =
z Y
2(z,y). On utilisera les coordonnées polaires.

Probabilités

1178. TPE. ° Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.
a) Trouver m € R minimisant z € R — E((X — z)?).

Ry
b) Soit (a,b) € R? avec a < b. On suppose que P(X € [a,b]) = 1. Montrer que V(X) < %.
1179. TPE. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi géométrique de
méme paramétre p €]0, 1[. Déterminer la loi de Z = X/Y.

1180. IMT. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur f1,6].
Montrer qu’il existe deux variables aléatoires indépendantes Y et Z définies sur un méme espace pro-
babilisé telles que X ~ Y + Z.

1181. IMT. Dans un jardin de n > 1 tulipes (numérotées), chaque tulipe a une probabilité p €]0,1]
de fleurir 3 ’année k. Si une tulipe fleurit & I’année k, elle fleurira aussi les années suivantes. Soit
X la variable qui compte le nombre d’années au bout desquelles la tulipe % est fleurie. On suppose
I'indépendance des X. Soit enfin X la variable qui compte le nombre d’années au bout duquel tout le
jardin est fleuri.

a) Déterminer la loi de chaque X;. Exprimer X en fonction des X;.

b) Pour tout k, calculer P(X > k) et en déduire la loi de X.

¢) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

1182. IMT. Soient A € R*™*, X une variable aléatoire suivant la loi P(A).

1
Calcul |-
a) Calculer B X1
b) Quelle est la probabilité que X soit paire ?
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1183. CCINP. Soient ) et i dans R*™, X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respec-
tivement les lois P(X) et P(w). Déterminer, si n € N, la loi de X conditionnellement a 1'événement
(X+Y =n).

1184. CCINP.° Soient n € N*, X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi
uniforme sur [1,n]. :

a) Pour k € [1,n], déterminer P(X +Y = k).

b) Méme question pour k € [n+ 1,2n].

¢) En utilisant 1a formule des probabilités totales, déterminer P(X 4+ Y = Z).

d) Déterminer P(X +Y + Z =n).

Autres Ecoles - PSI

Algebre
1185. IMT Soientn € N” et z = ™. Soitk € [1,7 — 1.
.a) Donner le module et un argument de 2 -1 :

n—1
& — 9 o
b) Montrer que g |2 — 1] = 2cotan (Qn)'

) . ’ . N . 3 qept
1186. TPE:° On se-donne trois réels distincts'a1, az, as. Soit ¢ I’application de Rz [X] dar_xs R” définie
par p(P) = (P(a1), P(az), P(as3)).
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme.

b) On note (ex)1<k<s la base canonique de R® et L = ™" (ex). Montrer que (Lx)1gk<s est une

base de R2[{X]: Expliciter les L. . :

1187. CCINP.-a) Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde, '
Soitn € N. On souhaite montrer que la famille ((X + &)™) o<, est libre.

n
Soient ap; . . ., an € C tels queZak(X +k)" =0.
' k=0 - .

"
b) Montrer que pour tout p € [0, 7], Z ax(X + k)P =0.
. k=0

n
¢) Montrer que pour tout p € [0, n], Z axk® = 0. Conclure.
’ k=0 . B

. 1188. CCINP? Soient E un espace vectoriel de dimension finie et p, ¢ deux endomorphismes de £. On. -

suppose que p + ¢ = id et rg(p) + rg(g) < dim E. Montrer que p et g sont des projecteurs. -

1189. IMT.° Soit E un espace vectoriel de dimension n 3> 2.

Soient f,g € L(F)telsque fogo f = f.

a) Montrer que f o g et g o f sont des projecteurs.

b) Que peut-on dire des rangs de f, fogetgo f? ‘
¢) Montrer que f o g est un projecteur sur Im(f) parallélement & un sous-espace conténant Ker(g).
d) On suppose désormais que I'onaenoutre go f o g = g. Que peut-on dire des rangs de f et g7
e) Montrer que E = Im(f) & Ker(g).
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1190. ENSEA.® Soient E un espace vectoriel et (f1, f2, -, fn) € L(BE)™.

On suppose que fi + fa + - + fr =idetque fio f; =0 pour tous ¢ et 7 distincts.
@) Montrer que les f; sont des projecteurs.

b) Montrer que F = EB Im f;.

1€ign

0 -1 -1
1191. ENSEA.°Soit M = [ -1 0 -1
1 1 2
@) Déterminer }application linéaire de R® canoniquement associée a M.
b) Montrer qu’il existe A € Ms2(R) et B € M2 3(R) telles que M = AB.
¢) Montrer que BA = I,.

1192. Navale.® Soit n. € N*. Déterminer les A € M. (R) égales A levr comatrice.

1193. CCINP® Soient n € N* et, pour 1 < 4,5 < n, E; ; la matrice de M, (R) dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui en position (4, j) qui vaut 1.

a) Sil <4,5,k,£ < n,calculer B; ; By p.

b) Soit f une forme linéaire sur Man(R) telle que, pour tout couple (A, B) de M, (R)?, on ait
F(AB) = f(BA). Montrer que f est colinéaire 2 la trace.

¢} Soit g un endomorphisme de M~ (R) tel que g(I,.) = I, et, pour tout couple (A, B) de M, (R)?,
9(AB) = g(BA). Montrer que g conserve la trace.

1194. TPE.® Soient E un espace vectoriel de dimension 7 et f un endomorphisme de E.

a) Montrer que pour tout entier k € N, Im(f**') < Im(s*).

b) Montrer que s’il existe un entier p tel que Im(f?) = Im(f**"), alors pour tout entier k € N,
Im(f7) = Im(f***).

¢) En déduire que Im(f™) = Im(f™*).

1195. IMT. Soient w, v, w trois suites vérifiant, pour tout n € N, un1; = 4up — 3vn — 3wn, Uny1 =
3tun — 2Un — 3Wn, Wni1 = 3un — 3un — 2wy, Exprimer u,,, vn, w,, en fonction de 7, Ug, Vo, Wo.

0 1 1
1196. IMT. Déterminer les matrices M € M3(R) tellesque M2 = {1 0 1
110
a 0 b
1197. St Cyr. Montrer que lamatrice A= [ 0 a+b 0 | est diagonalisable et trouver ses €léments
b 0 a
propres. )
1198. IMT. On rappelle que si A est une matrice de M, (X) dont les colonnes sont notées C1, . ..., Ch,
alors pour tout X = t(zl, oo on) EKTAX = ijCj.
j=1
111 1 1
00010
a) Déterminer lerangdelamatrice Z=10 0 1 0 0
01000
1 11 1 1
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b). Calculer C1 + Cs. En déduire un élément propre de Z.
¢) Calculer Cy + Cs — C'3. En déduire un élément propre de Z.
d) Achever la réduction de Z.

" 1199. CCINP. Soit f I’endomorphisme de R® canoniquement associé 2 A =

=)
Ll R ]
N = O

endomorphisme de R® tel que go g = f.

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. L'endomorphisme f est-il diagonali-
sable ?

b) On note e; et e3 des vecteurs propres de f associés aux valeurs propres 1 et 3. Montrer que g(e;)
et g(e3) sont aussi des vecteurs propres de f associés A 1 et 3 respectivement.

¢) En déduire que e, et ez sont des vecteurs propres de g.

d) L’endomorphisme g est-il diagonalisable ?

e) Déterminer I’ensemble des valeurs possibles pour le spectre de g.

0 —a -—b
1200. TPE. Soit M = |a 0 —c} oba,b,ceR.
b ¢ 0

a) Déterminer un polyndme annulateur de degré 3 de M.

b) La matrice M est-elle inversible ?

¢) Est-elle diagonalisable ?

d) Montrer que les valeurs propres de M % sont négatives ou nulles.

1201. CCINP. Soient E un espace vectoriel de dimension n, £ une forme linéaire non nulle sur E et ¢
un vecteur de E non nul. Onpose f : z € E — £(a)z — £(z)a.

a) Montrer que f est un endomorphisme de E.

b) Calculer f(a).

¢) Déterminer Ker(f).

d) Calculer f (Ker(€)).

¢} L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

) On suppose £(a) = 0. Calculer f2; en déduire un polyndme annulateur de f. Retrouver le résultat
de la question ¢ . ’

1202. CCINP. S6it u un endomorphisme de R? tel que u® = id et u # id.
a) Montrer que 1 est valeur propre de u. s
b) Montrer que Ker(u — id) @ Ker(u® + u -+ id) = R%.

¢) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est

o= O
-0 O

1
0
0

1203. IMT. Soient E = C"' (R, R), e; = cos, ez = sin, F' = Vect(ey, e2). Pour tout f € E, on pose
Ty : t — (10£(0) — 6£'(0)) cos(t) + (12£(0) — 7f'(0))sin(t). On pose enfin v : f — T}.
a) Montrer que e; et ez sont lindairement indépendants.

b) Montrer que u est un endomorphisme de E. Est-il injectif ?

¢) Montrer que v = u|r est un endomorphisme de F.

d) Donner les valeurs propres de v.

.Soitgun
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1204. Navale. Soient K un corps, f un endomorphisme de rang r d’un K-espace vectoriel de dimension
finie E. Montrer que le polynéme minimal de f est de degré majoré par r + 1.

1205. Navale. Soient n € N*, M € M, (C). Montrer que 1 est la seule valeur propre de M si et
seulement si, pour tout k € N*, tr(Mk) =n.

1206. CCINP. Soit X € M1 (R) nonnulet A = XX7.
a) Déterminer le rang et le spectre de A.

b) Calculer le polynome caractéristique de A.

¢) Montrer I’égalité det (I, + A)=1+ xTx.

1207. CCINP. Soit o € Cet A = (a77%)1¢; 1¢n € Mu(C).
@) Sio € R, montrer que A est diagonalisable.

b) Calculer le rang de A. En déduire ses valeurs propres.

c) A quelle condition sur « la matrice A est-elle diagonalisable ?

1208. CCINP. @) Soit M € Mn(C) et )y, ..., An ses valeurs propres. Montrer que tr(M?) = Z AR
k=1

b) Pour n > 3, on considere la matrice A € M. (R) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux

situés sur les quatre bords, égaux a 1. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A.

1209. CCINP. Soai:t E = C°([0,1]). Pour f € E, on définit @(f) : [0,1] = Ropar: o(f)(0) = f(0) et
o(f)(z) = %/0 f@t) dtsiz #0. .

a) Montrer que ¢ € L(E).

b) Montrer que 0 n’est pas une valeur propre de (.

¢) Montrer que 1 est une valeur propre de ¢ et trouver I’espace propre associg.
d) Trouver les autres valeurs propres.

1210. CCINP. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et v & L(F) tel que
30 = +u+id

a) Montrer que v est bijectif.

b) Montrer que pour tout k € N, u* est combinaison linéaire de u®, uetid.

¢) Est-il possible que u soit diagonalisable ? non diagonalisable ?

d) Qu’en est-il sur un C-espace vectoriel ?

1211. CCINP. Soit u un endomorphisme de R™ qui vérifie u® + u? 4+ = 0.

a) Déterminer Ker(u) N Ker(u® + u + Idgn ).

b) Montrer que Im(u) = Ker(u® + u + Idgn ) puis montrer que R™ = Ker(u) ® Im(u).

¢) Soit v ’endomorphisme de Im(w) induit par . Que représente le degré du polyndme caractéristique
de v par rapport 2 u ?

d) Montrer que 0 n’est pas valeur propre de v, puis en déduire que le rang de u est pair.

1212. CCINP. Pour A € M, (R), on note fa : M € Mn(R) — AM.

a) Montrer que f4 estun endomorphisme de M (R).

b) Montrer que si A% = A alors f4 estun projecteur.

¢) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si £ I’est.

d) Construire une matrice propre de f4 4 1’aide d’un vecteur propre de A.
¢) Construire un vecteur propre de A 2 I’aide d’une matrice propre de fa.
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5 En-déduire que Sp(A) = Sp(fa).
. . . 1 4
1213. Navale. a) Diagonaliser la matrice M = <1 1)

o - A 4A —-A 0
b) Soit A€ M,(C), B= (A A) etC = ( 0 3A>' Montrer que B et C' sont semblables.

I, 0O
a) Exprimer le rang de B en fonction du rang de A.
b) ‘Trouver une relation entre x g et x 4. En déduire le specire de B en fonction du spectre de A.
¢) Déterminer les.dimensions des espaces propres de B en fonction de celles des espaces propres de A.
d) Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et inversible.

1214. CCINP. Soient A € M,(C)et B = ( 0 A).

1215. TPE. On note E = C,[X]. Soient F' et G deux polyndmes n’ayant pas de racine commune. On
suppose que G est de degré n + 1 et scindé 2 racines simples; on note aq, . . . , G ses racines. On note
o I’application qui 2 P € E associe le reste de la division euclidienne de F P par G.

a) Montrer que ¢ est un automorphisme de F.

b) Pouri € [0, n], on note L;(X) = H

%4 Montrer que (Lo, ..., Ln) est une base de E.
— a.
' g
¢) L’endomorphisme (-est-il diagonalisable ?

1216. IMT. Soient E un espace vectoriel muni d’une base (e1, ...,es) et v un vecteur de E. Soit f
I'endomorphisme de E tel que f(e1) = -+ = f(en) = v.

a) Quel estle rang de f?

b) Discuter de Ia diagonalisabilité de f én fonction du vecteur v.

1217. CCINP. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. On suppose que
0 est racine simple.d’un polyndme annulateur de u.

a) Montrer que Ker(u) = Ker(u?).

b) Montrer que si u est nilpotent alors u est nul.

1218. CCP. Soitu € L(C™).

a) Montrer que si u est diagonalisable alors w? aussi.

b) Montrer que la réciproque est fausse.

¢) Soit A € C*. Montrer que Ker(u” — 3% id) = Ker(u — Aid) & Ker{u + Aid).

d) Montrer que si u est bijectif alors la réciproque du résultat de la question a) est vraie.

1219. CCINP. a) Montrer que si deux matrices U et V' € M, (C) sont semblables alors pour tout
polyndme R, R(U) est semblable & R(V').

Soient A et B € M, (C) deux matrices telles que AB = BA. On pose M = (61 i) .

b) Pour P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.
¢) Montrer que si A est diagonalisable et B est nulle alors M est diagonalisable.
d) Démontrer la réciproque.

1220. IMT. On munit R* de sa structure euclidienne canonique. Déterminer la matrice dans la base ca-
r+y+z+t=0,

nonique de la symétrie orthogonale par rapport au plan P défini par les équations + t=0
! z—y+z—-t=0.
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1 ftee
1221. CCINP. a) Calculer, pourn € N, I, = \/—7_1_ / et t™ dt (distinguer les cas n pair et n,
impair; on donne Iy = 1). o
. . +°° —_— 2
b) Montrer que Iapplication (P, Q) — / e~" P(¢)Q(t) dt est un produit scalaire sur R[X].
¢) Calculer la distance de X° a Ry[X].

1
1222. CCINP. Soit E = C°([0, 1]). On pose, pour f,g € E, (f,g) = / F(t)g(e)t® dt.
a) Montrer que { , ) est un produit scalaire. °
1
b) Calculer / t" Int dt pour toutn € N,

. 0
€) Soit F' = {z w> az+b]|abec R}letu € E telle que u(z) = zlnz pour tout z € 10, 1).
Déterminer le projeté orthogonal de w sur F.
1

d) Déterminer inf / (at + b —tint)%? dt.
a,beR 0

1
1223. CCINP. Soit E = C*([0, 1], R). Pour f,g € E, on pose (f,9) :/ (fo+ 7).
0

On considere les sous-ensembles V = {f € E, f’' = f}, G = {f € B, f(0) = f(1) = 0} et

H={f€E, f(0)=ch(1), f(1) =1}.

a) Montrer que la famille (ch, sh) est une base de V.

ﬁ) hSIc|>2ient f € Vetg € E. Montrer que (f, g) = f'(1)g(1) — f'(0)g(0). Calcyler (ch, sh), || ch ||? et
shil®.

¢) Soient f € Vet g € G. Montrer que (f, g} = 0.

d) Soit f € H. Cali:uler (f,ch) et {f, sh). En déduire le projeté orthogonal de f sur V.

e) Calculer flgfff/o (F&? + F'(1)?) dt.

1224. CCINP. Soient (E, ( , )) un espace euclidien et (e, . . ., e,) une base orthonormée de E. Soit
(u1, ..., un) une famille de vecteurs de E.

n
Z )\iui

i=1

a) Soient A1, ..., A, des nombres réels. Montrer que

2 n n
<Nl
i=1 i=1
n

b) En déduire que si Z luill® < 1 alors la famille (e; + Ui)ie[1,n] €St une base de F.

i=1
R p 0 ¢
1225. TPE. A quelle condition sur les réels p et ¢ la matrice A = g 0 —p | est-elle orthogonale ?
01 o0

Déterminer les éléments propres de A.

1226. CCINP. Soit M € On(R) telle que (I + 2M)/3 € On(R).
a) Montrer que pour tout z de R™, (Mz,z) = ||z||*.
b) Que peut-on en déduire sur M ?

1227. CCINF. On dit qu’une matrice carrée réelle est & diagonale propre si ses coefficients diagonaux
sont exactement ses valeurs propres répétées avec leur multiplicité,
a) Donner des exemples de telles matrices.
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0 0 -1
b) Lamatrice A= |0 0 0 | estelle 2 diagonale propre?
1 0 0

¢) - Soit A une matrice antisymétrique 2 diagonale propre.
i) Que peut-on dire de ses valeurs propres?
i) Montrer qu’il existe p > 2 tel que A? = 0. -
P
i) Caleuler (A7 A) ‘
iv) En remarquant que A” A est symétrique, montrer que A = 0.
d) Donner la dimension de I’espace A, (R) des matrice antisymétriques.

¢) On note E, 'ensemble des matrices 4 diagonale propre. Montrer que si F est un sous- -espace

vectoriel inclus dans E, alors dim(F) < _____n(n +1)

JS) Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace inclus dans Ey, ?

Analyse

1228. Navale.® Soit (1) une suite complexe te]le que Unt1 = (Un+|un|)/2 pour toutn € N. Montrer
que cette suite converge et déterminer sa limite en fonction de wo.

*1229. TPE.° Pour n. 3> 2, on note fn z - ng® +nlz =2

a) Montrer qu’il existe un unique réel u,, € [0, 1] tel que fr(un) = 0.

b) Montrer que la suite (u,) décroit et qu’elle converge. Déterminer sa limite.
¢) Déterminer un équivalent de-un.

42 4---+n

1230. IMT. On définit, pour n. € N¥, dy, = =

a) Déterminer une relation entre dn41 et dnp.
b) Montrer que pour toutn € N*; d,, < 2.
¢) Montrer que (dy) est convergente. Déterminer sa limite.

~ 1231. ENSEA. Etudier la} nature de Ja série Z In (1 + (—;L—lo?—) selon les valeurs de & € R.

. . . 1

1232. IMT. Nature de la série Z(—ll)"‘sm (m> ?

1233 TPE.a) Pour n 1, moritrer que I’équation ™ +nz =1 possede une unique solution positive,
que 1’on note unp. .

b) Lasuite (un) converge-t-elle?

¢) Déterminer un équivalent simple de un.

. , 1
é i ture de la série” W= —un ).
d) Déterminer la nature de a§ rie Zn (n ) u )

1234. IMT. @) Soitn € N. On pose g, : t — In(t) — arctan(t) — mr Montrer qu’il existe un unique
réel £, > 0tel que gy (zn) = 0.

b) Montrer que la série Z P converge.

—an

1235. IMT. Son (an) une suite de réels vérifiant ap > O et pour toutn € N, ant1 =1 —e
a) Etudier la convergence de la suite (an).
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b) Déterminer la nature de la série Z(—l)”an.

¢) Déterminer la nature de la série Z af,.

1236. CCINP Soit (an)nzo une suite de réels positifs. Soit (u,,) définie paruo € R et, pourn € N,

Un41 = (un + vV U2 + a2)
a) Montrer que pour tout 7 € N, Un41 — tn < an/2.
b) Montrer que si Z an converge alors (u,) converge.

¢) Montrer que la réciproque est fausse.  Ind. Considérer u,, = %
Qan

1237. CCINP, Soit (an, >1 une suite de réels positifs. Pour n € N*, on pose u, = R
(an)n>1 P POSEUn = T an) ... (L + o)

a) Calculer u; + u2. Généraliser.
b) Montrer que la série Z Un CONverge.

+oo
¢) Calculer Z Un POUL @n, = 1/+/71.

n=1

+oo
1238. CCINP. @) Pour p € N, justifier existence de S, = Z —.
n=0
b) Développer (n + 1)” et en déduire S, en fonction de So0,...,Sp-1.
¢) Montrer que, pour toutp € N, S, € N.

1239. TPE. Soit P € R[X]. On définit K = {z € R | P(z) = cosz}.

a) Montrer que si deg(P) > 1, alors K est borné.

b) Montrer que si une fonction f définie et dérivable sur un iniervalle I s’annule un nombre infini de
fois, alors sa dérivée aussi.

¢) Montrer que si K est infini, alors P est constant.

o0 2
1240. IMT. Justifier I’existence de I'intégrale I = / In (l;—t) dt et la calculer.
0

1241. ENSEA. On pose F(z) =
a) Donner le domaine de déﬁmtlon de F et calculer sa dérivée.
b) Montrer que I’on a, au voisinage de 4-co, F(z) = c%gx) +o ( x%)
sin(t) —t
2

d) Déterminer un équivalent simple de F' en 0.

¢) Montrer que g : ¢ +— est prolongeable par continuité sur [0, 1].

00
¢) Montrer que F est intégrable sur R™™ et calculer / F.
0

1242. CCINP. Pourn. € N, on note fr, : ¢ € [—1,1] = sin(nxe‘"zz).

a) Montrer que (fr) converge simplement sur [—1, 1] vers une fonction .
b) Montrer qu’il y a convergence uniforme sur [a, 1] sia > 0.

¢) Y a-t-il convergence uniforme sur [—1,1]?
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1243. CCINP. a) Montrer que pour tout t € [—3, 1], ona|In(1 +t) — t| < 2¢°,
b) Ftudier la convergence simple et uniforme sur R de la série de fonctions

Zln<1+n(7_%>.

1244. IMT. Soit (an)n31 une suite décroissante d’éléments de R*. Pour n € N* et z € [0,1], soit
fa(z) = anz™(1 — ).
a) Montrer que Z fn converge simplement sur [0, 1].

. . Qn
b) Montrer que Z fn converge normalement sur [0, 1] si et seulement si Z o converge.

¢) Montrer que Z fr converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si (@ )n31 converge vers 0.

1245. TPE. Soit f(z) = S ———.
“nl(n+z)

a) FBtudier la convergence de la série sur 10, +o0].
b) Calculer f(1).

¢) Lafonction f est-elle de classe C* 7

d) Exprimer f(z + 1) en fonction de f(x).

—nx

“+oo

. e
1246. IMT. Smtf.xo—)nZ:;nz g
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Etudier la continuité de f.
¢) Montrer que f est de classe C*° sur |0, +-o0].
d) Déterminer la limite £ de f en --oo puis un équivalent de f(z) — 2.
e) Etudier les variations de f.

—nx

€

1247. CCINP. Pour z € R et n € N* on pose un(z) = (~1)"

—
. too
a) Etudier la convergence de Z Un. Onnote § = Z Un,.
n=}1
b) Montrer que S est continue sur R*.
¢) Montrer que S est de classe C" sur R**.
d) Calculer S.
1248. CCINP. Pour z > O et v 2> 2 on pose un(z) = _n(z)
’ ' ~ P " zIn(n)’

a) Déterminer le domaine D de convergence de E Un.

b) Montrer que la série 5 u, he converge pas normalement sur D.

¢) Montrer que, pour & > O.etnn > 2, le reste d’ordre n de la série vérifie |Rn ()| < m
+oo
d) Ftudier la continuité de S = Z Uy, Sur D.

n=2
e) Montrer que S est intégrable sur D.

1 1
1249. IMT. a) Donner un équivalent simple de H,, = 1 + 3 + .+ o

Epreuves orales: Autres Ecoles - PSI 191

b) Donner le rayon de convergence de Z Hynx™ puis calculer la somme de cette série entiere.

1250. CCINP. @) Montrer que pour tout o € N*, f, : z (chz)™™ est intégrable sur R,
+oo
b) Limite de I, = / fr quand n = +co.
0

¢) Nature des séries Z(—l)"ln et Z In. Ind. Montrer que chz > shz sur RT.
d) Rayon de convergence de la série entidre Z Iz™.

1251. IMT. a) Donner les développements en série entiére en 0 des fonctions cos et sh.
T
b) Donner le rayon de convergence de la série entiére E .
(2n)!

¢) Expliciter la somme () de la série précédente selon le signe de z.

1252. CCINP Soit (ar) la suite définie parao =1,a1 =3et,pourn > 2, an = 3an_2 — 2an—1.
a) Exprimer a., en fonction de n.
b) On propose maintenant une autre méthode.
Montrer que pour tout n € N, |a,| < 4™. En déduire une inégalité sur le rayon de convergence de
anz”.
400

145z
¢) Montrer que E ant" = ———
vt 1+ 2z — 3z?

=
d) En déduire a,.

Calculer le rayon de convergence de Z anx”.

1
1253. CCINP. On considére la série entiere Z Tx3x nx T 1) g2t

a) Déterminer son rayon de convergence R.
b) Pourz € |—R, R[, on note f(z) la somme de cette série entitre. Trouver une équation différentielle
d’ordre 1 a coefficients variables vérifiée par f. En déduire I

n
1254. IMT. Soit u une suite vérifiant, pour tout n € N, Up41 = Z Uk Un— k.
k=0

a) La suite u est-elle bien définie ? unique ?
+oo

b) On suppose que f(z) = unz" est de rayon strictement positif. Trouver une relation entre 2 et
p q y p

n=0
f et en déduire f a I’aide de fonctions usuelles.
¢) Développer f en série entigre et conclure.

1255, IMT. Soit f, : 7 s (a* + 1) "SR(E) + zexp(-2)
a) Montrer que la suite (f,.) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f adéterminer.
1

b) Calculer lim / -
n—+oo 0

+oo 1+tn

1256. Navale. On pose, pourn > 2, I, = m dt. Montrer que la suite (I,) est bien

0
définie et calculer sa limite.

1 1
1257. CCINP. On pose, pour tout € N, I, = / Lﬁ—tt" et Jp, = / In(1 +¢™) dt.
0 0
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a) Donner une relation entre I, et J, (on pourra calculer n(1 — I,)).

b) En déduire un développement asymptotique de I, avec une précision de —.

¢) Montrer que I’application F : u € [0,1] — / 13(—17_‘-—72 dt est bien définie, puis montrer que
o :

1
/ F(t™)dt — 0 quand n — +oo.
0

. 1 . .
d) En déduire un développement asymptotique de J,, avec une précision de o puis un développement

1
de I, en —
ke5

1258. ENSEA. Soit @ : > / cos(z sin(t)) dt. Montrer que ® admet un unique zéro z dans [0, ]
0
etque z > /2. i

—mtz
t
1259. IMT. Soit F': mn—>/ 153
a) Montrer que pour tout z > 0, I'intégrale F'(z) est convergente.
b) Etudier les variations de la fonction F'.
¢) Montrer que F est de classe C* sur |0, +oof.
1
vE T%_t—— En déduire la limite de F" en 0.

dt.

d) - Montrer que, pour toutz > 0, F(z) >

’ oo
1260. ENSEA. a) Déterminer le domaine de définition de la fonction f : z — / e
0

b) Calculer f'.
c¢) Déterminer la limite de f en --co. En déduire f.

oo t e—tz

1261. CCINP. Soit f : © / ) dt.

a) Donner le domaine de déﬁ?lition de f.
b) Calculer la limite de f en +-co.
¢) Onsuppose z > 0. Calculer f(z — 1) — f(x).
d) Déterminer une expression de f(z) sous la forme d’une somme de sérié.
¢) Quelle autre méthode aurait-on pu utiliser pour trouver cette expression de f(z)?

1262. CCINP. Soit f(z) = 1%2?5“) —= gy,
a) Montrer que f(x) existe g?our z>0.
b) Montrer que f est continue sur R*.
¢) Montrer que f est de classe C° sur]O +oo].
d) Déterminer les limites de f et f’ en +oo

e) Calculer f'(z) et f(z).

40
J) lJustifier ’existence et calculer /

sin(t)
0 1

dt.

+oo
1263. CCINP. On considere la fonction f : z / tet dt.
0

a) Monirer que f est définie.et continue sur R™.
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3
b) Onpose, pourn € N*, u,, = / In f(¢) dt. Déterminer la nature de Z (—1)" /.

2

+oo
1264. CCINP. a) Existence de [ = / s da.
e
+oo 9 0
b) Montrer que I = Zl 3

U In(z) In(1 — )

1265. IMT. a) Justifier I’existence de ] =
In(z) In(1 — m)
T

dz.

b) Pour z €0, 1], écrire
¢) Calculer I.

sous forme d’une somme E Un(z

1266. CCINP. On pose I,, = / (tant)™ dt.

a) Calculer lim I,,.
b) Calculer I + In+2 (on fera le changement de variable v = tan £).

1)"
c) Calculerz o

d) Montrer que la sérxe de terme général (—1)"I,, converge et calculer sa somme.

1267. TPE. Soit (1) I'équation différentielle zy’ — 2|y| = x. On suppose qu’il existe une solution f
de (1) définie sur R.

a) Montrer que f(0) = 0.

b) Montrer que f est strictement positive sur |0, +co|.

¢) En déduire la forme générale de f.

d) Conclure qu’il n’existe aucune solution de (1) sur R.

-1 3 -2
1268. CCINP. @) Diagonaliser lamatrice A = [ -3 5 —2
-3 4 -1
b) Résoudre le systéme différentiel X' = AX.
T =y—z
1269. IMT. Résoudre le systeme différentiel ¢ ' =2z +y + 2
2 =2z — Y-z

1270. TPE. Extrema de f(z,y) = z* + y* — day sur R??

Probabilités

1271. TPE. ° Une information booléenne est transmise grice a n relais notés Ry, ..., Rn. La probabi-
lit€ qu’un relai transmette correctement 1’information est p. Les relais sont indépendants.

Calculer la probabilité que I’information transmise par Ry, soit la méme que celle regue par R;. Appli-
cation numérique : n = 100 et p = 0, 999.
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1272. CCP. ° On considére 27 lapins sélectionnés aléatoirement dans un enclos & lapins. La probabilité
qu’un lapin soit male est 1/2. On note M la variable aléatoire égale au nombre de lapins méiles obtenus
et C la variable aléatoire égale au le nombre de couples possibles (un lapin méle + un lapin femelle).
a) Donner laloi de M.

b) Donner une relation entre- C et M.

¢) Donner laloi de C.

d) Calculer U'espérance de C.

1273. St Cyr. PYTHON..On jette un dé jusqu’a obtenir 5, on note 7" 1a variable aléatoire égale au nombre
de lancers. :

a) Donner la loi de T', son espérance et sa variance.

b) Fcrire une fonction Python qui simule I’expérience et renvoie T'.

¢) On jette 4 dés et on retire & chaque fois ceux qui sont tombés sur 3, jusqu’a ne plus avoir de dé.
On note N la variable aléatoire associée & ce nombre de lancers. Ecrire une fonctien Python qui simule
cette expérience, et une autre qui-donrie une approximation de I’espérance de N.

d) Déterminer, pour k € N, P(N < k). En déduire ’espérance de N.

1274, CCINP. On considére deux variables de Poisson indépendantes X et Y, de paramétres A et p.
a) Onpose Z = X + Y. Question de cours : montrer que Z ~ P (A + ).
b) Soitn € N. Déterminer et reconnaitre ia loi conditionnelle de X sachant que Z = n.

1275. IMT. On considere une. piece équilibrée et on réalise une série de lancers indépendants. On s’in-
téresse a I’apparition du deuxi€me pile. On note X la variable aléatoire comptant le nombre de faces
avant I’apparition du deuxi@éme pile. Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

1276. CCINP. Trois individus A, Az et A3 se présentent dans un bureau de poste comportant deux
guichets. Les individus A; et A> sont pris en charge dés leur arrivée, A doit attendre.que A; ou A, ait
fini pour passer 2 son tour au guichet. . :

Le temps passé au guichet par A; est noté X; (1 < ¢ < 3); on suppose que chaque X; suit une loi
géométrique de paramétre p.

a) Onnote Y le temps d’attente.de Az avant son passage au guichet.

Pour k'€ N, déterminer P(Y" > k). Donner la fonction de répartition.de Y.

b) Soit Z le temps total passé par Az 2 la poste. Donner la loi de Z.

¢) Déterminer le temps moyen passé par-A3 2 la poste.

1277. IMT. Soit a > 0 et X une variable aléatoire  valeurs dans N* telle que :
a
A4 N, PX=n)=-———. - :
n € ( n) nn 1)
a) Trouver la valeut de a. ) _
b) La variable X admet-elle une espérance ? une variance ?
¢) Déterminer la fonction génératrice de X. -

1278. CCP. Soit (Xp)nen+ une suite de variabies aléatoires mutuellement indépendantes suivant cha-
cune une loi de Bernoulli de paramétre p. Soit N une variable aléatoire telle que N + 1 suive la loi
géométrique de paramétre p. On pose ¥ = Z Xn.

. . n=l
a) Soitn € N*. Donnerlaloide S, = X1 + - + Xn.

+o0
b) Soit z € |1, 1[. Calculer, pour k € N*, Z (:) "k,

n=k
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¢) Calculer P(Y = k) et donnerlaloide Y + 1.

1279. CCINP. On considére une urne contenant des boules numérotées de 1 4 n. On dispose d’un jeton
mobile sur un axe gradué de 0 & »; la position initiale du jeton est 0. On effectue des tirages avec remise
dans I'urne et & chaque tirage, si le numéro de la boule est inférieur ou €gal A ]a position du jeton, on
déplace le jeton d’une graduation vers la gauche, et si le numéro de 1z boule est strictement supérieur
la position du jeton, on le déplace d’une graduation vers la droite.
a) Donner les positions possibles du jeton apres p lancers.
b) On note X, Ia position du jeton aprés p lancers. Exprimer P({Xp11 = 0) en fonction de P(X, = 1)
et P(Xp41 = n) en fonction de P(X, =n — 1). ’
¢) Pour1 < k < n—1,exprimer P(X,1 = k) en fonction de PXp=k-1)etP(Xp, =k+1).
d) Rappeler pourquoi la fonction génératrice d’une variable aléatoire 2 valeurs dans N existe au moins
sur I'intervalle [—1, 1}. On note Gy la fonctionzgénératrice de X, pourquoi G, est-elle polynomiale?
1—¢
n
Montrer que E(Xp41) = 1 + (1 - %) E(X,).

J) Déterminer E(X,).

¢) Onadmet que Gpy1(t) =t Gp(t) +

Gp(t) pour tous ¢ et p.

1280. CCP. a) Donner le développement en série entidre de (—11—) pour 7 = 1 puis pour n € N*
—z)n :

n+k—1

b) On définit, pourk € N, p;, = k )p"qk avec p € 0, 1] et ¢ = 1 — p. Montrer que la suite

(p) définit une probabilité sur N.
¢} On définit la loi d’une varijable aléatoire X par: Vk € N, P(X = k) = p. Déterminer la fonction

génératrice de X .
d) Calculer I’espérance et la variance de X.
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Algebre

1281. CCINP® Soit P = (X +1)"— X" — 1. Montrer que j est racine de P . Déterminer sa multiplicité.

1282. CCINP? Soit P = X° + 2(4 + 5))X* + (10 — 4)X + (3 — 114) = 0. Montrer que P posséde
une racine réelle. Déterminer les racines de P dans C.

1283. ENSEA.° Déterminer les racines complexes de X _x + 1, et montrer que X 2_x + 1 divise
(X _ 1)n+2 +X2n + 1.

n—1 n—-1
1284. TPE.® En factorisant Z X* dans C[X], montrer que H sin L. -
k=0 k=1 n 2nt

1285. ° Soit E = {P € R,[X]; P(0) = P'(0) = 0}. Donner dim E.

1286. IMT.° Soit A € GLy(C) telle que A + A~ = I,,. Calculer A* + A" pour k € N.
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3 -2
a) Soit X € Ma(R) telle que X2 = A. Montrer que X et A commutent puis que X est diagonale.
b) Résoudre I'équation M” = A d’inconnue M € Mz(R).

- 10
1287. CCINP. ° Soient A = (7 6) A= (0 4).

1288. IMT.° Onpose B = X (1 — X)" * pour 0 < k < n.
a) Montrer que (Bn, k)ogkgn €St une base de R, [X].
b) Donner la matrice de passage de la base canonique de R, [X] 2 cette base.

1289. TPE.° Montrer que P +» P — P’ est un automorphisme de R[X], et donner I’automorphisme
réeiproque.

1290. CCINP® a) Pour f : Mn(R) — R linéaire non nulle, préciser dim Ker f et rg f.

b) On note (E; ;)1<:,j<n 1a base canonique de M, (R). Soit A € M, (R). Montrer que A = (.si et
seulement, pour tout (4, 5) € {1,...,n}%, tr(AE; ;) = 0.

¢) Pour A € M,(R),onpose pa : M € Mn(R) — tr(AM) € R. Montrer que A ++ @4 est un
isomorphisme de M, (R) sur L(Mn(R), R).

1291. IMT? Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7. Montrer que n est pair si et seulement
s’il existe u € L(E) tel que Imu = Ker u.

1292. CCINP.° Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et f : E — R linéaire et surjective.
a) Montrer qu’il existe o € E tel que E = Ker(f) & Vect(zo). . .

b) Soit ¢ € L(E). Montrer qu’il existe un scalaire A tel que f o ¢ = Af si et seulement si Ker f est
stable par .

1293. CCINP° Soient E un espace vectoriel et u,v € L(F).
a) Montrer que Ker(u) = Ker(v o u) si et seulement si Im(u) N Ker(v) = {0}.
b) Montrer que si E = Ker(v) + Im(u), alors Im(v) = Im(v o u).

1294. IMT. Soit A € M (R) telle que A® = —I,,. Montrer que det A = 1.

1295. CCINP® Soit A = ( 13 _f ) € M(R). Est-ce que A admet une racine carrée réelle ?
01 0 )
1296. IMT. Soit J = { 0 0 1 |.Pour (a,b,c) € C*, on pose M(a,b,c) = als + bJ + cJ>.
1 0 0 )

a) Montrer que les matrices M (a, b, ¢), pour (a, b, ¢) € C?, commutent entre elles.
b) Montrer que J est diagonalisable. Préciser ses éléments propres.
¢) Soit (a,b,c) € C3. Monirer que M(a, b, c) est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

1297. IMT. Soit M =

o e
_0 O =
—_ 0O M
e i

1
a) Déterminer rg M et montrer que M est diagonalisable.
b) Calculer M? et donner le spectre de M.
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a a a a
1298. CCINP Poura € Ronpose M, = | 1 * 1 1
a a a @
11011

a) Déterminer le rang de M,. Qu’en déduire sur ses valeurs propres ?
b) Déterminer valeurs propres et sous-espaces propres de M, .

1299. IMT. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a,b,¢,d,e) € R® pour que la matrice

a b ¢
A= |0 a d] soitdiagonalisable. Ind, Distinguer a = eeta # e.
0 0 e

0 sing  sin2p
1300. IMT. Soient p € Ret A = ( sin 2¢ 0 sin2¢ | .
sing sin2p 0
Donner une condition nécessaire et suffisante sur % pour que A soit diagonalisable.

0 .- 0 1

1301. CCINP. Pour n € N, on pose : M = : Co € Maonp1(R).
0 -.. 0
1 e e 1

a) Calculer M2.
b) Lamatrice M est-elle diagonalisable ? En déterminer les éléments propres.

1302. IMT. On considzre C comme un R-espace vectoriel. Soit f:zeCrmiz+ (1 -14)z.
a) Quelle est la base canonique de C?

b) Montrer que f est R-linéaire. Donner sa matrice dans la base canonique.

¢) Lapplication f est-elle diagonalisable ?

1303. CCINP. Soit M € M, (R) telle que M* — 2M3 + 202 — 0.
@) Soit A une valeur propre complexe de M. Montrer que A* —2)% £ 22% = .
b) Montrer que tr(M) est un entier naturel pair.

1304. IMT. Soit f : P € R[X) — X(X — 1)P(=1) + (X + )X —1)P(0) + X (X + 1)P(1).

a) Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

b) Soient A=X(X-1),B=(X+1)(X-1)etC = X (X +1). Montrer que (A, B, C) est une
base de R{X].

¢) Déterminer Ker f. En déduire une valeur propre et un sous-espace propre associé,

d) Montrer que Imf = Ro[X].

) Soit P un vecteur propre associé i une valeur propre non nulle de f. Que peut-on dire du degré
de P ? Préciser I'ensemble des valeurs propres et des sous-espaces propres de f.

1305. IMT. Soit E = R[X]. On pose f : P € E — P(1) X — P(3) (25 — X?).
a) Montrer que f définit un endomorphisme de E.

b) Déterminer Ker f et Imf.

¢) Déterminer les éléments propres de f.

1306. Navale. Soientn € N* et @ : P € Ro[X] — P ~ P’ € Rp[X]
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a) Donner la matrice M de & dans la base canonique. La matrice M est-elle diagonalisable ?

b) Montrer que' M est semblable & A = (ai,5)1gi,jcn+1 OU, pour tout 4, a;; = 1, aii41 = —1, les
autres coefficients étant nuls.

¢) Soit @ € R,[X]. Montrer qu’il existe un unique P € R, [X] tel que P — P’ = Q. Exprimer P en
fonction de @) et de ses dérivées.

1307. CCINP. Soit A € M3(R) nilpotente. Montrer que la trace et le déterminant de A sont nuls.
Etudier la réciproque. '

1308, CCINPE. Soient n € Navecn 2 3, J € My, (C) la matrice dont tous les coefficients sont égaux
a1, (mij)igiisn € Ma(C) telle que, pour (3,7) € {1,...,n}%, msj; = 1sij > i, mij = 2si
J <i,mi;=0.8oit,pour A €C, fr:2 € Cr det(\n — M +zJ).

a) Soit A € C. Montrer que f est polynomiale de degré < 1. Calculer fi (1) et fx(2). En déduire f5.
b) Déterminer x as. La matrice M est-elle diagonalisable ? :

1309. Navale. Soient A et B € M, (K).

a) Soit )\ une valeur propre non nulle de AB. Montrer que c’est une valeur propre de BA.

b) Montrer que, si 0 est valeur propre de AB, c’est une valeur propre de BA.

¢) En déduire une relation entre Sp (AB) et Sp (BA).

d) Soit E = K[X]. On considére les endomorphismes f et g de E définis par f(P) = XP et
g(P) = P’. Montrer que 0 est valeur propre de f o g. Est-ce une valeur propre de g o f?

1310. CCINP. Soit A € M, (R) non nulle et p : X € Mn(R) = X + Tr(X)A.
a) Montrer que Ker g C Vect(A) puis que ¢ est bijective si et seulement si Tr(A) # —1.
b) Déterminer les valeurs propres de .

1311. TPE. On se donne deux matrices A et B non nulles de M, (R). Pour M € M,(R), on pose
(M) =M+ (tr AM)B.

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (R) et calculer dim Ker(p — id).

b) Est-ce que ¢ est diagonalisable ?

1312. CCINP. Soit @ l’endomm:phisme de M (R) qui a une matrice A = (ai ;)1<i,j<n associe la -

matrice ®(A4) = (@n+1-i,nt+1-5)1€i,55n-

a) Déterminer o &. i

b) Exprimer ®(*M) en fonction de ®(M), ®(AB) en fonction de B(A) et &(B).
¢) Montrer que ®(M) est inversible si et seulement si M est inversible.

d). Montrer que (M) est diagonalisable si et seulement si M Pest.

1313. CCINP. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*, (e1, ..., en) une base de E.
Soit f I’endomorphisme de F tel que : Vk € {1,...,n}, flex) = Zei.
. itk
a) Montrer que f est diagonalisable.
b) Déterminer les valeurs propres de f.

1314. CCINP. @) Donner un sous-espace vectoriel de M, (R) dont toutes les matrices sont diagonali-

sables.
b) Donner un sous-espace vectoriel de- A, (R) dont aucune matrice non nulle n’est diagonalisable.

¢) Déterminer la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de My (R) dont toutes les matrices
sont diagonalisables.
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1315. CCINP: Soient E un C-espace vectoriel de dimension nzle
2 Letf,gd .
Foy SR [, g dans L(E). On suppose que
a) Montrer que f admet une valeur propre.
b) Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

1316. CCINP. Soit A € Mn(R) telle que (I,, A, A%) est libre et 4% = I, + yA + 2A? avec
(z,y,2) € R®. On pose E = Vect(I,,, A, A2). Soit enfin f:MecE~ AM.
a) Montrer que f est un endomorphisme de E.
b) Donner la matrice de f dans la base (In, A, A?) et justifier que VA € R, rg(f — Aid) > 2
¢} Onadmet que x;(A) = A3 — 222 — YA — . , o
Montrer que f est diagonalisable si et seulement si X ¢ est scindé A racines simples.
d)) Montrer que f et A ont les mémes valeurs propres.
€) Onsuppose que xr(X) = (X —A1)™ (X —X2)™2 (X — \;)"3 ; €] — i
o) o Supbase Que Xy )= ( " 2)™2( 3)"™® avec A; €] 1,1 pouri € {1,2,3}
i) Montrer que la suite (f kz converge vers 0 dans £(F).
ii) Montrer que la suite (A*) converge vers 0 dans Mq (R).

1
1317. TPE. Calculer  inf / (z* — oz — b)% da.
(a,b)eR? Jg

13.18. CCINP. So'ient E I.lil espace euclidien de dimension 3 et (3, 7, k) une base orthonormée de E.
Soit V' = (Vect(i — 3k))™. Donner la matrice dans la base (4,7, k) de la projection orthogonale sur V.

1319. CCINP. Soit E = C°([0, 1], R). Soient & : z € [0,1] = zinzxet, poum; €N,
Pn:2€(0,1] — 2" Pour (a, b) € R? on pose Jap iz €[0,1] = 2? (In(z) — a — bz)*. Soit enfin
F = Vect(Py, P2). On munit E du produit scalaire défini par:

V(f,9) € E*(f,g) = /01 Ft) g(e)de.

a) Justifier que, pour tout (a,b) € R, f,, € E.
b) Montrer que i € E. Calculer, pour n € N, (hy Pn).
¢) Calculer (Py, P2), | Py} et || P2|l.
Py — uP;
d) Trouver A\, i € R, tels que Q1 = AP, et Q2 = ”?Z—Zﬁ forme une base orthonormée de F.
> . . . 2= 1
Donner I’expression de la projection orthogonale de A sur F en fonction de @1 et Q2. On notera g ce
projeté.
€) On propose une autre méthode pour déterminer g.

1 1
Chercher g = aPy + bP; tel que/ z(h—g)(z)dz=0= / z2 (h - g) (z)dz.
0 0

1

Calculer inf 2 —a—bx)?
D (a,g)lekz A z° (In(z) — ¢ — bx)* dz.
1320. TPE.° Soit (ey, . . ., ex) une famille de vecteurs unitaires d’un espace euclidien E. On suppose
que, pour tout z € E, llz||* = Z(z, e;)°. Montrer que (€1,...,en) est une base orthonormée de E.
i=1

1321. CCINP. Soient (B,  , }) un espace euclidien et ¢ € E non nul.
Onnote fo: 2 € E— 2 —2(z,a) a.

a) Déterminer Ker(f, — id).

b) Caleuler f,(a).
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¢) Montrer que f. est diagonalisable.

1322. CCINP. Soit A = (ai,5)1<s,5<n Ja matrice de M, (R) définie par a;,; = ﬁﬁ
" a) Montrer que A est didgonalisable.
b) On pose, pour X € My 1(R), o(X) = *X AX. Exprimer (X ) comme I'intégrale d’une fonction

positive.
1323. CCINP. Soientn. € Navecn 2> 2, E R.[X],a €R.
On pose, pour (P, Q) € E?, (P, Q) = Zp(k) (@) Q™ ().

k=0 -
a) Montrer que ( , ) est un produit scalaire sur E.

b) Soit f : P € E > f(P) (X — a)P'(0). Montrer que f est un endomorphisme symétrique
de E. .

1324. CCINP. On munit R® de son produit ‘scalaire canonique {, ). Soit u : R* — R® définie par
u(z) = {a,2) b+ (b, z) a ob a et’b sont des vecteurs unitaires et libres de R>.

a) Montrer que u est un endomorphisme symétrique. Que peut-on en déduire ?

b) Donner Ker(u) et Im(u). Montrer que  n’est pas une projection orthogonale.

1325, IMT. Soient (E,( , ))un espace euclidien, v € O(E). .
a) Que peut-on dire des éventuelles valeurs propres de u ? Justifier.
b) Une isométrie vectorielle a-t-elle tou_]ours une valeur propre reelle ?

{1 0 0
¢) Soit A = |0 0 1] € Os(R). Préciser la nature géométrique.de I’endomorphisme de R®
010

canoniquement associé 3 A.

1326. CCINP. Soient n € N” et'A = (ai,5)1<i,5¢2n41 € Man41(R) 01 Gnt1,i = Gingr = 1 pour
i € {1,...,2n + 1}, les autres coefficients étant nuls. Montrer que A est diagonalisable. Diagonali-
ser A. .

1327. CCINP. Soient (E, (, )) un espace euclidien, g € O(E) et f = id —g.
Montrer que Im f C (Ker £)*, puis 1'égalité.

1328. CCINP. Soient A € M 10 (R) et B = “AA.
a) Déterminer le format de la matrice B.

b) Lamatrice B est-elle diagonalisable?

¢) Montret que 0 est valeur propre de B.

1329. CCINP. Soit A = (ai,5)1<i.jgn € Mna(R) Ol @si+1 = Gir1, = lpourl <2< n—1,1les
autres coefficients étant nuls. 3

a) Soit A € R. Montrer que rg(A — )\In) -1

b) En déduire que A posséde n valeurs propres distinctes.

1330. TPE. Soit A € M (R) antisymétrique. Montrer que (I, + A) est inversible.
1331. CCINP. Soit A € M (R) telle que A*AA = I,.

a) Montrer que A est symétrique.
b) Montrer que A=1,.
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1332, IMT. Soit A € GLn(R) telle que A® + *A = 1I,,.
a) Montrer que A = I,, — *42.

b) Montrer que (A — I)(A* + A~ I,,)) = 0.

¢) Montrer que I n’est pas valeur propre de A.

d) En déduire que A est symétrique.

Analyse

1333. CCINF. Soit A = (ai,5)1<i,55n € Sn(R) telle que, pour tout (4,5), ai,; > 0 et, pour tout 3,

Zai,]’ = 1.Onadmetquerg(A —I,) =n— 1.8 X = ‘(zq,... 1Zn) € Man 1(R), on pose
j=1
XN = max |zl.
a) Déterminer Ker(A — I,).
b) Montrer que, pour tout X € M 1(R), [[AX]| < | X].
€) Soit A une valeur propre de A. Montrer que [A| < 1.
d) Onpose B = A+ I, = (bs ;)1<i,j<n- Montrer que, pour tout ¢, b; ; > Z bij.
et
€) Montrer que B est inversible. ’
J) Montrer que (A”) converge vers une matrice R, et que R est semblable a diag(1,0,...,0).

1334. CCINP. Pour A = (ai,5)1gi,55n € Mn(C), on pose ||A|| = e Z]a”| On admet que

[l I| est une norme sur M., (C). On note aussi p(A) le plus grand module des valeurs propres de A.
1

a) Soitf € R. Onpose A = ( (1) + ) Calculer || A)| et p(A).

b) Montrer que, si A et B sont dans M, (C), alors || AB|| < A B

¢) Soit A € My (C). Montrer que p(A) < [|A

d) Soient A € M, (C) et k € N. Montrer que p(A ) = p(A)E.

e)( S)mt A € Mn(C). On suppose A diagonalisable. Montrer que (A”) tend vers 0 si et seulement si

p(A) < 1.

n 2
1335. CCINP° Donner un équivalentde S, = S ~ —"
q © kzﬂ n2 4+ k2’

1336. CCINP° a) Montrer que Z % <lnn.

1 2
On pose 141 = = et, pourn € N*, uny1 = 1+ un

et =1 — up.
b) Monirer que, pour tout n, u, € [1/2, 1].
1

¢) Montrer que, pour n € N* — — = ———, et en déduire que v, < _2_
" Unt1  Up 2= un q "Sn+3

d) Montrer que — i <n(n+2) + L —; 2
e} En déduire un developpement asymptotique A deux termes de .

1337. IMT. Soit (ux) 1a suite définie par ug > 0 et Vn € N, upy1 = arctan{un).
@) Montrer que la suite (ur) converge et déterminer sa limite.
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b) Onpose,poura € Retn € N:wv, =

1 __ ; Déterminer o pour que la suite (vn)
(un+1)a (Un)a

converge vers une limite réelle non nulle.
¢) On admet le théoreme de Cesaro. Déterminer un équivalent de ..

1
1338. CCINP. @) Nature, sujvant ¢ € R, de la série de terme général u,, = In (1 + 7—1—5> ?

b) Nature de la série de terme général v, = In <

1339. IMT. Nature de la série de terme général u, =

+oo
1340. TPE. Calculer Z arctan

n=0

sh(1/n) ) 0
sin(1/n) /

1
nlnd(n)

(m) . Ind. Utiliser tan({a — b).

i . 1
1341. IMT. Soient @ > O et pour n € N*, Sy, = Z k%, Etudier la nature de Z 5

e
1342. IMT. Soit (ur) la svite définie parug € RetVn € N, upi1 =

k=1

—up

n4+1"

a) Déterminer la limite de la suite (u,).
b) Déterminer la limite de la suite (vn) définie par Vn € N, vn = nu,.

¢) Quelle est la nature des séries Z Up et Z(—l)"un ?

1343, IMT. Soit v la suite définie par up €]0, 1] et, pour n € N, tny1 = tn — U2,

a) Etudier la suite u.

b) Donner la nature des séries Z(—l)“un, Z ul. et Z Un .

1344. TPE. Soit u la suite définie-par la relation un-.1 = sin un, avec ug €0, 1[.
a) Montrer que u converge et donner sa limite.

b) Calculer lim Untl = Un By déduire la nature de Z ud.

ul

n
. Uniy
¢) Donner la nature E In ("—+

mn

) . En déduire la nature de Z ui.

k-1

1345. CCINP. Soit () la suite de R[X] définie par So = L et Vk € N*, Sy = [ [ (X —4).

i=0

a) i) Calculer 51, S2, S3. Quel est le degré de S, ?
if) Montrer que, pour tout m € N, la famille (So, S1, ..., Sm ) est une base de R [X].
iii) Calculer Sy (n) pour (k,n) € N2

b) Soit P € R [X]. On écrit P(X) = > anSk(X).
k=0

P(n) - Ak
i) Montrer que Vn 2> m, —~ = E —
nl = (n—k)!

“+oo
ii) Montrer que la série Z

n=0

P(n
7!

)

converge et exprimer sa somme en fonction des a.
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nn—1)---(n-p+1)
n!

+o0
¢) Montrer la convergence de la série Z

n=0

pour p > 2 et calculer sa somme.

Inn

n n
- 1346. CCINP. On pose, pour n € N*, u, = U = (—1)"un, Sn = l;uk, T, = kz:lvk,

n
1
H, = Z T On admet que H,, =In(n) + v+ o(1) avec v € R.
k=1
a) Brudier les variations de z -lﬂ

Z
b) Comparer u, et 1/n. Nature de Z Up et Z Un?
(In(2))?
¢) Montrer que S2n — Sy = In(2) In(n) + 5+ o(1).
+oo
d) Exprimer San + Ton 2 aide de Sy, et de T',. En déduire une expression de Z Vn.
n=1

1347. IMT. Soit (u) une suite réelle & termes strictement positifs.
Soit (x) la suite définie par zg > OetVn € N, zp41 = %(xn +Vz2 + un).
a) On suppose que la série Z un converge. Montrer que la suite (z,) converge.

b) On suppose que la suite (z,) converge. Montrer que la série Z Uy, COnverge.

1348. IMT. Soient a et b strictement positifs. Trouver lim+
z—Q

(T4

1349. IMT. Soit E = C°([—=, 7], R). Pour f € E, on pose ®(f) : z — / sin(z + £) f(¢) dt.

a) Montrer que & est un endomorphisme de E.
b) Calculer ®(sin) et ®(cos).
¢) Déterminer Ker ® et Im ®.

1350. CCINP. Déterminer les fonctions f € C°(R, R) telles que
T-4-a
Vz € R, Va >0, 2af(z):/ I

1351. CCINP: Soit E I’espace des fonctions C*° de R dans R. Soit ¢ P’application qui 3 f € E associe
la fonction g = (f) définie sur R par g(z) = f'(z) —  f ().

@) Montrer que ¢ est un endomorphisme de .

b) Résoudre y'(z) — zy(z) = 0. En déduire Ker(y). L’application ¢ est-elle injective ?

¢) Montrer que ¢ est surjective.

1352. CCINP. Soit f : x €~ x 1/% — [%J
@) Montrer, pour z € R™, | f(z)! < |z|.

b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f son prolongement.
¢) La fonction f est-elle dérivable en 0?

d) En quels point de R™ I’application [ est-¢elle continue ?
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In(¢) In(1 — ¢)
t

1353. CCINP. Montrer que f : t est intégrable sur )0, 1{.

, 0 gin? g
1354. IMT. Soit a > 0. Donner la nature de / pors dzx.
0
o zlnz
1355. CCINP. Montrer ’existence de I = / ————=dz. Calculer I.
o (14=z2)?

dx
(@t Va2 I

-+ oo
1356. CCINP. Pour quelles valeurs de n € N I’intégrale / converge-t-elle ? Don-
1

ner alors sa valeur.

. * sint T

1357. CCINPF. On admet que I’intégrale / e dt converge et vaut 5
0
_ n 40
—1%()5) et up = Fa(t)dt.
0

@) Montrer que. f,, est prolongeable par continuité en 0.
b) Montrer que u,, existe et que u; = —

On pose, pour n € N*, f, : t e R™*

oo 9 +
¢) Montrer que; pour toiit s € R, Pintégrale / LLOS—(S—)

dt converge et vaut ~ I's|
o £ g 715"

En déduire la valeur de Ug.

- Rt el J
- 1358. CCINP. Pour k € N*, on pose I, = — dxz.
k
a) Calculer I.

"g—t— |z 1
b) OnposeJ, = —— dz. Montrer que J, = n + (n+ 5) In(n +1) —Innl
1

¢) Montrer que Inn! =nlnn —n+Inn —|- 1n27r + o(1).
d) Montrer que (Jn)n>1 converge et donner sa limite.

Yoz —§ s
e) Montrer que ——=——= dz converge et donner sa valeur.
1 T

1359. CCINP. Soit f € C*(R**,R) telle que Vz > 0, flz+1) =z f(z)et f'(z) > 0.
a) Enoncer le théoréme de Rolle.
b) i) Expliciter f(n) pour n € N*.
ii). Montrer qu’il existe o €]1, 2{ tel que f'(c) = 0. En déduire les variations de f sur ]0, +oo].
¢) i) Montrer que f est de signe constant sur )0, +oo[; déterminer son signe.
if) Déterminer la limite de f en --oo.
d) Préciser la nature des mtégrales suivantes :

+0o
l)/ Ff@)de, i) / (1) dt, lll)/ Wdt

1360. Navale. Soit @ € R. On pose fr, : & — n®z’e ™ et g, : # — n®zsinze ™ pourn € N*.
Etudier la convergence simple et umforme des suites (fn) et (gn) sur R,

1361. CCINP. Soit, pournn 2> 1, fn : 15::362 . Etudier la convergence simple/uniforme/normale

sur R de Z .
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1362. IMT. On veut déterminer les fonctions f € C°(R™, R) telles que (%) :
vz € R™, f(22) = f(z) + zInw.

Pour k € N*, soit uy : £ — — L ln(z)

9%k
+o0

a) Montrer que Z ux converge simplement sur ]0; +oo[. On note S = Z Uk.
k=1

b) Soit f € C°(R*, R) vérifiant (*). Exprimer f en fonction de f(0) et de S.
¢) Conclure.

1363. CCINP. Montrer I'existence de f : z €0, +oo[— Z hl , puis déterminer les limites de f
en 0 et en +oo.

+oo
1364. CCINP Soit f : z v+ 3 &™™=,

n=0
a) Montrer que f est définie sur R mais qu’il n’ y a pas convergence normale sur R**.
b) Montrer que f est continue sur R**.

¢) Montrer que f — 1 est intégrable sur R™™ et exprimer son intégrale 4 I’aide de E iz
n
nzl

d) Montrer que f n’est pas intégrable sur R**.
+o0 +oo
e} Montrer que, pour z € IR"'*,/ e 7t < flz) g1 +/ e_‘zzdt.
o 0

+o0 .2 ﬁ
S En admettant que / e " du= 5 donner un équivalent de f en 0.
0

1365. CCINP. Pour z > O etn > 2, on pose un(z) = H (1 - k:i“*>
k=2

a) Soitt > —1. Montrer que In(1 +¢) < ¢
b) Montrer que, si z > 0, la suite (un(2))n>2 converge. On note u(z) sa limite. Quelle est la valeur
de u(z) lorsque z €]0, 1] ?

¢) Soit a > 1. Montrer que Z In (1 - EL—) est normalement convergente sur |a, +oo[. En déduire

que u est continue sur |1, +-oof.
d) Montrer que v est continue sur |0, +o0].

1366. CCINP. Déterminer le rayon de convergence de la série entidre Z —T:L—,z".

1367. CCINP. Soient (axn) et (b,) dans RY" définies par: Vn € N*, ap = In(n) et b, = In(n!).
Déterminer les rayons de convergence de Z anz™ et Z brz™,

sh(n) o
‘n{n+1) °
a) Donner un équivalent de sh(n).
b) Donner le domaine de définition de f.

+
1368. IMT. Soit f : x>y
n=
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™

1369. TPE. On pose g(z) = / “ementgy Montrer que g est développable en série entitre autour de
0

l

2
0 sur R, et exprimer les coefficients de ce développement  1’aide des intégrales / sin™ tdt.
0

1370. CCINP. Soient @t eet"1 et (Pn)n>o la suite réelle définie parpg = let,pourn € N,
n +oo
; n . n n
Pri1 = E <k>pk.801tf:m»—> : %m .

k=0 n=0
a) On admet que () Sl ttt 2+ —Z- t% + o(t®). Donner ™ (0) pour n € {0,1,2,3}.
b) Calculer p1, pz, p3. Montrer que, pourn €N, pp, < nl.
¢) Moentrer que le rayon dé convergence de f est > Q.
d) Montrer que f'(z) = €” f(x). En déduire que, pour n € N, pp = ™ (0).
¢) Montrer que py, est égal ai nombre de partitions d’un ensemble 2 r éléments.

1371. CCINP. On définit (un)n>o par ug = Let, pourn € N, uny1 = (0 + Lun + (=1)™, puis
P’on pose, pourn € N,v, = u—’;

a) Calculer v, . ..,vs. ™~

b) Exprimer v,11 4 1'aide de v, et den.

¢) En déduire que (vn)n3zo converge, et donner sa limite.

d) Donner le rayon de convergence de la série entiérc_z v,2". On note S sa somme.
o n20
e) Donner une équation différentielle vérifiée par S.

1 du
1372, IMT. Soit, pourn € N, I,, = / :

o 1+un’
a) Calculer Iy, I3 et I5.
b) Déterminer la limite de (I,,). -

o0 n
1373. CCINP. On pose, pour n &N* : I;, = / e~ dt. Justifier existence de I,, et déterminer la
O .

limite éventuelle de la suite (I,,).

1374. CCINP. a) Enoncer le théeréme de convergence dominée.
b) Déterminer la limité de I,, =. / . ('1 - z)n e % dz.
. o n
¢) Enoncer le théoréme de continuité des intégrales & parametre et le démontrer 2 partir du théoréme
de convergence dominée.

1375.

a) -Déterminer le domaine de déﬁmtlon de F.
b) Calculer F(1/2). Ind. Posert = .

1376. CCINP. Soient D = R\{—1,1} et ] : 2z — / In(z® — 2z cos(8) + 1)df.

a) Soitz € D. Montrer que 6 € [0; 7] — In (x — 2z cos(f) + 1) est définie et continue. En déduire
que [ est définie sur D.
b) Soitz € D\ {0}. Montrer que I(1/z) = I(z) - 7 In(z?).

LA vhn O mmmea mamas
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¢) Montrer que I est paire.
¢) Soitd € R. Montrer X* —2X?cos§+1 = (X* + 2X cos(6/2) + 1) (X? — 2X cos(6/2) + 1).
d) En déduire que, pour z € D, I(z?) = 2I(z).

+° Arctan(zt)

1377. CCINP. Pour « € R, on pose f(z) = G4

dt. Montrer que f est continue, puis

de classe C* sur R.

1378. IMT. Soit f : 7 = / Sh(m) et

a) Déterminer le domaine de deﬁnmon D de f. Montrer que f est de classe C* sur D.
b) Donner une expression de f puis une expression de f.

/2 .
1379. IMT. On pose f(z) = / St g

0
a) Montrer que f est définie et de classe C* sur R.

f()

b) Déterminer les limites de f en 400 et en —oo0, la limite de “~~* quand & — +oo0.

¢) Donner P'allure de la courbe représentative de f.

1 "

1380. CCINP. Soit H, = 1 + % 4+ 4 -, pourn € N*.

a) Montrer que la suite (H,,) est croissante et déterminer sa limite.

14 _ AR
SOitF::l)i—)/ l—(l—u)du
o u

b) Montrer que F est définie et croissante sur R*.

¢) Calculer, pour z € RY, F(z + 1) — F(x) et en déduire F(n) en fonction de H, pourn € N*,
1

T -1
ni dt.

d) Montrer que Vz > 0, In(1 + ) =
0
e) En déduire que F'(z) ot In(1 + z).
T—>r+00

400

s;:l(—mt)etf:wb——)/ g(z,t) dt.

1381. Soient g : (z,t) € R x R™

a) Soit z € R. Déterminer la limite de ¢t — g(z,t) quand ¢ —0) 0.

b) Déterminer le domaine de définition D de f.

¢) Montrer que f est de classe C* et expliciter f".

d) Onfixe z € D. On pose, pour n € N*, un : ¢ + sin(zt)e
+oo

converge simplement sur R™™. Calculer Z Un.

—-nt

. Montrer que la série Zun

n=1
e) Soitz € D. Exprimer f(z) sous forme de somme.

. +°° arctan(xt)

0
a) Préciser le domaine de définition D de F. Montrer que F est continue sur D.
¢) L'application F' est-elle de classe C 19
d) Calculer F.

1383. CCINP. Soit f : R — C continue par morceaux et intégrable sur R.




208  Epreuves orales: Autres Ecoles - PC

Onpose f : ur— / flz) e ™™g,

a) Montrer que jj est définie sur R et:bornée.

b) Montrer que f est continue sur R. ) .

¢). On suppose que = — z f(z) est intégrable sur R. Montrer que f est de classe C~ sur R.
+

oo ~
d) Soientt > Oet f; : u / e~ = 2B g0 Montrer que f; est définie sur R et de classe C*.

e) Trouver une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par ft.

1
1384. IMT. a) Soitn € N. Calculer / 25" g,
0

1 n
b) Montrer la convergence et calculer Z an _: 5
+o0o

IR R 1
1385. TPE. Montrer I"égalité /0 Sdt=>

n=1

1
1386. IMT. @) Calculer / t"(Int)™ dt pour n € N.
0

1 +oo
b) Montrer que/ tThdt = Z n "
0 n=1

/2 /2 n
1387. CCINP. Pour n € N, on pose a,, = / cos” zsin(nz) dz et by, = / cos™ z dz.
0

a) Justifier I’existence de a, et de b,,. Calculer ag, a1, G2.
b) Calculer |1 + € cos z| et montrer que 1 + €*® cos z % 0.
¢) Montrer que (b,) tend vers 0.

n

On pose Sp, = Z(—l)kak.
k=0

' /2 d /2 _ez:z: COS T n+1
d) Montrer que S, = Im (/ _z— —/ -(————)—dm R
0 0

1+e“*cosx 14+ e*®cosz
e) Montrer que Z(—l)"an converge et calculer sa somrme.
) Montrer que, pour tout nn, an > 0.  Ind. On pourra intégrer par parties.

_ L ! In(t)
1388. CCINP. Soit I = /0 1162

a). Montrer que [ est convergente
( 1)~ 1
< 2n+1)2

dt.

b) Montrer que I = Z

( 1)" 2 o0 T d
1389, CCINP. On donnez = T3 Calculer /0 T

1
1390. IMT. a) Justifier, pour n € N, I'existence de I, = / " (Int)* dt. Calculer I,.
0
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t° (Int)? .
b) Onposel = Tr e dt. Montrer la convergence de ceite intégrale.
Justifier | 1 > j—)n $S D
t d =
¢) Justifier 1a convergence de la série @n+ 1) et montrer que [ 4; Cnt e

1391. CCINP® Résondre " — 4y’ + 13y = 0.

1392, ENSEA.° Résoudre Iéquation différentielle z” + 6z’ 4 0 = 2t~ %,
1393. IMT.° Résoudre |z|y’ + (z — 1)y = z°

1394. IMT.° Résoudre (z' =z — 8y +te™"; ¢ =2z +y + e™?).

1395. IMT. On considere I'équation différentielle (E) : t°z” — 2tz’ 4 2z = 0 sur )0, +oo|.
a) Donner une base de I’ espace des solutlons On cherchera des solutions de la forme ¢ > ¢".
b) Résoudre tz" — 2z’ + 22 = 1 + ¢ sur J0, +-o0].

1396. IMT. Soit (E) I’équation différentielle (1 — x°)y" — 2zy’ + 2y = 0.

a) Pour quelles valeurs de o la fonction z — x> est-elle solution sur un intervalle de longueur stricte-
ment positive ?

b) Résoudre (E) sur |0, 1[.

¢) Résoudre (E) sur R.

T

1397. TPE. Pour = € R, on pose f(z) = / cos(z sin t) dt. Montrer que f est de classe C* sur R et
0
queVz € R,z f'(z) + f'(z) + zf(z) = 0.

o0

. t"
1398. CCINP. Soit f : t — ; e
a) Montrer que le rayon de convergence de f est infini.

b) Montrer que f est solution de I’équation différentielle (E) : ty” +y —y = 0.

1399. CCINP. a) Calculer les parties réelle et imaginaire de i g (avec z € R).

b) En déduire les solutions de 1’équation (E) ¢ + —2(—$+—i)y =0
+o0 ei:tt e—-t

0 Vi

i) Montrer que f est définie sur R.
ii) Montrer que f est de classe C' sur R et exprimer sa dérivée 2 I'aide d’une intégrale.

d) Montrer que f est solution de I'équation (E).

+o° e~ 5in(t)

Vi

¢) Onpose f:z— dt.

e) Soit]:qm— dt. Montrer que I est définie sur R*”. Exprimer I en fonction

0
de f. En déduire le signe de I.

1400. CCINP. @) Résoudre sur |0, +oo[ I’équation différentielle t=’ — & = 0. Dans la suite, on consi-
dére une fonction f satisfaisant sur J0, +oo[ & 'identité ¢t f'(¢) — |1 — f(¢)] = 1.

b) Montrer que f est strictement croissante.

¢) On suppose par I’absurde que f est minorée par 1. Donner la limite de f en 0 et conclure.



210 Epreuves orales: Autres Ecoles - PC

d) Montrer que f ne peut étre majorée par 1.
) Montrer qu’il existe un unique to > 0 tel que f(to) = 1.
J) Résoudre I’équation donnée.

1

1401. IMT. Soit (E) ’équation différentielle (1 — z)y’ — y = T

a) Résoudre (E) sur] — oo; 1].

b) lustifier que les solutions de (E) sont développables en série entidre au voisinage de 0.
+o0

¢) Soit f : z Z an%z™ de rayon de convergence > 0 et solution de (E). Comment retrouver les
n=0

coefficients an ?

-1/t

1402. CCINP. a) Montrer que >— — 0.

t—0+
e/t

En déduire I'existence de ’application b : z € R™ / dt.

b) On considere sur R™ I’équation différentielle (B): z2 y + y = x. Montrer que I’ensemble des
solutions est {z — Ae/® + el/xh(z) A eR}).

o0 —’U
¢) Montrer que '/ h(z) = ac/

1 +wudu

Ind. Effectuer le changement de variable ¢ = L
14 uz

—u

+oo
d) Montrerque g.: z — x / £ du est définie et de classe C*° sur R,
: 0 14 zu

/2
1403. CCINP. Soit, pour n € N, u,, = / cos™ ¢ dt. Soit (F) I’équation différenticlle
0

(2 = 1)y" + 32y’ + y = 0. On admet que, pour 7 € N, (n+ 2)Untz = (N +1)un.
a) Montrer que ., — 0 quand n — +o00:
b) Déterminer le rayon de convergence de Z Uz et de Z U2nt 1x ntl
“+oo
Onpose f:z +— Zuzna: etg:x+— Z'u,zn_(.lz ntl

n=0

=0
¢) Vérifier que f et g sont solutions de (E) sur} —1,1[.
d) Soitz €] — 1,1[. Montrer que g(z) = /7r/2 z cost
» Y aegier= o 1—x2cos?t

: 2
1404. CCINP Soit f : R? \ {(0,0)} — R définie par f(z,y) = $2””+yy2.

a) Montrer que f se prolonge par continuité en (0, 0).
b) Lafonction f ainsi prolongée est-elle de classe C! sur R??

1405. CCINP. Etudier les extrema locaux et globaux de Filz,v) € R? = 2® + 4% - 3zy.
1406. IMT. Soit f : (z,y) € R* s 2* + 4% — 2(z — y)?. Déterminer les extrema de f sur R?.
Géométrie

1407. TPE. Tracer I'arc paramétré (z(t) = 2cost — sint ; y(t) = (2cost — sint) sin t).
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Probabilités

1408. CCINP. Au péage d’une autoroute, 12 guichets sont ouverts. Les voitures qui se présentent 2 ce
péage se répartissent aléatoirement sur ces guichets, indépendamment les unes des autres. On note X
le nombre de voitures arrivant au péage au cours d’une journée et on supppose que X suit une loi de
Poisson de paramétre A > 0. On note Y le nombre de voitures se présentant au guichet numéro 12.

a) Déterminer la Joi conditionnelle de ¥ sachant que (X = n), pour n € N*.

b) Déterminer la loi de Y ainsi que son espérance.

1409. Navale. Dans un jeu de pile ou face, la probabilité d’ obtenir Pile est p €]0, 1[. Soit r € N*. On
note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir 7 fois Pile. Donner la loi de X.

1410. CCINP. Soit X une variable aleatoue suivant la loi de Poisson de paramétre \. Déterminer la loi,
P'espérance et la variance de Y = (— 1)

1411. CCINP° Soit X une variable aléatoire 2 valeurs dans 1’ensemble {zo, . .. ,Zn}, OO les z; sont
des réels distincts. On pose p; = P(X = ;).

@) On suppose n = 2 et z; = 4. Calculer les p; en fonction de E(X) et E(X?).

b) Dans le cas général, calculer les p; en fonction des E(X*), k=1...,n

1412. IMT. Soient @ € R et p €]0,1]. On pose ¢ = 1 — p. Soient X et Y deux variables aléatoires
entidres telles que P(X =k, Y =n) = k " Va"p*q™ " si k < m, et 0 sinon.
Déterminer la valeur de a, les lois de X et Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

o0
Ind. Utiliser le développement en série entigre de (1 — 310)_('c +1) pour calculer Z (Z) z"7F,

n=k

1413. Navale. Une pitce tombe sur pile avec la probabilité 2/3. Soit X la variable aléatoire dénombrant
les lancers nécessaires 2 1’obtention de deux piles consécutifs.

a) Calculer P(X = 2), P(X = 3), P(X =4).

b) Calculer P(X = n) pourn > 2.

1414. CCINP. On lance une infinité de fois une piece équilibrée. On note P, I'événement « on obtient
pile au n-i¢me lancer » et F;, I’événement « on obtient face au n-iéme lancer ».
On note Y la variable aléatoire donnant le premier rang d’apparition de la séquence PPF (le rang est
le rang du face), Y étant égal a 0 si cette séquence n’apparait jamais. On pose B, = Pp,_2NP,_1NF,
sin 2 3, puis U, = U B, etenfin u, = P(U,), avec u; = ua = 0.

nx3
a) Montrer que (un)n31 €st monotone, et en déduire qu’elle converge. On note ! sa limite.
b) Calculer P(B,). Montrer que Br, Bni1 et Bry2 sont deux A deux incompatibles. Calculer us, uq
et us.
¢) Montrer que Un N Bpy1 = Un—2 N By, Exprimer P(Un N By41) en fonction de wn—2.

1
d) Montrer que Un+1 = Un + = (1 — un—2) et calculer L.
e) Calculer P(Y = 0). Commenter.

1

1415. a) Calculerz T D
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1 *
b) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* telle que P(X = n) = _n—l——l) pour n € N*.

n(
Montrer que E(X) = +o0 et que E(In X) < +co.

1416. Soit (X)) une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que, pour tout &,
P(Xr=1)=P(Xp=~-1)= % On pose, pourn € N*, 5, = X1 + -+ + Xn.

a) Soit k € N*. Calculer E(sin(Xxt)) et E(cos(Xxt)).
b) Montrer que, pour n. € N*, E(cos(Snt)) = (cost)™.

1417. CCINP. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi qui admettent une
espérance et une variance. On suppose que X () C N.
a) Calculer E(X —Y') et exprimer V(X — Y') en fonction de V(X).

. . “+o0
b) i) Montrer ue P(X =Y) =Y P(X = k)®.

k=0
i) Calculer P(X =Y) si X et ¥ suivent-une loi uniforme sur {1,2, ...,n}.
¢) Dans cette question, X et Y suivent une loi géométrique de paramétre p €]0, 1].
i) CalculerP(X =Y).
ii) Déterminerlaloide Z = X - Y.
d) Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique dans R™.
Montrer que, si X () C {1,2,...,n},alosP(X =Y) > %
e) Montrerque P(X =Y) > 1 - 2V(X).

Questions & réponses

Les projets de questions et de réponses peuvent &tre envoyés, (manuscrits ou tapuscrits) a
I'adresse : Epistemon(RMS) , 2 I’attention d’ Alain Tissier, 2 ter rue des Chantiers 75005
PARIS.

Si vous voulez utiliser un fichier .PDF, vous pouvez I’envoyer a I’adresse électronique :
OR@rms-math.com. Indiquer le sigle [RMS] dans I’objet de votre courriel. Si vous utili-
sez une source latex, vous pouvez la joindre. Priere de ne pas faire figurer plusieurs projets
de questions ou réponses dans un méme document.

Les questions ne sont pas nécessairement complétement résolues et les réponses partielles
sont alors souhaitées. N’hésitez pas non plus a proposer toutes variantes ou prolongements
qui viendraient renforcer I’intérét de la question.

Sur le site de la RMS les lecteurs peuvent consulter la liste des questions posées depuis deux
ans et pour lesquelles nous attendons des réponses.

Questions
Q993. On considere les suites finies (aq, .. ., ap) de réels telles que V4,0 < a; < 4.

a) Prouver qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute suite vérifiant les conditions ci-dessus, on a

b4
> e < O(i kax)?/®

k=1 k=1

2
b) Montrer qu’on ne peut pas diminuer I’exposant 3

¢) Déterminer la plus petite constante C vérifiant 1'inégalité ci-dessus pour toute les suite
finies (a1, ...,ap). (Richard Antetomaso)

Q994. On note, pour toute suite (ay) d’entiers strictement positifs, [(a)] la fraction conti-
1

nue ag +

a1+ 3 _1,.
Soit I une partie finie de N*. On note K 1 ensemble des [(ax )] tels que chaque ay, est élément
de 1. Montrer que K est un compact de mesure nulle. (Alain Rémondiére)
Q995.

a) Peut-on caractériser les polyndmes unitaires P A coefficients entiers tels que pour tout p
premier il existe un entier a tel que p divise P(a)?



