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0 Probleme 0

Un entier n > 2 étant donné, on dispose d'une urne
contenant 2n boules numérotées de 1 a n, chaque numéro
apparaissant deux fois. On effectue une succession de ti-
rages "au hasard" dans cette urne, en tirant a chaque fois
deux boules simultanément selon le protocole suivant :

— si les deux boules tirées portent le méme numéro,
alors on ne remet pas les boules dans 1'urne et on
dit qu'une paire est reconstituée;

— si les deux boules portent des numéros distincts,
alors on les remet dans I'urne avant de procéder au
tirage suivant.

1. Proposer un modele probabiliste de cette expérience
aléatoire construit sur un espace probabilisé (Q,.A,P)
convenable.

2. Pourtout 1 < i< netpourtoutk € N*, on note

[Ty = K]

le fait que la i-eéme paire soit reconstituée lors du k-iéme
tirage. On pose alors X; =Ty et

Vzgigﬂ., Xi:Ti—Ti,].

2.a. Comment déduire la famille (X;)i<i<n du modele
précédent?

2.b. Cette construction des Xj, T < 1 < n, permet-elle de
justifier que les X; sont des variables aléatoires indépen-
dantes ?

Quelle est alors la loi de la variable aléatoire X; ?

2.c. Endéduire que E(T,,) = n?.

3.  On considere le code Python suivant.

from numpy import random as rd

def reconstitution_des_paires(n):
T =[]
nb_tirages = 0
nb_paires = n
while (nb_paires>0):
tirer_encore = True
while tirer_encore:
nb_tirages += 1
a = rd.randint (nb_paires)
b = rd.randint (nb_paires)
if (a==b):
T.append(nb_tirages)
nb_paires -= 1
tirer_encore = False

return T

3.a. Expliquer le fonctionnement de ce code.
3.b. Peut-on I'utiliser pour estimer 1'espérance de T, ?
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Solution O Probléme d'urne
1. Nous allons modéliser la suite des tirages successifs
par une suite (U;)i>1 de variables aléatoires de Bernoulli,
en convenant que 1'événement [U; = 1] signifie qu'une
paire est reconstituée lors du i-eme tirage.

De cette maniere, chaque variable aléatoire

Si=Ur++ U

donne le nombre de paires reconstituées au cours des i
premiers tirages.
O Pour toute liste

(ei)1<icn € {0, I

la probabilité de I'événement

N
ﬂ Ui = &
i=1

se déduit de la Formule des probabilités composées.
Pour pouvoir utiliser cette formule, nous devons dé-
finir la valeur de la probabilité

P(Uy =&1)
et celles des probabilités conditionnelles
P(Uipr =1 [U =e1,..., Ui = &)

pour tout 1 <i < N.

O Initialement, 'urne contient 2n boules et on en extrait
une paire. Convenons qu’il y a n boules rouges numéro-
tées de 1 a n et n boules bleues numérotées de Tan.Ily
a donc (22") tirages possibles et seuls n tirages permettent
de reconstituer une paire (= les tirages de la forme {ry, by}
constitués d"une boule rouge et d’une boule bleue portant
le méme numéro).

En admettant que ces tirages soient équiprobables,
nous convenons que

n 1
PlUy =1)= 5+ = 1
(U =1 = 5 = 7 M
et (loi de Bernoulli oblige...) que
n—2
P =0)=1-P =1)= .
(U =0) (U =1) = 3o @

O Apres les 1 premiers tirages, le nombre de paires re-
constituées est égal a

Si=¢€1 4 +& 3)

et il reste donc 2(n — s;) boules dans 'urne.

En supposant alors que s; < n (= l'urne n’est pas
encore vide), une analyse semblable a la précédente nous
porte a convenir que

PUr=1[U =e1,...,Ui=¢) = 5———= (4)

et (donc!) que

- o o o 2(11 — Si) -2
P(u1+1*O‘UI*ﬂa---aul*&l)*z(n_si)_] 6)
O Ons’est ainsi donné les moyens de calculer les proba-
bilités
P(Ur =er,...,Un = en)

pour toute liste
(ei)1<ien € {0, T}N.

On admet (ce qui est loin d’étre facile & démontrer) que ces
calculs sont cohérents et qu’il existe effectivement un es-
pace probabilisé (Q, A, P) et une suite (U;)i>1 de variables
aléatoires de Bernoulli définies sur cet espace probabilisé
qui vérifient les relations (1), (2), (4) et (5).
2.a. Les valeurs des T; indiquent a quels tirages les
paires sont reconstituées.

O Par conséquent, X; = Ty donne le nombre de tirages
nécessaires pour reconstituer la premiere paire et, pour
tout 2 < 1 < n, la différence

Xi=Ti—Ti

donne le nombre de tirages nécessaires pour reconstituer
la (i + 1)-ieme paire aprés qu’on a reconstitué la i-eme
paire.
Il est ainsi clair que les X; prennent leurs valeurs dans
N*.
O Considérons n entiers

X1y.eeyXn € N¥
ainsi que leurs sommes cumulées :

i

to=0 et VI<i<n, ti:Zxk.

k=1
De cette maniere,
X1 (w) =xq Ti(w) =1t
=x5 T2(w) =tz

X2 (w)

Xi(wj Xq = Ti(wj:ti

Xn(wj = Xn

et on en déduit que
Xy =x1INnXa=x21N--- N [Xpy =%l

est égal a

i(j] ([Ut-l,1+1 =0lN---N[Ug,—1 =0 ﬂw)

i-eme succes

échecs

Comme les Uy sont des variables aléatoires, les [Uy = &y ]
sont des événements :

VkeN Ve €{0, 1}, [Ux=¢x €A
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Comme une tribu est stable par intersection, on en déduit
que

(VU1 =01n--NU, 7 =0N[U, =1]) € A
i=1

Comme cela est vrai quels que soient les entiers x1, ..., Xn,
on en déduit que les Xy, ..., X;, sont des variables aléa-
toires :

V1<i<n,ine]N*, [Xi:Xi]E.A.

Toute combinaison linéaire de variables aléatoires est en-
core une variable aléatoire, donc, pour tout 1 < i< n,

i
Ti=) X
k=1
est une variable aléatoire sur (Q, A) :

Vi<i<n, Ve N, [Ti=t]¢€ A

2.b. Onadémontré a la question précédente que Xy, ...,
Xn étaient bien des variables aléatoires en constatant que
I'événement

Xi=x1]Nn---N Xy =xnl

était égal a
m ([uti,ﬁ-] =0lN---NU,—1 =0N[U, = 1])
i=1

On calcule la probabilité de cet événement en appliquant
la Formule des probabilités composées, au moyen des re-
lations (1), (2), (4) et (5).

I1 faut alors remarquer (avec les notations utilisées
précédemment) que

Vit <k<ty, sk=1i—1

(apres l'instant T;_7 et jusqu’a l'instant T; inclus, la com-
position de l'urne est constante : on a retiré (i — 1) paires
reconstituées au cours des tirages précédents).

On en déduit que la probabilité

P([X1 =xi1/N---N[Xy :Xn])

est égale a

n 1 (ti—=T)—ti 1
I -5 S
( 2(n—i)+1) 2n—1i)+1

i=1

c’est-a-dire a

n 1 xi—1 1
H(-mos1) mooer

i=1

Cette relation prouve que les variables aléatoires X7,
.., Xn sont indépendantes et que X; suit la loi géomé-
trique de parametre

1

| TE S B

(Les 3/, acquerront progressivement les connaissances néces-
saires pour conclure aussi rapidement.)

REMARQUE.— En particulier, pn, = 1, ce qui signifie que
P(X,, = 1) = 1. C’est tout a fait normal : on reconstitue
l'avant-derniere paire a l'instant T,_ et il ne reste alors
plus que deux boules dans l'urne. Par conséquent, la der-
niére paire est reconstituée des le tirage suivant, soit

Vwe, Ti(w)=T 1 (w)+1
et donc

VweQ, Xylw)=1.

2.c. Parlinéarité de I'espérance,

REMARQUE.— Je souligne a nouveau l'absurdité d"un tel
sujet. L'espérance que nous venons de calculer dépend du
modele retenu pour décrire les tirages successifs et ce mo-
dele n’est pas imposé par I'énoncé, il est seulement sous-
entendu par la description de I'expérience aléatoire, ce qui
ramene le début de ce sujet a une devinette. Et moi, j'aime
pas les devinettes.

Je vous invite a ce propos a découvrir le paradoxe de
Bertrand en version courte

https://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_de_Bertrand

et si le coeur vous en dit a lire un article plus long, qui a la
bonne idée d’exposer l'inutilité des simulations informa-
tiques a ce sujet.

https://arxiv.org/pdf/1810.07805.pdf

3.a. On effectue des tirages successifs dans une urne.

La fonction reconstitution_des_paires est consti-
tuée de deux boucles while imbriquées.

La variable nb_tirages compte le nombre de tirages
effectués : elle est initialement nulle et incrémentée a
chaque itération de la boucle while interne.

La variable nb_paires compte le nombre de paires
restantes dans 'urne : il y a initialement n paires de boules,
soit 2n boules; a chaque itération de la boucle while ex-
terne, on décrémente la variable nb_paires, ce qui revient
a retirer deux boules de I'urne.

La boucle while externe continue tant qu’il y a des
boules dans 1'urne (soit tant que nb_paires est strictement
positif).

La boucle while interne continue tant que les deux
boules tirées portent des numéros différents et s’arréte
quand les variables a et b prennent la méme valeur. On
ajoute alors a la liste T la valeur de nb_tirages, si bien
qu’au terme du code, la liste T contient les valeurs des va-
riables aléatoires Ty, ..., Tn.

3.b. Non!
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Dans la boucle while interne, les valeurs de a et b si-
mulent des variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur {1,...,n — i} o1 2(n — i) est le nombre de boules
qui sont encore présentes dans l'urne.

Si A et B sont deux variables aléatoires indépendantes

de loi uniforme sur {1,...,n — i}, alors

A=Bl=| |[[A=KNB=K
k=1
donc
PA=B)=) P(A=kP(B=k)
k=1
. 1 1
=n-i- m—1)2 n-—i’

L’analyse effectuée au 2.b. montre alors que les variables
aléatoires Xy, ..., X, sont bien indépendantes mais cette
fois la variable aléatoire X; suit la loi géométrique de pa-
rametre
1 ; 1 1
noir1 SNOMPYS o THT

Par conséquent, avec le modele sous-entendu par la
simulation informatique,
n
E(Ta)=) (n—i+1)

i=1

etnonpas E(Tn) = n? comme on a trouvé précédemment!

0 Le code suivant donne une estimation de E(T,) en
s’appuyant sur la Loi des grands nombres.

def estimation_espérance(n, N=1000):
valeurs_T = []
for i in range(N):
T = reconstitution_des_paires(n)
valeurs_T.append (T[-1])

Pour n = 10, la valeur retournée est effectivement proche
de 55.

O Concretement, le code étudié simule une expérience
analogue, mais bien distincte, de celle qui est décrite par
I'énoncé.

Dans 'expérience initiale, on tire deux boules parmi
2n et il est possible d’obtenir deux boules de la méme cou-
leur.

Selon le code, les variables aléatoires A et B sont in-
dépendantes et de méme loi (uniforme sur {1,...,n — i}),
donc tout se passe comme si on disposait d'une urne
avec les boules rouges et d'une autre urne avec les boules
bleues et qu’on tirait une boule de chaque urne pour com-
parer leurs numéros.

On comprend ainsi pourquoi 'espérance de T, est
plus faible avec le second modele qu'avec le premier : il
est plus facile de reconstituer des paires de cette maniére !



