Intégrales

# On va constater sur cet exemple qu’on n’a pas toujours besoin du
cours sur les intégrales a parametre (ch.9) pour étudier les propriétés
d’une fonction définie par une intégrale.

On pose I = [0, 4o0[, Q =10, +o0[ et

e*Xt
Vix,t) e QxI f(x,t)= e
1. Pour tout x € Q, la fonction
[t — f(x,1)]
est continue sur l'intervalle fermé I et
f(x,t) 1 XU = o(eT ).
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Comme x > 0, la fonction [t — e *t] est intégrable au voisinage
de +o0o, ce qui prouve que [t — f(x,t)] est intégrable sur I pour
toutx € Q.

Par conséquent, la fonction F définie par

F(x) = J:Oo f(x,t) dt

est bien définie pour tout x € Q.

2. Pour tout t € I, la fonction [x — e est décroissante et
positive, tandis que la fonction [x — x + t] est croissante et posi-
tive. Par conséquent, la fonction

7X1’.}

[x — f(x,1)]

est décroissante et positive.
On a donc

Vo<x<y,Vtel, 0<f(y,t)<flx,t)
et en intégrant cet encadrement, on obtient
Vo<x<y, 0<Fy)<Fx)

ce qui signifie que la fonction F est décroissante et positive sur Q.
3. Soit x > 0. Il est clair que

efxt ] it
vtel, 0<f(xt)< " = — -Xxe

et par conséquent

] +o00 o -I
O<F(x)<—2~ xe dt:—z.
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#v [l est important de connaitre par ceeur la valeur de cette derniere
intégrale !

Cet encadrement nous dit en particulier que

F =, 0(52)

et donc que F tend vers 0 au voisinage de +-oo0.

% On aurait aussi pu appliquer le théoreme [Ch.9 - 17.1].



4. Pour x > 0 fixé, on consideére le changement de variable
affine :
u=x(x+1t)=x>+xt du = x dt.

On en déduit que

%)

5 +oo ,—u
F(x) = du XJ’ e

+oo —(u—x
xe
J e T M
X2 u X 2 u
5. Comme la fonction [u +— e~ /u] est continue sur l'inter-
valle ]0,+o0[ et intégrable au voisinage de +o0, on sait que la

fonction ¢ définie par

—+00 e*u
Yy=0 el =| ‘rdu
y U
est une primitive de —e™Y /y.
Par conséquent,
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Vx>0, F(x)=e* @(x?)
donc F est de classe €' sur ]0, +oo[ et

Vx>0, F'(x)=2F(x)+ er"z(p’(xz)
(—e ™)

= 2xF(x) + 2xe*” - 5
X

= 2xF(x) — %

La fonction F est donc bien une solution de 'équation différen-
tielle 5

Vx>0, xyx)—y'(x)= "
# On aurait aussi pu appliquer le théoreme [Ch.9 - 23] pour démon-

trer que F était de classe €' et exprimer sa dérivée.

6. On fixe x > 0 et on considere les deux fonctions de classe
%" définies par :

Il est clair que

vtel {u/(t) =
_ —1
’ Vi(t) = oz

On a déja démontré que u'v était intégrable sur I. Il est clair que
uv tend vers 0 au voisinage de +o0. Enfin uv’ est continue sur I
et O(1/t2) au voisinage de +o0, donc uv’ est aussi intégrable sur
L

D’apres la formule d’intégration par parties,

F(x) = J+OO u’(t)v(t) dt = —u(0)v(0) — J'+Oo u(t)v/(t) dt
0 0

1 +oo efxt
:7,J LI
x2 )y x(x+1t)2

Pour tout t € I et tout x > 0, il est clair que

efxt o Xefxt
Sx(x4+1)2 T x4

et dong, en intégrant cet encadrement,
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En particulier, lorsque x tend vers +oo,

7. La fonction [u +— 1/, est continue et positive sur 10, 1],
mais elle n’est pas intégrable au voisinage de 0. Or
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Par composition de limites (et pas par composition d’équivalents!),
on en déduit que

1T ,—u
J € du — in(x?) =—2nx.
x2 u x—0
D’autre part, 'intégrale
+oo ,—u
K= J £ dqu
1 u

est convergente (déja vu!) et indépendante de x et le facteur e
tend vers 1 lorsque x tend vers 0.
Finalement,

Fix) = e¥ [(=2enx + o(nx)) + K] ~ —2nx.



