Familles sommables [60]

Pour tout (p, q) € N2, on pose
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Nous allons démontrer que la famille de réels positifs
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est sommable. A cet effet, il est naturel de considérer
la partition
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otl les couples (p, q) sont regroupés selon la somme

de leurs éléments :
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Pour tout s € N, I'ensemble d’indices I est fini,
donc les sommes partielles
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sont bien définies. On constate sans peine que
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et on en déduit que
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Comme la limite est strictement inférieure a 1, la
regle de D’Alembert nous assure que la série ) o
est absolument convergente.
D’apres le Premier théoreme de Fubini, la fa-
mille (vp q)(p,q)en2 est une famille sommable.
D’apres le Théoréme de comparaison, la famille
(Wp,q) (p,q)en2 est aussi une famille sommable.



@ Nous pouvons donc appliquer le Second théo-
réme de Fubini pour calculer la somme de cette fa-
mille, en réutilisant la partition définie plus haut.

@ Commengons par supposer que a = b, de telle
sorte que
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@ Pour a # b, la formule de la somme géomé-
trique donne
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pour tout s € N et le Second théoreme de Fubini
nous dit que
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