Lycée Pierre CORNEILLE MP

ANNEE SCOLAIRE 2019/2020

Composition de Mathématiques
Le 25 septembre 2018 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

O | — Probleme (]

Le plan R? est muni de sa structure euclidienne cano-
nique : la base canonique est une base orthonormée.

On rappelle les conventions typographiques usuel-
les : AM en lettres grasses désigne le vecteur d’origine A
et d’extrémité M, tandis que AM en lettres maigres dé-
signe la distance du point A au point M. Ainsi,

AMcR? et AM=|AM| € R,

mais aussi MA = —AM tandis que MA = AM.

On considere les trois points

0 = (0,0), A = (6,0), B =(2,4)

et la fonction f : R? — R définie par

VYMeR? f(M)=2-OM?+AM? +3.-BM?2.

On note I, le barycentre du systéme pondéré
((0,2), (A, 1))
et G, le barycentre du systéeme pondéré
((0,2),(A,1),(B,3)).

1. Justifier 'existence des barycentres I et G.

2.  Exprimer le vecteur OI en fonction du vecteur OA,
puis le vecteur OG en fonction des vecteurs OI et OB.

3. Calculer f(O) et f(G).

4. A l'aide de la relation de Chasles, exprimer f(M) en
fonction de f(G) et de la distance GM.

5. La fonction f atteint-elle un minimum? un maxi-
mum ? En quels points du plan?

6. Déterminer 'ensemble des points M € R? tels que
f(M) = 96.

0 Il — Probléme 0

On note E, I'espace vectoriel des applications conti-
nues de [0, 1] dans R. Cet espace est normé par la norme
de la convergence uniforme, définie par

VEEE, [fl,= sup |f(x)].

x€1[0,1]

On ne demande pas de vérifier que ||-|| . est une norme sur E.
Pour un endomorphisme u de E, on note aussi

llulll = sup |ju(f)]
Ifll=1

oo

lorsque cette borne supérieure existe dans R.

Partie A.
1. On définit une application

K:[0,1] x[0,1] =R
en posant

t si0<t<x<1,

K=l do<x<t<l,

l.a. Vérifier que K est bien définie.
Vérifier que K est symétrique :

Vu,vel0,1], K,v)=Ku).
l.c. Soit 0 < xp < 1. Tracer le graphe de la fonction
[t — K(xo,t)]

et calculer 'intégrale

1
J K(xo, t) dt.
0

2. Tracer le graphe de la fonction définie sur [0, 1] par

— — +
X — — +x|.
2
Préciser les tangentes aux points d’abscisses xo = 0 et

X]Z].

Partie B.
Pour f € E, on définit la fonction

O(f) : [0, >R

en posant
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3. Démontrer que @ est un endomorphisme de E.
4. L'endomorphisme ® est-il surjectif ? injectif ?
5. Soit f € E. Démontrer que

Vxelo], |0 x)] < [f]l-

La borne supérieure |[|®||| est-elle définie ?
6. On consideére la fonction constante

fo=[x— 1] €E.
Calculer ||®(fo)||__. Que peut-on en déduire?

Partie C.
Pour f € E, on définit la fonction

V() : 0,1 5 R

en posant

1

Vxelo1], V(f)(x) :J K(x, t)f(t) dt.

0

7. Démontrer que, pour tout f € E, la fonction V(f) est
de classe €2 sur [0, 1]. Préciser sa valeur V(f)(0), la va-
leur de sa dérivée [V(f)]’(1) ainsi que sa dérivée seconde
V(f)]" (x).

8. Démontrer que V est un endomorphisme de E.

9. L'endomorphisme V est-il injectif ?

10.a. Pourquoil’endomorphisme V n’est-il pas surjectif ?
10.b. Caractériser les fonctions qui appartiennenta Im V.
10.c. Expliciter une application linéaire

W :ImV—E

telle que Wo V = Ig.
11. Démontrer que V est lipschitzienne et que

1
Vil = 5.

U On pourra calculer V(fo) (oit fo a été définie au 6.).

12. Démontrer que, pour tout f € E, la fonction V(f) est
[|f|| -lipschitzienne sur [0, 1].

Partie D.
Pour tout f € E, on pose

13. Expliquer pourquoi Q est une application bien définie
sur E.

14. Démontrer que Q(f) > 0 pour toute fonction f € E.
Etudier le cas d’égalité : pour quelles fonctions f € E a-t-
on Q(f)=07?

15. L'application Q est-elle une norme sur E?

16. Soient f € E et go € E, fixées. On suppose que
Q(go) =1 et on considere I'application q définie par

VxeR, qx)=Q(f+xgo).

16.a. Vérifier que q est convexe.
16.b. Démontrer que infxcr q(x) existe dans R. Quelle
est sa valeur?

0 Il — Probleme 0

Partie A.

Dans cette partie, I'espace E = R
norme ||-|| (quelconque).

On rappelle qu'une suite (un)nen de vecteurs de E
converge vers le vecteur { € E si, et seulement si,

d est muni d’une

lun — || —— 0.
n—-+4oo

On suppose donnée une application
T:R— R
telle que

VxyeRY, ||Tx) — T < afx—y]
ol « est une constante telle que 0 < oc < 1.
On choisit un vecteur xo € R et on pose
VneN, xpp1=T(xn).
On définit ainsi une suite (xn )nen de vecteurs de R4,
1.a. Démontrer par récurrence que

VneN, |[jxni1—xnll <o™fxi —xoll-

1.b. En déduire que la série ) |xn1 — xn|| est conver-
gente.

2. On admet que cette derniére propriété prouve que la
suite (xn )nen converge vers une limite { € R4.

2.a. Démontrer que la suite (T(xn))nen converge vers
le vecteur T({).

2.b. Démontrer que T({) = {.

3. Combien de solutions I'équation

T(x) =x
a-t-elle?

Partie B.

Dans cette partie, 'espace R est muni de la norme
uniforme ||-|| . On rappelle que

Vx=(x1,...,xa) € RY,  []x]lo, = max |xl.

1<k<d

On ne demande pas de vérifier que ||-|| . est une norme sur R4.
On considére une matrice

C=(cij)igij<a € Ma(R)

et un vecteur b € R%. En identifiant la matrice C a 'endo-
morphisme de R4 qui lui est canoniquement associé, on
pose

VxeRY T(x)=Cx+b.

4. L’application T est-elle linéaire ?
5. Justifier 'existence du réel o défini par

d
@ = max E lci;l.
ISE b

J:
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Ce réel peut-il étre nul ?
6. Démontrer que

VxyeRY [T =T, < allx =yl
7. Soient A € My (R) et by € RE. On cherche a résoudre
'équation Ax = bo d’inconnue x € R9.

On pose C = Ig — AA, ol A est un réel strictement
positif. Comment choisir b € R¢ pour que

Ax =by & T(x) =x?

8. On choisit de résoudre 'équation Ax = by directe-
ment en appliquant I’algorithme du pivot. Indiquer (sans
démonstration) la complexité de cette méthode en fonc-
tion de d.

9. On choisit de résoudre 1'équation Ax = by par ap-
proximations successives en résolvant T(x) = x avec la
méthode décrite dans la partie A.

9.a. Comment choisir A pour que cette méthode puisse
s’appliquer ?

Dans la suite de cette question, on supposera que cette
condition sur A est satisfaite.
9.b. Estimer la complexité de cette méthode en fonction
de d et du nombre n d’itérations effectuées.
9.c.  Dans quelle mesure cette méthode est-elle plus in-
téressante que 1’algorithme du pivot ?

Partie C.

Dans cette derniére partie, on se place dans R3 et on
étudie I'équation Ax = by définie par

4 -1 -1 8
1 4 —1|X=|-10
-1 1 5 —9

Suivant I'étude de la partie B, on pose C = I3 — AA.

10. Comment choisir A pour que o < 17

11. Le choix A = /4 assure bien que « < 1. A l'aide d’un
raisonnement graphique, proposer un meilleur choix de A.
12. Résoudre Ax = by (par 'algorithme du pivot).
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Solution | [0 Fonction de Leibniz

1. Lespoids totaux sont respectivement égauxa 2+1 =3
et 2+ 1+ 3 = 6, donc non nuls. Cela suffit a justifier 1’exis-
tence des deux barycentres.

2. Par définition du barycentre et relation de Chasles,

0=2-10+1-IA=3-10+ OA

donc OI = 1/5- OA.
0 De méme,

0=2-GO+GA+3-GB=6-GO+0OA +3-0B

donc

1
2
On remarque en particulier que G = (2, 2) est le milieu du
segment [B, I].

1 1 1
OG—E-OA—I-Z-OB— -OI—I—E-OB.

Illustration de la relation
2-GO+1-GA+3-GB=0

3. D’apres le théoreme de Pythagore,
OA%? =6> =36 et OB*=2"+4*=20

donc f(O) =2-00?% + OA? +3 - OB? = %6.
0 Comme G = (2,2),

0G? =242 =8, AG?=42+27 =20,

donc f(G) =2-0G? + AG? +3-BG? =48.
4. D’apres la relation de Chasles,

OM =0G+GM

BGZ=22=4

donc
OM? = (OM|OM) = 0G? +GM? +2(0G|GM).

On obtient des expressions analogues pour AM? et BM?.
On en déduit que, pour tout M € R?,

f(M) =2-OM? + AM? 4 3. BM?
=2-(0G? + GM?) + (AG? + GM?)
+3-(BG* 4+ GM?)
+2(2-0OG+AG+3-BG|GM)
= f(G) + 6GM?

puisque, par définition de G comme barycentre,
2-GO+GA +3-GB=0.

5. Dans l'expression de f(M), le terme f(G) est une
constante, le terme 6GM? est toujours positif et nul si, et
seulement si, M = G. Par conséquent, la fonction f atteint
un minimum pour M = G (et seulement pour M = G).

Le terme 6GM? peut étre aussi grand qu’on le sou-
haite (puisque le plan R? n’est pas borné), donc la fonction
f n’est pas majorée : elle n’atteint donc pas de maximum.
6. Comme f(G) = 48, I'équation f(M) = 96 équivaut a
6GM? = 48, soit GM = /8 = 2v/2. L’ensemble des points
M € R? tels que f(M) = 96 est donc le cercle de centre G
et de rayon 2v/2.

On a vu plus haut que f(O) = 96. L'ensemble des
points M € R tels que f(M) = 96 est donc aussi le cercle
de centre G qui passe par l’origine.

Solution Il 0 Opérateur a noyau

Partie A.

1.a. Soit (x,t) € [0,1] x [0, 1]. On distingue trois cas :

- sit<x, alors K(x,t) =t;

— six > t, alors K(x,t) =x;

- six = t,alors K(x,t) = t = x : il y a deux définitions
possibles dans ce cas, mais ces deux définitions sont co-
hérentes.

Bref, la quantité K(x,t) est bien définie pour tout

couple (x,t) € [0,1] x [0,1].

1.b. Soit (u,v) € [0, 1] x [0, 1]. On distingue deux cas :

- siu < v, alors K(u,v) = u (pour x = uett =v)et
comme u < v, alors K(v,u) =u (pourx =vett=u);

- siv < u, alors K(u,v) = v (pour x = uett = v)et
K(v,u) =v (pour x =vett=mu).

Variante : On peut aussi remarquer que

v (x,t) € [0,1] x [0, 1],

expression dont la symétrie est évidente.

1.c. Par définition de K,

— pourt € [0,x0], on a K(xo,t) = t (fonction linéaire);

— pourt € [xo, 1], on a K(xo,t) = xo (fonction constante).

K(x, t) = min{x, t}

(T—x0)
X0
Ol X0 1
L'intégrale est donc l'aire d'un trapeze :
1 2
1 —
J K(xo,t) dt = M X X0 = X0 — X—O
0 2 2

(On rappelle que l'aire d'un trapeze est le produit de la
moyenne des bases par la hauteur.)

2. Il s’agit d'un trindbme du second degré dont la conca-
vité est tournée vers le bas (le coefficient de x? est stricte-
ment négatif). La parabole atteint son sommet a 1’abscisse
x = 1 (= ~b/24). L'allure du graphe est donc parfaitement
connue.
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1/2 ........................

0 ]

La tangente au point d’abscisse x1 = 1 est donc horizon-
tale (tangente au sommet de la parabole). Quant a la tan-
gente au point d’abscisse xp = 0, un développement limité
al'ordre 1 suffit :

2

— +x = X+ o(x).

2 x—0

La tangente a I'origine est donc la droite d’équation y = x.

Partie B.

3. Comme f est continue sur l'intervalle [0, 1], on peut
appliquer le Théoréeme fondamental de I’Analyse : I'appli-

cation
X

x = O(f)(x) = J —f(t) dt

1
est la primitive de —f qui s’annule en x = 1. En particu-
lier, il s’agit d’une fonction de classe ¢ sur [0,1] et donc
d’une fonction continue. Cela prouve déja que @ est bien
une application de E dans E.

La linéarité de @ :

Vxel0,1], Vf,ge E, VAR,
O (Af + g)(x) = AD(f)(x) + @(g)(x)

est une conséquence directe de la linéarité de I'intégration.
4. On avu a la question précédente que ®(f) était une
fonction de classe ¢’'. Comme E est 'ensemble des fonc-
tions continues et que certaines fonctions continues ne
sont pas de classe €', I'endomorphisme ® n’est pas sur-
jectif.

O Soit f € Ker ®. Comme on l'a vu a la question précé-
dente, la fonction ®(f) est une primitive de —f. Si on sup-
pose que O(f) est identiquement nulle, on en déduit que
sa dérivée est elle aussi identiquement nulle. Ainsi Ker ®
est réduit a la fonction nulle et 'endomorphisme @ est in-
jectif.

5. Soit x € [0, 1]. La borne supérieure |/f||_ étant un ma-
jorant, on a

Vie 1, [ft)] <[l

Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

1 1
j I£(1)| dt <j £l dt = (1 =) f]l.

et d’apres l'inégalité de la Moyenne,

X X

f f(t) dt‘ < J] |f(t)] dt.

Bref,

vxe 0,1, o)) < (T =x)fllo <[]l

O Comme le majorant est indépendant de x € [0, 1], on
peut passer au sup par rapport a x dans cet encadrement :

viel [O(f)], < [flle-

Notons %, la sphere unité de E, c’est-a-dire 'ensemble des
fonctions f € E telles que ||f|| ., = 1. On vient de prouver
que

vieL, o), <1

(soit : 1 est un majorant), ce qui prouve l'existence de la
borne supérieure

D[ = sup [[D(f)]|,
fex

et aussi que
IOl <1

(Ia borne supérieure est le plus petit des majorants).
6. Pour toutx € [0, 1],

O(fo)(x) =T—=x2>0

donc

|®(fo)]l = sup (1—x)=1.

x€[0,1]

Or fo € Z, donc (la borne sup est un majorant)
DI = [[@(fo)]l oo =T
D’apres la question précédente,
ol =1.

Partie C.
7. D’apreés la relation de Chasles,

1

V(f)(x) = JX K(x, t)f(t) dt + J K(x,t)f(t) dt
0 X
X 1
= J tf(t) dt +XJ f(t) dt.
0 X
Il est donc clair que
V(f)(0) =0.

Comme au [3.], on peut invoquer le Théoreme fonda-
mental pour établir que V/(f) est une fonction de classe ¢!
et que

Vxel0,1], V()] (x)=xf(x)+ D(f)(x) — xf(x)

= O(f)(x).

/

Cela prouve que [V(f)]” est de classe €' d’apres [3.] et
donc que V/(f) est de classe %2 sur [0,1]. On déduit encore
de [3.] que

V(AI'(1) =0

et que
Vx e [0) ]]) [V(f)] ”(X) = —f(X)

8. Ona établi ala question précédente que V(f) était une
fonction continue sur [0, 1] pour tout f € E. D’autre part,
la linéarité de V est évidente (comme au [3.]).

9. Si V(f) est identiquement nulle, alors sa dérivée se-
conde est identiquement nulle et donc [7.] la fonction f est
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identiquement nulle. L’'endomorphisme V est donc injec-
tif.

10.a. Pour tout f € E, I'application V(f) est de classe ¢
[7.] et il existe des fonctions continues qui ne sont pas de
classe ¢’?, donc 'endomorphisme V n’est pas surjectif.
10.b. D’aprés [7.], toutes les fonctions g qui appar-
tiennent & Im V sont de classe ¢ et vérifient

Réciproquement, si g est une fonction de classe ¢ telle
que g(0) = g’(1) = 0, alors on pose f = —g”. Il est clair
que f € Eet[d’apres 7.] on a

Vx€[0,1], [V(AI"(x) =—f(x) = g"(x)
ce qui prouve que la différence V(f) — g est une fonction
affine. Or cette différence est nulle en x = 0 et la pente de
cette fonction affine est nulle, donc V(f) = g, ce qui prouve
que g appartient a I'image de V.

L'image de V est donc I’ensemble

{g € €*([0,1,R) : g(0) =g'(1) =0}.

10.c. Onavuala question précédente que —g” est un an-
técédent de g € Im V. On sait [9.] que I'endomorphisme V
est injectif, donc —g”" est I'unique antécédent de g € ImV
par V.

En posant

VgeImV, W(g)=—g"
on définit bien une application linéaire
W:ImV = E

telle que
VfeE, W(V(f)=Ff

cest-a-dire WoV = I¢.
11. On va suivre la méthode usuelle, rappellée au [5.] et
au [6.].
O Soientf c Eetx < [0,1].
D’apres l'inégalité triangulaire et l'inégalité de la
Moyenne,

1
IV(H)(x)] < XJ f(t) dt‘

X

JX tf(t) dt’ +

0

X 1
< L |tf(t)] dt+xL |f(t)| dt

(puisque 0 < x et x < 1). Pour tout t € [0,1], on a
[FO] < Il
(Ia borne sup est un majorant). On en déduit d’une part que
vte0,x], [|tf(t)| < tf|f]l,
(puisque t > 0) et d’autre part que

Vie 1, [ft)] <[l

Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

IV(H)(x)| < (thdtﬂf dt>||f|oo - (x— %) 1]l

0 x
D’apres [2.],
1
Comme le majorant est indépendant de x, on peut passer
ausup :
1
VIR [V(Ole < 51fllo-

On en déduit, comme au [5.], que |||V]|| est bien définie et

que

1
< 5.
VIl < 5

0 Onabien str ||fol|,, = 1etdonc
VI = [[V(fo)ll oo

(puisque le sup est un majorant). Mais la fonction V(f) n’est
autre que la fonction étudiée au 2. (calculs effectués au
1.c.). On en déduit que

1
IV(fo)lloe = 5

et donc que [|[V][| = 1/2.
12. Soit f € E. D’apres [7.], la fonction V/(f) est de classe
¢ sur [0,1] et [V(f)]’ = O(f). D’apres [5.],

VI )] < [l

et d’apres I'Inégalité des accroissements finis, la fonction
V(f) est lipschitzienne et admet |/f|| , pour constante de
Lipschitz.

Vx e lo,1],

Partie D.

13. D’apres [7.], la fonction V(f) est continue sur le seg-
ment [0, 1]. Il en va donc de méme pour la fonction V(f)1?%,
ce qui prouve l’existence de l'intégrale. Ainsi, la fonction
Q est bien définie sur E.

14. Soit f € E. Alors

vtelo1], V() =0

et Q(f) > 0 puisque l'intégration conserve les inégalités.
O Sif est la fonction nulle, il est clair que Q(f) = 0 (par
linéarité de V).

Réciproquement, si Q(f) = 0, alors la fonction [V/(f)]?
est une fonction continue et positive sur [0,1] dont l'inté-
grale est nulle : par conséquent, V(f) est la fonction nulle.
Or V est un endomorphisme injectif [9.], donc f est la fonc-
tion nulle.

On a donc Q(f) = 0si, et seulement si, f est la fonction
nulle.

15. L'application Q n’est pas positivement homogene :

ViE#0e, Q(2f) =4Q(f) # 2Q(f)

donc ce n’est pas une norme sur E.
16.a. Par linéarité de V et de l'intégrale,

q(x) = Q(f) + 2xe(f, go) + Q(go )X
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1
qﬁngLvmuwmmua.

Or Q(go) = 1 par hypothese, donc q est une fonction po-
lynomiale de degré 2 dont le coefficient dominant est stric-
tement positif : c’est bien une fonction convexe.

16.b. On sait que la fonction polynomiale

[X}—)X2+2bX+C}

atteint son minimum en xo = —b et ce minimum est donc
égal a ¢ — b?. Par conséquent, la fonction q admet une
borne inférieure et

1 2
nﬁmwmmmmqm—(JvmuW@MMdg.

xeR xeR 0

Solution Il 0 Résolution itérative d’un
systéme linéaire
Partie A.
1l.a. Supposons [HR] que, pour un certain n € N, l'en-

cadrement
[Xn+1 —xn| < &™[x1 —xo

soit établi.
Alors, comme T est a-lipschitzienne,

HXnJrZ — Xn+1 H = HT(XnJrl) - T(Xn)H

o [[xni1 = xnl

NN

a™ T x1 = x|

la derniere inégalité découlant de I'hypothese de récur-
rence. On a ainsi démontré que la propriété [HR] était hé-
réditaire.

Comme par ailleurs la propriété [HR] est évidemment
vérifiée pour n = 0, elle est démontrée pour tout n € IN.
1.b. Comme 0 < « < 1, la série géométrique ) ™ est
convergente.

D’apres la question précédente,

VneN, 0< |[xnt1 —xnll < |x1 —xof «™.
—_——

Cte

Le critere de comparaison pour les séries de terme général
positif montre alors que la série ) ||xn41 — xn || est conver-
gente.

REMARQUE.— On a ainsi démontré la convergence abso-
lue de la série télescopique ) (Xn4+1 — Xn). Comme E est
un espace de dimension finie, cela prouve que cette série
converge dans E et donc que la suite (xn)nen converge
dans E.

2.a. Comme T est x-lipschitzienne,

YneN, 0<||Tha) —TO < aflxn—1].

Or la suite (xn)nen converge vers le vecteur ¢, donc la
suite de terme général || x,, — || converge vers 0 et, par en-
cadrement, la suite de terme général ||T(xn) — T({)| tend
vers 0.

Par définition, cela signifie que la suite (T(Xxn))nen
converge vers le vecteur T({) € E.
2.b. En tant que suite extraite d’une suite convergente
de limite {, la suite (xn41)nen converge vers {. Or

VneN, xpi1=T(xn)

donc T({) = { par unicité de la limite.
3. Onvient de démontrer que 'équation T(x) = x admet
au moins une solution { € E.

Si cette équation admet deux solutions £; et {,, alors

16 — Lol = [|T(€) = T(L)|] < x|t — L]
(puisque T est a-lipschitzienne). On en déduit que

(c—T1) [[&r — L2 =0,
—_——— ——
<0 >0

donC que HE1 - EZH - O et enfln que e] = ez.
L'équation T(x) = x admet donc exactement une so-
lution dans E.

Partie B.

4. Il estclair que T(0g) = b. Par conséquent, si b # O¢,
alors T n’est pas linéaire.

Réciproquement, si b = Og, alors T = C est bien une
application linéaire.

L’application T est donc linéaire si, et seulement si,
b =0O¢.
5. Toute famille finie de nombres réels admet un plus
grand élément, ce qui justifie 'existence de ox.

O Le plus grand élément est un majorant. Par consé-

quent, si « =0, alors

d
Vi<i<d, 0<) Jeijl <a=0.
j=1

Si une somme de termes positifs est nulle, alors chaque

terme est nul. On en déduit que
V1<i<d, V1<j<d, ¢,;=0

et donc que C =0.

La réciproque étant évidente, on en déduit que o« = 0
si, et seulement si, la matrice C est la matrice nulle.
6. Par définition de T et linéarité de C,

T(x) = T(y) = C(x —y).

D’apres la regle du calcul matriciel, la i-ieme coordonnée
du vecteur C(x —y) est égale a

d
D ciily —yj).
j=1

D’apres l'inégalité triangulaire,

d
D iyl —y;)

j=1

d
V1<ig<d, <Z|Ci,j|\xj—yj|-

j=1

Comme le max est un majorant,

V1<ji<d, Ix—xl<|x—yl
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et comme tous les [c; ;| sont positifs,

d
D lenilhg =yl < D lewslx =yl
=1

j=1
Comme le max est un majorant et que ||x —y||, =0,

d

D lewil X =yl < atllx —ylloe-
j=1

On a ainsi démontré que

d
Z%j (x5 —yj)
j=1

On a un majorant indépendant du parametre i, on peut
donc passer au sup :

v1<i<d, <ofx =Y

ITO) = TWY)lloo = 1Cx =Yoo < @ lIx =Yl

ce qu'il fallait démontrer.
7. Pour A >0,

Ax =by & AAx =Abg
& x = (x — AAx) + Abg
& x = (Iq —AA)(x) + Abp.

I suffit de choisir b = Aby pour que la résolution de
Ax = bp se ramene a la résolution de T(x) = x.

8. Onsait que la complexité de I'algorithme du pivot est
O(a3).

9.a. Pour que la méthode de la partie A puisse s’appli-
quer, il suffit de choisir A > 0 de telle sorte que « < 1.

Mais rien ne prouve qu’un tel choix soit toujours pos-

sible!
9.b. A chaque itération, on passe de xx a xx4+1 en ap-
pliquant T, c’est-a-dire en multipliant la colonne xy par
la matrice C et en ajoutant la colonne b. Les multiplica-
tions entre réels étant des opérations sensiblement plus
cotiteuses que les additions, c’est le nombre de multipli-
cations qui va indiquer la complexité de I'opération.

Il faut calculer d coordonnées pour xyx i et, pour
chaque coordonnée, il faut effectuer d multiplications. Par
conséquent, la complexité de chaque itération est en O(d?)
et la complexité de I'algorithme en O(nd?) (puisqu’on ef-
fectue n itérations).

9.c. Cette méthode est plus intéressante que l'algo-

rithme du pivot si :

— on peut effectivement choisir A pour que x < 1;

— on effectue sensiblement moins d’opérations que pour
l'algorithme du pivot, soit pour n < d;

— d’apres [2.a.], on sait dominer 'erreur résiduelle apres
la n-ieme itération :

YneN, [xn—f<a®(xo—{

il faut donc choisir xo assez proche de { (mais com-
ment???) et o assez proche de 0 (est-ce possible ???)
pour que le nombre n d’itérations soit petit devant la
dimension d.

Ca commence a faire beaucoup de si !

8
Partie C.
10. Ona
1—4A A A
C= —A 1—4A A
A —A 1—5A
donc

o = max{|1 —4A[ + 2[A[; [T — 5\ + 2Al}

(les contributions des deux premieres lignes de C sont
identiques) et & < 1 si, et seulement si,
T—4AN +2Al <1 et [T=5A+2A<1.

11. Pour A = /3, ona
1 3
\1—47\|—|—2\7\|:§ et \1—5?\\-|—Z|7\\:£—1

doncx =3/ < 1.
O Pour0 <A< 4,0ona

[1T—4N4+2A=1—4N4+2A=1—2A
tandis que pour /4 < A, ona
T—4A+2A =4A =1+ 22 =61 —1.
D’autre part, pour 0 <A < /5, ona
[1—5A+2Al=1—=5A+2A=1—-3A
tandis que pour '/5s <A, ona
[T —5Al+2A|=5A—14+2A=7A—1.
On peut ainsi facilement tracer les graphes des fonctions
fi=MNA—11—4N+2A] et fy=[A—[1—5A+ 2]

et en déduire le graphe de leur maximum, c’est-a-dire le
graphe de [A — «l.

1
3a f1(A)
Kopt f2(A)
o(A)

O 7\opt ]/4

On voit ainsi qu’en prenant A un peu inférieur a /4, on
obtient un « sensiblement plus petit (proche de /).
12. La résolution détaillée doit figurer sur la copie. En
particulier, chaque étape de l'algorithme doit étre codée
selon les notations usuelles.

La solution du systéeme est

-3
—1



