
Familles sommables [64]

[64.1] Nature de quelques séries

D’après [Ch.4 - 27.3],

ζ(n) = 1+
1

2n
+

+∞∑
k=3

1

kn
=

n→+∞ 1+
1

2n
+O

( 1
3n

)
.

§ On en déduit que

ζ(n) − 1 ∼
n→+∞ (1/2)

n.

Comme la série géométrique
∑

(1/2)n est absolument con-
vergente, la série

∑
[ζ(n)−1] est donc absolument conver-

gente.
§ Il est clair que

ζ(n) − 1

n
=

n→+∞ O
(
ζ(n) − 1

)
et comme

∑
[ζ(n) − 1] est absolument convergente, la série∑ ζ(n) − 1

n

est absolument convergente.
§ Enfin, l’Astuce taupinale nous indique que

(−1)nζ(n)

n
=

(−1)n

n
+

(−1)n[ζ(n) − 1]

n
.

La série ∑ (−1)nζ(n)

n

est donc convergente, en tant que somme de la série har-
monique alternée ∑ (−1)n

n

(série alternée et 1/n tend vers 0 en décroissant) et d’une
série absolument convergente (étudiée précédemment).

?

[64.2] Sommes de deux séries

Rappel 1.
Nous allons utiliser la Formule d’Euler, qui donne un

développement asymptotique des nombres harmoniques :

HN = `nN+ γ+ O(1) (1)

lorsque N tend vers +∞. (Voir Chapitre 4 - III.3)
Rappel 2.

Nous allons aussi utiliser une formule issue du cours
(à venir) sur les Séries entières :

∀ x ∈ ]−1, 1[ , − `n(1− x) =
+∞∑
n=1

xn

n
. (2)

Cette formule est vraie encore pour x = −1 (ce qui, pour
nous, n’entre pas dans le cours sur les Séries entières) :

− `n 2 =
+∞∑
n=1

(−1)n

n
= −1+

+∞∑
n=2

(−1)n

n
. (3)

(a). Sommabilité de deux familles réelles
Convenons de noter I = N∗∗ ×N∗∗ où (notation très

personnelle !)
N
∗∗ = N∗ \ {1},

et posons

xk,n =
1

nkn
et yk,n = (−1)nxk,n =

(−1)n

nkn

pour tout (k, n) ∈ I.
§ La famille (xk,n)(k,n)∈I est une famille de réels posi-

tifs. Nous allons démontrer qu’elle est sommable grâce au
Premier théorème de Fubini.

Pour cela, nous considérons la partition

I =
⊔

n∈N∗∗
In (4)

où In =
{
(k, n) ∈ I, k ∈ N∗∗

}
.

Pour tout entier n > 2, la sous-famille

(xk,n)(k,n)∈In =
( 1
n
· 1
kn

)
k∈N∗∗

est sommable puisque, au facteur constant 1/n près, c’est
une série de Riemann d’exposant n > 2. Sa somme est
égale à

sn =

+∞∑
k=2

xk,n =
1

n

+∞∑
k=2

1

kn
=
1

n
· [ζ(n) − 1].

D’après [64.1], la série
∑
sn est absolument convergente.

D’après le Premier théorème de Fubini, la famille
(xk,n)(k,n)∈I est bien sommable et

∑
(k,n)∈I

xk,n =

+∞∑
n=2

ζ(n) − 1

n
. (5)

§ Comme |yk,n| = xk,n pour tout (k, n) ∈ I et que,
d’après l’étude précédente, la famille (xk,n)(k,n)∈I est
sommable, la famille (yk,n)(k,n)∈I est sommable.

(b). Calcul de la première somme
§ Considérons maintenant une autre partition :

I =
⊔

k∈N∗∗
Jk (6)

où Jk =
{
(k, n) ∈ I, n ∈ N∗∗

}
.

Pour tout entier k > 2, en tant que sous-famille d’une
famille sommable, la famille (xk,n)(k,n)∈Jk est sommable
et d’après (2), sa somme s’exprime comme suit :

σk =

+∞∑
n=2

1

nkn
=

−1

k
− `n

(
1−

1

k

)
.

De plus, d’après le Théorème de Fubini (le Premier ou
le Second, puisque le terme général est positif), la famille
(σk)k∈N∗∗ est sommable et

∑
(k,n)∈I

xk,n =

+∞∑
k=2

σk = −

+∞∑
k=2

(
1

k
+ `n

k− 1

k

)
. (7)



Par télescopage partiel,
N∑

k=2

(
1

k
+ `n

k− 1

k

)
=

N∑
k=2

1

k
+

N∑
k=2

[`n(k− 1) − `nk]

= (HN − 1) + (`n 1− `nN)

=
N→+∞ (γ− 1) + O(1)

d’après la Formule d’Euler (1). Finalement, en combinant
(5) et (7),

+∞∑
n=2

ζ(n) − 1

n
=
∑

(k,n)∈I

xk,n

= −

+∞∑
k=2

(
1

k
+ `n

k− 1

k

)
= 1− γ.

(c). Calcul de la deuxième somme
§ On l’a vu plus haut, la famille (yk,n)(k,n)∈I est som-

mable. En appliquant le Second théorème de Fubini aux
deux partitions (4) et (6), on arrive à

+∞∑
n=2

[
(−1)n

n

+∞∑
k=2

1

kn

]
=

+∞∑
k=2

[+∞∑
n=2

(−1/k)n

n

]
c’est-à-dire (avec (2))

+∞∑
n=2

(−1)n
ζ(n) − 1

n
=

+∞∑
k=2
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−
−1

k
− `n

(
1−

−1

k

)]
.

D’après (3),

+∞∑
n=2

(−1)n
ζ(n) − 1

n
=

+∞∑
n=2

(−1)nζ(n)

n
−

+∞∑
n=2

(−1)n

n

=

+∞∑
n=2

(−1)nζ(n)

n
− (1− `n 2).

D’autre part, avec le télescopage partiel habituel,

N∑
k=2

[
−

−1

k
− `n

(
1−

−1

k

)]

=

N∑
k=2

1

k
−

N−1∑
k=2

`n
(k+ 1

k

)
− `n

(
1+

1

N

)
= (HN − 1) − [`nN− `n 2] − `n

(
1+

1

N

)
= (`n 2− 1+ γ) + O(1) (pour n→ +∞)

avec la formule d’Euler (1). On obtient ainsi

+∞∑
n=2

(−1)nζ(n)

n
= γ.


