Espaces probabilisés discrets

On considere un ensemble fini ou dénombrable E et une
loi de probabilité discrete sur E, c’est-a-dire une famille som-
mable (px)xce de réels positifs dont la somme est égale a 1.

On note & = P(E), la tribu discrete sur E.

@ Toute sous-famille d’une famille sommable est elle-méme
sommable, donc il est légitime de poser
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Comme tous les p, sont positifs, il est clair que
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donc , ainsi définie, est bien une application de & dans [0, 1].
@ Par définition, u(E) = 1.
@ Il reste a démontrer que p est o-additive.
Pour cela, on considére une suite (A )nen d’éléments deux
a deux disjoints de la tribu & et on pose

A=|]Anees.
neN

La sous-famille (px)xca étant sommable et (A )nen étant
une partition de I'ensemble (fini ou dénombrable) A, on déduit
du Théoreme de Fubini que :

1. pour tout n € N, la sous-famille (py)xeca,, est sommable;

2. en posant

vVneN, Sh = Z Px»
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on définit une série convergente > sy

3. et la somme de cette série vérifie
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Cette derniere relation peut aussi s’écrire
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et la o-additivité de u est ainsi démontrée.
» En conclusion, 'application

i (Px)xee = (“({X}))XEE

définit une bijection entre les mesures de probabilité . sur (E, &)
et les lois de probabilité discretes (px)xcE-

Chaque mesure de probabilité discréte p est ainsi caracté-
risée simplement par la famille (px)xece, donc chaque variable
aléatoire discrete X a valeurs dans E est caractérisée par la famille

(P(X = X))er’
c’est-a-dire par les valeurs qu’elle prend (les x € E) et les fré-

quences avec lesquelles ces valeurs apparaissent (les probabilités
P(X =x)).



