Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2018/2019

MP

Composition de Mathématiques
Le 7 novembre 2018 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

O | — Probleme (]

Soit N > 2, un entier naturel. On rappelle que Z/NZ
est un anneau commutatif pour les opérations © et @; et
que

(Z/NZ)*

désigne l'ensemble des éléments inversibles de cet an-
neau.

1. Quelle est la structure algébrique de (Z/NZ)* ?

2. Expliquer le fonctionnement du code Python suivant.

def premiers_entre_eux(a, b):

if (b==0):
return (a==1)
else:

return premiers_entre_eux(b, alb)

3. Fcrire une fonction inversibles(N) qui retourne
sous forme de [iste les éléments de (Z/N7Z)*.

4. Le code suivant montre que le nombre d’éléments de
(Z/NZ)* est pair pour 3 < N < 1000.

for N in range(2, 1000):
G = inversibles(N)
if (len(G)%2==1):
print (N)

Démontrer que, pour tout N > 3, I'ordre de (Z/NZ)* est
pair.

5. Dans cette question, on suppose que N = 24.

5.a. Combien y a-t-il d’éléments dans (Z/247)* ?

5.b. Le groupe (7Z/247)* est-il cyclique ?

6. Dans cette question, on suppose que N = 29.

6.a. Combien y a-t-il d’éléments dans (Z/297)* ?

6.b. Comment vérifier que (%Z/297)* est un groupe cy-
clique engendré par la classe de 2 en faisant le moins de cal-
culs possibles ?

6.c. Combien (Z/297)* admet-il de générateurs diffé-
rents ? (On ne demande pas de les calculer.)

U On commencera par justifier que les groupes

(2/297)*,®) et (7./287,)

sont isomorphes.

(] Il — Probleme O

Ce probleme présente plusieurs documents en an-
nexe. Les résultats exposés dans ces documents pourront
étre librement utilisés pour répondre aux différentes ques-
tions, a condition de faire ’objet d’une référence précise et
d’étre appliqués avec soin.

Partie A.

1. Soit @ : R — IR, une fonction intégrable sur R.
1.a. Rappeler la définition de l'intégrale généralisée

+o0
J lo(t)| dt.

0

Questions de cours

U On admettra que cette intégrale généralisée est conver-
gente.

1.b. En déduire que la suite de terme général

+o0
yn = foto]at

Xn

tend vers 0, quelle que soit la suite réelle (xn)nen qui
tende vers +oco.
1.c. Démontrer que, pour tout x € IR, la fonction

[t @(t)e ™Y

est intégrable sur |—oo, +ool.

Partie B. Formule sommatoire de Poisson

Dans toute cette partie, on considere une fonction
f:R—=R
de classe ¢ et on suppose que les trois fonctions
f, ' et f”

sont intégrables sur ]—oo, +ool.
2. Soity € R.
2.a. Démontrer que

y+1

Vtely,y+1], \f(y)—f(t)\gJ [f/(w)| du.

Yy

2.b. En déduire que

y+1 y+1
I#(y)| <J I#(t)| dt+J 1#(1)] dt.
Yy Yy
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3. Démontrer que, pour tout x € IR, la famille
(f(x + p))p o

est sommable.
4. Pour tout x € R, on pose

S(x) =) f(x+p).

PEZ

Démontrer que la fonction S : R — R ainsi définie est
périodique, de période 1.

5. Pour tout entier N > 1 et tout réel x, on pose

N
Snix) = Z f(x +p).
p=—N
5.a. Soient a < b. Démontrer que
S(x) — Sn(x)|
+o00 —N-+b
gJ |f(t)|+\f’(t)\dt+J [f()] + |f'(t)| dt
N+a —co

pour tout x € [a, b].
5.b. En exploitant le document 3, démontrer que la
fonction S est continue sur R.
5.c. Démontrer que la fonction S est de classe €' sur R
et que
VxeR, S'(x)=) f'(x+p).
PEZ

6. Pour toutn € Z, on pose

1
Cn :J S(t)e 2t dt.
0

6.a. Démontrer que les coefficients c,, sont bien définis.
Démontrer la formule sommatoire de Poisson :

VxeR, Z fix+p) = Z cpeinmx,

PEZ nez

6.c. Expliciter une suite (en)nen de limite nulle telle
que

1
V(n,N)€Z xN, |cn —J Sn (t)e2inmt dt‘ < éen-

0

6.d. En déduire que

+o00
VnewzZ cn= J f(t)e 2t dt.
Partie C. Calcul d’une transformée de Fourier

7. Démontrer que, pour tout x > 0, la fonction

X .
o = e

est intégrable sur R.
Pour tout x € IR*, on peut donc poser

g(x) = roo z

et dt.
oo X212

8. Soit [a,b] C ]0, +ool.
8.a. Démontrer que

b
Vx € [a,bl, VteR, ]@(X,t)\ém-
8.b. Démontrer que
(10 1
Vxe€lab]l, Vt e R, ‘a(x)t)‘ < a2 1 12°

9. En exploitant le document 4, démontrer que la fonc-
tion g est de classe ¢! sur R et que

too 4242

Vx>0, gI(X):J meit dt.

10. Démontrer que la fonction g est de classe ¢ sur R*.

et que

+o0 2
Vx>0, g”(x)zJ 07® 1) dt.

o
11.a. Calculer
02 X 02 X
w o) o (e
11.b. En déduire que
Vx>0, g¢g”(x)—g(x)=0.

U On pourra intégrer par parties.

g(x) = roo

oo T+ U2

12.a. Démontrer que

ixu
e

Vx>0, du.

12.b. En déduire que la fonction g est bornée sur R .

12.c. Onadmet que
VyeR, [eY—1[<yl

Démontrer que, pour tout x > 0,

1
VA >0, ‘g(x) —7'[‘ < xin(1+A?) +4ArctanK.

En déduire que g(x) tend vers 7t au voisinage de +oo.
12.d. Démontrer que

Vx>0,

g(x) =me ™.

13. Calculer la transformée de Fourier

_— J~+oo

oo 1 U2

ixu
e

du

pour tout x € R.

Partie D.

14. Soit « > 0. En appliquant ce qui précede, démontrer
que

Application

sh(2mtx)

Z 1 o s
= a2+ (x+p)2  « ch(2me) — cos(27x)

pour tout x € R.
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Annexe

Document1 Familles sommables indexées par Z

1. L'ensemble Z des entiers relatifs est un ensemble dé-
nombrable.

2. Une famille de nombres complexes (up, )pe7 est som-
mable si, et seulement si, il existe une constante M
telle que

n

> hupl <M.

p=—n

Vn e,

3. Une famille de nombres complexes (u, ),z est som-
mable si, et seulement si, les deux séries ZPE]N u, et
2_pen U-—p sont absolument convergentes.

4. En particulier : si la famille (up,)pec7 est sommable,
alors u, tend vers 0 lorsque p tend vers +oo et
lorsque p tend vers —oco.

5. Sila famille (1, )pecz est sommable, alors les limites

mn n
Iim lim E Up Iim lim E Up
m——oo n—+oo n—-+00 M——00

p=m p=m

n
lim E Up
n—+oo

p=-n

existent toutes les trois dans C et sont toutes les trois
égales a la somme de cette famille.

Document 2 Séries de Fourier

Au milieu du XVv1II¢ siecle, I'étude de la propagation
du son conduit a étudier les séries trigonométriques (ré-
solution analytique de 1’équation des cordes vibrantes par
D’Alembert [1717-1783] et Daniel Bernoulli [1700-1782]).

Au début du X1x¢ siecle, Joseph Fourier (1768-1830)
utilise & nouveau ces séries dans I'étude de la propagation
de la chaleur (Théorie analytique de la chaleur, 1822). Son in-
tuition remarquable n’est pas vraiment rigoureuse et ses
études, continuées par Poisson (1781-1840), seront plus
tard corrigées par Dirichlet (1805-1859) et Jordan (1838-
1922).

C’est 1’étude de ces problemes qui conduira Riemann
(1826-1866) a donner une définition précise de l'intégrale
(Mémoire sur les séries trigonométriques, posthume).

L’Analyse de Fourier (appelée aussi Analyse harmo-
nique) consiste a attribuer a une fonction périodique une
suite de coefficients complexes.

1. Les coefficients de Fourier d’une fonction f pério-
dique, de période 1, sont les nombres complexes c
définis par

1

VNeEZ cn= J f(t)e 27t dt.

0
2. Si f est une fonction a valeurs réelles, alors

C.n =2=Cn-

Vnez,

La synthese de Fourier consiste, a rebours de 'ana-
lyse, a retrouver la fonction f a partir de la connaissance
de ses coefficients.

Le théoreme d’unicité de Cantor (1845-1918) montre
que, sur une certaine classe de fonctions, chaque fonction
est caractérisée par la famille de ses coefficients de Fourier.

Plus tard, Fejér (1880-1959) précisera ce résultat en in-
diquant comment reconstruire la fonction a partir de ses
coefficients.

3. Soit f : R — C, une fonction de classe ¢ et pé-
riodique, de période 1. La famille complexe (cn)nez
des coefficients de Fourier de f est sommable et

VxeR, f(x)=) cne?™™,
nez

L'étude des séries trigonométriques trouvera sa place
naturellement dans la théorie de l'intégrale de Lebesgue
(1875-1941) et continue encore de faire l'objet de re-
cherches.

Document 3 Séries de fonctions

Un petit nombre de fonctions peuvent étre définies
par une expression algébrique simple (combinaisons li-
néaires, produits, quotients, compositions... d’opérations
algébriques ou de fonctions élémentaires). On peut définir
un bien plus grand nombre de fonctions en le définissant
comme sommes de séries de fonctions.

Ainsi, la fonction exp, qui n’est pas une fonction poly-
nomiale, est définie comme la somme d’une série de fonc-
tions polynomiales :

+oo

VzeC, exp(z)= Z —.

n=0

0O Etant données des fonctions v, : I — C, on considére
leurs sommes partielles définies par

N
Vxel, Sn(x)=) wvn(x)
n=0

et, en supposant que la série ) v, (x) converge pour fout
x € I, la somme des fonctions v,, définie par

—+o00
Vxel, S(x)= Z Vi (%).
n=0

Le premier objectif de I’Analyse fonctionnelle consiste a
étudier a quelles conditions sur les fonctions vy, la somme
S : I — C ainsi définie est une fonction continue ou de
classe €.

O Par hypothese, pour chaque valeur x € I, la série de
terme général v, (x) est convergente, de telle sorte que le
reste

S(x) = Sni(x)

converge vers 0 lorsque N tend vers +oo.

On dit qu’il y a convergence uniforme sur tout com-
pact de I lorsque, pour chaque segment [a, b] C I, il existe
une suite (én )Jnen de limite nulle que

VN eN, Vx € [a,b], ]S(x) —SN(x)] < en.
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L’épithete uniforme vient du fait que le majorant en dé-
pend nécessairement de N (il tend vers 0 lorsque N tend
vers 400), dépend peut-étre des bornes a et b choisies,
mais ne dépend pas de x € [a, b].

O On peut démontrer que :

1. Si les fonctions vy sont toutes continues sur l'intervalle
I et s'il y a convergence uniforme sur tout compact de I,
alors la somme S est une fonction continue sur 1.

2. Si les fonctions vy, sont toutes de classe €' sur l'inter-
valle 1 et sil y a convergence uniforme sur tout compact
de I pour les sommes partielles SN ainsi que pour leurs
dérivées S, alors la somme S est une fonction de classe
€ sur Let que

“+o0
Vxel, S'(x)= Jim SLx) =) vi(x).
n=0

Document4 Régle de Leibniz

On suppose qu’une fonction a valeurs complexes
[t = @(x,t)]
est intégrable sur l'intervalle I pour chaque valeur stric-

tement positive du parametre x. On peut donc étudier la
fonction F : R* — C définie par
Vx>0, Fx)= J o(x,t) dt
I

et en particulier chercher si cette fonction F est dérivable.
0 Sih =0, alors

dt

F(x +h) — F(x) 7J‘ e(x+h,t) —@(x,t)
h ], h

par linéarité de l'intégration et on peut imaginer que

. (p(x+h,t)—(p(x,t)
lim

dt.
1 h—0 h

lim
h—0

F(x +h) — F(x) :J

La théorie de l'intégrale de Lebesgue permet d’exploi-
ter cette intuition et donne une condition suffisante pour
que la fonction F soit de classe .

O Ennotant toujours I l'intervalle d’intégration, on sup-
pose que :

1. pour tout t € I, la fonction
[x = @(x,t)]

est de classe ¢! sur R* ;

2. pour tout x > 0, la fonction

[t — %—f(x,t)]

est continue sur I ;

3. quels que soient 0 < a < b, il existe une fonction
g : I = R;, intégrable sur I, telle que
0
Vx e la,bl, Vtel, ’ a‘p(

Sext)| <9t (D)
Dans ces conditions, la fonction F est de classe ¢ sur R
et sa dérivée a pour expression :

Vx>0, F(x) :J a—(p(x,t) dt.

IaX

O II est essentiel de remarquer que la fonction g qui fi-
gure dans l'inégalité (D), dite inégalité de domination,
est une fonction de t, indépendante du parametre x, méme si
I'expression de g peut dépendre des réels a et b choisis.

O La regle de Leibniz donne une condition suffisante
pour que la fonction F soit de classe €' : il ne s’agit en
aucun cas d'une condition nécessaire et suffisante ! Il peut
donc arriver que la fonction F soit de classe ¢! et que sa
dérivée ne soit pas égale a

J 99y, v dt.

IaX
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[0 Eléments inversibles de
7/NZ

Solution |

1. Quel que soit I'anneau (A, ®, ®), 'ensemble A* des
éléments inversibles est un groupe multiplicatif (c’est-a-
dire un groupe pour la loi ®).

2. Ils’agitapeude choses pres del’algorithme d’Euclide
pour calculer le pged des entiers a et b, écrit sous la forme
d’une fonction récursive. Au lieu de retourner le pged de
ces deux entiers, il retourne un booléen, égal a True si, et
seulement si, et seulement si, le pged est égal a 1. Autre-
ment dit, la fonction sert a déterminer si deux entiers a et
b sont premiers entre eux ou non.

3.  Onpasseenrevue les entiers compris entre O et (N—1)
(qui sont les représentants privilégiés des éléments de
Z./NZ) et on conserve ceux qui sont premiers a N.

def inversibles(N):
L=10[1]
for i in range(2, N):
if premiers_entre_eux(i, N):
L.append (i)
return L

Pour gagner un peu de temps, on ne teste ni 0 (qui n’est
jamais inversible), ni 1 (qui est toujours inversible).

4, Pour N = 2, on a (Z/NZ)* = {1} et I'ordre de ce
groupe est égal a 1 (et donc impair).

Pour N > 3,ona—1 # 1et (—1)2 = 1, donc l'ordre
de I'élément —1 est égal a 2. Or I'ordre d'un élément divise
l'ordre du groupe (Théoreme de Lagrange), donc 1’ordre
du groupe (Z/NZ)* est pair.

5.a. Lenombre d’éléments de (7Z/247.)* est égala ¢(24)
(indicatrice d’Euler). Or 24 = 3 x 8, donc l'ordre de
(Z/247)* est égal a

0(24) = (3N @(2°) =3 -1)x 22 x (2-1) =8,

Ces éléments sont les classes des entiers suivants :

1, 5 7, 11, 13, 17, 19 et 23
puisque la classe de x est inversible modulo N si, et seule-
ment si, x et N sont premiers entre eux.

5.b. Si le groupe multiplicatif (7Z/247)* est cyclique,
alors il existe xo € (Z/247)* tel que

(Z.)247)* :{1,xo,x%,...,xg}

(puisque ce groupe est d’ordre 8).

Or12=52=72=11%2 =1 (mod 24) et comme
13=-11, 17=-7, 19=-5 et 23=-1

dans 7/247, alors 133 = 172 = 19?2 =232 =1, donc aucun

élément de (Z/247)* n’engendre le groupe : ce groupe

n’est donc pas cyclique.

6.a. Comme 29 est un entier premier, I’anneau 7Z/297

est en fait un corps et tous les éléments non nuls sont inver-

sibles. Il y a donc exactement 28 éléments dans le groupe

(7Z/297)% .

6.b. 1l s’agit de prouver que le sous-groupe des puis-
sances de 2 est égal a (Z/297)*, c’est-a-dire

(2/297)* =1{1,...,28} ={2%, k € 7} = (2).

D’apres le théoreme de Lagrange, 1'ordre d’un sous-
groupe divise toujours 1'ordre du groupe, donc 'ordre du
sous-groupe (2) est un diviseur de 28. Comme 28 = 22 x 7,
les valeurs possibles pour l'ordre de 2 sont donc :

1, 2, 4, 7, 14, 28.
Il est clair que 21 #1 (mod 29). De méme,

22 =4+#1 (mod 29)

22 =16#1 (mod 29)

27 =2"%x22x2"=12#1 (mod 29)
2 = (272 =144 =-1#1 (mod 29)

ce qui prouve que la classe de 2 est bien un élément d’ordre
28 dans (7Z/297)* et donc que la classe de 2 engendre ce
groupe.

REMARQUE.— On s’est inspiré de I'algorithme d’exponen-
tiation rapide pour calculer les puissances de 2.
REMARQUE.— On peut calculer toutes les puissances de 2

al’aide du code Python suivant (qui ne sert qu’a éviter le
coté fastidieux des calculs : il n’y a rien de difficile).

N, p, P =29, 1, []

for i in range(1l, N):
p = (p*2)YN
P.append(p)

Avec un peu de code en plus, on peut mettre en page le
résultat.

2k 2k 2k k2K
2 8 24 15 27 22 5
4 9 19 16 25 23 10
8§ 10 9 17 21 24 20
11 18 18 13 25 11
3 12 7 19 26 26 22
6 13 14 20 23 27 15
12 14 28 21 17 28 1

NGk WO - | &
—
(o)

6.c.  On sait que deux groupes cycliques de méme cardi-
nal sont isomorphes. Or le groupe (Z/287, ®) est cyclique
d’ordre 28, engendré par la classe de 1 (c’est du cours) et
d’apres la question précédente, [(Z/297)* , ®] est cyclique
d’ordre 28, engendré par la classe de 2 : ces deux groupes
sont donc isomorphes et un isomorphisme

¢ : 7/287 — (7./297.)*
est donné par

VO< k<28, @(%(k)) =%29(2)%F = 629(29).

REMARQUE.— Deux groupes de méme ordre ne sont pas
toujours isomorphes! Il est important d’insister sur le fait
que les deux groupes considérés ici sont tous les deux cy-
cliques.

O D’apres le cours, ¢25(k) engendre 7/287 (pour 1’ad-
dition) si, et seulement si, k est premier a 28, c’est-a-dire si
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%»3(k) est inversible dans I'anneau Z/28Z. Or 28 = 2% x 7,
doncilya

©(28) = p(22)@(7) =2x6=12

générateurs du groupe cyclique (Z/287%, ®).
L'isomorphisme ¢ induit une bijection entre les élé-
ments générateurs de Z/28Z et ceux de (Z/297)* , donc il
y a aussi 12 générateurs du groupe cyclique (Z/297) x.
O Plus précisément, les générateurs de 7Z,/287 sont :

1, 3, 5 9 11, 13, 15=—13,
17==11, 19=-9, 23=-525=-3 27=-—1
et les générateurs de (7Z/297)* sont :
21 23=8, 25=3, 29=19, 2'"=18, 2'3=14,
25 =—2=27, 27 =—8=21, 2" =-3=26,
223 =-19=10, 2*°=—18=11, 2% =—-14=15.

(On a vu plus haut que 2'* = —1.)

REMARQUE.— Ce dernier calcul des générateurs de
(Z/297)* peut étre fait de téte (procéder de proche en
proche, en tachant a chaque étape de poser les calculs qui
soient les plus simples).

Solution Il 0 Formule sommatoire de
Poisson
Partie A. Questions de cours

1.a. Comme |@| est, par hypothese, continue par mor-
ceaux sur [0, 400, l'intégrale généralisée

+o0
| lo]ar

0

est la limite de

J ()] dt
0

lorsque x tend vers +oo (I’existence de cette limite est ad-
mise par 1’énoncé).

REMARQUE.— D’apres le cours, en supposant que ¢ est
intégrable sur R, on sous-entend que ¢ est continue par
morceaux sur RR.

REMARQUE.— Comme ¢ est intégrable sur IR, alors |¢| est
aussi intégrable sur R et en particulier intégrable sur le
sous-intervalle [0, 400 : ’est pourquoi l'intégrale généra-
lisée est convergente.

1.b. Comme |@| est intégrable sur [0, +o0], la relation de
Chasles nous assure que

+oo Xn
vneN, ynzj (1)) dt.

0

|<p(t)|dt—J

0

Or x,, tend vers +oo lorsque n tend vers +oo, donc

Xn “+o0
j \cp(t)\dt—>J (1)l dt

0 n—-+4oo 0

(Théoréme de composition de limites, appliqué a la ques-
tion précédente). Par conséquent, la suite (Yn)nen tend
vers 0.

1.c. Soit x € R. La fonction

[t @(t)e ™Y

estintégrable sur R en tant que produit de o, intégrable sur
R, par une fonction continue et bornée sur R :

VteR, le™Y=1.

Partie B. Formule sommatoire de Poisson
2.a. Soity € R, fixé. Comme f est de classe "' sur IR,
t
VteR, f(t)="~f(y) +J f'(u) du
Y

(Théoreme fondamental de l'analyse). D'apres I'Inégalité
de la moyenne,

t t
vezy, i) -] = || rd < [ du
Y Yy

(les bornes de I'intégrale sont rangées par ordre croissant).
En se restreignant a t € [y,y + 1], on obtient enfin que

y+1
\f(y)_f(t)\gj 1£(w)] du
Yy
puisque
t y+1
Vy<t<ytl, 0<Jg(u)du<J g(u) du
y y

pour toute fonction continue par morceaux et positive g.
2.b. D’apres la question précédente et I'inégalité trian-
gulaire,

vielyy+1, [fly)] = [f(t) +fy) — f(2)]
y+1
< [f(t)] +J 1#/(w)] du.
Yy

En intégrant cet encadrement par rapporta t € [y,y + 1],
on obtient

y+1 y+1

f(y)] <J /()] du

Yy

|f(t)] dt+J

Yy

(puisque le membre de gauche et le second terme du

membre de droite sont indépendants de la variable d’inté-

gration t et qu’on intégre sur un segment de longueur 1).
Comme la variable d’intégration est muette, on peut

remplacer u par t dans la seconde intégrale.

3. Soient x € R, fixé, et n € N. D’apres la relation de

Chasles et la majoration du 2.b.,

n n

SIS o

p=—mn p=—"mn xX+p

x+p+1
[f(t)] + |f'(t)] dt

x+n-+1
gJ [f(t)| + [f'(1)] dt.

X—n
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Par hypothese, les fonctions f et ' sont intégrables sur R,
donc les fonctions |f| et |[f'| sont positives et intégrables sur
R, donc il existe un réel

400 +00
M:J \f(t)\dt+J /()| dt
tel que
x+n+1
VneN, J [f(t)| + |f'(t)]dt <M

et donc tel que

Y Jfx+p) <M

p=—n

vn e,

Cela prouve que la famille complexe (f ()H—p))p ¢z, €stsom-
mable (alinéa 2 du Document 1).
4. D’apres la question précédente, quel que soit x € R,

les familles

(1°(x+p))peZ et (1‘([x+1]+p))peZ

sont sommables. Il s’agit maintenant de comparer leurs
sommes.

On sait que, pour toute famille sommable (w,)pe7 et
pour toute bijection ¢ : Z — 7, la famille (uy(p))pez est
sommable et que

Zuw(p) =

PETZ

S .

PEZ

Il est clair que l'application ¢ = [p — p + 1] réalise une
bijection de Z sur Z. Par conséquent, pour tout x € R,

Sx+1) =) f(lx+1+7p)
PEZ
=D flx+p+1)=) flx+p)=SkK),
peZ pPEZ

ce qui prouve que la fonction S est bien périodique, de pé-
riode 1.

REMARQUE.— On peut aussi vérifier que S(x + 1) = S(x)
en commencant par comparer les sommes partielles :

n+1

Z fx+p+1)= )Y flx+p)
p=—m p=—n+I1
=flx+n+1)—~f(x—mn)
+ ) flx+7p)

et faire tendre n vers +oo en invoquant les alinéas 4 et 5
du Document 1.
5.a. Soit x € R, quelconque. Alors

S(X)_SN(X):HETOOP_Z_an+p pZ_fo+p
—N-T

= LHF Z f(x +p)+ Z f(x +p)
n mp N1 p—n

d’apreés le Document 1 (alinéa 5). Par inégalité triangulaire,

n —N-—1
S)=Sn(| < lim 3 [fx+p)[+ 3 [fx+p)].
p=N-+1 p=—"m

Comme la fonction || + |f'| est positive et intégrable sur IR,

n x+n+1

Vn=N, ) |f(x+p)\<J [f(t)| + |f'(t)| dt
P=N+T x+N+1
+o0o
<J [f(t)| + |f'(1)| dt
x+N+1
(méme raisonnement qu’au 3.) et de méme,
—N-—1 ~N
Yn>=N, Y [f(x+p) J [f(0)] + |f'(1)] dt.
p=—m

En se restreignanta x € [a,b],ona

+o00 +oo
J [f(t)| + |f'(t)] dt <J [f(t)] + |[f'(t)| dt
x+N+1 a+N

x—N b—N
J f(t)] +\f’(t)\dt<J [f()] + [f'(t)| dt

puisqu’on inteégre une fonction positive et que

[x + N+ 1,400l C [a+ N, +oo[
etque ]—oo,x —N] C]—oo,b—N].

Comme on a ainsi obtenu un majorant de

n —N-—1
Z ‘f(x+p)‘+ Z ]f(x—l—p)‘
p=N-+1 p=—"m

indépendant de n, on en déduit que
IS(x) — Sn ()]
+o00 —N+b
<J \f(t)\+]f’(t)\dt+J [f(t)| +|f'(t)| dt
N+a — 00
pour tout x € [a, b].
5.b. Comme f est de classe €2 sur R, alors les fonctions
[x — f(x +p)]
sont continues sur R pour chaque p € Z. En posant
et Vn>1, =f(x+n)+ f(x —n),

vo(x) = f(x) vn(x)

on définit des fonctions v,, continues sur I = IR et on a bien

N
)= valx)
n=0

0 Par hypotheése, les fonctions f et f’ sont intégrables
sur R. Par conséquent, la somme |f|+ [f’| est intégrable sur
R et, d’apres 1.b., le majorant obtenu a la question précé-
dente tend vers 0 lorsque N tend vers +oo, ce qui prouve

que
+o0
X)::zzlvn(x)
n=0

VxeR, Sn(x

VxeR,
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Par ailleurs, le majorant du 5.a. dépend de a et de
b, mais il est indépendant de x € [a,b]. D’apres le Docu-
ment 3, cela signifie quil y a convergence uniforme sur
tout compact de I = R et d’apres’alinéa 1 du Document 3,
cela prouve que la fonction S est continue sur I = R.
5.c.  Onreprendl’étude précédente pour appliquer 1'ali-
néa 2 du Document 3 : comme f est de classe €2 sur R, les
fonctions v, sont en fait de classe €' sur R.

Comme f’ et f” vérifient les mémes hypotheses que
f et f/, on déduit du 3. que la famille (f’(x + p)) est

PEZ
sommable, ce qui permet de définir :

vVxeR, T(x) = Z f'(x +p).

PEZ

On peut alors démontrer comme au 5.a. que

IT0) -S4 00| < JN (0] + (1) dt
+a

~N+b
+J [£/(1)| + |[£"(1)| dt
—0o0
pour tout x € [a, b] et tout N € N et, comme plus haut, le
majorant obtenu est indépendant de x € [a, b] et tend vers 0
lorsque N tend vers 4-oo (puisque f’ et f”/ sont intégrables
sur R). Cela signifie qu’il y a convergence uniforme sur
tout compact de I = R pour les sommes partielles Sy
ainsi que pour leurs dérivées S{;. La fonction S est donc
une fonction de classe ¢! sur R et

VxeR, S'(x)=T)=) f(x+p)
PEZ

(une nouvelle fois grace a I'alinéa 5 du Document 1).
6.a. DPar 5.b., la fonction S est continue sur R, donc la
fonction

[t S(t)e 27

est continue sur le segment [0, 1], ce qui prouve que les co-
efficients c,, sont bien définis.

6.b. Par 5.c., la fonction S est de classe €' sur R et par
4., elle est périodique, de période 1.

D’apres le Document 2, alinéa 1, les coefficients cr,
sont les coefficients de Fourier de la fonction S. D’apres
I'alinéa 3 (Théoreme de Féjer), la famille (cn )nez est som-
mable et

VxeR, Sx)= Z Cn e,
nez

La formule sommatoire de Poisson est ainsi démontrée.
6.c.  Quels que soient (n,N) € Z x N, d’apres I'Inégalité
de la moyenne,

1
Cn — J Sn(t)e dt‘ =

1
J [S(t) — Sn(t)]e 2"t dt
0

0

1
< J IS(t) — Sn(t)| dt
0

puisque [e 2™ = 1 pour tout t € [0, 1].
Posons

—N+1

en = JN [F(6)] + (1) dt+J [F(O)]+[f'(t)] dt.

—0o0

D’apreés 5.a. (aveca=0etb =1),0ona
vtel01], [S(t)—Sn(t)] < en

et on déduit de la majoration précédente que

1
Cn —J Sn(t)e 2Tt dt| < en
0

pour tout n € Z et tout N € IN.
6.d. Comme f est intégrable sur R, alors

[t f(t)e 2™

est intégrable sur R (d’apres 1.c.) et

N+1 . +o00 .
J f(t)e 2t gt ——— J f(t)e 2t dt
N N—+o0

—00

d’apres 1.b.
O Par linéarité de I'intégrale,

1 N 1
J Sn(tle ?nmdt= Y J f(t+ple 2t dt
0 S—RY
N p+1 _
= > J f(t)e 2 dt
p=—N"P

par changement de variable affine (t < p+t), les fonctions
[t — e 27| étant périodiques, de période 1. D’apres la
relation de Chasles,

1 ) N-+1 )
J' SN (t)efllnrtt dt = J f(t)efllnnt dt

0 N
et, d’apres la remarque préliminaire,

1 “+o0o
J Sn(t)e2inmt dt:J f(t)e 2t dt.

0 —o0

lim
N—+o00

0 Lencadrement du 6.c. prouve que

lim Sn(t)e Mt dt = ¢y,

1
N~>+OOJO

(puisque la suite (en)nen tend vers 0). Par unicité de la
limite,

+oo

VnezZ cn :J f(t)e 2t dt.

—00

REMARQUE.— On interprete cette égalité en disant que les
coefficients de Fourier c,, de la fonction périodique S sont
des valeurs de la transformée de Fourier de la fonction in-
tégrable f.
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Partie C. Calcul d’une transformée de Fourier

7. Soit x > 0, fixé. Il est clair que la fonction

it

toebh =gt

est continue sur |—o0, +oo[ (produit d"une fonction ration-
nelle dont le dénominateur ne s’annule pas et d"une expo-
nentielle). Il reste donc a étudier cette fonction aux voisi-
nages de %oo.

Lorsque t tend vers +oo,

o0 0] = = 0(52)

Or la fonction [t — /2] est intégrable au voisinage de +oo
et au voisinage de —oo, donc la fonction

X .
Lo ol = e

est intégrable sur ]—oo, +oo[.

8.a. Pourtoutx € [a,blettoutt € R,ona
0<x<b et X¥*+t2>a?+t*2>0
donc
lp(x,t)| = —— b
P X242 T a2 +t2
8.b. Soitt € R. 1l est clair que la fonction
_ X it
X = (p(X,t) = m@

est de classe € sur IR’ (en tant que fonction de x seule-
ment, c’est une fonction rationnelle dont le dénominateur
ne peut s’annuler qu’en x = 0) et

(tl _ Xl)eit

a(p(
o Y= e

x,t) =

3 o

Par inégalité triangulaire, quels que soient x > O et t € R,
2 — x?| < 2+ X2 = t2 + %2

et par conséquent,

_(P(X) )‘: T2 S oo
ox (x2+12)2 " x2 +t
On en déduit que
¢ 1
Vx € la,+ool, Yt €R, ‘§(X’t)’<m

et a fortiori que

1

VXG[a,b],VtER, m

0@
300 <
9. On a vérifié que la fonction [t — @(x,t)] était inté-
grable sur I = ]—o0, +oo[ pour chaque x > 0 au 7.

On a démontré au 8.b. que :

1. pour tout t € I, la fonction [x — @(x,t)] était de
classe ¢! sur R’ (puisque de classe € sur cet in-
tervalle);

2. pour tout x > 0, la fonction

[t — %—f(x,t)]

était continue sur I (puisque de classe € sur cet in-
tervalle);
3. et que, quels que soient 0 < a < b,

1

VXG[a,b],VtEI, m.

o
|52 1) <
X
Comme la fonction majorante

1
{t'_) a2+t2]

est indépendante du parametre x et qu’elle est intégrable
sur I = R (cf. 7.), le Document 4 nous assure que la fonc-
tion définie par
+o0o
Vx>0, g(x):J o(x,t)dt

est de classe ¢! sur R* et que

g'(x) =J+°°a—“’(x,w at - |

oo OX oo

+o00 (tZ _ XZ)eit

are)r

pour tout x > 0.
10. On reprend l'étude précédente avec d¢p/0x a la place
de @!

O Pour tout x > 0, la fonction

{t — Z—f(x,t)]

est intégrable sur I = |—o0, +-00[ (établi a la question pré-
cédente).
O Pour tout t € ]—oo0, +00l, la fonction

[x — %—f(x, t)}

est de classe ¢! sur RY et

9%¢
W(X’ )=

2x(x? — 3t?)elt
21 2

0 Pour tout x > 0, la fonction

[t — ?;T(f(x,t)]

est continue sur I = ]—o00, +ool (en tant que produit d'une
fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas
et d"une exponentielle).

O Enfin, quels que soient 0 < a < bett €,

0%2¢
0x?

(x t)‘ o X Ix2 — 3t2|
’ (x2 +t2)3
6x(x? +t?)

(x2 +1t2)3

- 6b

= (a2 +12)2
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pour tout x € [a,b]. La fonction majorante est bien indé-
pendante du parametre x ; en tant que fonction de t, elle est
continue sur I = ]—o0,4o00[ (en tant que fonction ration-
nelle dont le dénominateur ne s’annule pas) et est O(1/#)
aux voisinages de +oco et de —oo, donc elle est bien inté-
grable sur 1.

On peut donc appliquer une seconde fois la régle de
Leibniz (Document 4) et en déduire que la fonction g’ est
de classe €' sur R*, c’est-a-dire que g est de classe ¢ sur
R, et que

Vx>0, —(x,t) dt.

+o00 az(p
g"(x) :J' o Ox2

11.a. On a calculé précédemment :

0?2 ( X )_Zx(xz—.%tz)

2 \x2 12 (x2+t2)3 °
Comme
3( X )7 —2tx
ot\x?2+t2/  (x2+12)’
alors
6_2( X )_ —2x(x? — 3t?)
o2 \x2+t2/  (x2+1t2)2
et donc

02 X 02 X
2 () (e
ox2 \x2 + t2 0t \x2 +t2
quels que soientx > Oett € RR.
11.b. D’apres 10., pour tout x > 0,

+oo az(p too 32 X

1 _ — it

9" (x) = Lo =St dt J o)
et d’apres 11.a.,

Too 92 X
" _ it~
97 (x) = J, ¢ (xz + tz) dt.

(oo}

O On integre une premiere fois par parties. On choisit

o 2 ()]

comme primitive de

o 2 ()
otz \x2 +t2/|"°
D’apres 11.a., cette primitive est continue sur IR, tend vers

O en O(1/3) lorsque t — oo : cette primitive est donc in-
tégrable sur R et

.. 0 X B
: L A —
All}floo{e at(x2+t2)h 0,
B—+oo

ce qui permet de déduire de la formule d’intégration par
parties que

O On integre par parties une deuxiéme fois en choisis-
sant

t— X
x2 + 12

comme primitive de

te 2 (=)
ot \x24+t2/]"
Cette primitive est continue sur R, tend vers 0 en O(/;2)

lorsque t — o0 : cette primitive est donc intégrable sur

R et 5
i X

lim {elt ( )} =0

A——o00 x2+t2/Ia 7

B—+o0

ce qui permet de déduire de la formule d’intégration par
parties que

+oo x
Vx>0, g”(x):J et —— dt = g(x).

oo XAt
12.a. Comme x > 0, on peut poser t = xu (changement
de variable affine) pour obtenir dt =x duet

+o0 etxu

Vx>0, g(x):J du.

oo T4 U2

REMARQUE.— Comme il s’agit d'un changement de va-
riable affine (et méme linéaire), il n’est pas exigé de préci-
ser que la fonction

0 = [u— xul

est une bijection de classe ¢! de R sur R et que 0'(u) = x
pour tout u € R. Il est cependant essentiel d’en étre cons-
cient (pour savoir ce que I'on fait).

12.b. Soit x > 0. Pour tout u € R,

ixu 1

Tl
T+u2l 14u2

et comme la fonction (de référence) [u— =L=] est inté-

grable sur R, on en déduit de I'Inégalité de la moyenne
que

‘du_J+w du =7

¥x>0, Jgv)] < | e

+o0 ’ elxu
2

oo [ THW

ce qui prouve que g est bornée sur R

12.c. Comme on ne compare bien que ce qui est compa-

rable, on va se servir du calcul précédent pour mettre la

différence sous une forme exploitable :

+oo eixu +oo du
g(x)—ﬂ_J;oo 1+u? du—J;OO 1+u?
+oo eixu —1
= — du.
J,OO 14+u? v

On applique I'Inégalité de la moyenne :

+oo |eixu o ”

lg(x) — | gJ du

—00

1+u?



11

MP Composition du 7 novembre 2018

puis la relation de Chasles a la décomposition :

]—00, +oo[ = ]—00, —A] U [-A, A] U [A, +ool.

0 Pouru < —A etpour u > A, il est clair que

‘ ixu

=1 < le™+11=2

donc, par parité,

—A |pixu oo joixu _ q
[y [<E M,

o 1+u? A 1+u?
+oo 2
" a
A 1T+u
<4 {E — Arctan A | =4 Arctan i
SL2 N A
d’apres la célebre relation
1T =
VA >0, ArctanA + Arctan — = —.
A 2
0 D’autre part, d’apres 1’énoncé,
Vue [A Al e — 1] < [xul = xul.

Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

A ixu _q A
J Lz‘dugj szdu
_A ]+LL ,A1+u

<XJA 2udu
ST THur

xn(1+ A?).
O On obtient donc bien que

lg(x) — 7| < xen(1+ A?) —|—4Arctan%

pour tout x > 0 et tout A > 0.

REMARQUE.— L’inégalité admise par 1'énoncé est une
conséquence de 1'Inégalité des accroissements finis.

00 On choisit ¢ > 0. Lorsque A tend vers +o0o, 'expres-
sion 4 Arctan 1/a tend vers 0, donc en choisissant A assez
grand, on a

o™

1
0 <4 Arctan — < =.
rcanA

N

Pour cette valeur de A (fixée, donc), l'expression x {n(1 +
A?) tend vers 0 lorsque x tend vers 0 et par conséquent, il
existe xo > 0 tel que

VO<x<xo, 0<xin(l+A%)<

£
2
On en déduit que
Ve>0,I3xo>0,VO<x<x0, Igx)—ml<e,

ce qui signifie précisément que g(x) tend vers 7t lorsque x
tend vers 0.

REMARQUE.— Si on est savant, on peut déduire cette pro-
priété du Théoreme de convergence dominée.

12.d. D’apres 11.b., il existe deux réels A et B tels que

+ Be™.

Vx>0, ¢g(x)=Ae ~

D’apres 12.b., la fonction g est bornée sur R? , donc B = 0.

D’apres 12.c., la fonction g tend vers 7t au voisinage de 0,

donc A = 7. Ainsi,
Vx>0,

X

g(x) =me"
13. Pour x > 0, la transformée de Fourier T(x) est égale a
g(x) (d’apres 12.a.) et donc a me™* d’apres 12.d.
O Pour x = 0, on sait que
J~+oo du
oo T4 U2

i’]'[’

ce qui prouve que T est continue a droite en 0.
0 Enfin, si x < 0, alors —x > 0 et donc

+oo e—l(—x)u
T(x) = J ————du=T(—x) =me ¥ = me*.

1 +u?

—00

La transformée de Fourier T est donc continue sur R et
VxeR, T(x)=me X

Partie D.

14. Le membre de gauche de l'identité est 1’expression
S(x) associée a la fonction f définie par

1
o? +x2°

Application

VxeR, f(x)=

Comme « > 0, il est clair que f est de classe ¢ et inté-
grable sur RR. Par ailleurs, les dérivées premiere et seconde
def:

—2x
(o2 +x2)?
sont intégrables sur R (calculs faits au 11.a. avec des nota-
tions différentes ; intégrabilité justifiée au 11.b.).

On déduit de la formule sommatoire de Poisson, éta-
blie au 6.b., que

VxeR, _
Z o? + ( x+p
avec, pour toutn € 7,

too - 1 (T ei(—Znﬂoc)u
= f(t)e s dt = — ——d
o J (t)e ocJ T+uz ¢

2(3x% — &?)

"
et f (X) = m

f'(x) =

§ Cn eZlnﬂx

nez

—0o0 —00

(changement de variable affine u = %/, avec « > 0), donc

,ne—Z\nlﬂoc

Vnez, cn= %{T(—thoc) =

04

Par parité de T, on remarque donc que ¢, = c_, pour tout
n € Z.D’apres I'alinéa 5 du Document 1, on en déduit que

Z cnelt™ = ¢y + Z Cn

nez
=co+ 2_7-[ Re Z e—Z'ruroceZinﬂx
o8
n=1
zeln(ixfcx)

21n71x 72‘1“7‘[7{)

ToT
= a + a NRe 1— eZn(ix—oc)

en reconnaissant une série géométrique dont la raison a
pour module e 2™* 10, 1[. (Il faut faire un brouillon pour
penser a placer le facteur 2 au numérateur!)
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En multipliant le numérateur et le dénominateur de
la fraction par la quantité conjuguée du dénominateur, on
obtient

zeZTr(ixfoc)

Re 1— eZﬂ(ix—oc) =

(€2 — cos 27tx) cos 27tx — sin® 27tx
e2m(ch 27toc — cos 27x)

cos 27x — e 27«
ch 27tox — cos 27tx

donc
2e2m(ix—a) sh 27«
T+ % 1 — e2nlix—a) — ch 27t — cos 27x
et enfin
Z 1 T sh(2mta)
o2 + (x +p)?  « ch(2mx) — cos(2mx)

PEZ

pour tout x € R.

REMARQUE.— On déduit de cette identité que
1 3
2 P
lorsque & — +o0 et que, lorsque ¢ — 0,si 0 <x < 1:

272

1
Z 2 277
et (x+p) 1 — cos 27mtx

etsix=0:

Y o
2 2~

e + (x+7p) e

(cette derniere propriété étant assez facile a prouver par
ailleurs).



