Topologie d'un EVN [13]

On tire ici quelques conséquences simples de I'inégalité triangulaire. Ces résul-
tats sont "physiquement” évidents lorsque le plan ou l'espace est muni de la norme
euclidienne canonique. Il est intéressant de constater qu'’ils restent vrais indépendam-
ment de la norme choisie !

*

1. Soit A, une sphere/une boule ouverte/une boule fermée de centre a
et derayon .

» Quels que soient x ety dans A,
x—yll <lx—af+[la—yl[ <2r

donc A est bien une partie bornée et son diametre est inférieur a 2r.

» Soit u, un vecteur unitaire (y ena). On posealors x = a+r-uety = a—r-u.
On a donc
Ix—alf=|r-ulf=r-ul=r

et de méme ||y — a|| = r, donc x et y sont des points de la sphére/de la boule
fermée de centre a et de rayon 1. Or

I =yl = [12r - uff = 2r - fuf| = 2r.

Donc le diametre de la sphére/de la boule fermée est égal a 2r.
» Si A est la boule ouverte de centre a et de rayon 1, alors on pose

m—=T1)r n—Tr

yn>l, x,=a+—— -u et yp=a— u
n n
de telle sorte que
(n—"1)r
IXn—al]| = ——<r
n
et donc que x, € A. De méme, y,, € A.
Or [|[xn —yn| = 2(“;1 )T ce qui tend vers 2r lorsque n tend vers l'infini.
Par conséquent,
sup - [x =yl = Hm_|xn —ynll =2r
(x,y)EAXA n—+oo

et par double inégalité, on a démontré que le diametre de la boule ouverte A
était égal a 2r.

2. Soit A, la boule ouverte de centre a et de rayon r > 0.
» Quels que soient les points x et y dans A, on a donc

Ix—al|<r et |ly—al <.
Pour tout t € [0, 1], on en déduit que

(T—=t)-x+t-y—al=[(1—-1t) - (x—a)+t-(y—a
<O=t-x—all+_t_-y—al
>0 20

<(T—tr+tr=r

cette derniere inégalité étant stricte comme somme de deux inégalités dont
I"'une au moins est stricte (pour t = 0 et pour t = 1, une seule est stricte ; pour
0 < t < 1, les deux sont strictes).

Cela prouve que [x,y] C A et donc que A est convexe.

» Si A est une boule fermée, il suffit de remplacer les inégalités strictes par
des inégalités larges.



3. Soient0 < s <.

» On suppose que ||b —al| <1 —s.
Considérons un point x de la boule ouverte de centre b et de rayon s. On
a donc
[x=b| <r

et par inégalité triangulaire
Ix—al <lx=b[+[b—al<s+(r—s)=r

donc x € By (a,r).

» Réciproquement, on suppose que a # b et que B,(b,s) C By(a,r). Pour
tout 0 < t < s, le vecteur

a—b
Xt=b—t- ——
' la—b]
appartient a la boule ouverte B, (b, s) :
a—>
Ix —b||:t-H7H:t<s.
' la—b]|
On a alors
b—a
xt=a+(b—a)+t- —— € By(a,1)
lla—b]
et donc

Vo<t<s, |xe—a|l=|b—al+t<r.

Par passage au sup (par rapport a t), on en déduit que ||b —al| +s < 1.
» Supposons qu’il existe un point x € B, (b,s) N B, (a,r). On a alors

[b—all <lb=x[l+]x—af <r+s.

Par contraposée, si ||b — a|| > v+s, alors les boules ouvertes B, (a, 1) et B4 (b, s)
sont disjointes.

» Réciproquement, on suppose que ||b —a|| < T +s.
@ Si|b—al <, alors b appartient a B, (a, r), donc l'intersection des deux
boules ouvertes contient au moins b !
@ On suppose donc que que |b —al| > r. On peut donc choisir un réel A
tel que
O0<|b—al|l—-rT<A<s.

On pose alors
a—>b
X=b+A —m0.
la—bl|

Onadonc ||x —b|| = A <'s, donc x € B, (b, s). Mais on a aussi

b—a a—D>b a—D>b
—a=|b—all  —F A —— " — (A—|b— L
x—a=lb—al p—gp A g = Al —al) gy
et donc
I —al = A= b—al|.

D’apres nos hypotheéses,
—T<A—|b—qa||<s—|b—qa| <s—1<0

donc ||[x —a|| < 1, donc x € By(a,r). On a ainsi trouvé un vecteur x appar-
tenant aux deux boules ouvertes : I'intersection de ces boules n’est donc pas
vide.



