3
Puissances et polynomes

1.  On peut calculer n'importe quelle puissance d"un réel strictement positif a 1’aide de I'expo-
nentielle et du logarithme :

Vx>0, VaeR, x*=exp(a-Inx).

En pratique, cela demande de savoir calculer n'importe quelle valeur de exp et de /n avec une
bonne précision et une certaine efficacité.

2. Pour un exposant entier « € N, il est alors peut-étre plus efficace de revenir a la définition :
0 _ n _ Ln—1
X' =x, Vn>1 x"=x"""-x.

En utilisant cette relation de récurrence, il faut effectuer n multiplications pour calculer x". Comme
effectuer une multiplication est une opération beaucoup plus simple (et donc beaucoup plus ra-
pide) que de calculer une valeur de exp ou de ¢n, cette méthode présente un réel intérét... sauf si
I'exposant 7 est vraiment grand.

Q1. Mises en ceuvre de l'algorithme naif
Proposer une version itérative et une version récursive d’une fonction puissance(x, n) qui retourne x"
calculée avec la méthode exposée ci-dessus.

Exponentiation rapide

3.  L’algorithme d’exponentiation rapide repose lui aussi sur une relation de récurrence :
— Sil'exposant est pair : g = 2g;1, alors

Xk = (x2)+1,
— Sil'exposant est impair : g = 29511 + 1, alors
Tk = x . (xZ)QkJrl_

4.  Comme d’habitude, il est facile d’en déduire un algorithme récursif.

def puissance2(x, q):

if (g==0): # Si gx est nul
return 1
else:
if (g%2==0): # Si gy est pair et non nul
return puissance2(xxx, q//2)
else: # Si gy est impair

return xxpuissance2(xx*x, q//2)
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Q2.a On suppose qu’il existe un entier p > 1 tel que 2P < n < 2P*L. Quel encadrement de q peut-on en
déduire ?

Q 2.b Démontrer que I'algorithme termine. Exprimer en fonction de p le nombre d’appels récursifs effectués.

Q 2.c  Estimer le nombre de multiplications effectuées pour calculer x™. Pour quelles valeurs de n I’algorithme
rapide est-il 10 fois plus rapide que I'algorithme naif ?

5.  Décomposons I'exposant 27 < n < 2F*1 en base 2 :
: k
n=>y rn2
k=0

avec 1, € {0,1} pour tout 0 < k < p et r, = 1. On en déduit que

p

" = H(XZk)rk — H ka
k=0 0<k<p
I’k:1

en remarquant que les différents facteurs peuvent étre calculés de proche en proche :

2k+1

VkeN, 227 =x2%= (xzk)z.

Q 3. Proposer une version itérative de I'algorithme d’exponentiation rapide.

IT
Applications
II.1 Suites récurrentes linéaires
6.  Une suite récurrente linéaire d’ordre N > 2 peut se traduire en une suite géométrique dont

la raison est une matrice compagnon A € My (R).
6.1 Par exemple, la suite de Fibonacci définie par la donnée de Fy = F; = 1 et la relation de
récurrence

Vne N, Fn+2 = Pn_|_1 + Fn

Fo1\ _ (0 1\ (F—
s (5)-() ()

On peut alors calculer le n-ieme terme de cette suite récurrente sans avoir calculer les termes intermé-

diaires ! .
L, 0 1\""" [F
Vn>1 F,=(0 1) ( "Fnl) =(0 1) (1 1) (F;))

6.2 La multiplication matricielle étant une opération sensiblement plus cotiteuse que la multi-
plication des nombres (et d’autant plus cotiteuse que la taille N est grande), il est intéressant de
calculer la puissance de cette matrice par I’algorithme d’exponentiation rapide.

peut-elle s’écrire

Q4.a Calculer un équivalent de F;,.
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Q 4.b On peut calculer F, par un algorithme naif (qui reproduit la relation de récurrence).

def Fibl(n):
F=1,1
for k in range(n-1):
F =F[1], F[O]+F[1]
return F[1]

Prouver cet algorithme et estimer sa complexité.
Q 4.c  On peut aussi calculer F, avec I'algorithme d’exponentiation rapide.

import numpy as np

def Fib2(n):

L = np.matrix([[0,1]11)
A = np.matrix([[0,1], [1,1]])
B = puissance2(A, n-1)

C =np.matrix([[1],[1]])
return (LxBxC)[0,0]

Estimer la complexité de ce nouvel algorithme.
Q 4.d Calculer Fyq avec Fibl et Fib2. Commenter.

II.2 Systémes différentiels
7.  Un systéme différentiel linéaire a coefficients constants est de la forme
Vi>0, X =AX.

7.1 Le schéma d’Euler consiste alors a choisir un pas de temps Jt et a transformer le systeme
différentiel précédent en
X(t+6t) — X(t) = ot- AX(t)
puis en
VkeN, X((k+1)ot) ~ (Iny+0t-A)X(két).

On en déduit une valeur approchée de X (kdt) en fonction de la condition initiale X(0) :
VkeN, X(két)~ (Iy+dt- AFX(0).
7.2 Cela suggere que, pour un instant T > 0 fixé,
X(T) = (In +dt-A)"X(0)

ou T = ndt. Si on choisit le pas de temps 6t assez petit pour que le résultat ainsi obtenu soit
raisonnablement précis, il faut que l'entier n soit grand : l'algorithme d’exponentiation rapide
prend tout son sens.

7.3 Cependant, si on s’intéresse plus a la trajectoire (X(t)) de la solution qu’a sa valeur

0<t<T
finale a l'instant T, il vaut mieux calculer de proche en proche des valeurs approchées de X(idt)

pour 0 < i < n a partir de la relation de récurrence
VO<i<n, XZ'+1:(IN—|—§t~A)XZ'

que de calculer directement chacun des X(két) : on effectuera ainsi beaucoup moins de calculs
(puisqu’on se contentera ainsi d’'un seul produit matriciel par vecteur calculé).
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III

Evaluation d’un polynéme
8.  Un polynome étant donné sous forme développée :
P:ao+a1X+---+adXd

on cherche a évaluer ce polynome, c’est-a-dire a substituer diverses valeurs x a l'indéterminée X
(qu'il s’agisse de valeurs réelles, complexes ou méme matricielles).
8.1 La méthode élémentaire consiste a calculer les puissances de x de proche en proche.

def evaluer(P, x):
val, puiss = P[0], 1.0 # vop=ap, po=1

for a in P[1:]: # Pour 1 <k <d=degP
puiss *= Xx # Pk = XPk-1
val += axpuiss # U = Up_1 + arpx

return val # U4

8.2 Pour vérifier la correction de cet algorithme, on démontre par récurrence que
k .
VO<k<d, pi=x" et v = Zaixl.
i=0

La valeur retournée est alors v; = P(x).

8.3 Comme on le voit, si P est un polynome de degré d, cette méthode effectue 24 multiplications
et d additions.

Plus précisément, si x est une matrice, cette méthode effectue d multiplications matricielles (tres
cotiteuses) et d multiplications scalaires (beaucoup moins cofiteuses).

Il s’agit donc d’un algorithme linéaire en temps et constant en espace.

8.4  Utiliser l'algorithme d’exponentiation rapide pour évaluer un polyndme n’apporte donc un
gain réel que dans une situation tres particuliere : lorsque le polyndome compte peu de termes non
nuls et que certains de ces termes sont de degré tres élevé, comme par exemple

1 X 4 x1024.
Pour un polyndme comme
T+ X+ X2+ X3 4. 4 X999 4 x1oo0

le gain de temps réalisé en calculant rapidement chaque puissance est largement compensé par le
fait de calculer isolément toutes ces puissances : évaluer ce polyndme avec 'algorithme d’exponen-
tiation rapide est une perte de temps.

9.  Schéma de Horner

Pour évaluer un polyndme, le schéma de Horner n’est pas beaucoup plus efficace que la méthode
élémentaire présentée ci-dessus [8.1]. En revanche, il donne une information supplémentaire : on
obtient en méme temps le quotient de la division euclidienne de P par x.
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9.1 On a intérét a représenter ici le polyndme P sous la forme

a0 X4+ X 4+ g X +ay.
L’algorithme consiste a poser by = a¢ puis a suivre la relation de récurrence suivante :

V1<k<d, by = xbx_q + a.
9.2  On peut démontrer que

b; = P(x)
et que le polyndme
Q="boX" '+ 11X+ by X + by

est le quotient de la division euclidienne de P par (X — x).

Q5.  Avec les notations précédentes, un polyndme P est représenté par la liste (ag, a1, ..., a4).

Q 5.a Comparer la complexité du schéma de Horner a celle de I'algorithme naif [8.1]. Quel est l'intérét du
schéma de Horner ?

Q 5.b  Démontrer les propriétés [9.2].

Q 5.c  Programmer I'algorithme de Horner : 'appel Horner (P, x) doit retourner le couple (Q, P(x)).

Q 5.d Utiliser la fonction Horner pour évaluer un polynéme en un réel x.

10. Algorithme de Ruffini
Soit Py, un polyndme de degré d.
10.1 Le schéma de Horner permet d’expliciter P;(x) et le polyndome Py, tel que

P = Pe(x) 4 (X = x) Py
On a donc
Pe(X+x) = Pe(x) + XPe1(X +x) et deg Py 1 = (deg P) — 1.

10.2 L’algorithme de Ruffini consiste a poser Py = P et a appliquer (d + 1) fois le schéma de
Horner pour calculer la famille
(Po(x), Py(x),...,Ps(x)).

10.3 On peut déduire de [10.1] que deg P, = (deg P) — n et que
P(X + x) Z Pe(x)XF 4+ X"Py (X + x)
pour tout entier 1 < n < d. En particulier, pour n = d,
P(X +x) Z Pe(x

puisque P; est un polyndme constant.
10.4 D’apres la formule de Taylor pour les polyndmes,

VO<k<d  PO(x) =k P(x).

Q 6.  Programmer I'algorithme de Ruffini pour déduire le polynéme Py = P(X + x) du polynéme P et du
scalaire x. Les polynomes

d d
P = Z akXd_k et Py = Z ckXd_k
k=0 k=0
seront représentés de la méme facon par les listes (ay, ..., az) et (co, ..., Cq)-
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11. Localisation d’une racine
Soit une fonction polynomiale f : R — R. On suppose que f(0) < 0 et que f tend vers +oo au
voisinage de +oco : d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, cette fonction admet (au moins)
une racine positive.
Plus précisément, I’ensemble

{neN: f(n) >0}

est une partie non vide de IN. Il admet donc un plus petit élément 7 et la fonction f possede (au
moins) une racine entre g — 1 et n.

Q7. La fonction polynomiale f est représentée par la liste P de ses coefficients en suivant la convention
choisie au [9.1].

Q7.a Ecrire une fonction racinePositive(P) qui retourne True si, et seulement si, les hypotheses du [11]
sont vérifiées.

Q 7.b  Ecrire une fonction balayage (P) qui retourne un entier n tel que la fonction polynomiale associée a P
admette une racine dans lintervalle [n,n + 1].
On pourra utiliser le code élaboré au [Q5.d].
12. Algorithme de Horner-Ruffini
Soit fp, une fonction polynomiale a coefficients entiers. On suppose que dj est un entier tel que
fo(do) fo(do +1) < 0:1a fonction fy admet une racine entre dg et dg + 1.
12.1 Sile degré de fj est égal a d, la fonction définie par

filx) = 10dfo(do + 10)

est une fonction polynomiale de degré d a coefficients entiers.

12.2 La fonction f; change de signe entre x = 0 et x = 10, donc il existe un entier 0 < d; < 10
tel que f1(dq1)f1(d1 +1) < 0 : la fonction f; vérifie les mémes hypotheéses que la fonction fj et la
fonction fy possede une racine comprise entre

dq di+1
do—i—m et dp+ 0

12.3 On peut donc itérer le procédé pour obtenir une famille d’entiers (do, d1, . . ., dy) et une famille
de fonctions polynomiales (fo, f1,--., fu) telles que, pour tout 0 < k < n, la fonction f; admette
une racine entre dj et di,1 et donc telles que fy possede une racine comprise entre

d0+210k et d0+210k

12.4 On dispose ainsi d'une méthode pour calculer de proche en proche autant de décimales
qu’on souhaite d’une racine de fy en n’effectuant que des opérations élémentaires sur des entiers
(additions, soustractions et multiplications).

Q8.  Ecrire une fonction HR(P, d0) qui, a la liste P des coefficients de fy et au scalaire 0, associe la fonction
polynomiale fy définie au [12.1].

Q9. Application
Ecrire une fonction rCub(a, n) qui retourne la partie entiére et les n premieres décimales de §/a sous forme
de liste.
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Réponses aux questions

R1. Mises en ceuvre de l'algorithme naif
Puisqu’on dispose d'une relation de récurrence, la version récursive est la plus simple a rédiger.

def puissance(x, n):
if (n==0):
return 1
else:
return puissance(x, n-1)*x

@ La version itérative repose sur une boucle for puisqu’on connait le nombre d’itérations a
effectuer : on part de 1y = 1 et on effectue uy 1 = x - uy a partir de k = 0 (initialisation) et jusqu’a
k +1 = n (terminaison), c’est-a-dire pour 1 < k < n.

def puissance(x, n):

u=1 # ug
for k in range(n): #V 0<k<n

u *= X # U1 = X Uy
return u # Uy

I Exponentiation rapide

R2a Comme g est le quotient de la division euclidienne de 7 par 2, on a 2/~ < g < 27.
R 2b En notant g, le quotient calculé lors du k-ieme appel récursif, on part de go = n et g = g et
on déduit de 'encadrement précédent que

2p—k < x < 2P+1—k.

En particulier, 20 < g, < 20p+D)=p = 2, ’est-a-dire qp = 1. En divisant g, par 2, on obtient
qp = 2 x0+1, donc g,41 = 0. L'algorithme s’acheve alors puisque I'argument q prend la valeur
qp+1 = 0.

E]; prenant n = go pour valeur de q au premier appel et en prenant 0 = g, 41 pour valeur de q au
dernier appel, on effectue en tout (p + 2) appels a la fonction puissance2. Le dernier appel, pour
lequel q est nul, se borne a signaler la fin du calcul.

R 2.c  Oneffectue donc (p + 1) appels avec une ou deux multiplications par appel, donc on effectue
entre (p+1) et (2p + 2) multiplications. Comme p < 1gn < p+1, on calcule ainsi x" en effectuant
environ lg n multiplications (au lieu de n multiplications avec 1’algorithme naif).

@ On cherche les entiers 7 tels que 10 x 21g n < n. Par tatonnements, on vérifie que cette inégalité
est vérifiée a partir de n = 150 environ...
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R 3. La premiére méthode consiste a calculer d’abord la représentation binaire
b= (bo,by,...,bp) €{0,1}F

de I’'exposant n.

def base2(n):

q, B =n, [] #%,B—1

while (g>0): #VO0<k<yp
B.append(g%2) # Byx = Br_1+ [re] = [ro, 71, -, 7k]
q=q//2 # Jk+1

return B # By, = [ro,r1,...,7p]

Pour vérifier que cet algorithme est correct, on pose qo = n et, tant que q; > 1, on note gy 1 et ¢, le
quotient et le reste de la division euclidienne de g par 2 :

Tk = 2qk+1 + Tk
On vérifie par récurrence que
k .
VO<k<p n=qgo=2"g 1+ ZriZZ.
i=0
En particulier, pour k = p, on a q,,1 = 0 donc
p , p )
n=2"1x0+Y r2' =Y r2.
i=0 i=0

La fonction base2 retourne la famille des restes (7,71, .. .,rp), qui sont bien les chiffres 1’écriture
de n en base 2 : ry = by pour tout 0 < r < p.
@ On utilise ensuite la décomposition binaire de n pour calculer x" de proche en proche.

def puissance2(x, n):
L, v, y = base2(n), 1, X #0_1, Yo

for r in L: # 1 pour 0<k<yp
if r==1: # g est impair si, et seulement si, re=1
Vok=y # Uk = Uk—1Yk
y *=y # Yer1 = Yi
return v

On part de v_1 = 1 et yp = x. On parcourt la liste des chiffres r; qui représente n en base 2 : pour
tout0 <k<p,ona
| Uk sire =1,

2
U = ; et =y,
k Op_1 sirg=0 Yie+1 = Yk

On calcule ainsi de proche en proche y; = 2 et

VO<k<p v= H K2

0<i<gk
1’7‘:1

En particulier, la valeur retournée v, est égale a x".
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@ On peut raccourcir le code précédent en calculant les vy a mesure qu’on obtient les r; (et sans
avoir a conserver en mémoire la totalité des ry).

def puissance2(x, n):
v, y, a=1, x, n #0—1,]/0,0]0

while (g>0): # qr >0 équivaut a 0<k<p
if (g%2==1): # Sirn=1
V x=Yy # alors Ok = Ok—1Yk -
Y, Q= y**2, a//2 # Yei1 =2
return v # vp = x"

II Applications

R 4.a La suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre deux, dont ’équation caracté-
ristique X> — X — 1 = 0 admet pour racines

1 1-
+2\/§z1,618 et p= 2‘/5

~ —0,618.

Il existe deux constantes A et B telles que
VneN, F, = Aa" + BB".

Connaissant Fy et F;, on en déduit que A + B = 1 et que A + BB = 1. D’apres les formules de
Cramer,

A= ~ 0,724

B—1 545
B—a 10
etcomme a > let |B| <1,

5+v5

F, ~ :
n 0 “

lorsque n tend vers +co.

R 4b Initialement, la variable F est égale au couple (Fy, F; ). Chaque itération fait passer de (Fy, Fx11)
a (Fey1, Feyp) etl'indice k varie de 0 (inclus) a (n — 1) (exclu), donc la valeur finale de la variable F
est le couple

(Fin—2)+1 Fn—2)42) = (Fu—1,Fn)-
La valeur retournée F[1] est donc bien égale a F,.

@ Cet algorithme effectue n additions sur des entiers de plus en plus grands : plus l'indice k
augmente, plus ces additions sont cotiteuses. Le nombre d’opérations est bien de I'ordre de n mais
la complexité en temps ne l'est pas!

R 4.c  On effectue environ lg n multiplications matricielles. La taille des matrices est petite, donc ce
ne sont pas des opérations tres cotiteuses.

REMARQUE.— L'indexation est prioritaire sur la multiplication matricielle : si on remplace
(LxBxC) [0,0] par LxBxC[0,0],

Python constate d’abord que C[0,0] est une matrice de 9t (R) dont I'unique coefficient est égal a
1 et en déduit que la multiplication par B n’est pas une multiplication matricielle, mais une mul-
tiplication de tableaux numpy. Pour ces raisons, 1’'expression L¥B*C[0,0] donne le méme résultat
que l'opération L*B.
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R4.d On obtient 2971215073 avec Fibl et —1323752223 avec Fib2. Le résultat fourni par Fib2 est
négatif et donc manifestement faux.
Par défaut, les matrices de numpy sont constituées de coefficients de type 'int32’, c’est-a-dire des
entiers codés sur 4 octets (soit 32 bits). On doit donc travailler sur des entiers compris entre —23!
(au sens large) et 23! (au sens strict), I’ensemble des entiers étant muni d’une structure de groupe
additif cyclique analogue a celle de Z/NZ. Comme la suite (F,),en tend vers +oo, il est inévitable
qu'un dépassement de capacité se produise a partir d'un certain rang (sans le moindre message
d’alerte...).

@ On pourrait repousser 1"échéance en travaillant avec des entiers codés sur 8 octets. En définis-

sant la matrice A par

A = np.matrix([[0,1], [1,1]], dtype='int64")

on travaille avec des entiers compris entre —2% et 2%, ce qui permet de calculer Fy; sans erreur.
Mais Fg; est a nouveau négatif !

@ Sion est prét a faire des concessions, on peut travailler avec des matrices a coefficients flottants.
Dans ce cas, on n’aura que des valeurs approchées des F, (avec une dizaine de chiffres exacts). En
définissant la matrice A par

A = np.matrix([[0,1], [1,1]], dtype='float64’)

on peut calculer les nombres de Fibonacci jusqu’aux alentours de Fj 479 (qui est de ’ordre de 10397),
Si on va plus loin, on provoque une erreur ou on obtient nan pour résultat (pour not a number).
@ Sion n’est prét a aucune concession, il ne reste que deux pistes :

— abandonner numpy, c’est-a-dire remplacer les matrices par des listes de listes pour pouvoir
travailler avec des entiers de taille quelconque — mais il faut alors redéfinir a la main le produit
matriciel ;

— utiliser Fib1!

L’algorithme naif mis en ceuvre par Fibl n’effectue que des additions (environ 7). L’algorithme de

Fib2 n’effectue que Ign multiplications, mais il s’agit de multiplications matricielles et on envisage

ici que les coefficients des matrices soient des entiers arbitrairement grands : on peut parier que le

cotit de ces multiplications matricielles excede de loin le cofit des additions faites par Fibl. (C’est
pour que le cotit des additions et des multiplications soit fixe que numpy impose de travailler avec
des entiers représentés sur un nombre fixe d’octets.)

# En conclusion,

— ou bien on veut les F, exacts et Fibl est un algorithme simple et relativement efficace ;

— ou bien on peut se contenter d’une valeur approchée et il suffit alors de calculer I'équivalent
trouvé en [R4.a].

III Evaluation d’un polynéme

R 5.a Les deux algorithmes ont une complexité linéaire en fonction du degré du polynome.
Le schéma de Horner effectue le méme nombre d’additions et deux fois moins de multiplications.
Dans le cas ol x est une matrice carrée, les deux algorithmes effectuent le méme nombre de
produits matriciels. Comme ces opérations sont de loin les plus cofiteuses a effectuer, ’économie
réalisée par le schéma de Horner est négligeable.
Le véritable avantage du schéma de Horner est qu’il donne le quotient de la division euclidienne
sans autre calcul.
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R5.b D’apres la définition des by,

d—1 d
(X—x)Q+bs = Z kad_k — Z xbk_le_k + by
k=0 k=1

i1
= boX" + Y (b — xbe_1) XK + (bg — xby_1)
k=1

= P.
R 5.¢c
def Horner(P, x):
b = P[0] # coeff dominant
L = [b]
for a in P[1:]: # de a=a1 jusqu'a a=ay
b = bxx+a # by = xb_1 + ax

L.append(b)
return L[:-1], L[-1] # liste des coefficients du quotient, reste

R5.d Le plus dur est fait!

def evaluer(P, x):
return Horner (P, x)[1]

R 6. L'algorithme de Ruffini calcule les coefficients du polyndme Py = P(X + x) en commengant
par le coefficient constant c; et en finissant par le coefficient dominant cy. Pour que le polynéome
P, soit correctement représenté, il faut donc ajouter chaque coefficient en téte de liste (et non pas en
queue de liste, comme le ferait la méthode append).

def Ruffini(P, x):
p, Px =P, [] 4 Py=P
while (p!'=[1):
p, r = Horner(p, x) # (Pey1, P(x))
Px = [r]+Px # ca_r = Pe(x)
return Px

R7.a Lavaleurde f(0) est donnée par le terme constant et la limite en +oco se déduit du coefficient
dominant.

def racinePositive(P):
c_constant = P[-1]
c_dominant = P[0]
return ((c_constant<0) and (c_dominant>0))
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R7b  Par hypothese, on sait que f(0) < 0. On calcule f(n) jusqu’a ce qu'on trouve une valeur
positive : le dernier entier calculé est alors 7 et on retourne (19 —1).

def balayer(P):

n=1
while (evaluer(P, n)<0):
n+=1

return n-1

La fonction evaluer (P, x), qui calcule la valeur de f(x), a été définie au [R5.d].
R 8. L'algorithme de Ruffini nous donne les coefficients (cy, ..., c;) tels que

VieR, foldo+y) = chy

Par suite,
d k

d
fi(x )—10df0<d0+ > ch 10d—% - dZZlOkck~xd_k
k=0

Il suffit donc de retourner la liste (cg, 10cy, .. ., 10k¢y, .. ., 10dcd).

def HR(P, dO):
d = len(P)
Q = Ruffini(P, dO)
return [10xxkxQ[k] for k in range(d)]

R9. Application
La fonction polynomiale définie par f(x) = x> — a vérifie les hypotheses du [11].
Une premiere application de la fonction balayer permet de trouver la partie entiere dy de /a. On
calcule ensuite les n décimales suivantes pour obtenir une valeur approchée de +/a a 107" pres par
défaut.

def rCub(a, n):

P=1[1,0,0, -a] #X—a=1-X340-X240-X—a

d = balayer(P) # Partie entiére dy

R [d]

for k in range(n): # 0<k<n
P = HR(P, d) # On déduit fry1 de fr et de dy
d = balayer(P) # puis la décimale dyyq de friq
R.append(d)

return R




