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(a) Soient a et b, deux points adhérents a C : il existe deux suites
(Xn)neN et (Yn)nen d’éléments de C telles que

a= lim x, et b= lim y,.
n—-+oo n—-+oo

Pour tout t € [0,1],

(1—tla+tb = nLHEOOU —t)xn + tyn.
Pour tout n € N, le point (1 — t)x,, + ty, appartient a C (puisque C est
convexe) et par conséquent le point (1—t)a+tb appartient al’adhérence
de C pour tout t € [0, 1] (en tant que limite d"une suite de points de C).
On a ainsi démontré que I'adhérence C de C était convexe.

(b) Contrairement a la question précédente, il faut impérativement trai-
ter cet exerice en s’appuyant sur une figure.
@ Soient a et b, deux points de I'intérieur de C : il existe donc un réel
T > 0 tel que
B(a,7r) c C et B(b,r)CC.

REMARQUE.— A priori, on a un rayon r1 > 0 pour a et un rayon r > 0
pour b. Nous avons choisi r = min{ry, T2} > 0 en remarquant que

B(a,r) C B(a,r1) et B(b,r) C B(b,r2).
Pour t € [0, 1], on pose
zi=(1—tla+tbeC
et on considere un point w € E tel que
Jw—zel <.

Nous allons montrer que w € C et donc que B(z¢, 1) C C, ce qui prou-
vera que C est aussi un voisinage de z; et donc que z; appartient bien a
I'intérieur de C.

On pose u = w — z¢ de telle sorte que w = z¢ +u.Ona

[(a+uw) —a|| =Jul<r et [[(b+uw)—b||=[ul<r
donc (a +u) € B(a,r) c Cet (b+u) € B(b,r) C C. Mais
w=(z¢ +u)=[(1—t)a+tb] + [(1 —t)u + tu]
=1T—-t)(a+u)+tlb+u)eC
(en tant que combinaison convexe de deux points de C).
On a ainsi démontré que B(z¢,1) C C, ce qui signifie que C est
un voisinage de z;. Autrement dit, on a démontré que z; appartenait a

I'intérieur de C pour tout t € [0, 1], ce qui prouve que l'intérieur de C
est convexe.




