Lycée Pierre CORNEILLE
ANNEE SCOLAIRE 2021/2022

MP

Composition de Mathématiques
Le 15 septembre 2021 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

R
*

| — Probleme <

Pour tout entier p > 1, on pose

1 (P! dt
ol

P oy

et pour tout entier n > 1, on pose

n
Y=Y up.
p=1

1. Démontrer que

1 1
0y < — — —.

Vp>1,
P p ptl

En déduire que la suite (yn)n>1 converge vers un réel
v € [0, 1].

Ce réel v est appelé constante d’Euler. Pour tout entier
n > 1, on pose

Th =Y — Vn-
2.  Démontrer que

+oo
™ = E Up.

p=n-+1
3. Démontrer que
1" u
Vp=21l, u=—| —
Pzh Ty J'o p+u
En remarquant que
J] udu= !
0 A
en déduire que
1 Bl
2p(p+1) = 7 2p?

puis que

pour tout entier p > 2 puis que

Vn>1 +<T <L
~ 7 2n+1) " T

4. Pour quelles valeurs de I'indice n le réel y,, donne-t-il
une approximation dey a 1078 pres?

Pour tout entier n > 1, on pose

VnJ::Yn‘%2“1+])-

5. Démontrer que
1
2n?’
Pour quelles valeurs de 'indice n le réel v, 1 est-il une
valeur approchée de y a 1078 pres?

Vn>l, 0<vy—vyn1<

72

% Il — Probléeme &
Pour tout entier naturel n, on pose

/2
In = J sin™ t dt.
0
1. Justifier I'existence de I,,.

2. Calculer Iy et Iy.

3. Démontrer que la suite (I,)nex est monotone et

convergente.
4.a. Démontrer que
vneN, M+2)hi2 =+ 1I,.

En déduire que la suite de terme général (n+ 1)1, 15,41 est
constante.
4.b. Démontrer que

n+1 In+]

n

<L

En déduire un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo.
5.a. Démontrer que, pour tout entier p € N,

I L<2P>E et Loy - 2T
® =2 \p )2 T 2 ()

L1 L. . 2
5.b. En déduire un équivalent simple de ( ]f ) lorsque p
tend vers +oo.
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R

< lIl — Probléeme <&

On consideére 'endomorphisme u de E = R canoni-
quement associé a la matrice

0o 2 2
A=[1 -5 -4
-1 7 6

et les trois vecteurs €1, €, et €3 de E définis par

0 1 1
gﬁatcan(sl)gzy 53) =P=|-1 1 —1
1 -1 2

1. Démontrer que (¢1, €2, €3) est une base de R3.

2.a. Décrire le noyau de u.

2.b. Démontrer que 'image de u est un plan de R>.
Donner une équation cartésienne de ce plan (relative a la
base canonique de R?).

2.c. Les sous-espaces Keru et Im u sont-ils supplémen-
taires dans E?

3.a. Résoudre I'équation

U(X,U,Z) = —(x,y,z)

d’inconnue (x,y,z) € R3.

3.b. Exprimer u(ez) en fonctionde €1, €7 et e3.

3.c.  Calculer u™(ey), u™(e2) et u™(e3) pour tout entier
n > 1. (On rappelle que u™ = uwo---ouout u apparait n
fois.)

4. Calculer P~'AP.

5. On considere les trois suites réelles (xn )neN, (Yn)neN
et (zn)nen qui vérifient la relation de récurrence

Xn+1 = zyn + 2z,
vneN, Yn+1 = Xn — 5yn — 4z,
Znil = —Xn + 7Yn + 62p
et la condition initiale :
XQZ], yo:—Z, 2023.

En reliant le vecteur (xo, Yo, z0) a €1, €2 et €3, calculer I'ex-
pression de X, Yn et zn.

< IV — Probléme <&

1. Soitn € N.
1.a. Démontrer qu’il existe au plus un polynéme T,, ap-
partenant a R[X] tel que

VO eR, Tq(cosO)=cosnb. 1)
1.b. Enremarquant que

VOeER, (ef)™=em?

démontrer que le polyndme

Tn _ Z (ZTL) (XZ _ ])kxn—ZK (2)

0<k<n,/2

vérifie la relation (1).

La famille (T )nen est la suite des polynémes de Tcheby-
chev de premiére espéce.

2. Calculer les polynémes To, Tq, T, et Ts.
3. Démontrer que la suite (Tn)nen Vérifie la relation de
récurrence

VneN, Ty =2XTay —Ta. (3)
Déduire de cette relation le degré et le coefficient domi-
nant de chaque polyndme T,. Retrouver ces valeurs a
l'aide de la relation (2).

4. Démontrer que, pour tout entier n € N, le polyndéme
T,, admet n racines distinctes dans l'intervalle ]—1, 1[.

Ces racines seront notées (tn i )ogk<n avec

I <tho<thg< - <thna<

En déduire que, pour tout n > 1, le polynéme T,, est
scindé a racines simples. Préciser la valeur des racines de
Th.

5. Démontrer que (Tx)ogkg3 est une base de R;3[X].
Ecrire la matrice de passage de la base canonique de R;3[X]
a la base (Tk)0§k§3-

La suite (Un)nen des polyndémes de Tchebychev de
deuxieme espéce est définie par

1
oy (4)
6. Démontrer que, pour tout n € N, le polynéome U,, est
scindé a racines simples sur R et que ses racines appar-
tiennent toutes a l'intervalle ]—1, 1[.

7. Démontrer que

YynelN, U,=

~ sin(n+1)0

VyneN,VO<0<m Uy(cosB)

- 5
sin 0 ®)
Cette relation est-elle encore vraie pour —m < 0 < 0?
8. Déterminer les racines de U,,.

9. Démontrer que la suite (U, )nen vérifie la méme rela-
tion de récurrence (3) que la suite (T )nen.

On note Qn,m et Rn m, le quotient et le reste de la division
euclidienne de Ty, par Ty

10.a. Démontrer que

Tn+m + Tn—m

vo<m<n, >

T T =
10.b. On suppose que 2m < n < 3m. Démontrer que

Qn,m = ZTnfm et Rn,m =~ In-2m-.
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Solution | % Constante d’Euler

1. PourtoutO<p<t<p+1,ona

et en intégrant sur l'intervalle [p, p
en déduit que

1] de longueur 1, on

1 JP“ dt 1
p+1 . t P
et donc que
Vp>1, 0<u L (6)
P/ ) B p\p p+1
. Comme
Vp>1, 0< 1 L 1

on en déduit que

Up

|
S
~
‘d|_.
N
~——

P—>_+oo

et donc que la série ) u, est convergente.
La suite (yn)n>1 des sommes partielles est donc
convergente.
@ En sommant les encadrements (6), on obtient plus
précisément que

n n

0<yn=) up <)
P

p=1 =1

1

1
S T
p+1 n+1

< | =

pour tout entier n > 1 (somme télescopique). En faisant
tendre 1 vers 400, on en déduit que la limite y de la suite
(Yn)nx>1 vérifie

O<vy<l

2. Comme vy est la somme de la série )_ u, et que y, est
la somme partielle de rang n de cette série, la différence

™ =Y —Vn
est (par définition) égale au reste de rang n de cette méme

série :
“+o0
Th = 5 Up.

p=n+1
3. Pourtout0o<u<l,

u (p+u—p _, P

P+u  ptu CpFu
On en déduit que
1 1
J Ldu:1—pJ _du
oPt+u oPt+u
p+1 dt
—1-p| ¢ (t=p+u)
bt
=Py

@ Soit p > 2. La fonction

1
u— —
p+u
est continue et décroissante, donc

u u

vosu<sl]l, —/=<—/—<
p+1 " p+u

Tle

En intégrant sur [0, 1], on obtient

! <J1 b du<l
2p+1) “lop+u T 2p

et par conséquent

1 1
<y < 5.
pp+1) SIS o2

On remarque que

Bty

2p(p+1) 2\p p+1/°
(C’est une décomposition en éléments simples!) Comme
p = 2 (jusqu'ici, tout valait pour p > 1...), on a aussi

LI B l(L _ l)
2p2 " 2(p—-TNp  2\p—1 p/’
@ On a ainsi encadré u, par les termes généraux de

deux séries télescopiques convergentes. On en déduit que
(pour N >n > 2)

i l'(l— 1 ) i u, < i l.(#_l)
P:n+12 P p+] p=n+1 p\p:n+]2 p_] P
c’est-a-dire
/1 1 h 1,1 1
N < 2 waliw)

En faisant tendre N vers +o0o, on en déduit enfin que

1 1

- <_.
2t S S @)

N

vn>2,

4. 1l suffit donc prendre n de l'ordre de 10® pour que T,
soit de I'ordre de 10~8.

C’est un peu long, mais c’est surtout peu pratique (a
cause des nombreuses erreurs d’arrondi).
5. Par définition,

1

Y —VYn,1 :Tn—m

et d’apres I’encadrement (7),

1 1 1 1

0<Y—Yn1 < — — = <55
YOI S o T 2 ) 2n(nt 1) S 2n2

Ce nouvel encadrement nous dit qu’il suffit de prendre n
de l'ordre de 10* pour obtenir que yn 1 soit une valeur
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approchée de y a 108 pres. Le gain en efficacité est consi-
dérable!
© L'encadrement (7) nous dit que

1
T I
Cet équivalent prouve que

et donc que vy + 5 est une bien meilleure approximation de
Y que Yn.

¥ L'énoncé a fait le choix de considérer une approximation
par exces de y (et non par défaut) en définissant yr 1. Le
gain en efficacité est le méme.

=o(Tn)

Solution Il % Intégrales de Wallis

1. Lintégrale d'une fonction continue sur un segment est
bien définie.

2. Ip=m/2etl; =1.

3. Pourtout0<t<m/2ettoutn € N,

n+1

0 < sin t < sin™t.

L'intégrale conservant les inégalités, la suite (I, )nen est
strictement décroissante et strictement positive, elle est
donc convergente.

4.a. Onintegre par parties :

/2
Inyo = J sin™* ! tsint dt
0
/2 /2
= [—sin““ teost],"" + (n+ 1)J' sin™ t cos? t dt
0

=M+ —Iny2)

et on en déduit que
vneN, m+2)L2=Mmn+1)I,.

@ D’apres la relation de récurrence précédente,

(n+2)1n+11n+2 = (n+2)1n+21n+1 = (n+ 1)In1n+1a

donc la suite de terme général (n + 1)I,,1,,1 est constante
et son premier terme est égal a 7t/2 d’apres 2.

4.b. Soit n € N. Comme la suite (I)nen est décrois-
sante et strictement positive,
n+1
0< n—HIn = ITH—Z < In—H < In-

On en déduit que le rapport I,,41/I, tend vers 1 lorsque n
tend vers +oo.
@ On en déduit que

7T
S=Mm+Dhlur  ~ nli

2 n—+oo

et donc que

" noteo \ 20

puisque l'intégrale I, est positive.
|| On rappelle qu’on peut composer un équivalent par +/-.

5.a. Les formules annoncées pour Iz, et I, 7 sont
vraies pour p = 0 d’apres 2. Supposons que, pour un cer-
tain entier p € N,

: 1 (2p\m ol - 270
prsz P z e 2p+l—m.

Alors, d’apres la relation de récurrence du 4.a.,

I  2p+1
42 =5

_(2p+2)2p+1) (2p)t m
22(p+1)2 22p(pl)2 2
(2p + 2)! T

ce qui démontre la formule pour I, quel que soit p € NN,
et de fagon analogue,

2p +2
I2p+3 = zp_+312p+1
22 (p+1)? 2% (p1)?
(2p +3)(2p +2) (2p + 1)(2p)!
22042((p +1)1)?
T 2p+3)2p+2)0°

ce qui démontre la formule pour I, 1, pour tout p € N.
5.b. Pour toutp € N,

L, (p+1)n (Zp) z

Izp+] - 2.42p P

et, d’apres 4.b., la suite de terme général I, /151 tend
vers 1 lorsque p tend vers 4-co. On en déduit que

(3)~ 7=

Cet équivalent sert en particulier a établir la formule de Stir-
ling (équivalent de n!).

Solution Il % Réduction d’'une matrice
1. Lafamille (&1, €2, €3) est représentée par la matrice P
dans la base canonique de R?, donc : c’est une base de R3
si, et seulement si, la matrice P est inversible.
En effectuant les deux opérations de pivot :
Co—Cr+0Cyy, C3C3—2Cy,

puis une permutation des colonnes, on obtient

0 11 1 1 0
P=|-1T 0 1|=(0 1T -1
1 0 0 0 0 -1
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Comme les opérations de pivot conservent le rang et que
la derniére matrice est clairement inversible, on en déduit
que P est inversible et (par conséquent) que (&1, €2, €3) est
une base de R3.

2.a. Ontraduit'équation u(x,y,z) = (0,0, 0) par le sys-
teme AX = 0. La résolution de ce systéme montre que le
noyau de u est une droite vectorielle :

Keru=1R"-¢>.

2.b. On vient de voir que le noyau de u est une droite.
D’apres le Théoreme du rang, le rang de u est égal a
2 (dimension de l’espace de départ moins dimension du
noyau). L'image de u est donc un plan de R3.

L'image de A est engendrée par ses colonnes. Sur la
matrice, on voit clairement que

C] +C2:C3)

ce qui prouve que I'image de A est engendrée par les co-
lonnes Cy et I - C3 (par exemple). Le produit vectoriel de
ces deux vecteurs est égal a (—1,1,1), donc

Imu=[x—y—z=0

2.c. Le vecteur ¢, ne vérifie pas I'équation cartésienne
deImu. OrKeru=1R"- ¢, donc

KerunImu = {0}

Les sous-espaces Ker u et Im u sont donc en somme directe
dans E. De plus, d’apres le Théoréme du rang,

dim E = dim Ker u + dim Im u,

donc les sous-espaces Ker u et Im u sont bien supplémen-
taires dans E :
E=Keru® Imu.

3.a. L’équation u(x,y,z) = —(x,y,z) se traduit par le
systéme matriciel (A + I3)X = 0. L'ensemble des solutions
est la droite de R3 dirigée par ;.

3.b. On vérifie sans peine que u(e3) =2 - €3.

3.c. D’apres les questions précédentes,

U(Ez) =0,
On en déduit par récurrence que

u(er) =(=1)"-&1, uT(e2) =0,

u(er) = —ey, u(e3) =2 ¢3.

u"(e3) =2"-e3

pour tout entier n > 1.

4. D’apres la formule du changement de base, la ma-
trice P~ AP représente 'endomorphisme u dans la base
(e1,€2,¢€3). D’apres la question précédente,

-1 0 0
P'AP=[0 0 0
0O 0 2
Il Il est inutile de calculer P~/
5. Il est clair que
Xn+1 Xn
vneN, Ynt1 | =A | Yn

Zn+1 Zn

et par récurrence,

Xn X0
VneN, Yyn | =A™ [ yo
Zn Z0

Comme (g1, €3,¢€3) est une base, il existe un, et un seul,
triplet (a, b, c) € R tel que

(x0,Yo0,20) =a-e1 +b-ez +c-e3.

On peut poser ce systeme et le résoudre (ce qui revient a
inverser la matrice P) ou se contenter de faire preuve d'un
peu flair pour obtenir :

(x0,Yo0,20) = €1 + €3.

Par linéarité de u™, on en déduit que

(Xn,Yn, zn) = u"(x0, Yo, 20)
=u"(er) +u(e3)
=(—N"-e1+2" €3
_ (zn’ (_1)n+1 _zn’ (_])n _’_2n+1).

Solution IV % Polynémes de Tchebychev

1.a. Soitn € N et considérons deux polyndémes P et Q
tels que

VO eR, P(cosB)=cosnb = Q(cosb).

En particulier,

VXE[_])”) (P_Q)(X):O

Le polynéme (P — Q) admettant une infinité de racines, il
s’agit du polynéme nul, donc P = Q.

L'unicité est ainsi démontrée.
1.b. D’apresla Formule du bindme,

em9 — (&)™ = (cos B + isinO)™
= /n
= Z ( ) cos™ PO -1iP -sin? 0.
p=0 P
Pour tout entier p impair, le complexe iP est un imaginaire
pur. Par conséquent,
cosnd = Re(etn?)

- ¥

n _ . .
( )cos“ PO.iPsin’ O

og<psn

P pair
= Z I cos™ 2k Q. (—1)* . (sin® 0)*

2k
0<k<n/2
(p = 2K)

_ n n—2kg . 20 1k
= Z <2k) cos 0-(cos“0—1)

0<k<n/2

car —sin? 0 = cos? 0 — 1.



MP Composition du 15 septembre 2021

D’apres la question précédente, on sait qu’il existe au
plus un polynéme T, tel que

VO R, Tq(cosO)=cosnb.
Cette égalité, vérifiée pour tout 6 € R, montre que le po-

lynéme
Z n (XZ . 1)an72k
2k

ogk<n/2

posseéde la propriété qui caractérise T,. Cela démontre
qu’il existe un, et un seul, polynéome T, tel que

VO eR, Tq(cosO)=cosnb.

2. On trouve Ty =
somme) et

— 2 . 2 2 . 2_ — 2_
Tz—(o) X +(2) (Xe—=1)=2X" -1

T; = (g) X3+ G) (X2 —1)X =4x3 - 3X.

1, T = X (un seul terme dans la

3. Onsait que, pour tout 6 € IR,
2cos(n+1)0-cos® =cos(n+1+1)0 +cos(n+1—1)0
(formules d’addition) ¢’est-a-dire
2c0s0- T 11(cos0) =T, 2(cosB) + T,y (cos0).

Le polynome
ZXTn—H - (TTH—Z + Tn)

admet ainsi une infinité de racines, c’est donc le polynéme
nul. On a ainsi démontré que

VneN, Thyr=2XThy1 +Tn.

Cette relation de récurrence permet de calculer les polynomes
de Ichebychev plus aisément que I’expression (2).

Les incrédules pourront vérifier mon affirmation en calculant
T4 et Ts en utilisant les deux méthodes!

@w D’apres 2., on a degT, = npour 0 < n < 3 au
moins et le coefficient dominant de T,, est égala 2™~ pour
1 < n < 3 (mais pas pour n = 0 : le polyndéme Ty est uni-
taire).

HR : Supposons qu’il existe un entier n > 2 tel que
degTh = n, degT,—1 = n — 1 et que le coefficient domi-
nant de Ty, soit égala 2"~ ',

D’apres la relation de récurrence (3),

Tn+1 - ZXTn + Tnf1 .

Or deg(2XT,) =1+ deg T, =n+ 1 etcomme deg T =
n—1<n+1, onen déduit d"une part que

deg Thy1 =n+1

et d’autre part que le coefficient dominant de T, 1 est ce-
lui de 2XT,,, et donc égal a

2.1 .2n71 —om :2(n+1)71.

Notre hypothese de récurrence, vraie pour n = 2, est donc
héréditaire.

On a ainsi démontré que deg T,, = n pour toutn € N
et que le coefficient dominant de T, est égal a 2"~ ! pour
toutn € N*.

@ Dans l'expression (2) de T,,, chaque terme est un po-
lynéme de degré

(2k) + (n—2k) =n

donc deg T, < n.
Le coefficient du terme en X™ est égal a

@)= ()

o<psn
P pair
Or (1+1)" = 2" pour toutn € N et (1 —1)" = 0 pour
tout n > 1 (mais pas pour n = 0!). On applique alors la
Formule du bindme a ces deux expressions et on en déduit
par sommation que

()

o<p<n
P pair

pour tout n > 1 (mais pas pour n = 0).
4. Tout d’abord, pour tout entiern > 1,

cosnd =0 & Jke7Z, nezg—l—kn.

D’autre part, pour x € |1, 1[, il existe un unique 6 € ]0, 7t[
tel que x = cos 0 et

Th(x) = T(cosB) = cosnb.
On en déduit que, pour x| < 1,

T
n

cette contrainte sur k € 7Z assurant que

k
Tn(x):O@x:cos< +§) avec 0<k<n,

T km
O< -+ —<m
Zn n
Sur l'intervalle ]0,7t[, la fonction cos est strictement dé-
croissante et donc injective. Aux n angles trouvés corres-
pondent donc n racines distinctes de Ty.

@ Comme deg T, =n, le polynome T,, admet au plus n
racines distinctes. On a donc trouvé toutes les racines de
Ty, elles appartiennent toutes a l'intervalle 10, 7t[ et ce sont
toutes des racines simples (multiplicité = 1).

Le polynome T,, est donc scindé a racines simples et
ses racines sont

T n—k—1)m
e = o83 + %)
pour 0 < k <mn.
5. Pourtout0 <k <3,ona
deg Ty = k.

La famille (Tx)o<k«3 est donc une famille libre (échelonnée
en degré) de quatre vecteurs de IR3[X], espace vectoriel de
dimension quatre : c’est donc une base de R3[X].
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D’apres 2., la matrice de passage de la base canonique | Ona:
a cette nouvelle base est la matrice
U,(x) =0 & sin(n+1)06 =0
10 -1 0 -
01 0 =3 & J1<k<n, 6:—]
00 2 0 Tlebr0 < 6
00 0 4 car0 < 0 < m)
k
<— 31 <k<n, x=cos 71.
6. Comme T, est un polyndme et que n+1

degThp1=n+12>1,
alors U,, est aussi un polyndéme et
deglUpn=Mn+1)—1=n.
On sait que les racines de Ty, ;1 vérifient
—1 <tnpr0<tni1,1 < - <tppin<l.

Pour tout entier 0 < k < mn, la fonction canonique-
ment associée au polyndme Ty, est continue sur le seg-
ment [tny1x, tnt1,k4+1], dérivable sur l'intervalle ouvert
Jtns1,x thg1,k+1[ et prend la méme valeur (égale a 0...)
aux deux extrémités de cet intervalle. D"apres le Théoréme
de Rolle, il existe un réel

thetk <Unk < thnat ks

tel que Uy (unx) =T, 4 (Uunx) =0.

Ainsi, Uy est un polyndme de degré n qui admet au
moins une racine dans chacun des n intervalles et comme
ces 1 intervalles sont deux a deux disjoints, U,, admet au

moins n racines distinctes :
—1 <Uno<Uni1 < - <Upn-1 <

Comme plus haut pour T, on en déduit que le polynéme
U, est scindé a racines simples et que toutes ses racines
sont réelles et se trouvent dans l'intervalle ouvert |—1, 1[.
7. Soitm € N. On sait que

VO eR, Tii1(cosB)=cos(n-+1)6.
En dérivant cette expression, on obtient
(—sin®) - T, (cos0) = —(n+1)sin(n+1)6

et donc

sin(n+1)0
U, (cosB) = ﬁ

Vo< 0<m,
puisque sin ® # 0 sur ]0, 7[.

@ Les deux expressions sont des fonctions paires de 6 :
I'expression de gauche parce que cos est une fonction
paire; 'expression de droite en tant que quotient de deux
fonctions impaires (regle des signes).

Par conséquent, 1'égalité établie sur |0, 7t[ est automa-
tiquement vraie sur l'intervalle symétrique ]—r, O[.
8. DPar 6., on sait que les racines de U, appartiennent a
I'intervalle ]—1, 1[. On raisonne alors comme au 4. avec

x € ]-1,1[ & 0 = Arccosx € ]0, 7.

Comme la fonction cos est injective sur ]0,7[, on a ainsi
trouvé n racines distinctes de U,, dans l'intervalle |—1,1[
et, d’apres 6., on a trouvé toutes les racines de U,,.

9. Soit0 < 0 < . D’apres (5),

Upn.2(cos0)+U (cos )
sin(n + 3)0 4 sin(n + 1)0
sin ©

~ sin(n+2+1)0 +sin(n +2—1)0
sin 0

~ 2sin(n +2)0 - cos©

B sin 0

=2cos0 - Uy, q(cosb).

Avec le méme raisonnement qu’au 1.a. ou au 3., on en dé-
duit que

Vne N, Un+2 = ZXUn_H — Un.

10.a. On procede comme au 2. avec les formules d’addi-
tion :

VO e, cos(n+m)d-+ cos(n—m)d =2cosmbcosnd.
On en déduit que
Vxe[=1,1, Taym(X)+ Taom(x) =2Tm (%) Tn(x)

et donc que le polynome
ZTan - (Tn+m + Tnfm)

est nul puisqu’il admet une infinité de racines distinctes.
10.b. Comme n > 2m, on peut remplacer n par

n—m2>m
dans le résultat précédent :
2T Them = Tn + Tnem)—m
ce qui nous donne
Th = 2Them) T + (—Th—2m).
Et comme n < 3m, on a aussi
degThom =n—2m < m=degTm

(= le degré du reste est strictement inférieur au degré du
diviseur). Le Théoreme sur la division euclidienne nous
assure alors que

Qn,m = ZTnfm et Rn,m = _Tnflm-



