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MP

Composition de Mathématiques
Le 6 octobre 2021 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

R
*

| — Probleme <

On note ici N**, I'ensemble des entiers supérieurs a 2 :
N* =N\ {0;1}.
On rappelle que la fonction ( de Riemann est définie par

1
K

+o00o
VneN™, (n)=)
k=1

1. Par comparaison avec une intégrale, démontrer que

+oo 1 _ 1
S m—=1)2n1"

2. En déduire que

f 1 1
k" n—+too 2T
k=2

puis que la série

¢n) 1
>

est absolument convergente.
On pose maintenant 1 = N** x N** et

1

k I —_—
V(kn) el e

Xk,n =

3. Démontrer que la famille (xx n )k n)ec1 est sommable.

1= On pourra considérer la partition

1:|_|1n

nelN**
oit Iy = {(k,n) € I, k € N**}.
4. Lafamille de terme général

cos(kn)

k I
v (km) €, X

Yk, =

est-elle sommable?

< Il — Probleme <&

On note E, I'espace vectoriel des applications continues de
[—1,1] dans R. Pour tout f € E, on pose

Il = sup [fx)]-
xe[—1,1]

Pour tout n € N, on note By, le sous-espace vectoriel des
applications polynomiales de degré inférieur a n de [—1,1]
dans R. (On confondra les applications polynomiales et

les polyndmes.)

Partie A.

1. On établit dans cette question l'existence et 1'unicité
des polynomes de Tchebychev.

1.a. Pour tout n € N, déterminer un polynéme T,, a
coefficients réels, de degré n, tel que

Polynémes de Tchebychev

VO eR, T.(cosB)=cos(nod). (1)

5" On pourra remarquer que cosm® est la partie réelle de
(cos O +1isin®)™.

1.b. Démontrer qu’il n’existe qu'un seul polynéme T,
vérifiant la propriété (1) : on I'appelle le n-iéme polynéme
de Tchebychev (de premiére espéece).

2. Vérifier que

Vxel[-1,1], Ti(x)=cos(nArccosx). (2)

Cette identité est-elle vraie sur R?
3.a. Démontrer que

Vx € [_1) 1]) Tht2 (X) =2xTh1(x) — Tn(x)-

15" On pourra calculer Ty (x) 4+ Th2(x).

3.b. Expliciter les polyndmes Ty, T, T, et Ts.

3.c. Calculer le coefficient dominant de T,,.

4. Dans cette question, on détermine les racines et les ex-
trema du polynéme T, pour n > 1. Pour tout 0 < k < n,
on pose

(2k+ )7

0, —
K 2n

k7t
et cx =cos—.
n

” Les réels cy, 0 < k < n, sont appelés les points de Tcheby-
chev.
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4.a. Démontrer que

n—1
Vxel=1,1, Ta(x)=2""]](x—cosby).
k=0

4.b. Calculer || T, ||, puis démontrer que

vo<k<n, [Tale] = Tnlls
et que
Vo<k<n, Talckrr)=—Tnlck).
4.c. Dessiner le graphe de T; et préciser les réels cy, c1,

¢y et c3 sur la figure.

Partie B.
dratique

Polynéme de meilleure approximation qua-

Nous allons maintenant définir une norme eucli-
dienne sur E.

5.a. Démontrer que, pour tout h € E, l'intégrale
us
J h(cost) dt
0
existe.
5.b. Soit h € E, une fonction positive telle que

J h(cost)dt =0.
0

Démontrer que h est la fonction nulle.
5.c.  Démontrer que l'application

(f,g)— (flg) —J:f(cost)g(cost) dt

est un produit scalaire sur E.

” On notera ||-||,, la norme euclidienne associée a ce produit
scalaire.

6. Calculer (T, |Ty) en discutant sur les valeurs de m
et n. En déduire que, pour tout n € NN, la famille

(TOaTla---aTn)

est une base orthogonale de E,,.

Dans la suite de cette partie, f est un élément fixé de E; n est
un entier naturel donné. On pose

d2(f, En) = QiélEfn It —Qll;

ainsi que

tn(f) = i M

L.
=0 Il

7. Justifier I'existence du réel d; (f, E,,).

8. Justifier que tn (f) € En, et calculer ||t (f) Hi

9. Démontrer que f — t,,(f) est orthogonal a E,,, c’est-a-
dire

Vgekn (f—tu(f)|g) =0.

10. En déduire que la série

(fITy)?
2 ¥k

est convergente.
11. Démontrer que

T pRLI

dZ(f)ETL) = 2
o [ITell2

On peut démontrer que

—+o0 2
2 T
o=y A

.
o Tkl

< I1l — Probléme <&

Soit (un)nen, une suite de réels strictement positifs
qui tend vers 0 en décroissant. On suppose de plus que

VneN, Upi2—Unti = Uni1 —Un

et que

. Un+1
lim =1.
n—-+oo un

La série alternée ) (—1)"u, est donc convergente et on
étudie ici son reste :

VyneN, R,= Z (—1)*uy.

1. Vérifier que

VneNN, [Rul+I[Rnp1l=1un.

2. Vérifier que, pour toutn € NN,

+oo
Rl = Rnpal =) (1P (Unyp —Unipi1).
p=0

En déduire la monotonie de la suite (|Rn|)nen-
3. Démontrer que

uw Un—1
Vn}], %g‘Rn‘g 712
4. En déduire que
u
N

lorsque n tend vers +oo.
5. Application : déterminer un équivalent de

lorsque n tend vers +oo.



MP Composition du 6 octobre 2021

# Deux familles sommables

-

est continue et décroissante sur (2, +oo[. Par conséquent
(FIGURE!!),

Solution |

1. La fonction

Or, pour tout entier N > 3,

JN dt { —1 }N 1
e < —*|
5 tn m-—1t1l2 = (n—1)2n"1

On en déduit que

1

o1t ®)

an\

ot le majorant est indépendant de N.
Comme Z 7w est une série de Riemann convergente
(puisque n > 2), on peut passer a la limite dans (3) et en

déduire que
Z kn S

2. D’apres la question précédente,

vn an\

On en déduit que

1
2711

_]an

+00
5 om0l =)

et donc que

an:

k]Tl n—+oo 21“ + O(ZLH)

1

T\.—Tjroo n’
@ D’apres ce qui précede,
-1 11 1
n __]; k" n—+too (2“)

Or la série (géométrique!) 3 5 est absolument conver-
gente. D’apres le Théoréme de comparaison, la série

() —1
Y

est absolument convergente.
3. Pour tout n € N**, la sous-famille

(Xk,n) (k,n) €10

est sommable car

VY (k,n) € I,

et la série )_ k1—n est une série de Riemann convergente
(d’exposant n > 2).
On peut donc poser, pour tout n € N**,

1T <1 n)—1
Sn = Z Xk‘n_E.Zk_n_T.
(k,n)€Eln k=2

D’apres [2.], la série (de terme général positif) > sn
est convergente. On peut alors déduire du (premier) Théo-
réme de Fubini que la famille (xi n)(k,n)e1 est sommable.
4. Pour tout (k,n) € I, il est clair que

|yk n| Xk,n-

Comme la famille (xixn)(k,n)er est sommable, on peut
déduire du Théoreme de comparaison que la famille
(Yk,n) (k,n)e1 est sommable.

Solution Il % Utilisation des polynémes de
Tchebychev en analyse
Partie A. Polynémes de Tchebychev

1.a. D’apresla Formule du bindme,

n — (el — (cosO +isinO)™

n
= Z (n) cos™ PO -1iP .sinP 0.
p=0 P

Pour tout entier p impair, le complexe iP est un imaginaire
pur. Par conséquent,

e

cosnd = Re(e™?)

= Z (;) cos™ PO-iPsinP O

0<p<n
P pair
= Z ™) cos™ 2k g . (—1) - (sin? 0)¥
2k
0<k<n/2
(p =2k
= Z n cos™ 2% 0 (cos? 0 — 1)k
2k
0<k<n/2

car —sin? 0 = cos2 0 — 1.
Le polynéme

To= ) (21) (X2 = 1)*X™ 2 € RIX]
og<k<n/2

vérifie donc la relation (1); son degré est inférieur a n
(puisque chaque terme de la somme est un polynéme de
degré n). Comme le coefficient de X™ est égal a

> <;<) > 0,

ogk<n/2
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le degré de T,, est bien égal a n.
1.b. S'il existait deux polynémes S, et T, tels que

VO eR, Sn(cosO)=T,(cosB)=cosnd,

alors on aurait

Vxel[-1,1, Sp(x)—Ta(x)=0
(puisque cos réalise une surjection de R sur [—1, 1]). Le po-
lynéme S, — Ty, aurait donc une infinité de racines et ce
serait le polynome nul, donc S, = Th,.

I n’existe donc qu'un seul polynéme T, vérifiant la
propriété (1).
2. Pour tout x € [—1,1], on peut poser 6 = Arccosx € R
et on sait alors que

cos 0 =x.

On déduit de (1) que
Th(x) = T(cos0) = cos n = cos(n Arccos x).

aa Cette identité n’a pas de sens pour x ¢ [—1,1],
puisque la fonction Arccos n’est définie que sur [—1, 1]!
3.a. Soit x € [—1,1]. Il existe donc 8 € R tel que x =
cos 0. On sait que, pour tout 0 € IR,

2cos(n+1)0-cos® =cos(n+1+1)0 +cos(n+1—1)0
(formules d’addition) c’est-a-dire
2x - T (x) = Tag2(x) + T (x)

d’apres (2).
@ On peut en déduire que

VnelN, Tio2=2XTi1—Th

puisque l'intervalle [—1, 1] est une partie infinie de RR.

3.b. Soit en utilisant la formule trouvée au [1.a.], soit en
exploitant la relation de récurrence établie a la question
précédente, on trouve To =1, T; = Xet

T, = (é) ~x2+<§> S(X2=1)=2X* -1

T3 = (g) X3 4 G) (X2 —1)X =4X3 - 3X.

3.c.  Si le coefficient dominant de Ty est égal a 1, il est
clair que le coefficient dominant de T,, est égal a 2™~ ' pour
1<n<3.

HR : on suppose qu’il existe un entier n € N tel que
le coefficient dominant de T,,1 soit égal a 2™.

D’apres la relation de récurrence du [3.a.],

Tn+2 = ZXTTH—] - Tn-

Or degT,, = n et deg(2XTn+1) = n + 2 (d’apres [1.a.]),
donc le coefficient dominant de T,, > est aussi le coefficient
dominant de 2XT, .1, cest-a-dire 2.2™ = 2"+1.

Comme HR est vérifiée, on 'a dit, pour n = 0, on en
déduit qu’elle est vraie pour tout n € IN : le coefficient do-
minant de T,, est égala 2"~ ! pour tout entiern > 1 (et égal
alpourn =0).

4.a. Soit0 < k < n.(Onest prié de remarquer l'inégalité
stricte.) Pour x = cos 0, on a

Arccosx = 0y

puisque 0 < 0y < 7t (ce n’est pas vrai pour k =n...).
D’apres (2),
Th(x) = cos(n Arccos x) = cos(n6y)
T
= Cos<k7t+ —) =0.
2
Pour 0 < k < n, on a n angles 0y distincts dans l'inter-
valle [0, 7], sur lequel la fonction cos est strictement dé-
croissante (et donc injective). Par conséquent, les abscisses
cos0, 0 < k < n, sont deux a deux distinctes et on a
trouvé n racines distinctes pour le polyndme T,,.
Or deg T, = m par [1.a.], donc le polyndme T, est
scindé a racines simples et comme son coefficient domi-

nant est égal a -l d’apres [3.c.] (puisque n > 1), on en
déduit que

yn>1, To=2"" J] (X—cos6y)

0<k<n
et en particulier
n—1
Vxel=1,1, Ta(x)=2""]](x—cosby).
k=0
4.b. Pourtoutx € [-1,1],ona
T (x)] 5 |cos(n Arccosx)| < 1

donc [Ty, < 1.
Mais Pour x = 1, on a Arccosx = 0 et donc

T.(1) =cos(n-0) =1

donc ||Tn|[, = 1.
a Pour 0 < k < n, toujours d’apres (2),

Tnlek) = COS(n : k—n) = cos(km) = (—1)*
n

puisque 0 < krt/n < 7.
On en déduit d"une part que
vo<k<n, [Tule)|=1=Tul

et d’autre part que

VO<k<m, Tafeer) = (=D =—(=1)" = —Tu(ex).
4.c. Pourn =3, onacy =1,¢1 =1/, ¢c2 = =) et
c3 = —1. D’apres la question précédente, la restriction de

la fonction T3 au segment [—1, 1] atteint un extremum aux
abscisses cx, 0 < k < 3. Comme les abscisses ¢y et c; ap-
partiennent a 'intervalle ouvert |—1, 1[, le graphe de T3 ad-
met une tangente horizontale en ces points.
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Partie B. Polynéme de meilleure approximation qua-
dratique
5.a. Comme cos : [0,71] — [—1,1] est continue et que h

est continue sur [—1, 1], la fonction [t — h(cos t)] est conti-
nue sur le segment [0, 71}, donc I'intégrale

us
J h(cost) dt
0
existe.

5.b. D’apres ce qui précede, la fonction [t — h(cos t)] est
continue et positive sur un segment [a,b] avec a # b.
Comme son intégrale sur ce segment est nulle, on en dé-
duit que

Vte[0,n], h(cost) =0

et donc que

Vxe[-1,1], h(x)=0

(puisque I'image de [0, 1] par cos est le segment [—1, 1]).
5.c. D’apres [5.a.], l'intégrale (f|g) est bien définie
pour tout f € E et tout g € E. On a donc bien défini une
application de E x E dans R.

Il est clair que cette application est symétrique.

Par linéarité de l'intégrale, cette application est bili-
néaire sur £ x E.

Par positivité de l'intégrale (les bornes sont dans
'ordre croissant), cette application est positive :

s

VfeE, (f|f) :J f2(cost) dt > 0.

0

D’apres [5.b.], cette application est méme définie positive.
11 s’agit donc bien d"un produit scalaire sur E.

6. Soient 0 < m < n. D'apres la définition du produit

scalaire et (1),

(T | ) :J cos mt cosnt dt.

0

Premier cas:sim =n =0, alors (Ty|Tp) = .
Second cas:sim =n > 1, alors

1+ cos2nt

2
cos"nt =
2

vVtelR,

etdonc (T, | Ty ) = 5.
Dernier cas:si 0 < m < n, alors

cos(m+n)t + cos(m —n)t
2

etcommem+n#Oetm—n#0,alors (T, | T,,) =0.

@ D’apres ce dernier cas, la famille (T )o<k<n est ortho-
gonale. D’apres [1.a.], elle est constituée de (n + 1) vec-
teurs non nuls de E, (c’est donc une famille libre) et comme
dim E,, =n + 1, il s’agit d’'une base de E,,.

La famille (Ty)ogk<n est donc bien une base orthogo-

nale de E,,.
7. Comme E, contient en particulier Q = 0, 'ensemble

{If=Qll;, feEn}

est une partie non vide de R (elle contient |/f||,), minorée
par 0. Cette partie admet donc une borne inférieure réelle
(Axiome de la borne supérieure).
8. Onsait que E,, est un espace vectoriel et t,, (f) est une
combinaison linéaire des polyndémes Ty, ..., T, qui appar-
tiennent tous a E,, d’apres [1.a.] Par conséquent, t,, (f) est
bien un vecteur de E,.

@ Comme lesvecteurs Ty, ..., Ty, ..., T, sont deux a deux
orthogonaux par [6.], on déduit du théoréme de Pythagore
que

L (T |f)2 o
TCI e L Ay o o

4
k=0 ||Tk||2 k=0

VteR, cosmtcosnt=

(Tl )2
B
9. D’apres [6.], la famille (T;)o<ign est une base de E,.

Par conséquent, f — t,(f) est orthogonal a E,, si, et seule-
ment si,

Vo<isn, (f—ta(f)|Ti) =0
c’est-a-dire
vo<i<n, (fITy) = (ta(f)|Ti).
Mais on a aussi démontré que (Ti|Ti) = 0 pour tout
i# k, donc
e (Tlf)
(ta(f)|Ti) =) S (T T)
k=0 HTkHZ
(Tilf)
= (Tl T) = (Tilf).
[

Donc f — ty, (f) est orthogonal a E,,.

REMARQUE.— On vient de démontrer que t,(f) était le
projeté orthogonal de f sur E,.

10. D’apres [8.], t,,(f) appartient a E,. On peut alors dé-
duire de [9.] que t,,(f) et f — t,, (f) sont orthogonaux. Or

f=[f—tn(f)] + [ta()]
et d’apres le Théoreme de Pythagore,
112 =11t = taO)> + en (O3 > [fen(O)]-

La série

(f]Tic)?
2 I Tll3
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est une série de terme général positif et, d’apres [8.] et
I'inégalité précédente, ses sommes partielles sont majorées

par Hf||§ Par conséquent, cette série est convergente.
11. Soit Q € E,. Alors

f— Q= [f—ta(f)]+[tn(f) — Q]

ot les vecteurs f — t,, (f) et tn (f) — Q sont orthogonaux (le
premier est orthogonal au sous-espace En, le second est
une combinaison linéaire de vecteurs de E,). D’apres le
Théoreme de Pythagore,

£ = QI3 = [If = ta (D3 + [lta(h) Q]|
> [F =l

On a trouvé un minorant de ||f — Q||, indépendant de Q.
Mieux! Ce minorant est égal a ||f — Q||, pour Q = tn(f) :
il s’agit donc en fait du minimum. Ainsi

d2(f, En) = [|[f — ta ()],

On a vu a la question précédente que

1= ta(O]I% = 1912 — ([t (]2
etau [8.] que

(| Tic)?2
| Toell2

5= 3

k=0

Par conséquent,

n 2
I -y AT

da(f, En) = 2
o IITll2
Solution Il % Reste d'une série alternée

1. Comme la série Y} (—1)"u, vérifie les hypotheses du
critére spécial des séries alternées, on sait que le reste Ry,
est du signe du premier terme négligé. Comme les uy sont
tous strictement positifs, le réel R,, est du signe de (—1)™.

Vne ]N) |Rn| = (_])an- (4)

@ Par conséquent, pour toutn € N,

|Rn| + ‘Rn+1| = (_] )H(Rn - Rn+1)
= (D™= "un] = un.

2. Dapres (4), pour toutn € N,

|Rn‘ - ‘Rn+1| = (_1)n(Rn + Rn+1)
“+oo “+oo
_ Z(_])n+kuk+ Z (_1)n+kuk

i
3

k=n-+1

+oo
1Punsp + Y (CDP Ui
p=0

I
Mz

he]
Il
)

en effectuant les changements d’indice k = n+p (premiére
somme) et k = n + p + 1 (deuxieme somme). Par linéarité
de X, on en déduit enfin que

+o0o

IRnl = [Rni1| = Z (=P (un+p - un+p+1) 5)
p=0

pour tout n € N.
@ Comme la suite (un )nen tend vers 0, alors la suite de
terme général
Un+p — Untpt1
tend vers 0 lorsque p tend vers +o0 et cette suite est dé-
croissante puisque

0< Ug+1 —Ug+2 < Ug — Ug+]

pour tout q € N et en particulier pour g =n + p.

On peut alors déduire de (5) que |Rn| — [Rn41] est
la somme d’une série alternée qui vérifie les hypotheses
du critere spécial et donc qu’elle est du signe du premier
terme. Or

(_1)O(Un+o — Unt140) =Un —Uny1 =0,

donc
VTlEN, ‘Rn|_|Rn+1‘ 20

La suite (|Rn|)nen est donc une suite décroissante.

REMARQUE.— En tant que suite des restes d'une série
convergente, la suite (|[Rn|)nen tend vers 0. D’apres (4), la
série ) Ry, vérifie donc les hypotheses du critere spécial
des séries alternées.

3. Daprés[1.]et[2],

Vn>1, un_1 =[Ra1l+IRnl = 2IR4|

et u, = |Rn| + ‘Rn+1| < Z‘Rn‘
donc u W
Vyn>1, 7" < IRl < “2*

4. Par hypothese, u,_1/u, tend vers 1 lorsque n tend
vers +oo et R, = (—1)"|Ry,| d’apres (4). On peut alors dé-
duire de I'encadrement précédent que

u
Ru~ (1)
lorsque n tend vers +oo.
5. Pour toutn > 1, on pose
_ nn

Up = —.
n
a La suite de terme général u,, tend évidemment vers 0
et le quotient un41/un tend vers 1 car

Uner M+ 1 nn

Un n Bnn—l—ﬂn(]-i—%)'

w L'étude de la fonction f = [x — %] montre qu’elle
est croissante sur ]0,e] et décroissante sur [e,+ool. Par
conséquent, seule la suite extraite (un)n>3 tend vers 0 en
décroissant.

a Remarquons enfin que 'inégalité

Uni2 —Ungl 2 Ungp] — Un
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équivaut a
Un + Un42
Un+1 < -

ou encore (avec les notations ci-dessus) a

n+mn+2) f(n) +f(n+2)

f( )<
2 2

Il suffit donc que la fonction f soit convexe pour que
cette inégalité soit vérifiée. Le calcul de la dérivée se-
conde montre que la fonction f est concave sur |0, e3/2]
et convexe sur [e3/%, 400/

@ Comme e3/2 = 4,5, la suite extraite (1, )n>5 vérifie
toutes les hypotheses faites au début du sujet, mais pas la
suite (Un)n>1 @ cela n’a aucune importance puisqu’on ne
s’intéresse qu’au comportement asymptotique de la suite!

On peut donc en conclure que

nn

an ~ (1)

lorsque n tend vers +oo.



