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MP

Composition de Mathématiques
Le ler décembre 2021 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

R
*

| — Probleme <

Les trois parties de ce probleme sont complément
indépendantes.

Partie A. Coefficients de Fourier

1.a. Donner un exemple de série divergente ) u, telle
que la série Y~ uZ soit convergente.

1.b. On consideére cette fois une série absolument con-
vergente > un. Démontrer qu’il existe un entier ng tel que

vn = no, ‘un|2 < g

et en déduire que la série Y uZ est absolument conver-
gente.

1.c. Donner un exemple de série convergente >, telle
que la série )~ u2 soit divergente.

2. Dans cette question, on considere une fonction

00,21 - R
de classe €', telle que f(0) = f(27) et on pose

] 27
VneN, c,= ﬂj f(t)e 't dt,
] 27
— J f(t)e "t dt.
T 2n 0
2.a. Démontrer que
—id
Vyn>1, Cn = n
n
2.b. En déduire que la série ) c2 est convergente.
2.c. Démontrer que
T ldnl?
Vn>1, |Cn|<m+ )

2.d. Enadmettant que la série y_ d2 soit absolument con-
vergente (Théoreme de Bessel), démontrer que la série
> cn est absolument convergente.

3. On conserve les notations de la question précédente
et on considere maintenant la fonction

f=[t—t2r—1)].

3.a. Tracer le graphe de f.
3.b. Vérifier que

2 Zm

Vn e N7, J e Mtdt=

o n
3.c. En déduire que la série }_ cn est absolument con-
vergente.

Partie B. Transformée de Fourier

Soit f, une fonction intégrable sur R ;.. Pour tout entier
n > 1, on pose

+oo
Uy = J f(t)e /™ dt.
0

4. Démontrer que la suite (un)n>1 est bien définie.
5. Démontrer que la suite (un)n>1 est bornée.

6. Démontrer que la suite (un)n>1 converge. (On préci-
sera sa limite.)

Partie C.

Soit f, une fonction continue et bornée sur R. . Pour
toutn € N, on pose

Transformée de Laplace

+oo
Vn = J f(t)e ™t dt.
0

7. Lasuite (vn)nen est-elle bien définie?

8. Démontrer que la suite (v,,) est bornée.

9. Démontrer que la suite de terme général w,, = nvy
converge vers f(0).

<& Il — Probléeme <

On note [, l'intervalle [1,+o0[ et E, 'espace vectoriel
réel des fonctions continues et bornées sur I. On fixe un
réel a strictement positif et, pour toute fonction f € E, on
définit la fonction U(f) : I — R par

+o0

vxel, Uf)(x)= e“XJ e otf(t) dt

X

ainsi que la quantité

1]l = sup [F(x)],

xel

dite norme uniforme de f sur .
1. Soitf € E.

1.a. Démontrer que la fonction U(f) est bien définie sur
l'intervalle I, puis qu’elle est de classe ¢! sur 1.

1.b. Démontrer que U(f) est 'unique solution de I'équa-
tion différentielle

—f(x)

y'(x) —ay(x) = (Ef)

qui soit bornée sur I.
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2.  Démontrer que U est un endomorphisme de E et que
1
vEeE (UM, < Sl
Cet endomorphisme est-il injectif?

Partie A. Comportement de U sur des sous-espaces
vectoriels de dimension finie

3. Pour tout k € R, on considere la fonction fy définie
par

Vxel, fi(x)=e <~
3.a. Calculer U(fy).
3.b. Soit A € R tel que 0 < aA < 1. Démontrer que le

sous-espace Ker(U — Alg) nest pas réduit au vecteur nul.
Quelle est sa dimension ?

3.c.  Expliciter U™ (fi) pour tout n € N* et tout k € R .
En déduire la limite de U™ (fy)(x) lorsque n tend vers +oo.
4. Dans cette question, on suppose que a = 1.

4.a. Soit P = Vect(sin, cos). Démontrer qu’il existe un
endomorphisme Up de P tel que

Ve eP, Uple)=U(p).

4.b. Expliciter la matrice M qui représente Up dans la
base (sin, cos).

4.c. Calculer M™ pour toutn € N et en déduire la limite
de M™ lorsque 1 tend vers +oo.

5. Pour tout entier n € N, on pose

on = [t e "t

5.a.
libre.
5.b. Etablir une relation entre @, U(@y ) et U(@n_1) va-
lable pour tout n € N*.
5.c.  En déduire que, pour tout entier p € N, le sous-
espace vectoriel F, engendré par g, @1, ..., @, est stable
par U.

On note T, la matrice de I'endomorphisme induit par
restriction de U a F; relative a la base (@o, @1, ©2).
5.d. Lamatrice T est-elle diagonalisable?
5.e. Calculer le polynéme minimal de T.
5.f.  Calculer T™ pour tout n € N et en déduire la limite
de T™ lorsque n tend vers +oo.

Démontrer que la famille (@ )nen est une famille

Partie B.
6. Soit f € E. Démontrer que

X n!

Propriétés analytiques de U

urtf(x) =e e te(t) dt

pour toutn € N et tout x € I.

7. Soit f € E, une fonction de classe €' dont la dérivée
f’ est bornée sur I (de telle sorte que f’ € E). Démontrer
que

8. Soitf e E.
8.a. Démontrer que

+oo
vxel, Uf)(x)= J e f(x +t)dt.

8.b. En déduire que

vxel, [Uf))] <u(fl)x).

8.c.  Onsuppose que f € E est une fonction décroissante
avaleurs positives. Démontrer que U(f) est aussi une fonc-
tion décroissante a valeurs positives et que

Vxel, alU(f)(x)<f(x).
Partie C. Etude asymptotique de U(f)
Soient x : I — Retf : I — IR, deux applications

continues, 'application 3 étant strictement positive et in-
tégrable sur 1.

9. Soit f € E, admettant une limite b € R au voisinage
de +o0o0. Démontrer que U(f) admet une limite au voisi-
nage de +oo et préciser la valeur de cette limite.

1= On pourra commencer par traiter le cas oit b = 0.

10. Pour tout w > 0, on pose
1
Jo = t»—)t—w et hy =U(gw)-
10.a. Démontrer que
1 w
Vxel, hg(x)= ng(x) - Ehw+1 (x)

et en déduire que

lorsque x tend vers +oo.
10.b. On suppose que f(x) ~ g (x) lorsque x tend vers
-+o00. Démontrer que

1
U(f)(x) ~ —F(x)
a
lorsque x tend vers +oo.
11.a. Soit u € R. Démontrer qu’il existe un réel C > 0 tel
que

n k n+1
" u [ul
¥neN, ‘e Y Wl
k=0
En déduire que
+oo
YueR, e“= u_'
k=0

11.b. Démontrer que

* eat & (—a)k(xk—1)
dt=¢ —
L t nx+1; k. k!

pour tout x € L.
11.c. En déduire qu’il existe une constante K > 0 telle
que

+

8

(=D*x*—1)
k- k!

e—X

=—Ix+K-— + o(e % /x)

=~
Il

lorsque x tend vers +oo.
11.d. Comment préciser le développement asymptotique
précédent?
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Solution I % Calcul intégral

Partie A. Coefficients de Fourier
1

l.a. La série harmonique ) . est divergente, tandis
que la série de Riemann ) % est convergente (cours).
1.b. Comme la série ) u, est absolument convergente,
son terme général u,, tend vers 0, donc (en prenant ¢ =
1 > 0 dans la définition) il existe un rang ny € N tel que

Vn>mng, u,—0<1

et donc tel que

Vn>mno, A< ugl

Par hypothese, la série }_[u,| est convergente. Par compa-
raison, la série de terme général positif 3 |u2| est elle aussi
convergente, ce qui signifie que la série } u, est absolu-
ment convergente.

l.c. La série ) (:/1{)“ est convergente (Critére spécial
des séries alternées), tandis que la série harmonique L
est divergente.

REMARQUE.— D’aprés [1.b.], pour trouver un contre-
exemple, il faut choisir une série semi-convergente : c’est
pour cette raison qu’on a choisi une série alternée.

2.a. Comme la fonction f est de classe ¢!, on peut in-
tégrer par parties (on integre ici sur un segment). Comme
f(0) = f(2m),

- =0.
—in

r(t)e—int } 27
0
On en déduit que

27 . 1 27 .
J f(t)e "™ dt = — J f'(t)e ™t dt
0 m Jo

et donc que
—id
Vn >, Cn = o,
n

2.b. La fonction f’ est continue sur le segment [0, 27,
donc elle est bornée :

Vielo,2n, |f/(e ™ = |f'(t)] < ..

On en déduit (Inégalité de la moyenne) que

-] 27‘[ X
dn| < —J [t/(te ™ dt < [If']
27 ),

1
mn
+oo d’apres [2.a.] Par conséquent,

4 =o(%)

lorsque n tend vers +oo et, par comparaison a une série de

Riemann, la série 3 c2 est absolument convergente.
Comme la convergence absolue implique la conver-

gence (pour les séries complexes au moins), on en déduit

que la série )~ c2 est convergente.

2.c. D’apres[2.a.],

pour tout n € N et que ¢, = O(=-) lorsque n tend vers

2|dx|
Z‘Cn‘ = nn .

vyn>1,

Or, pour toutn > 1,
0< (lanl = =) = ldnl? + = = 2lca|

donc on a bien :

|dn|?

1
Vﬂ.}], m+ 7

lenl <

2.d. La série de Riemann }_ % et, d’apres I'énoncé, la
série Y |dn|? convergent. On peut donc appliquer le Théo-
réme de comparaison pour les séries de terme général po-
sitif a I'inégalité établie ci-dessus. Cela prouve que la série
> len| est convergente, c’est-a-dire que la série ) c, est
absolument convergente.

3.a. Ftude sans difficulté. Il est intéressant de mettre en
évidence I'axe de symétrie et les tangentes aux deux extré-
mités du graphe.

o 2 £

|
|
|
|
0 T 2T

REMARQUE.— On rappelle qu'un graphe doit étre lisible
et légendé...
3.b. Il suffit d’intégrer par parties en remarquant que

27 )
J e Mtdt=0.
0

3.c.  Onreprend les notations utilisées plus haut :

Vtelo,2n], f'(t)=2m—2t.

D’apres la question précédente,

_-2i

Vyn>1, dn=

et d’apres [2.a.] (puisque la fonction f est de classe €' et
que f(0) = f(2m)),

Comme ¢, = (9(#), la série Y ¢y est bien absolument
convergente.

Partie B. Transformée de Fourier

4. L’intégrande
[t - f(t)e‘it/“}

est le produit de la fonction f, intégrable sur Ry par hypo-
theése, et d’une fonction continue et bornée sur R.;. Cette
fonction est donc intégrable sur R.;, ce qui prouve que la
suite (Un )n>1 est bien définie.
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5. Soitn > 1. Pour toutt € Ry,
[f(t)e /™| = |f(1)]

et comme la fonction f est intégrable sur R (par hypo-
these), on déduit de 1'Inégalité de la moyenne que

+o0 +o0

lun| < J [f(t)e '/™| dt :J |f(t)] dt.
0 0

Comme le majorant est indépendant de n € N¥, cela

prouve que la suite (un )n>1 est bornée.

6. D’apres [4.], les fonctions

Pn = [t — f(t)e /M

sont intégrables sur IR.. D’autre part, pour tout t € Ry (y
compris pour t = 0),

it/ 0 1

lim e =e’ =

n—-+oo
donc la suite de fonctions (@n)n>1 converge simplement
sur R, vers la fonction f. Enfin, comme on vient de le voir
en [5.], la convergence est dominée :

Vn>1,VteRy, |on(t)]<[f(H)].

D’apres le Théoreme de convergence dominée, la suite
(Un)n>1 est convergente et

+oo . +oo
J f(t)e /mdt —— J f(t) dt.

0 n—+oo 0
Partie C.
7. Pour n = 0, la fonction f est continue et bornée sur
R, , doncil n'y a aucune raison d’imaginer qu’elle soit in-

tégrable sur R.,.
Mais, pourn > 1,

Transformée de Laplace

VteRy, [f(le™|<|fll et

et comme [t — e '] est intégrable sur R (fonction de ré-
férence), on conclut que

[t f(t)e ™

est intégrable sur R, . Ainsi l'intégrale v,, est bien définie
pour n > 1 (et seulement pour n > 1 en général).
8. Enintégrant la majoration établie au [7.], on obtient

“+o0
Vn>1, |vl< J [f(t)e ™| dt
0
+oo
—t
< anoojo e tdt = |f]..

Le majorant étant indépendant de n, cela prouve que la
suite (Vn)n>1 est bornée.
9. Soitn > 1. D’apres [7.], la fonction

[t — f(t)ne ]
est intégrable sur R.;. Le changement de variable affine

u=nt

prouve alors que la fonction

o= (2)e]

est elle aussi intégrable sur R et que

+oo +oo
J on(u)du= J f(t)e "'ndt = wy.
0 0

Pour tout u € R4, le quotient ¥/, tend vers 0 lorsque
n tend vers +o0o. Comme f est continue en 0, le Théoreme
de composition des limites montre que

on(u) — f(0)e ™.
n—-+oo

Enfin, comme f est bornée, il est clair que

VueR, V=1, [en)] < |fl, e ™

Le majorant est indépendant de I'indice n et intégrable sur
R en tant que fonction de u (fonction intégrable de réfé-
rence). On vient ainsi d’établir que la convergence est do-
minée et par conséquent,

J+OO on(uw)du — J+m f(0)e ™ du

REMARQUE.— En particulier, cela prouve que la suite
(Vn)nz1 converge vers 0 (ce qui est plus précis que le ré-
sultat du [8.]).

Solution Il % Solutions bornées d’une
équation différentielle

1.a. La fonction f est continue sur I = [1,+o0o[, donc la
fonction
Fo = [t f(t)e ']

est continue sur I. D’autre part, f est bornée sur I, donc
f(t)e ** =0(e Y

au voisinage de +oo, donc la fonction F, est intégrable sur
I et, par restriction, elle est intégrable sur [x, +oo[ pour tout
x € L. La fonction U(f) est donc bien définie sur 1.

@ Comme F, est continue sur I = [1, +oo], alors la fonc-

tion .
[x — J Fa(t) dt}

1

est une primitive sur I de la fonction F, et donc, en par-
ticulier, une fonction de classe €' sur I (théoréme fonda-
mental du calcul intégral).

D’apres la relation de Chasles,

+oo X

Fo(t) dt

vxel, Uf)(x)= ea"J
1

Fo(t) dt — e J
1
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ce qui montre que U(f) est une fonction de classe ! sur I
et que, pour tout x € [,

1.b. On a montré a la question précédente que U(f) est
une solution sur I de I'équation différentielle (E¢).

@ Comme la fonction F, est intégrable sur I, on déduit
de I'inégalité de la moyenne que

+o0

vxel, [Uf)x)]< ea"J le”*f(t)] dt.

X

La fonction f est bornée sur I et la borne supérieure est un
majorant, donc

Vtel, [f(t)| <|flly

et par conséquent,

vtel, |e “'f(t)| <], e "

Par positivité de l'intégrale,

+oo

b

f
vxel, (UM <IIfly e‘”‘J et -] l‘loo
X

donc la fonction U(f) est bornée sur I et, par passage au
sup,

1
Jull, < 20l

@ Soit V(f), une solution de (E¢) bornée sur 1. Alors
U(f) —V(f) est une fonction bornée sur I qui vérifie 1'équa-
tion homogene

Vxel, y'(x)—ay(x)=0.
La solution générale de 1'équation homogene ayant pour

expression
Yy (x) = Aeax)

on en déduit que A = 0 et donc que V(f) = U(f).

@ La fonction U(f) est donc bien l'unique solution de
I'équation (E¢) qui soit bornée sur I.

2. Lapplication U(f) est bien définie pour tout f € E,
continue (car de classe ¢') et bornée sur I d’apres 1.b.,
donc elle appartient a E.

La linéarité de U est une conséquence directe de la li-
néarité de l'intégrale sur 1'espace des fonctions intégrables
sur [.

L’application U est donc un endomorphisme de E.

@ Si U(f) est 'application nulle, I'équation (E¢) admet
une solution identiquement nulle sur I, donc f est identi-
quement nulle sur I. 'endomorphisme U est donc injectif.
Remarque. Il existe évidemment des applications f continues
et bornées sur 1 qui ne sont pas de classe ¢, donc U n’est pas
surjectif.

Partie A. Comportement de U sur des sous-espaces
vectoriels de dimension finie

3.a. Ilestclair que fx est continue et bornée sur I et donc
que fx € E. On vérifie que

1
a+k

U(fy) = fi.

3.b. Pour tout réel A tel que

1

O0<A<L —,

a

il existe un, et un seul, réel k € R tel que
1

a+k

(il s’agit de k = (1 — aA)/A) et la fonction fy appartient a
Ker(U — Alg), qui n’est donc pas réduit au vecteur nul.
Réciproquement, si f € E appartient a Ker(U — Alg),
alors U(f) = Af et
Vx el Af(x) —arf(x) = —f(x)

d’apres (E¢). On en déduit que

1—aA
vxel f'(x)+ }\a f(x) =0
et donc que f est proportionnelle a fy pour
1—aA
k= .
A

Par conséquent, dim Ker(U —Alg) = 1 pour tout réel A tel
que0<aA < 1.

3.c. Puisque
1

a+k
une récurrence immédiate montre que

L
(a+Kkm

U(fy) = i,

Vne }N*, un(fy) = fr.
a Par conséquent, lorsque n tend vers +oo, la quantité
U™ (fy)(x) tend
— vers0Osik>1—aq;
— vers fi(x) =el@ xsik=1—aq;
— vers+oosi0<k<1—a.

4.a. Pourtouta >0ettoutx >1,

J'+°° eli—a)t gy — e” “*[acosx —sinx + i(cosx + asinx)].
a?+1

X

En particulier, pour a =1,

- sin + cos —sin 4+ cos
2 2 ’

donc le plan P = Vect(sin, cos) est stable par U et Up est
I'endomorphisme de P induit par restriction de UL
Remarque. D’apres 1.b., la fonction U(cos) (resp. U(sin)) est
une solution particuliére bornée de (Beos) (resp. de (Bgin)) et une
telle solution, d’apres le cours de Premiére année, est une combi-
naison linéaire de cos et de sin — combinaison linéaire qu’il est
facile d’expliciter pour exprimer U(cos) et U(sin).

U(sin) et U(cos) =
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4.b.
M — 1/1 =1\ _ 1 (cos® —sin®
“2\1 1) /2\sin® cos6

avec 0 = /4.

4.c. Les puissances d"une matrice de rotation plane sont
évidentes a calculer. Par conséquent,
1 cosnf —sinnd
N, M'"=_—|_.
VneN, om/2 (sm noe  cosno

et la matrice M™ tend vers la matrice nulle lorsque n tend

vers +oo.

5.a. La famille (@n)nen est libre si, et seulement si, la

famille (@i )o<k<n est libre, quel que soit ’entier n € N.
Considérons donc une famille (o )o<k<n de scalaires

tels que

n
Vte Ry, Z oe R = 0.
k=0

On en déduit que I'expression polynomiale

n
> et
k=0

admet une infinité de zéros et par conséquent que tous les
scalaires «y, ..., & sont nuls.

La famille (¢@n)nen est donc une famille libre, évi-
demment constituée de vecteurs de E.
5.b. Enintégrant par parties,

x"e ™ a+1

Vxel, Ulpn1)x)=— + U(pn)(x)
n n
ou encore
an]N*a nU((pn,1):—(pn+(a+1)U((pn).
5.c. Comme @y = fy,alors U(go) € R-@o (d’apres 3.a.),

ce qui montre que le sous-espace Fy est stable par U.
Supposons que, pour un entier p € N, le sous-espace
Fp, soit stable par U. Alors

vO0<k<p, u((Pk)EFp C Fpi1

et d’apres la question précédente,

+1 1
U(ppi1) = I;—_‘_]U((Pp) + PR

EFp+R:-@p1 =Fpy1,

donc Fp, ;1 est stable par U.

On a ainsi démontré par récurrence que les sous-
espaces I, sont stables par U pour tout p € IN.
5.d. D’apres les questions précédentes,

1

U((Po):a+](00
1 1
U((P1):(a+”2q)o+a+](01
U(p2) = 2 ®o + 1+ 1 ¢2
(a+1)3 (a+1)2 a+1

6
et donc
1 1 2
a+1 (a+1)2
_ 1 2
at1|° a+1
0 0 1

@ La matrice T est triangulaire, ses valeurs propres sont
ses coefficients diagonaux. Son spectre est donc réduit
a {14 1 o} et comme le sous-espace propre associé est la
droite engendrée par (1,0,0), la matrice T n’est pas dia-
gonalisable.

5.e. Notons A = /1 | ¢. La matrice (T —AlI3) est triangu-
laire supérieure stricte, donc nilpotente. On vérifie facile-
ment que

] 00 2
(T—AI3)*=——10 0 0
O+a*\y o o

et que (T — Al3)® = 0. Par conséquent, (X — A)3 est un po-
lynéme annulateur unitaire de T.

Le polynéme minimal de T est donc un diviseur uni-
taire (X — A)?; il est distinct de 1 (un polynéme minimal
n’est jamais constant); distinct de (X — A) et de (X —A)?2
(qui ne sont pas annulateurs); donc il est égal a (X — A)3.

5.f. Encalculant T2 et T3, on conjecture que
n nmn+1)
| a+1 (a+1)2
* n 2n
VyneNy THM=_——r )
(a+1)m 0 1 a+1
0 0 1

ce qu’il est facile de vérifier par récurrence.
@ Comme a > 0, on en déduit que la matrice T" tend
vers la matrice nulle lorsque n tend vers +oo.

Partie B.

6. Commencons par le commencement et justifions que
les intégrales existent au sens propre.
Pour n € N et x € I fixés, la fonction

Propriétés analytiques de U

[t (t—x)"e “*f(1)]

est continue sur l'intervalle [1,+o00[ qui contient l'inter-
valle d'intégration [x, +oo[. Comme f est bornée, on en dé-
duit que

(t _ X)ne—atf(t) _ O(tne—at) _ O(tne—at/Ze—at/Z)
_ 0(67 at/2 )
lorsque t tend vers +oo. Comme %/2 > 0, cette fonction est
bien intégrable sur [x, +ool.
a Procédons maintenant par récurrence.
H.R. On suppose qu’il existe un entier n > 1 tel que

“+oo o n—1
un(g)(x) — eaxJ (t X) e—atg(t) dt

X (Tl—])'

pour tout x € L et tout g € E.
L’hypothese de récurrence est vraie pour n = 1 par
définition de U.
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Si elle est vraie pour un rang n > 1, alors
U™ (f)(x) = U™ (U(f)) (x)

+oo _ o \n—1
:eaXJ %e*atu(f)(t) dt

pour tout f € E et tout x € I. On integre alors par parties,
en remarquant que

d/(t—x)™ 7(‘L—x)"*1
E( n! )* (n—1)!

et que, d’apres 1.b.,

d
r (e"*tU(f)(t)) = —e “Hf(t).
Pour tout A > x, on en déduit que
Ay o yn—1
J %e_‘“u(f)(t) dt
n A v\
= %e—“u(f)m) +J %e‘atf(t) dt

et comme U(f) est bornée sur I, on en déduit (en faisant
tendre A vers +c0) que

+oo (t

U™ (f)(x) = eaXJ —X)" —atg(y) dt

X n!
pour tout x € I et tout f € E.

La propriété est ainsi démontrée par récurrence.
7. Tout d’abord, on sait que U(f) est de classe ¢! sur I
(par 1.a.) et on suppose que f’ € E, donc les deux applica-
tions U(f’) et [U(f)]’ existent bien.

Intégrons par parties. Pour tout A > x,

A

A
J e OHf/(t) dt = [e’“tf(t)}: + aJ e () dt

X X

et comme f est bornée sur I, on en déduit en faisant tendre
A vers +o0 que

+o0
Vxel, e“XJ e Hf/(t) dt = —f(x) + al(f)(x)
= [umn)’e
d’apres 1.b.
8.a. Il suffit d’effectuer le changement de variable affine

(donc licite) [t « t —x].
8.b. D’apres l'inégalité triangulaire,

+oo
)| < L e 9t f(x + 1)) dt = U(If) (x)

pour tout x € L.
8.c. Soientte Rietl <x<y. Alorsx+t<y+tet
comme f est décroissante et positive,

0< fly+t) < flx+1t) < f(x),
donc

0<e “Mly+t) <e Mf(x+1t) <e “f(x)

et en intégrant pour t € R, on en déduit que

f(x)

a

o
n
=
=
=
n
=
=
5
n

Vx el

Partie C. Etude asymptotique de U(f)
9. Posons x(t) = e *'f(t) et f(t) = e ' : 'application
o est continue sur I et I'application 3 (fonction de réfé-
rence) est strictement positive et intégrable sur I.

a Sif tend vers 0 au voisinage de +oo, alors

x(t) = o(B(t))

au voisinage de +o0o, donc (théoréeme d’intégration des re-
lations de comparaison)

J:Oo a(t)dt = o<

et donc

ce qui signifie que U(f) tend vers 0 au voisinage de +oo.
@ Supposons que f tende vers une limite b non nulle au
voisinage de +oo. Alors

O((t) ~ bﬁ(t))

donc
+oo +oo
J a(t) dt ~ <J bp(t) dt> ~—e 9
et donc b
U(f)(x) ~ =
a

ce qui signifie que U(f) tend vers b/a au voisinage de +oc.
@ Ainsi, quel que soit b € IR, si la fonction f € E tend
vers b au voisinage de +o00, alors U(f) tend vers b/a au
voisinage de +oo.
10.a. Pour tout w > 0, la fonction g, appartienta E, donc
h, estbien définie.
@ Une nouvelle intégration par parties montre que

1 w
Vxel, hex)= agw(x)_zhuﬂrl(x)-

@ Comme on I'a dit, la fonction (de référence)

p= [t = gw(t)e_at}

est intégrable sur I et de plus, elle est strictement positive
sur L. Il est clair que la fonction

x = [t gwri(t)e ]

est continue sur I et que
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au voisinage de +o00. On peut donc intégrer cette relation
de comparaison :

he+1(x) = U (x) = o(U(R)(x)) = o(hw(x))

et déduire de la relation précédente que

1000 = N0) + o)

et donc que
1

he(x) ~ —gw(x)
a
au voisinage de +oo.
10.b. On a démontré que la fonction (de référence)

B=[t— golt)e ]
était positive et intégrable sur I. La fonction
= [t f(t)e Y]
est continue et on suppose ici que

x(t) ~ B(t)

au voisinage de +oco. Par conséquent,

+o0
Jx

+o0o

aft) dt ~ J B(t) dt

et donc
U(f)(x) ~ he(x)

au voisinage de +oo. On déduit alors de la question précé-

dente que
1

U() () ~ <) ~ =1(x)
a a
lorsque x tend vers +oo.
11.a. On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a la
fonction f = [t — e'] sur le segment [0 < ul.

La longueur de ce segment est égale a |u.

La dérivée (n + 1)-iéme de f, égale a exp, est positive
et majorée sur ce segment par 1 (si u < 0) ou par e" (si
u > 0), donc majorée par C = e/l (quel que soit le signe
de u).

@ Par croissances comparées, le majorant tend vers 0
lorsque 1 tend vers 400 (le réel u restant fixé). Cela prouve
la convergence de la série et que la somme de cette série est
bien égale a e*.

11.b. On déduit de 11.a. que, pour tout x € I,

e—at 1 +oo (_a)ktk—l
VtE[],X], T :¥+ZT
k=1
L1y )
(PSS ST

et donc que la série de fonctions

(—
Z (k+1)!

converge simplement sur le segment [1,x]. La somme de
cette série de fonctions, égale a
et —1

t )

est continue sur ce segment et la série de terme général

Ny=ain

est absolument convergente (régle de D’Alembert) : on
peut appliquer ici le théoréeme d’intégration terme a terme,
qui donne

x 100 ( )k+1tk
| X e

T =0

LS N %

k+1

a .
(k+1)!

‘dt—

ZOO k(xk —1)

Le résultat voulu découle alors de la linéarité de l'inté-
grale.
11.c. On prend a = 1 dans cette question.

La fonction [t — e~ /t] est clairement positive et inté-
grable sur [1, 4+oc0[ et d’apres la relation de Chasles,

+oco [ —t +oco —t X ,—t
e e e
J —dt:J —dt—J e 4t
x t 1 t 1t
K>0

D’autre part, lorsque x tend vers +oo,
+oo ,—t
e 1
| Sy
x t X
d’apres 10.a. (avec w = 1) et donc

+oo eft e X e X
—dt=—+ o( )
X t X X

On déduit alors de la question précédente que

+oo
k(xk —1) e ™
k o =—{nx+K-—

o(e™*/x)

~

lorsque x tend vers +oo.
11.d. Cedéveloppement repose sur une estimation de h;.
On peut donc exploiter les résultats du 10.a. :

Vk>=1, hi=gx—khiy
en sachant que

hict1 ~ g1 = o(gi).
On obtient ainsi de proche en proche une expression dé-
veloppée arbitrairement précise de hy, par exemple :
hi =g1 —
=91 — (92— 2h3)
=91 — 92 +2(gs — 3h4)
=01 —92+293 — 694 + o(9ga)

d’ot1 on tire

“+o00 _ _
(=D (xk=1) eX e X
vy K —

1; K- k! nxt x T2

e * e *
—ZX—3+67+O(6_X/X4)

Cette précision est illusoire si on n’est pas en mesure de
calculer une valeur approchée arbitrairement précise de la
constante K.



