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Espaces préhilbertiens réels

1. Tous les espaces vectoriels de ce chapitre sont des es-
paces réels.
2. Echauffement

Soient A et B, deux matrices de 9, (RR).
n
V1 < l,] <n, (tAB)l',j = Z ak,ibk,j
k=1

I

Produit scalaire

3. % Un produit scalaire sur I'espace vectoriel réel E est une ap-
plication ¢ : E X E — R qui est

3.1 bilinéaire :

Quels que soient A € R, (x,y,z) € ES,

pAx+y,2) = Ap(x,2) + ¢(y, 2)

el Ay +2) = Ap(x,y) + ¢(x,2)
3.2 symétrique :

Y (x,y) € 2,
3.3 et définie positive :

Vx€eE,

e(x,y) = ¢y, x)

p(x,x) 20 et ¢(x,x)=0 < x=0.

4. % Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E sur lequel
est défini un produit scalaire.

5. Exemples canoniques
5.1 Sur E=R":

n
Vi(xy) eR"xR", o(xy) =) xy
k=1

5.2 Sur I'espace E = 901, 1 (R) des matrices colonnes :

n
V(X,Y)EEXE, oXY)='XY=Y xu.
k=1

5.3 Sur 'espace E = M, (IR) des matrices carrées :

n

n
q)(A,B) = tr(tAB) = Z Z ak,gbk’g.
k=1/0=1

V (A,B) € E xE,

5.4 Sur l'espace E = .£2(I) des fonctions continues et de
carré intégrable sur I :

V(f,8) €EXE, olfg) = [ fHs(t)dL

5.5 Sur l'espace E = (?(N) des suites réelles de carré som-
mable :

—+o0
V (u1,0) €EXE, ¢(u,v)=Y uo,.
n=0

6. Exemples usuels
6.1 Sur E = %O([a,b],IR) :

V(D EEXE glf9)= [ fsiat

6.2 Sur l'espace E = ngon des fonctions continues et 27-
périodiques de R dans R :

1

V(f,g) EEXE, ¢(f,8) ==

27
> | fnsa

6.3 Soit D = Diag(Aq,...,An) olt les réels Ay, ..., A, sont

tous strictement positifs. L'application définie par
n
V(X,Y)EEXE, ¢(XY)="'XDY =Y Mxpyx
k=1

est un produit scalaire sur E = 0, 1 (R).
6.4 Sur l'espace E = £°(R+) des fonctions continues et
bornées :

+c0
V(L8 €EXE, o(fig)= [ f(Dgtetdr

6.5 Sur l'espace E = (!(R) des séries réelles absolument

convergentes :

—+00
V(u,0) €EXE, ¢(u,v)=Y uyv,.
n=0

I.1 Norme associée au produit scalaire

7.  # Si E est muni d'un produit scalaire ¢, la norme sur E associée
a ce produit scalaire est définie par

VxeE, |x]|=1/¢(xx).

8.1 La norme ||x|| est positive pour tout x € E. Un vecteur
x € E est nul si, et seulement si, ||x|| = 0.
8.2 La norme est positivement homogene.

VAER,Vx€E, |Ax|=]A||x]

V(xy) € ExE, x£yl® = IIx]? + Iyl £ 29(x,y)

9. Représentation polaire
9.1 # Un vecteur u € E est unitaire lorsque sa norme est égale a 1.
9.2 Tout vecteur non nul est le produit d’un réel strictement
positif et d'un vecteur unitaire.
x
VX#OE, X:HXHW
10. Formule de polarisation

On peut exprimer le produit scalaire en fonction de la norme qui
lui est associée :

1
Vivy) €EXE oy =3 [l -+ wll? = [l = llylI?)

11. Identité du parallélogramme
Quels que soient x et y dans E,

e+ I+ llx = yI? = 2(11x + [ly])-

1 x+y
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Inégalité de Schwarz

12.1 = Quels que soient x et y dans E,

lo(x )| < lIxll Iyl

avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.

122 L'égalité ¢(x,y) = ||x|| [|y|| a lieu si, et seulement si, x et y
sont colinéaires et de méme sens.
123 L'égalité ¢(x,y) = —||x|| ||y|| a lieu si, et seulement si, x et y

sont colinéaires et de sens opposés.

13. Applications

13.1
n 2 n
YV (x1,...,x,) € R, (Z xk) <n Z x,%
k=1 k=1
132  Poura = (ay,...,a,) etb = (by,...,by) dans R",
n 2 n n
Yo karby) < (Y ka?) (Y kbE).
(L)< (X k) (25 )
133
VAeM(R), tr(A) < Vi tr(tAA)
134 Soit M = (mi,]-) € 0,(R).
1.
vuem,(R), [(Muu|<'uu
2.
n n n n
Y Y mijl <n< ) Y Imijl < ni/n.
i=1j=1 i=1j=1
14. Inégalité triangulaire

14.1 = Quels que soient x et y dans E,

[l =y ] < llx £yl < llx]l + [lyl-

14.2  Les égalités

[l +yll = [l + llyl lx =yl = [llx[l = [yl

ont lieu si, et seulement si, x et y sont colinéaires et de méme
sens.
143 Ily a égalité

e+ yll =[xl = llyll|

si, et seulement si, x et y sont colinéaires et de sens opposés.

1.2 Suites convergentes

15. On suppose que E est muni d’un produit scalaire ¢ et
que la norme associée a ¢ est notée ||-||.

16. # La distance associée a la norme ||-|| sur E est I'application
d : E x E — Ry définie par
V(xy) € ExE, dlxy)=|x—yl

17. & Une suite (uy)yen de vecteurs de E converge vers { € E
lorsque

im |u, —¢| =0.

n—+o0

Une suite (1n)yeN est convergente lorsqu’il existe un vecteur £ € E
tel que la suite (1y) N converge vers L.

18. Limite d’une suite convergente

18.1  Si (uy),en converge vers {p et vers (5, alors {1 = (5.
18.2 #» Sila suite (1n)peN est convergente, la limite de (uy),enN est
l'unique vecteur ¢ € E tel que (1, )yeN converge vers L.

Entrainement

19. Questions pour réfléchir
1. Soit E, un espace préhilbertien réel.
1.a Si f et g sont deux applications de E dans E telles que

V(vy) eExE,  (f(x)]y) = (x|8y)),

alors f et g sont linéaires.
1.b Si f est une application de E dans E telle que
Vxy) €EXE  (f()[fW) = (x]y),

alors f est linéaire.
2. Condition sur la suite (p;),en pour que l'application dé-
finie par

—+00
YV (u,v) € EXE, ¢(u,v)= Z Pntin¥n
n=0

soit un produit scalaire sur E = ¢>(R)).
3. Condition sur la fonction K pour que l’application défi-
nie par

V(8 €EXE l(f,g) = [ FDg(DK()ar
soit un produit scalaire sur E = .Z?(I,R).
4.  Soient x et y, deux vecteurs non nuls. Alors
I~
<l vl

5. Soit u € L(E). Tout sous-espace propre de u contient un
vecteur unitaire.
6. Six ety sont deux vecteurs unitaires distincts, alors

-yl
BT

vielo 1], |[A-tHx+ty|| <L

Interprétation géométrique de l'inégalité ?
7. Développer I'expression

2
[yl* - x = @(x,y) -y

(ot ||-]| est la norme associée au produit scalaire ¢) et interpréter
géométriquement.

20.
1. Sif :[0,1] — R est continue, alors

(/Olf(t)dt)</olj%dt) >1

avec égalité si, et seulement si, f est constante.
2. Si f et g sont deux fonctions continues et positives sur
[0,1] telles que f(t)g(t) > 1 pour tout ¢ € [0,1]. Alors

(/Olf(t) dt> (/Olg(t) dt) >1.

21. Soit f, une application de classe ¢! sur R.+. On suppose
que [t — tf(t)] et [t — f'(t)] sont deux fonctions de carré inté-
grable sur R.

21.1 Les deux fonctions [t — f(t)] et [t — tf(t)f'(t)] sont in-
tégrables sur R.

212 Comme

Vx20, xf2x) :/Oxfz(t)dt+2/0xtf(t)f’(t)dt

alors xf2(x) tend vers 0 au voisinage de +oo et

(/Owﬂ(t) dt)z < 4/0+°° 2F2(1) dt /Ow[f/(t)}zdt.
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I

Orthogonalité

22. L’espace E est muni d"un produit scalaire qui est désor-
mais noté (-|-).

23.  # Deux vecteurs u et v sont orthogonaux lorsque

(ulov) =0.
24. Caractérisation du vecteur nul
24.1 Le vecteur x est nul si, et seulement si,
YyeE (x|y)=0.
242  L'endomorphisme u de E est identiquement nul si, et

seulement si,

V(xy) eEXE, (x|u(y)) =0.

II.1 Familles orthogonales

25.  # Une famille de vecteurs (x;);c; est orthogonale lorsque les
vecteurs qui la constituent sont deux a deux orthogonaux.

26. # Une famille orthogonale (x;);c est orthonormée lorsque les
vecteurs x; sont unitaires.

27. = Caractérisation des familles orthonormées
La famille (x;);c1 est orthonormée si, et seulement si,

V(i,j)EIXI, (xl|x]) :5,',]‘.
28.1 = Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
28.2 = Une famille orthonormée est libre.

29. Exemples fondamentaux

291 Pour E =R", M, 1(R) ou M, (R), la base canonique de
E est orthonormée pour le produit scalaire canonique sur E.
29.2  Suite de [6.2] - On pose g = [t — 1] et

VneN*, u_,=I[t—>cosnt] et u,=I[t sinnt].

La famille (1), ¢z est orthogonale, mais pas orthonormée.

30. Théoreme de Pythagore
30.1  Quelle que soit la famille de vecteurs (x;)1<k<, de E,

= 171]:
2
=Y xlt+2 Y (xilx)).
i-1 1<i<j<n

30.2 = Soit (xy)1<k<n, Une famille orthogonale. Alors
n 2 n )
| x| =X
k=1 k=1

30.3  Preuve sans parole

30.4 = Si ||x +y||* = ||x||* + ||y||*, alors x et y sont orthogonaux.

I1.2 Sous-espaces orthogonaux

31.1 # Deux sous-espaces F et G sont orthogonaux lorsque
V(xy) €FxG, (x|y) =0.

Cette relation est notée : F1.G.
31.2  Utilisation de familles génératrices
Le vecteur x est orthogonal au sous-espace G = Vect(y;, j € ])
si, et seulement si,
Les sous-espaces F = Vect(x;, i € I) et G sont orthogonaux si, et
seulement si,

V(i,j)elx], (xily;) =0.
32. Orthogonalité et somme directe
321 Si les sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux,
alors FNG = {0}.
32.2 = Si (Fy)1<k<n est une famille de sous-espaces deux a deux or-
thogonaux, alors les sous-espaces Fy, ..., F, sont en somme directe.

323 @ Si Fy, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels deux a deux or-
thogonaux, alors leur somme est notée
1
SYRE
1<isn

et dite somme directe orthogonale des F;, 1 <i < n.

I1.3 Orthogonal d’une partie
33.1 # Soit A, une partie de E. L'orthogonal de A, noté AL, est
défini par

At ={x€eE:VyeA (x|y) =0}

33.2  Exemples fondamentaux

E* = {0} {0}t =E

33.3 = Deux sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux si, et

seulement si, G C FL.
33.4  Pour tout sous-espace vectoriel F,

Fc (Fht

33.5 = Contravariance
Si F et G sont deux sous-espaces tels que F C G, alors Gt c FL.

34. Utilisation de familles génératrices
Si le sous-espace F est engendré par la famille (¢;);c1, alors

xeFt < Viel, (x|e) =0.

En particulier,

n
[Vect(e;, 1<i<n)]" = (R-e;) "
=1

35. = L'orthogonal A d'une partie quelconque A est un sous-espace
vectoriel de E.

36. Pour toute partie A de E,
At = [Vect(A)]*.

Entrainement

37. Questions pour réfléchir
1.  Deux vecteurs x; et x, sont égaux si, et seulement si,

VyeE (xnly) = (xly).
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2. Soitu € L(E) tel que

VxeE, (x|u(x))=0.
L'endomorphisme u est-il identiquement nul ?

3. Les vecteurs u = (1,1) et v = (2, —1) ne sont pas ortho-
gonaux pour le produit scalaire canonique sur R?. Il existe un
produit scalaire ¢ sur R? pour lequel u et v sont orthogonaux.
Discuter I'unicité d’un tel produit scalaire.

4. Le plan étant muni de sa structure euclidienne cano-
nique, trouver trois vecteurs x, y et z tels que

2 2 2 2
[l +y+2)7 = lx[I" + [yl + lI=]I".

La famille (x,y, z) est-elle orthogonale ?

5. Une famille (x;);c; est orthogonale si, et seulement si, les
sous-espaces vectoriels R - x;, i € I, sont deux a deux orthogo-
naux.

6. SiFy, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels deux a deux
orthogonaux, alors

Vi<i<n, F® - @F)LF1® - DF).

7. Condition sur A C E pour que A+ = E.
8. Soient F et G, deux sous-espaces de E.
8.a

FfnGt=(F+G6)*

8.b
FL+ Gt c (FnG)*
9. Deux sous-espaces vectoriels F et G sont dits perpendi-
culaires lorsque F- C G.
9.2 Deux sous-espaces orthogonaux de R3 sont-ils perpen-
diculaires ?

9.b Deux sous-espaces perpendiculaires de R3 sont-ils or-
thogonaux?

38. L'espace E = R3 est muni de son produit scalaire cano-
nique.

1. Orthogonal de la droite R - (1,2, —4)?

2. Orthogonal du plan [—x + 3y +2z = 0]?

3. Soit F = Vect((1,1,—-1), (2,—1,—3)). Orthogonal et re-
présentation cartésienne de F.

39. On suppose que ¢2(IR) est muni de son produit scalaire
canonique. L'orthogonal du sous-espace des suites nulles a par-
tir d’un certain rang est réduit a {0}.

40. On suppose que .Z>([0,1]) est muni de son produit sca-
laire canonique. L'orthogonal du sous-espace des fonctions po-
lynomiales sur [0, 1] est réduit a {0}.
41. Maximalité de 1’orthogonal
Soit F, un sous-espace vectoriel de E.

1. Les sous-espaces F et F sont orthogonaux : F L F*.

2. Lesous-espace F est le plus grand sous-espace orthogo-
nal a F, au sens o1 tout sous-espace orthogonal a F est contenu
dans F*.

III

Projections orthogonales

42, On considére un sous-espace vectoriel F de E, arbitraire-
ment fixé.
43. Le probléme du supplémentaire orthogonal

Les sous-espaces F et F + sont en somme directe [32.2], mais la
projection sur F parallélement a F- n’est définie que si 1’ortho-
gonal de F est un supplémentaire de F dans E.

43.1 = Soit F, un sous-espace vectoriel de E. S'il existe un sous-espace
vectoriel G tel que

i
E=F&G,
alors G = FL.
432 # Si E = F & FL, on dit que F- est le supplémentaire ortho-
gonal de F.
433 SiE=F@®F"t, alors (F-)t =F.

44. On suppose que M, (R) est muni de son produit scalaire
canonique [5.3]. L'espace S, (R) des matrices symétriques admet
I'espace <7, (R) des matrices antisymétriques pour supplémen-
taire orthogonal.

Projecteurs orthogonaux

451  Soit p € L(E) tel que Kerp L Im p. Si E est un espace de
dimension finie, alors

1
E=Kerp®Imp

et, en particulier, (Ker p)* = Im p et (Im p)+ = Ker p.

45.2 # Un projecteur p est un projecteur orthogonal lorsque
Imp L Kerp.

453  Si p est un projecteur orthogonal, alors

= L = L
E=Kerp® (Kerp)" =Imp® (Imp)~,

que la dimension de E soit finie ou non.
45.4 = Si E admet une décomposition en somme directe orthogonale :

1
E= @ F,

1<k<n

alors les projections associées a cette décomposition de E sont des pro-
jecteurs orthogonaux.

46. Caractérisation des projecteurs orthogonaux

46.1  Si p est un projecteur, alors x € Imp si, et seulement si,
plr)=x. , .

46.2  Un projecteur p est un projecteur orthogonal si, et seule-
ment si,

V(xy) €EXE  (p()]y—pl)) =0
46.3 = Soit p, un projecteur. Alors p est un projecteur orthogonal si,
et seulement si,

V(xy) €ExE,  (p(x)|y) = (x]p(y)).

47. Projections orthogonales

471 # Si E = F @ F*, alors la projection orthogonale sur F est la
projection sur F parallelement a F*.

47.2  La projection orthogonale sur F, si elle existe, est un pro-
jecteur orthogonal.

47.3  Si p est un projecteur orthogonal, alors p est la projection
orthogonale sur Im p.
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47.4 = Caractérisation du projeté orthogonal

On suppose que E = F @ F. Le projeté orthogonal de x € E sur F
est l'unique vecteur y € E qui soit solution du systeme suivant.

47.5

Soit (61, ..

.,€q), une base de F. Alors

(x—y) €Ft <= V1<k<q (yle) = (x]er)

et

q
yeF < I (kg €RT, y= Y g e
k=1

Le calcul de la projection sur F revient ainsi a inverser une ma-
trice de Gram. —[92.6]
Caractérisation des projections orthogonales

48. Soit z; = xg + tyg pour t € R. Alors

2
(x0|y0)} < HXOHZ

. 2 _ 2
mig zulf* = llvol - [0

pour tout t € R.

49. = On suppose que E = F @ G et que p est la projection sur F
parallélement a G. Les assertions suivantes sont équivalentes.

491 La projection p est un projecteur orthogonal : G = FL.
49.2
VxeE, p(x)Lx—px).
49.3
VxeE, |p@x)| <l
Entrainement
50. Questions pour réfléchir

1. Interprétation géométrique de la relation (FX)+ = F en
dimension 2.

2. On suppose que E = F @ F et on considére un sous-
espace G.

2.2 Comparer (FNG) @ (F-NG) et G.

2b SiFC Getsi GNFL = {0},alors G = F.

3. Un endomorphisme p est un projecteur orthogonal si,
et seulement si, I'endomorphisme q = Ig —p est un projecteur
orthogonal.

4. Onsuppose que E = FOF-.Siv e Fetu—v L v le
vecteur v est-il le projeté orthogonal de u sur F?

51. Si un sous-espace F et son orthogonal F L sont supplé-
mentaires I'un de l'autre dans un espace de dimension finie, il
n’en va pas toujours de méme dans un espace de dimension in-
finie.

On munit 'espace E = ¢°([—1,1],R) du produit scalaire défini
par

1
(flg) :~/71f(t)g(t)dt.

511  On considere le sous-espace vectoriel F constitué des
fonctions polynomiales sur [—1,1].

1. Pour tout f € E, il existe une suite (¢ ),en d’éléments
de F tels que || f — gu|| tende vers 0 lorsque 7 tend vers +oo.

2. Sife [+, alors

VneN, (flg.) =0,

donc F- = {0} et (F-)* =E.

51.2  Le sous-espace G_ des fonctions de E qui sont nulles
sur [—1,0] est 'orthogonal du sous-espace G des fonctions de
E qui sont nulles sur [0,1]. Les sous-espaces G et G_ sont-ils
supplémentaires dans E?

52, Suite de [47.4] —

52.1  Sil’espace M, (R) est muni de son produit scalaire cano-
nique, le projeté orthogonal d'une matrice M sur le sous-espace
Sin(R) des matrices symétriques est la matrice

1
(M +"'Mm).
2
522  Lespace R® est muni de sa structure euclidienne cano-

nique. Déterminer le projeté orthogonal de x = (1, —2,3) sur le
plan F dirigé par e; = (1,1,0) ete; = (—1,2,1).

53. Lespace E = ¢1([0,1],R) est muni du produit scalaire
défini par

(f19) = [ Fngn+ £ 0 et
On considere les sous-espaces vectoriels
A={feE:f'=f) e B={feE: f(1)=f0) =0}
ainsi que le sous-espace affine
H={f€E: f(1) =1, f(0) =ch1}.
Le couple (ch, sh) est une base de A. Comme
(f18) = £/ 31) - FO)5(0)

ona: (ch|sh) =sh’®1et |ch|* = ||sh||* = sh2/2.
53.2  La fonction fy définie par

fo(x) =ch(1—x)

53.1

VfeA VgeEE,

VxeR,

appartienta A eta H.

53.3  Les sous-espaces A et B sont orthogonaux et supplémen-
taires dans E. Le projeté orthogonal de f € E sur le sous-espace
A est défini par

f(1) — f(0)ch1

n(f) = 1

En particulier, si f € H, alors 77(f) = fo.
53.4  Lorsque f parcourt H, I’'expression

-sh+£(0) - ch.

1) = [ O+ £ O a

est minimale pour f = fjy et g(fy) = sh2/2.
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v

Bases orthonormées

IV.1 Projections orthogonales

54, Soit F, un sous-espace vectoriel de E dont on connait une
base orthonormée Br = (eq, ..., er).
54.1  Pour tout x € E, le vecteur

r

p(x) =} (ex|x) e

k=1

appartient a F et le vecteur x — p(x) appartient a F, si bien que

1
E=F&rt

54.2 = Si (eq,...,e) est une base orthonormée de F, alors pour tout

x € E, les projetés orthogonaux de x sur F et sur F sont respective-

ment
T r

Yo (eplx)ex et x—=Y (er|x) e

k=1 k=1

54.3 > Si (uy,...,ur) est une base orthogonale de F, alors le projeté
orthogonal de x € E sur F est le vecteur

U | X
(gl ),
=l

55. Traduction matricielle

Soit 4, une base orthonormée de E.

55.1 = Si (eq,...,er) est une base orthonormée de F, alors la matrice
relative a 98 de la projection orthogonale sur F est égale a

.
Y Vi'vi
=1

oit Vi, = Matg(ex) pour tout 1 < k < r.
55.2 > Si (uy,...,ur) est une base orthogonale de F, alors la matrice
relative a 98 de la projection orthogonale sur F est égale a

r ukfuk
= Uy

oit Uy = Matgy (uy) pour tout 1 <k < r.

56. L'espace R? est muni de sa structure euclidienne cano-
nique. Calculer la matrice relative a la base canonique de R? des
projections orthogonales :

1. surladroite R-(1,2,—1);

2. surladroite [x +3y —z=0]N[2x —y+2z =0];

3. surleplan [x+y—3z=0];

4. sur le plan engendré par 1y = (1,2,2) et up = (—2,0,1);
5. sur le plan engendré par v; = (1,2,3) et v, = (—1,2,1).

57. Inégalité de Bessel
Si (eq,...,en) est une famille orthonormeée, alors

n
Vx€eE ) (elx)® < x|
k=1

avec égalité si, et seulement si, x appartient au sous-espace en-
gendré par (e1,...,en). —[81.1]
57.2 = Soit (ey)eN, une famille orthonormée de vecteurs de E. Alors,
pour tout x € E, la série numérique Y. (ey | x )% converge et

+o0

Y (e lx)® < lx]l.

k=0

57.3  Le cas d’égalité est 1'objet du théoreme de Parseval [81.3].

IV.2 Algorithme de Gram-Schmidt

58. Principe

On considere un sous-espace F d’un espace préhilbertien réel E.
On suppose que

Si F est un espace de dimension finie, il admet une base
(x1,...,x4). Dans le cas contraire, on suppose que F admet une
base dénombrable (xj)ren:-

Dans ces deux cas, l'algorithme de Gram-Schmidt construit par
récurrence une base orthonormée de F.

59. Itération
Pour tout n > 1, on pose

Fy = Vect(xy,...,%n).

59.1  On suppose connue une base orthonormée de F;, :

Fy, = Vect(y1,...,¥n)

et, le vecteur x,, 1 n‘appartenant pas a F;, on considere un vec-
teur de la forme

n
Ynt1 = (Z Akyk) + A1 X1
k=1

59.2  Le vecteur v, appartient au sous-espace F;, si, et seule-
ment si, A,y = 0.
59.3  En particulier, si A, ;1 # 0, alors y,,11 # 0 et dans ce cas

Fn+1 = Vect(yl, N /]/H/]/lH»l)'
59.4
Dy Xn+1

”n-&-l‘

Fn

: pn(Xny1)

Le vecteur y,,41 est orthogonal & F, si, et seulement si,

Vi<ks<n, Ag=—App1 (Xns1lyr)-
59.5  Levecteur v, est orthogonal a F; et unitaire si, et seule-
ment si,
-5 Up41 N - &
Yn1 = ol uyy1 =Xp1 — Y, (X1 | Yk) Ve
[y k=1

60. = Conclusion
Pour toute suite (xn),eN de vecteurs linéairement indépendants, il
existe une famille orthonormée (€,),cN telle que

VneN, Vect(xg,...,x,) = Vect(eq,..., en).

61. Drapeau associé a I’algorithme de Gram-Schmidt
Soient By = (xi)i<k<n et By = (Yi)i<k<n, deux bases de E
telles que

V1<k<n, Vect(xy,..., x) = Vect(yy,...,Yi)-

61.1  Les deux matrices de passage

Mat(By — By) et Mat(B, — By)

sont triangulaires supérieures.

61.2  Siles coefficients diagonaux de I'une de ces matrices sont
tous strictement positifs, alors les bases %, et %, ont méme
orientation.
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IV.3 Existence de bases orthonormées

62. = Un espace préhilbertien réel de dimension dénombrable admet
(au moins) une base orthonormée.

63. = Un espace euclidien admet (au moins) une base orthonormée.

64. = Soit F, un sous-espace de dimension finie de I’espace préhilber-
tien réel E.

64.1  L'orthogonal F* est un supplémentaire de F dans E.
codim F+ = dim F
64.2  La projection orthogonale sur F est bien définie.

65. = Conservation de l’orientation
Un espace euclidien orienté admet une base orthonormée directe.

66. Théoreme de la base orthonormée incompléte

66.1 = Pour tout sous-espace F de E, espace euclidien, il existe une
base orthonormée de E adaptée a F.

66.2  Une base orthonormée adaptée a un sous-espace F est
aussi adaptée a la décomposition E = F & F.

66.3 > Si E est un espace euclidien, alors

E=Fa®F- e (FH'=F

pour tout sous-espace vectoriel F de E.

Entrainement

67. Questions pour réfléchir

1. Soienty € F,z€ Fletx=y+z.

1.a  Quelles sont les coordonnées de y relatives a la base %r ?

1.b  Comparer ces coordonnées avec les scalaires (ex|x).

2. Décrire les bases orthonormées qui résultent de 1’algo-
rithme de Gram-Schmidt appliqué a :

2.a  une famille orthogonale (x,),eN;

2b une famille orthonormée (xy),en-

3. Condition pour qu'une matrice soit triangulaire et ortho-
gonale.

4.  Soit %, une base de F, sous-espace de dimension finie. Il
existe une base orthonormée %+ de F qui a méme orientation
que F.

5. On considére des sous-espaces Fy, ..., F, en somme di-
recte orthogonale et, pour tout 1 < k < r, une base orthonormée
Py de Fi. Alors la famille %) & %, & - - - © B, est une base or-
thonormée du sous-espace vectoriel

1 1 1
F=F®oFKh & ---®F.

68. On consideére une famille libre (x,),en; une famille or-
thonormée (e,),en qu’on en déduit par 'algorithme de Gram—
Schmidt et (#,),eN, une famille orthonormée telle que

VneN, Vect(xg,...,xn) = Vect(ug,...,un).

Alors u,, = %, pour tout n € N.

69. Soit (ay, ..., a,) € R"L,
1. L’application ¢ définie par

n

o(P,Q) =Y PW(a)Q" (ay)

k=0

est un produit scalaire sur E = R, [X].
2. Il existe une base (Py)o<k<n de E qui est orthonormée
pour ¢ telle que deg Py = k pour tout 0 < k < n et

0 sij#k,

vosjksn Bl@)=| 0 5105

70. Inégalité d’'Hadamard

1. Soit X = (Xj,..., Xy ), la matrice colonne qui représente
un vecteur u dans une base orthonormée.
Alors |[u]|* = XX et |Ju| > |X;| pour tout 1 < k < n.

2.
n
|Det(u1,...,un)| < H [loag ||
k=1
71. Soit #, un endomorphisme de E, espace euclidien. On

suppose que

VxeE, |u(x)|<]x]

Pour tout t € R,

q(t) = |lx + ty]* — lu(x + ty)||* = 0

donc
1L
E=Ker(u—1I)®Im(u —1I).

v

Distance a un sous-espace

72.1 # Soit F, un sous-espace vectoriel de E. La distance d'un point
x € E au sous-espace I est définie par

d(x,F) = inf d(x,v).
(x, F) inf (x,y)

72.2  La distance d'un point de E a un sous-espace vectoriel
de E est bien définie.

723 Il existe une suite bornée (y,),en de vecteurs de F tels
que
d(x,F) = lim d(x,yn).
(x,F) = lim d(x,yn)
72.4  La distance d(x,F) est nulle si, et seulement si, il existe

une suite (¥, ),en de vecteurs de F qui converge vers x.

72.5 # Le sous-espace F est dense dans E lorsque tout vecteur x de E
est limite d’'une suite (y,)yeN de vecteurs de F.

72.6 Le sous-espace F est dense dans E si, et seulement si,

Vx€E Ve>0,3yeF, |x—y|<e

73. = Sile sous-espace F est dense dans E, alors le vecteur nul est le
seul vecteur de E qui soit orthogonal a F :

F+ = {o}.

74. #v Une suite de vecteurs (i1,) e est totale lorsqu’elle engendre
un sous-espace dense dans E :

Vx€eE Ve>0 3ye Vect(uy,neN), |x—y||<e

75.  #» Une suite totale et orthonormée (in ) eN de vecteurs de E est
une base hilbertienne* de E.

76. Caractérisation métrique du projeté orthogonal
761 SiE=TF&FL alors
V(xy) €ExF, x—yll>[x—pQ)]

ot p(x) est le projeté orthogonal de x sur F.

0 n
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76.2 = Distance a un sous-espace de dimension finie

Soit F, un sous-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout x € E,
le projeté orthogonal pr(x) de x sur F est I'unique vecteur y € F tel
que d(x,y) = d(x, F), de sorte que

d(x,F) =/ (x[x—pr(x)) = min d(x,y).

76.3  Distance a un hyperplan
Soit H, un hyperplan de E. Sil existe un vecteur n € E tel que

L
E=H®R-n,
alors le projeté orthogonal de x € E sur H est le vecteur

(nlx)

2
]

pl) =x -

et la distance de x a H est donnée par :

[(xlm)|

A0 H) = 0

Cette distance d(x, H) est nulle si, et seulement si, x € H.

HY=R-n

lq(x)

Approximation au sens des moindres carrés

77. L'espace E = M, 1(R) est muni de sa structure eucli-
dienne canonique.
Etant donné yy € M, 1(R), on considere 1'équation matricielle

Ax =yo

d’inconnue x € E, avec A € My, »(R).

On suppose que les colonnes de A sont linéairement indépen-
dantes : rg A = p.

771  Sin = p, alors A est inversible et ’équation admet une
seule solution, égale a A~ ly,.

77.2 # La matrice colonne xog € E est dite solution approchée au
sens des moindres carrés lorsque

— Axp|| = inf ||yg — Ax][.
lyo — Axol| xlrelEHyo x||

773  Onsuppose que 1 > p.

1. L'équation admet au plus une solution xg € E.

2. L'équation admet une, et une seule, solution approchée
au sens des moindres carrés : 'unique vecteur xg € E tel que
Axg soit le projeté orthogonal de yg sur le sous-espace Im A.

3. Ce vecteur xj est I'unique solution de I"équation

fAAx =" Ay,.

4. Si'AAx =0, alors ||Ax|| = 0, donc la matrice fAA est
inversible. La matrice (fAA)~!*A est parfois appelée pseudo-
inverse de A.

78. Application : droite de régression

On considere deux statistiques réelles (xx)1<k<n €t (Vk)1<k<n-
On note respectivement sy, Sy, 5y2 et Sxy, les moyennes arithmé-
tiques des statistiques suivantes :

(t1<ken Wi<ksn  (Fi<ksn et (Xeyi)1<kn-

78.1
tique

Chercher la droite y = ax + b telle que I'erreur quadra-

n

e(a,b) = ) (yx — axg — b)?
k=1

soit minimale revient & chercher la solution approchée au sens
des moindres carrés du systeme

" x o1
S a
: - . . b
Yn o1
78.2  Cette solution approchée est :
Sxy — SxSy $325y — SxSxy
)= ——— 5, U0= ———F——5 =Sy — Aa0Sx-
Sy — (5x)? sy — (5x)2 Y
78.3 Il ne revient pas au méme de minimiser ¢(a,b) et

n

Y (o — ayi — B)?

k=1

puisqu’on obtient, en général, deux droites distinctes.

Familles totales de polynémes orthogonaux

79. Le théoreme de Weierstrass [11.51.1] assure que toute
fonction continue sur un segment est la limite pour la conver-
gence uniforme d’une suite de fonctions polynomiales, mais ne
donne pas de méthode pour construire une telle suite de fonc-
tions polynomiales.

80. Pour certaines moyennes quadratiques, le théoreme de
Parseval [81.3] explicite une suite de fonctions polynomiales qui
converge vers une fonction continue donnée.

81. Théoreme de Parseval
On considere un sous-espace F muni d'une base orthonormée
(en)nen- Pour tout n € N, on pose

F, = Vect(eg,eq,...,en),

de telle sorte que le projeté orthogonal de x sur F; est

n

pu(x) =} (ex|x) ep.

k=0

81.1 Pour tout n € N,

2= ¥ Cexlx)2 = v = pul)
k=0

et en particulier, la suite de terme général ||x — p,(x)|| est dé-
croissante.

81.2  Pour tout vecteur y € F, il existe un entier ny € N tel que
y € Fy, et
2 2 2 = 2
e = l" = [lx = pug (O]|” = [Ix]1” = }_ (excl x)*
k=0
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81.3 = Soit (en)nen, une famille orthonormée de E et F, le sous-
espace vectoriel de E engendré par cette famille. Alors

(o)

22 (en]x)?

n=0

Vx€E, [|x]]

si, et seulement si, la famille (en),cN est totale et, dans ce cas, la suite
des projetés orthogonaux de x

n

Yo (exlx) -

k=0

converge vers X.
81.4 > Forme polarisée
Soit (en)nen, une famille orthonormée totale de E. Alors

+o00

(x]y) Z x|en) (enly)
quels que soient x et y dans E.
82. Approximation par des polynémes orthogonaux

Soit K, une fonction continue, strictement positive et intégrable
sur l'intervalle borné ]a, .
821  L'application définie par

= [ swsl

est un produit scalaire sur 'espace E = ¢°([a, b], R).
822  Comme

(flg)

b
gk, f =gl <yl [ Kx)drlf gl

le sous-espace F des fonctions polynomiales est dense dans E
pour la norme ||-|| associée au produit scalaire.

823  La suite orthonormée (P,),en obtenue en appliquant
l'algorithme de Gram-Schmidt a la base canonique de F est une
famille totale et

—+o0
VfeEE f= ;}(Pﬂf)Pn

au sens ou

—— 0.

|- Z Pulf) Py

Nﬁ+oo

82.4  Exemples
Les polyndmes de Legendre sont les polyndmes (Py),eN asso-
ciés au noyau défini par

Vxe[-1,1], K(x)=1
et les polyndmes de Tchebychev sont associés au noyau défini
par —+[88]
Vxel]-1,1], K(x)= !
Y 1—x2
Entrainement
83. Questions pour réfléchir

1. Sila distance du vecteur x au sous-espace F est nulle, le
vecteur x appartient-il a F?
2. Suitede [76.3] — S'il existe un vecteur u € E tel que

L
E=H®R-u,

alors I'hyperplan H n’est pas dense dans E.

3. Soit F, un sous-espace vectoriel de E. Si, pour tout x € E,
il existe une suite (y,),en de vecteurs de F telle que

hm lx =yl =0,
alors F- = {0}.

4.  Suite de [81.3] -
F, si, et seulement si,

Un vecteur x appartient au sous-espace

Vk>n, (ex|x) =0.

84. Soient n € N* et E = Ry, [X].
84.1 L’ensemble H défini par

_{PeE : /12P(t)dt:

est un sous-espace de E.
84.2  On définit un produit scalaire sur E en posant

(PlQ) Zakbk

quels que soient les polynémes

2n 2n

P=Y axF et Q=Y pxt
k=0 k=0

L'orthogonal de H pour ce produit scalaire est la droite dirigée

par le polynome

2n 2k+1 1

P0_1+Z P xk.

En déduire la distance du mondme 1 au sous-espace H.

85. Soient ay, ..., a,, des réels.
85.1 A quelle condition sur les réels ay, ...,

ZPak

ay l'expression
(P1Q)

définit-elle un produit scalaire sur E = R, [X]?
85.2  L'orthogonal du sous-espace

F:{PGE:];)P(ak):O}

est la droite vectorielle dirigée par le mondme 1.
85.3  La distance du mondéme X" au sous-espace F est égale a

1 ‘ L
Y a
vn+1hS

86. Calculs de distance

Les formules suivantes peuvent étre interprétées comme les dis-
tances d’un point a un sous-espace pour divers produits sca-
laires. On peut ainsi déterminer le point ot le minimum est at-
teint [47.5], puis en déduire la valeur du minimum [76.3].

86.1

—+o0
/ [ — (a+bt+c?)] et dt = 36
0

min
(a,b,c)eR3.
Le minimum est atteint en (a,b,c) = (6, —18,9).
86.2
1
. 2 8
min B —(a+bt+ct?)| dt = ——
(a,b,c)e]Pé/fl [ ( )] 175

Le minimum est atteint en (a,b,¢) =

(0,3/5,0).
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86.3

1 dt 4 6972
i Vi—a—bt)? =_
i P A==

Le minimum est atteint en (a,b) = (37/3, 157/c4).

86.4  La fonction ¢ définie par

1
Y (x,y) € R?, o¢(x,y) :/0 (It —xt —y)>dt

(5/3, —19/12).

atteint son minimum global en (x,y) =

87. L'espace M3(R) est muni de sa structure euclidienne ca-
nonique.
87.1  La distance de
0 1 2
A=|1-2 0 1
-1 -1 0

au sous-espace S3(IR) est égale a /11.

87.2  Lensemble H = [tr(M) = 0] est un hyperplan de 93 (R)
et la distance de I3 a cet hyperplan est égale a V3.

88. Polyndmes de Tchebychev

Soient E, 'espace des fonctions continues sur [—1,1] et F, le
sous-espace constitué des fonctions polynomiales.

88.1  On définit un produit scalaire sur E en posant
(flg) / / f(cos0)g(cos ) de.
88.2  Toute fonction continue f est limite (pour la norme as-

sociée a ce produit scalaire) d’une suite (gn)n,en de fonctions
appartenant a F.
88.3  Pour tout n € N, il existe un, et un seul, polyndme T}, tel
que

VOeR, Tu(cosh)=cosnb

et pour tout n € N,

Tyy2 —2XTy41 + T = 0.

88.4  Pour tout n € N, le polynéme T, est un polyndme de
degré n qui admet n racines distinctes dans [—1,1].

88.5  Considérée comme une famille de vecteurs de F, la fa-
mille (Ty),en est orthogonale.
88.6
(T,
VfEE f= Z ”‘f) Ty
1T
Questions, exercices & problémes
Perfectionnement
89. Exemples et contre-exemples

1. Exemple de famille (x,y, z) non orthogonale telle que
2 2 2 2
lx+y+27 = [lx[I" + Iyl + lIz[1"

2. Exemple de sous-espace F # E tel que F- = {0}.

90. Méthodes

1. Comment démontrer que deux sous-espaces sont ortho-
gonaux ?

2. On considere un espace euclidien E.

2.2 Comment trouver la matrice qui représente la projection
orthogonale sur un sous-espace F dont on connait une base or-
thonormée ? une base orthogonale ? une base quelconque?

2b Considérer le cas ot F est un hyperplan représenté par
une équation cartésienne.

3. En quoi l'algorithme de Gram—Schmidt peut-il étre utile
pour calculer la distance d"un point a un sous-espace ? Comment
peut-on s’en passer ?

Approfondissement

91 L'espace R[X] est muni du produit scalaire défini par

1
(P1Q) = [ P()Q(at
et, pour tout n € N, on pose

Py =X"(1—X)" et L,=P".

1. Pour tout n € N, le polynéme L, est de degré n et son
coefficient dominant est égal a (—1)"(21)Y/,,1.

2. Soit Q € R[X].

2a SiP(0)=P(1)=0,alors (P'|Q) =—(P|Q").

2b Pourtoutn € N,ona (L,|Q) = (=1)" (P,| Q™).

3. Lafamille (L,),en est une base orthogonale de R[X].
92. Matrices de Gram
Soit (uy)1< k<p, une famille de vecteurs d’un espace préhilbertien
réel.

92.1 # La matrice de Gram de la famille (uy, ..., up) est définie par

G(ul, .. -;up) = ( (ui ‘ uj ) )1<1',]<P € mP(R)
92.2  Une matrice de Gram est symétrique.
92.3  Si P estla matrice de la famille (u, ..., up) relative a une

base orthonormée, alors
G(uy,...,up) ="'PP.

92.4  Sila matrice colonne X =
GX =0, alors I XGX =0 et

(Ar)1<k<p de M1 (R) vérifie

p
Z )\kuk = OE-
k=1

92.5 = La matrice de Gram G(u, .. .,up) est inversible si, et seule-
ment si, la famille (uy, ..., up) est libre.

92.6  Projection orthogonale

On note G = G(uy,...,up). Le projeté orthogonal de x € E sur
le sous-espace F = Vect(uy, ..., up) est le vecteur

& (x]er)
_ g1 :

P
y=)Y a-ur ou : :
Xp (xlep)

93. Distance a un hyperplan

On peut utiliser les matrices de Gram pour calculer la distance
d’un point a un hyperplan en suivant la démarche de I'algo-
rithme de Gram-Schmidt mais sans expliciter de base orthogo-
nale.

931 Soit (uy,...,up, Up11), une famille libre. Le sous-espace
Fy = Vect(uy, ..., up)
est un hyperplan du sous-espace
Fpy= Vect(uy, ..., up, “p+1)~

1. Siupyq estorthogonal a Fy, calculer la distance d"un vec-
teur x € Fpi1a Fp.

2. Siupyq nest pas orthogonal a Fp, comment utiliser 1’al-
gorithme de Gram-Schmidt pour calculer la distance d’un vec-
teurx € Fyiqpa Fp?
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93.2 On note

Yp = detG(uy,...,up) et Ypr1 = detG(ul,...,up,upH),

les déterminants de deux matrices de Gram et on considere le
vecteur

Upt1 = Upy1 — i)‘i”i'
iz
3.2 On peut choisir les scalaires Ay, ..., A) de telle sorte que
V1<k<p, (u|ops1) =0.
3.b  L'opération
Cpr1 ¢ Cp1 — (Mqug + -+ + Aputp)

sur la matrice G(uy, ..., Up, U, 1) montre que

2
Tp+1 = Tp (Up+1 ‘up+1) =7p va+1H :

4. Ladistance du vecteur x = 1,1 au sous-espace vectoriel

F = Vect(uy,...,up) est donnée par
2

Tp1=1p- [d(x, F)]".
9. Deux familles de vecteurs (u;)1<;<k et (vi)1<i<k sont bi-
orthogonales lorsque

Vlgl,]gk, (Lli|‘0]'):(51',j.

94.1  Deux familles bi-orthogonales sont libres.
94.2  Base duale

Si Z est une base de R", alors il existe une, et une seule, base ¢
telle que les familles # et ¢ soient bi-orthogonales.

Etudier le cas ot # est une base orthonormée.

94.3  Onidentifie les vecteurs de R" aux colonnes de 91t,, 1 (R).
On considere une matrice A € M, (R) et on suppose qu’il existe
deux familles bi-orthogonales (U;)1<i<, et (V;)1<i<, telles que

.
A=Y MUY
i=1

i=

ott les A; sont tous différents de 0.
1. Les U; sont des vecteurs propres de A.
2. Lenoyau de A estl'orthogonal de Vect(V7, ..
3. Lamatrice A est diagonalisable.
4. Réciproquement, toute matrice diagonalisable de rang r
admet une telle décomposition.

V).

Pour aller plus loin

95. Questions pour réfléchir

1. Parmi les propriétés de la norme associée a un pro-
duit scalaire, quelles sont celles qui sont communes a toutes les
normes ? celles qui sont propres aux normes associées a un pro-
duit scalaire ?

2. Condition sur une famille de vecteurs (u;);c; de E pour
qu’il existe un produit scalaire sur E tel que cette famille soit
orthogonale.

3. Si F admet un supplémentaire orthogonal, alors F est un
sous-espace vectoriel fermé de E.

4. Soient x € E et F, un sous-espace de E.

4.a  Condition pour qu’il existe au moins un vecteur y € F
tel que d(x,F) = d(x,y).

4.b  Siun tel vecteur y existe, alors il est unique. —[19]
5. Suite de [93] —
5.a Que représente y, lorsque la famille (uy,...,up) est or-

thogonale ? Dans le cas général ?
5.b Ilustrer la méthode de calcul de distance a un hyperplan
de [93] par une figure en dimension deux; en dimension trois.

96.1  Soit (x;)yeN, une suite de vecteurs de F qui converge
vers un vecteur w € E. Alors

VyeFt, (wly)=0.
96.2  Soit A C E. Condition pour que A+ = {0g}?
96.3  Soient F et G, deux sous-espaces vectoriels de E. Condi-

tions pour que F+ = G ?

97. Caractérisation des projections orthogonales

Une projection p de E, espace euclidien, est une projection ortho-
gonale si, et seulement si, |||p||| = 1 (ot |||-]|| est subordonnée a
la norme associée au produit scalaire sur E).

98. Critere de Cauchy
98.1 # Une suite de vecteurs (uy)n,cN vérifie le critére de Cau-
chy dans 'espace préhilbertien (E, ||-||) lorsque

Ve>0,INgeN, Vp2n>Ny, |luy—up| <e

98.2  Si une suite (u,),eN est convergente, alors elle vérifie le
critere de Cauchy.

98.3 # Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (E, ||-||)
dans lequel toute suite qui vérifie le critere de Cauchy est convergente.






