13
Espaces probabilisés

1. Une expérience est aléatoire lorsqu’il n’est pas possible
d’en prévoir le résultat ou plus largement lorsqu’il n’est pas
simple d’en prévoir le résultat avec une marge d’erreur accep-
table.

2. La théorie mathématique des probabilités permet de trai-
ter les problémes aléatoires simples en définissant les régles de
calcul dans un espace probabilisé

(Q,4,P).

On traite les problemes complexes au moyen de variables aléa-
toires définies sur cet espace probabilisé.

I

Axiomatique

3. Notations
On utilise le symbole L, au lieu de U, pour écrire 'union de
parties qui sont deux a deux disjointes.
Lorsque de nombreux ensembles sont considérés, on peut rem-
placer le symbole N par une virgule ou 1'omettre, de telle sorte
que l'intersection Ay N Ay N --- N A, peut étre abrégée en

Ay, Ay, ..

., A ouen AjAy--- Ay

I.1 Tribus

4. Soient E, un ensemble et £ C B(E), un ensemble de
parties de E.
4.1 & L'ensemble € est stable par intersection lorsque

VABeEE, ANBe¢E.
4.2 Si 'ensemble &£ est stable par intersection, alors il est
stable par intersection finie : pour tout entier n > 2,

VAy,...,An €€, AinN---NAs €.
4.3 & L'ensemble & est dit stable par intersection dénombra-

ble lorsque, pour toute suite (An)peN d'éléments de &,

(ﬂ A,,)GE.

neN
4.4 # L'ensemble & est stable par union lorsque

VA BEE, AUBE€E.
4.5 Si I'ensemble & est stable par union, alors il est stable
par union finie : pour tout entier n > 2,

VAy,...,An €€, AjU---UA, €€.
4.6 # L'ensemble £ est stable par union dénombrable lorsque,

pour toute suite (Ap)pen d'éléments de &,

( U An) €t
nelN

4.7 # L'ensemble & est dit stable par passage au complémentai-
re lorsque

VAcE, Aceé.
5.1 # Une algébre (de Boole) sur E est une partie £ C B(E), non
vide, stable par intersection, par union et par passage au complémen-
taire.
5.2 Toute algebre de Boole sur E contient & et E.

5.3 % Une tribu, ou c-algebre de Boole, sur E est un ensemble non
vide £ C B(E) qui est :

1. stable par intersection dénombrable,

2. stable par union dénombrable et

3. stable par passage au complémentaire.
5.4 & Pour tout ensemble E, I'ensemble 3(E) est une tribu sur E,
appelée tribu discrete sur E.
5.5 # Pour toute partie A de E, la famille

7(A) = {@, A, A, E}

est une tribu sur E, dite tribu engendrée par A.

1.2 Mesures de probabilité

6. Soit £, une tribu sur un ensemble E.
6.1 % Une application f : £ — R est additive lorsque, pour toute
famille finie (Ay)1<k<n de parties mesurables deux a deux disjointes,

F(L) A = X2 (.
k=1 k=1

6.2 # Une application f : € — R est o-additive lorsque, pour
toute famille dénombrable (Ay)rer de parties mesurables deux a deux
disjointes, la famille (f (A))re; est sommable et

F(L A¢) = X f(ap.
kel kel
6.3 # Soit £, une tribu sur un ensemble E. On appelle (mesure de)

probabilité sur (E,E) toute application r-additive
u:&—101]

telle que u(E) = 1.
6.4 = Si u est une mesure de probabilité sur £, alors u(2) = 0.

1.3 Espaces probabilisés

7. La théorie des probabilités, en tant que discipline mathé-
matique, peut et doit étre fondée sur des axiomes exactement de
la méme maniere que la Géométrie et I’Algebre. [...]

[Ainsi, le concept d’espace probabilisé] est défini comme un sys-
teme d’ensembles qui vérifie certaines conditions. Ce que repré-
sentent les éléments de ces ensembles n’est d’aucune importance
dans le développement strictement mathématique de la théorie
des probabilités (cf. I'introduction des concepts géométriques de
base dans les Fondements de la Géométrie de Hilbert, ou les défi-
nitions des groupes, anneaux et corps en algebre générale).

A.N. Kolmogorov
Fondements de la théorie des probabilités (ch. 1)

7.1 # Un espace probabilisé (Q), Q,P) est composé d'un ensemble
Q, d’'une tribu Q sur Q) et d’une mesure de probabilité P sur Q.

7.2 # Le couple (Q), Q) est un espace probabilisable.

7.3 # Les éléments de la tribu Q sont appelés événements (aléa-
toires).

7.4 En pratique, 'ensemble () reste indéterminé et la puis-
sance de la théorie probabiliste réside précisément dans ce fait.
L'ensemble @, qui est une o-algebre sur (), reste par conséquent
indéterminé lui aussi.

8. Vocabulaire probabiliste

Tout événement A € @ est une partie de Q) et les opérations sur
les événements sont donc des opérations sur les ensembles.

8.1 La stabilité de @ par passage au complémentaire signifie
que le contraire d'un événement A, représenté par A, est encore
un événement.



13 e ESPACES PROBABILISES

8.2 De méme, la conjonction de deux événements A et B,
ou réalisation de A et de B représentée par A N B, est encore un
événement.

La disjonction de deux événements, ou réalisation de A ou B
représentée par A U B, est encore un événement.

8.3 L’événement impossible est représenté par 1’ensemble
vide & et I'événement certain par Q).
8.4 Deux événements représentés par des parties disjointes

sont dits incompatibles :
événements est impossible.

la réalisation conjointe de ces deux

8.5 L’événement B est une conséquence de 1'événement A si,
et seulement si, A C B.
8.6 L'ensemble des événements est I’ensemble de définition

de la mesure de probabilité P : le réel P(A) est défini si, et seule-
ment si, ’ensemble A est un événement, c’est-a-dire A € Q.

8.7 La probabilité P(A) sert a situer 'événement A € Q sur
une échelle qui va de 1'événement impossible a 1’événement cer-
tain Q).

VAeQ,

I.4 Reégles du calcul des probabilités

Soit (Q,Q, P), un espace probabilisé.
9.1 = Pour toute suite (Ap)nen d'événements deux a deux incom-
patibles, la série Y, P(Ay) est convergente et

—+00
P(nLEJNAn) - n;OP(An).
9.2 =

P(@)=0
9.3 Si les événements A et B sont incompatibles, alors
P(AUB)=P(A)+ P(B).

94 =

VAE@  P(A) =1-P(A)

9.5 Si A et B sont deux événements tels que A C B, alors
B= AU (BNAS).

9.6 = La mesure de probabilité P est croissante au sens oii, quels
que soient les événements A et B,

A CB=P(A) <P(B).
9.7 Quelles que soient les événements A et B, les parties
et A°NB

ANB, AUB, ANB°

sont des événements et —[84]
A= (ANB)U(ANB),
AUB=AU(A°NB)=(ANB°)UB
=(ANB)U(A°NB)U(ANB).

98 =
VABeEQ® P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

9.9 = Pour tout n € N, quels que soient Ay, ..., Ay dans Q,

n n
P(UU 4r) < Y P(AY).
k=0 k=0
9.10 =

VABEQ P(ANB)=P(A)—P(ANB)

10. Exemples
Soient A et B, deux événements.

1. On suppose que P(A) = 1/3 et P(B) = 1/2. Calculer la
probabilité de P(B N A°) lorsque :

1.a Les événements A et B sont incompatibles;

1.b L'événement B est une conséquence de A;

1.c La probabilité de A N B est égale a 1/3.

2. Avec P(A) =1/, P(B) =1/5et P(ANB) = /19, calculer
la probabilité pour que :

2.2 Au moins l'un des deux événements soit réalisé;

2.b  Aucun des deux événements ne soit réalisé;

2.c Exactement un des deux événements soit réalisé.

3.  Onsuppose que P(A) = 4/10 et P(B) = 7/10. Quelles sont
les valeurs extrémes possibles pour P(AN B)?

11. Continuité monotone
Soit (An)ueN, une suite d’événements.
11.1 On suppose que (Ay),enN est une suite croissante :

V ne N, AVI C AVI+1'

1. La suite de terme général P(A;) est convergente.
2. Onpose By = Ap et

Vn>1, By=A,NAS ;.

La famille (B;),cn est une suite d’événements deux a deux in-
compatibles et

U A= | ] Bu

neN neN
11.2 = Continuité croissante

Pour toute suite croissante d'événements (An)neN,

P(An) —— P( UNA,,).

113 Sila suite (An)yen est décroissante :

VneN, Ay C Ay,
alors la suite de terme général P(A;) est convergente et la suite
(AS)nen est une suite croissante d’événements.

11.4 = Continuité décroissante
Pour toute suite décroissante d’événements (Ay)nen,

P(Ay) — P( N An).

n—+o0 nEN
12. Soit (Ay)yeN, une suite d’événements. Pour tout n € N,
on pose
n
Bi=|J An et Cy=B,NB;_;.
m=0

12.1 La suite (By),cn est une suite croissante d’événements
et

U Bi= U An

neN neN
12.2  Lasuite (Cp)yen est une suite d’événements deux a deux

incompatibles tels que

VneN, C,CA, et

L] Ci= U An

nelN nelN

12.3 = Pour toute suite d’événements (Ay)nen,

P(U 4x) < L P(4n).

neN neN
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1.5 Evénements négligeables

13. Soit (), @, P), un espace probabilisé.

13.1 @ Un événement A € Q est négligeable lorsque P(A) =
13.2 # Un événement A € Q est presque siir lorsque P(A) =
133 Si Q) € Q est presque s, alors P(AN Q) = P(A) pour
tout A € Q.

13.4 # Deux événements A et B sont presque siirement incompa-
tibles lorsque P(AN B) = 0.

13.5  Quelle que soit la mesure de probabilité P définie sur Q,
I’événement impossible @ est négligeable et I’événement certain
() est presque sfir.

0.
1.

14. Les notions d’événement négligeable et d’événement
presque sir sont relatives a la mesure de probabilité considé-
rée sur Q.

141 On lance une piéce de monnaie : les résultats possibles
sont Pile et Face, mais le résultat de chaque lancer est imprévi-
sible. On modélise cette expérience aléatoire par un espace pro-
babilisable (Q), Q) ou la tribu @ peut étre restreinte a une famille
de quatre événements : —[5.5]

a={9,A A Q}.

(On rappelle qu'il est superflu de préciser I'ensemble (2.)
1. La modélisation usuelle consiste a définir une mesure de
probabilité P sur & telle que

Po(A) = Po(AS) =1/,

ce qui revient a supposer qu'on a autant de chances d’obtenir
Pile que d’obtenir Face.
2. On peut définir deux autres mesures de probabilités Pp
et Pr telles que
Pp(A) =Pp(A%) =1,

ce qui revient a truquer la piéce pour obtenir presque stirement
Pile (avec la mesure Pp) ou presque stirement Face (avec la me-
sure Pp).

14.2  Plus généralement, si un événement A € @ n’est ni im-
possible, ni certain, alors pour tout p € [0, 1], on peut définir une
mesure de probabilité Py sur @ telle que Py(A) = p.

Regles de calcul sur les événements négligeables

Soit (Q,Q, P), un espace probabilisé.
15. Un événement A € @ est négligeable si, et seulement si,
I’événement contraire A€ est presque str.

16. On considere deux événements A et B tels que A C B.
16.1  Sil’événement B est négligeable, alors I’événement A est
négligeable.

16.2  Sil’événement A est presque siir, alors I’événement B est
presque str.

163 Si P(A) =
geable.

P(B), alors l'événement B N A° est négli-

17.1 = Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables
est un événement négligeable.

17.2 = Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque
stirs est un événement presque sfir.

18. Soit (Ay)yen, une suite d’événements deux a deux
presque stirement incompatibles :
Vun#q, P(A;NA;) =0.
18.1  Avec les notations de [12] :
VneN, P(Buiq)=P(Bu)+P(Ay).
18.2  Lasérie Y, P(A,) est convergente et

P(U )

—+o0
= Z P(An)
nelN n=0

Entrainement

19. Questions pour réfléchir

1. Si € C P(E) est stable par intersection dénombrable
(resp. par union dénombrable), alors £ est stable par intersec-
tion (resp. par union).

2. On suppose que & C P(E) est stable par passage au
complémentaire. Alors I'ensemble £ est stable par intersection
(resp. par intersection dénombrable) si, et seulement si, il est
stable par union (resp. par union dénombrable).

3. Une tribu est une algebre de Boole.

4. Si E est un ensemble fini, toute algebre de Boole sur E
est une c-algebre.

5. Si une algebre de Boole ne compte qu'un nombre fini
d’éléments, alors c’est aussi une c-algebre de Boole.

6. Pour tout ensemble E, I'ensemble {&,E} est une tribu
sur E, appelée tribu grossiére sur E.

7. Si f est une application additive sur une algebre de Boole
finie &, alors f est une application c-additive sur la tribu £.

8.  Toute mesure de probabilité est additive.

9. Il n’existe pas de mesure de probabilité u sur (N, (N))
telle que la valeur de y({k}) soit indépendante de k € N.

10. Siles événements A et B sont incompatibles, alors

P(A) <1-P(B).

11.  Si (An)uen est une famille d’événements deux a deux
incompatibles, alors la série ) P(A;) est convergente.

12.  Généraliser le théoreme [9.8] a I'union d’une famille finie
d’événements (formule du crible).

13.  Dans quel cas la majoration [12.3] est-elle utile?

14.  Suite de [12.3] — Etudier le cas d’égalité.

15. SiP(AUB) =0, alors A et B sont négligeables.

20. Trace d’une tribu
Soit £, une tribu sur E. Pour toute partie B C E, la trace de £
sur B, définie par

&g={ANB, Ac&},
est une tribu sur B. La tribu &g est contenue dans £ si, et seule-

ment si, B € £.

21. Quels que soient les événements By, ..., By,

n

> P(BY)

P(ByNByN---NBy) >1—

k=1
22. Soit (Ag)1<k<y, une famille d’événements tous de méme
probabilité :
V1<k<n, P(A)=p.

Si, presque stirement, 1'un de ces événements est réalisé, alors
p= .

23. Lemme de Borel-Cantelli

Soit (0, &, P), un espace probabilisé. Pour toute suite (Ay)nen
d’événements, on pose —[77.4]

—+00
B=() U Anm
nelN m=n
1. La partie B est un événement et

P(B) = lim P(UO Am).

n—o00
n

2. Silasérie ) P(A,) converge, alors I’événement B est né-
gligeable et presque stirement, a partir d'un certain rang, aucun
des événements A, n’est réalisé :

P(U ﬁoAfﬂ):l.

nelN m=n

On trouvera plus loin [52] un complément de ce résultat.
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24. Tribus compleétes
Soit (E, &y, Py), un espace probabilisé.
24.1 # Une tribu £ sur E est compleéte lorsque toute partie A de E
contenue dans une partie négligeable N € &€ appartient a la tribu E.
242 On suppose que & est une tribu compleéte sur E. Etant
donnée une partie A de E, s’il existe deux éléments A~ et At
de & tels que

ATCACAT et PQ(Ai) = PQ(A+),
alors A € &y. Que vaut Py(A) dans ce cas?
24.3 # la tribu complétée de £ est la plus petite tribu complete qui
contienne la tribu E.
24.4  Onnote &, I'ensemble des parties A C E pour lesquelles
il existe deux éléments A~ et A" de & tels que

AT CACAT et Py(A7)=Py(A").

Alors & est la tribu complétée de &.

245 Il existe une, et une seule, mesure de probabilité P définie
sur &, tribu complétée de &, telle que

VAE€&, P(A) = Po(A)
25. Classes monotones

Soient yi1 et yp, deux mesures de probabilité sur un espace me-
surable (E, &).
La classe ¢ définie par

¢ ={Ac&: m(A)=m(A)}

contient &, est stable par passage au complémentaire et est
stable par union dénombrable croissante : si (A;),en est une
suite croissante pour C de parties mesurables qui appartiennent
a ¢, alors

—+o0
U Ane?.
n=0

II

Conditionnement

26. Soit (), @, P), un espace probabilisé.

26.1  La notion de conditionnement apparait lorsqu’on rap-
porte la réalisation d’un événement quelconque A a la réalisa-
tion d'un événement donné B : comment la probabilité de A
varie-t-elle lorsqu’on apprend que B est réalisé ?

Autrement dit : quelle information sur A la réalisation de B
apporte-t-elle ?

26.2 # Sil'événement B € Q n'est pas négligeable, alors la probabi-
lité conditionnelle de A € Q sachant B est définie par

P(ANB)

P(A1B) = =55

26.3  Les événements A et B sont presque stirement incompa-
tibles si, et seulement si,
P(A|B) =0.
26.4  On dit que la réalisation de 1'événement B favorise la
réalisation de A lorsque P(A | B) > P(A) et qu’elle défavorise la
réalisation de A lorsque P(A | B) < P(A). —[35]
Si0 < P(B) <1, alors
P(A|B)<P(A) < P(A|B°) >P(A)

pour tout A € Q.

26.5  Les probabilités conditionnelles servent a calculer la pro-
babilité de l'intersection de deux événements.

— Si A et B sont deux événements non négligeables, alors
P(ANB)=P(A|B)P(B)=P(B| A)P(A).
— Si lI'événement A ou I'événement B est négligeable, alors

P(ANB) =0.

27. = L'application P définie sur Q par

VAeQ@, Pg(A)=P(A|B)

est une mesure de probabilité sur (Q, Q).

II.1 Probabilités conditionnelles

28. La probabilité conditionnelle P(A | B), comparée a la
probabilité P(A), permet d’estimer l'influence de la réalisation
de B sur la réalisation de A. En quelque sorte, A est un effet de
la cause B. —[26.4]
Dans cette perspective, la probabilité de A (calculée indépen-
damment de la réalisation, ou non, de B) est dite probabilité
a priori et la probabilité conditionnelle de A sachant que B est
réalisé est dite probabilité a posteriori.

La premieére formule de Bayes [29] renverse la perspective : sa-
chant que l'effet A est observé, dans quelle mesure prouve-t-il la
réalisation préalable de la cause B?

29. Soit (Q),Q, P), un espace probabilisé.
29.1 = Premieére formule de Bayes
Soient A et B, deux événements non négligeables. Alors

P(B\A):%jwp(m,

29.2 = Probabilités composées [3]
Soient Ay, ..., Ay, des événements tels que

P(A1A2 ce Anfl) > 0.
Alors

P(A1Ay- -+ Ay) = P(A1)P(Az | Ap)
xP(A3 | A1Ag) -~
X P(An | A1Az - Ayq).

30. Exemples

30.1  Soient A et B, deux événements tels que
P(B)=1> P(A|B)=1> et P(A|B°) =1

Alors P(B®) =1/, P(A° | B) =1/2et P(B| A) =3/4.

30.2  Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires.

On tire successivement et sans remise trois boules. La probabilité

pour que la premiére et la troisiéme boules soient noires et que

la seconde soit blanche est égale a 4/35.

31. Systemes complets d’événements [29]

En général, on ne conditionne pas par un seul événement, mais
par une famille d’événements qui modélise I'ensemble des issues
possibles d’une situation aléatoire.

311 4 Soit (Q,Q), un espace probabilisable. On appelle systéme
complet d’événements toute famille (Ay)xey, finie ou dénombrable,
d’événements deux a deux incompatibles et tels que

Q=[] A

312 Pour tout A € &, la famille (A, A°) est un systeme com-
plet d’événements.
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313 Soit (Ag)ker, un systeme complet d’événements.
1.
Z P(Ap) =1
kel
2.
VBeq, B=|](BNA)
kel
P(B) = ) P(BNA)
kel

32. = Suite de [29] — Soit (A)rer, un systeme complet d’événe-
ments non négligeables.

32.1 Probabilités totales
VBe@, P(B)=) P(B|As)P(A)
kel
322  Deuxiéme formule de Bayes

Si B € Q n’est pas négligeable, alors

Vkel, = .
YrerP(Ag)P(B | Ay)

33. Exemples
33.1  Ondispose de deux urnes : l'urne 1 contient deux boules
blanches et trois bleues; 1'urne 2 contient trois boules blanches
et quatre bleues. On tire une boule dans l'urne 1 et on la place
dans 1'urne 2. On tire alors une boule dans 'urne 2.

1. La probabilité pour que la premiere boule tirée soit bleue
est égale a 3/5.

2. La probabilité pour que la deuxiéme boule tirée soit
bleue est égale a 23/49.
33.2  Deux usines produisent des flaveurmetres bilobés. La
premiere produit deux fois plus de flaveurmetres bilobés que
l'usine 2. On estime a 20% (resp. a 5%) la proportion de fla-
veurmetres bilobés défectueux produits par 1'usine 1 (resp. par
I'usine 2).

1. La proportion de flaveurmetres produits par 1'usine 1 est
égale a 2/3.

2. La proportion de flaveurmetres non défectueux est égale
a 17/5.

3. Siun flaveurmetre tiré au hasard de la production est dé-
fectueux, la probabilité pour que ce flaveurmetre ait été produit
par l'usine 1 est égale a /.

34. Paradoxe de Lewis Carroll

Si on ne prend pas soin de préciser comment la mesure de pro-
babilité est définie, on risque de prouver qu'une urne ne peut
pas contenir deux boules de la méme couleur!

341  Une urne contient deux boules, chacune pouvant étre
noire ou blanche, donc

P(NN)=P(NB) =P(BN) = P(BB) = 1/4.
On ajoute une boule noire dans 1'urne, donc
P(NNN) =P(NBN) =P(BNN) =P(BBN) = 1/4.

On tire au hasard une boule dans 'urne : la probabilité pour que
la boule tirée soit noire est égale a 2/3.

342  Pour qu’on ait 2 chances sur 3 de tirer une boule noire
dans une urne contenant trois boules, il faut que 1'urne contienne
deux boules noires et une boule blanche.

34.3  Par conséquent, I'urne contenait initialement une boule
noire et une boule blanche, ce qui prouve qu'une urne contenant
deux boules ne peut ni contenir deux boules noires, ni contenir

deux boules blanches. Etonnant, non?

I1.2 Evénements indépendants

35. Comparaison de P(A | B) et de P(A) [26.4]
On munit 1’'ensemble QO = {1,2,3,4,5,6} de la tribu discrete
Q = PB(Q) et de la mesure de probabilité uniforme P :

VkeQ, PHk}) =1

35.1  Les trois ensembles

Ag={4,5,6}, By=1{1,3,5}, Co=1{246}
sont des événements de probabilité 1/5.
35.2  Les probabilités conditionnelles de Ay sachant By et sa-
chant Cy sont respectivement égales a 1/3 et a 2/3 de telle sorte
que

P(Ag | Bo) < P(Ag) <P(Ag| o).

353 Avec A={2},B={2,4,6} etC = {4,6},0na
P(A|B)=13 PB|A)=1 P(C|B)=24

etP(C|A)=0.

36. Indépendance de deux événements

Soient A et B, deux événements. L'égalité
P(A|B) =P(A)

entre la probabilité a posteriori de A et la probabilité a
priori de A [28] signifie que la réalisation de B n’a pas d’in-
fluence sur la réalisation de A.

36.1 4 Soit (Q,Q,P), un espace probabilisé. Deux événements A et
B sont indépendants lorsque

P(ANB)=P(A)P(B).

36.2 = Si les événements A et B ne sont pas négligeables, alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. Les événements A et B sont indépendants.

2. P(A|B)=P(A)

3. P(B|A)=P(B)
36.3  Un événement négligeable est indépendant de tout autre
événement.
36.4  Un événement presque str est indépendant de tout autre
événement.

37. Famille quelconque d’événements indépendants

La définition de l'indépendance pour une famille d’au moins
trois événements est un peu délicate, mais finalement peu utile.
En effet, la plupart du temps, 'indépendance d’une famille
d’événements est une hypothése faite pour modéliser une situa-
tion aléatoire. Il n'y a donc pour ainsi dire jamais d’occasion
d’avoir a prouver I'indépendance d’une famille d’événements.
37.1 # Une famille d’événements (Ay)gey est une famille d'événe-
ments (mutuellement) indépendants, ou globalement indépen-

dants, lorsque
P( 4x) = TTP(4)
keJ kej]

pour toute famille finie d’indices | C I.
37.2 = Si (Ag)rer est une famille d’événements indépendants, alors
toute sous-famille (Ay)yey est encore une famille d'événements indé-
pendants.
37.3  En particulier, si les événements (Aj)res sont indépen-
dants, alors ils sont deux a deux indépendants :

Vi#gjel, P(A;NAj) =P(A;)P(A)).
37.4  Siles événements (Ay),en sont indépendants, alors
VneN, P(AgA;---An) =P(Ag)P(A1) - P(Ayn).

37.5 = Si (An)nen est une suite d’événements indépendants, alors

(1) = im, I
P Ak = lim P(Ak)
k=0 n—H»ook:O
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37.6 Lemme des coalitions
Soit (Ag)rer, une famille d’événements indépendants. Si

T = i1, ..

sont deux parties finies disjointes de I, alors les événements

-/im} et b= {j1/-~'/jn}

(Ail "'Ai,,,) et (Ah A]”)
sont indépendants :
P[(Ail ce Ai,,,) N (Ah ce A]’l)] = P(Ail ce Ai,,,) P(Ah - A]'”)

38. Tribus indépendantes

Seule la notion de tribus indépendantes* permet de com-
prendre ce que signifie I'indépendance mutuelle* des événe-
ments.

On considere un espace probabilisé (Q), &, P).

38.1 # Les sous-tribus Qy, ..., Q, de Q sont indépendantes* si, et

seulement si,
n

P(B1By---By) = [ P(Bx)
k=1

quels que soient les événements By € Qq, ..., By € Q.

38.2  Deux événements A; et A; sont indépendants si, et
seulement si, les tribus 0(A;) et 0(Ay) qu'ils engendrent [5.5]
sont indépendantes.

38.3  Si les sous-tribus 0(Aq), ..., 0(A,) engendrées par les
événements Ay, ..., Ay € Q sont indépendantes, alors les événe-
ments Ay, ..., Ay sont mutuellement indépendants.

384  Réciproquement, si les événements Ay, ..., A, € Q sont
mutuellement indépendants, alors

n

P(B1By---By) = H P(By)
k=1

quels que soient les événements By € Gy, ..., By, € Q. (Raison-
ner par récurrence sur le plus grand indice 1 < k < n tel que

By = A7)

k
38,5  En particulier, si les événements Ay, ..., A, sont indé-
pendants, alors leurs complémentaires A{, ..., Aj, sont indépen-
dants. —[52]
Entrainement
39. Questions pour réfléchir

1a Si0 < P(B) <1, alors P(A) est compris entre P(A | B)
et P(A | BY).

1.b Quels sont les cas d’égalité ?

2. QuevautP(A|Q)?

3.  Que dire d’'un événement A € Q tel que Pg(A) = P(A)?

4. Suite de [27] — On suppose que 'événement B n’est pas
négligeable.

4.2 Que vaut Pg(B)?

4b  Que dire des événements A € Q tels que Pg(A) =17?

4c SiACB,alorsP(A|B)=P(A)/P(B).

4.d Si A et B sont incompatibles, alors A est négligeable pour
Pgausensou P(A | B) =0.

5. SiP(ANB) >0, alors:

P(A|B)=P(B| A) < P(A) =P(B).
6. SiP(A|B)>P(A) alorsP(B|A)>P(B).  —[264]
7. Soient A, B et C trois événements. Si 0 < P(C) < 1,
P(A|C)2P(B[C) et P(A[C)=P(B[C),
alors P(A) > P(B).

8. SiP(A) =1/ P(B) = /setP(A|B) +P(B | A) = 2,
alors P(A€ U B) = 11/,

9. Soient B et C, deux événements tels que P(BNC) > 0.
Alors
VAeQq, Pc(A|B)=P(A|BNC)

ou encore : (Pc)p = Ppgc.
10.  Condition pour que

P(A|C)= kz P(A|ByNC)P(Bx|C).
el

11.  Soient Ay, ..., Ay et B, des événements tels que

P(Ay---A,_1B) > 0.

Alors

P(Ay---An | B) =P(A1 | B)P(A2 | A1B)
x P(A3 | AjA2B) - -
X P(An | Al B 'Anle).

12.  Soient (Bj)i<k<n, un systéme complet d’événements et
A, un événement non négligeable. Si P(B; | A) < P(By), alors il
existe au moins un entier 2 < k < n tel que P(By | A) > P(By).

13. Soient (Ap)yen et (Bu)nyen, deux systémes complets
d’événements. Alors la famille (A, N By)(,, ,)en2 est un systeme
complet d’événements.

14. Si les événements A et B sont indépendants, alors les
événements A et B® sont indépendants.

15. Si A et B sont deux événements indépendants, alors A°
et B¢ sont des événements indépendants.

16.  Soient A et B, deux événements indépendants. Si B est
une conséquence de A [8.5], alors A est négligeable ou B est
presque sfir.

17.  Si deux événements sont presque slirement incompa-
tibles et indépendants, alors 'un des deux (au moins) est né-
gligeables.

18. SiP(A|B)=1hetP(A | B) = 1/3, alors les événements
A et B ne sont pas indépendants.

19.  Sil’événement A est indépendant de tous les événements
B e @ alors P(A) =00uP(A) =1.

20. Si A et B sont deux événements indépendants tels que
P(AUB) = 1, alors 'un des deux événements au moins est
presque sfir.

21.  Si A et B sont deux événements indépendants, alors
P(A° | BY) = P(A").

22.  Soient A et B, deux événements indépendants de proba-
bilités respectives 1/3 et 1/4. Alors P(AUB® | B) = 1/.

23. Soient A, B et C, trois événements. On suppose que A et
B sont indépendants et que

np

P(ANBNC)=4%, P(C|ANB)=14 P(B)=4P(A).
Alors P(AUB) = 84%.
24.  Suite de [35] — Citer une expérience aléatoire décrite par

le modele. Que signifient les événements A, B et C?

40. Soient A, B et C, trois événements indépendants avec
P(A) =1/4, P(B) =1/3et P(C) =1/

1. La probabilité pour qu'aucun de ces événements ne soit
réalisé est égale a 1/4.

2. La probabilité pour qu'un seul de ces événements soit
réalisé est égale a 11/p4.

41. Soit B € @, un événement tel que P(B) > 0. Deux événe-
ments A et C sont indépendants pour la mesure de probabilité
P3 si, et seulement si,

P(C| ANB) =P(C|B).

Dans un cadre markovien, les événements A, B et C sont respec-
tivement passé, présent et a venir. —[53]
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42. Soient A et B, deux événements. Si
P(A|B)=P(A|B),

alors ces deux probabilités conditionnelles sont égales a P(A) :
les événements A et B sont indépendants. —[26.4]

43. Soient A € Q et B € Q tels que P(A) = P(B) = 3/4. Alors

23<P(A|B) <L

44. Quand un tricheur tire une carte dans un jeu de 52 cartes,
il est stir de retourner un as.

1. La probabilité pour qu'un individu retourne un as en
tirant une carte dans un jeu de 52 cartes est égale a (1 +12p)/13,
ol p est la proportion de tricheurs dans la population.

2. Sachant qu’un individu a retourné un as, la probabilité
pour qu'il soit un tricheur est égale a 13p/(12p + 1).

45. Une boite contient neuf pieces : deux pieces normales,
trois pieces truquées avec deux cotés Face et quatre pieces tru-
quées avec deux cotés Pile.

Si on tire une piéce au hasard et qu’on la lance (sans I'examiner),
on obtient Face avec probabilité /9.

46. Un électeur indécis vote tant6t a gauche, tantodt a droite.
Pour chaque scrutin, la probabilité pour qu’il vote comme au
scrutin précédent est égale a 2/3.

1. Au premier scrutin, il effectue son choix en tirant a Pile
ou Face. Quelle est la probabilité pour qu’il vote a gauche lors
des deux premiers scrutins et a droite lors des deux scrutins
suivants ?

2. Au premier scrutin, il effectue son choix en tirant dans
une urne qui contient une boule rouge (pour voter a gauche) et
trois boules bleues (pour voter a droite). Quelle est la probabilité
pour qu’il vote a droite au deuxiéme scrutin?

47. Dans une usine, les machines M, M, et M3 réalisent
respectivement 20%, 30% et 50% de la production de ziglotrons
a coulisse. Les taux de ziglotrons non conformes produits par
ces machines sont respectivement 1%, 2% et 3%.

1. Un ziglotron prélevé dans I'ensemble de la production se
révele défectueux.

1.a Il'y a environ 1 chance sur 4 pour qu’il ait été produit
par la machine M.

1.b Pour quelles valeurs de 1 < k < 3 la probabilité a poste-
riori P(My | D) pour que le ziglotron ait été produit par la ma-
chine My, est-elle plus grande que la probabilité a priori P(Mj)
pour que le ziglotron ait été produit par la machine M; ?

2. Un ziglotron prélevé dans I’ensemble de la production se
révele conforme. Il y a environ 3 chances sur 10 pour qu’il ait été
construit par la machine M,. Expliquer.

48. Une particule émise par un matériau radioactif atteint
une cible donnée avec une probabilité p = 1%. On modélise
ce phénomene aléatoire par une famille (A;),>; d’événements
indépendants tels que P(A;) = p pour tout n > 1.

1.  On attend que 10 particules soient émises. Quelle est la
probabilité pour qu’au moins 1'une d’elles atteignent la cible?

2. Pour quelle valeur de N € N la probabilité qu’au moins
l'une des N premieres particules émises atteigne la cible est-elle
supérieure a 80% ?
491 Soit (Ay),>1, une suite d’événements indépendants, de
méme probabilité p.

1. Pour tout entier k > 1, la probabilité de

— c c
By = A7 - Ag_1 Aok
2k—1

estégalea (1 —p)= 'p.
2. La probabilité de

B= |J B

keN*

estégalea (1—p)/(2—p).
49.2  Deux joueurs lancent deux dés a tour de réle jusqu’a ce
que le total des points soit égal a 7.

3. On peut utiliser le modele précédent avec p = 1/5 pour
décrire ce jeu.

4. L'événement B correspond au fait que le second joueur
gagne.

5.  Donner un argument combinatoire prouvant que

P(B) = (1—p)p+(1—p)*P(B)
et retrouver cette relation par le calcul.

50. Des personnes se transmettent une information : ou
bien l'information est transmise fidelement (avec probabilité p),
ou bien elle est transformée en son contraire (avec probabilité
(1 —p)). On note py, la probabilité pour que la n-iéme personne
recoive l'information correcte.

1.

VneN, py1=02p—1pa+(1-p)
2.
_1\n
VHEN, p”:%

3. Lalimite de p; est indépendante de p.

51. Suite de [26.4] — Soient A, B et C, trois événements de
probabilité strictement positive.

51.1 Si B favorise A, alors A favorise B et B¢ défavorise A.
51.2  Si A favorise B et si B favorise C, alors A ne favorise pas
nécessairement C. —[35.3]
52. Lemme de Borel-Cantelli (suite)

Soient (Q),Q,P), un espace probabilisé et (A;),cN, une suite
d’événements indépendants. Le lemme de Borel-Cantelli énonce
une loi de tout ou rien sur 1’'événement : —[77.4]

B=() U Aneaq.

neNm=n

52.1

1.

Vo<u<l 0<1—u<exp(—u)

2. Si0 < uy <1pourtout n € N et sila série ) u, diverge,

alors —[4.110]
N
lim (1—uy) =0.
Nﬁ+oon:0

52.2  Sila série } P(A,) est convergente, alors 1'événement B

est négligeable [23].
523 Sila série ) P(A,) diverge, alors la famille (A§),en est
une suite d’événements indépendants [38.5] et

VneN, P(ﬁoAfn):O,

m=n

donc l'événement B est presque sfr.

53. Indépendance conditionnelle
L'indépendance de deux événements est relative a la mesure de
probabilité considérée sur Q. Cette remarque évidente n’est pas
anodine : conditionner par un événement B € @, c’est substituer
la mesure Pg a la mesure P.
53.1  On dispose de deux urnes : la premiere urne ne contient
que des boules noires, la seconde ne contient que des boules
blanches. On choisit une urne au hasard et on tire une boule de
cette urne.

1. Les événements A : la boule tirée est noire et B : Ia boule
tirée est blanche ne sont pas indépendants.

2. Cependant, si on sait que 'urne choisie est la premiere,
alors les événements A et B sont indépendants !
53.2  Suite de [35.3] — Les événements A et C ne sont pas indé-
pendants pour la mesure Pp :

Pp(ANC) # Pp(4)Pp(C)
alors qu’ils sont indépendants pour la mesure Pp. :

Pg:(ANC) = Ppe(A) Ppe(C).



13 e ESPACES PROBABILISES

53.3 & Soient (Q),,P), un espace probabilisé et B € Q, un événement
non négligeable.

Deux événements Aq et Ay sont conditionnellement indépendants
sachant B lorsqu’ils sont indépendants pour la mesure Pp :

P(A1NAy[B) =P(A1 | B) P(A2 | B).

53.4  Soient A, B et C, trois événements. On suppose que

0<p=P(C)<1

et que les événements A et B sont conditionnellement indépen-
dants sachant C et conditionnellement indépendants sachant C¢.
1. Sion suppose que

P(A|C)=P(B|C") =2/
P(A|C°)=P(B|C) =1/,
alors A et B ne sont pas indépendants.

2. SiP(A|C)=P(A|C)=PB|C)=P(B|C) =1ph,
alors A et B sont indépendants quel que soit p.

III

Espaces mesurables discrets

54. Nous allons maintenant approfondir la notion d’espace
probabilisable : ici, a ’ensemble indéterminé () de la théorie pro-
babiliste, on pourra substituer un ensemble connu E.

54.1  Cet ensemble E peut étre fini comme {0,1} ou dénom-
brable comme N ou Z ou continu comme R ou C.

54.2 # Un espace mesurable est un couple (E,E) formé d'un en-
semble E et d'une tribu € sur E.

Les éléments de la tribu & sont alors les parties mesurables de E.
54.3  Techniquement, les notions d’événements et de parties
mesurables sont définies de la méme maniere : ce sont les élé-
ments d'une c-algebre.

Cependant, on réserve le terme d’événement au cas ot cette -
algebre est une tribu sur un ensemble indéterminé Q) et le terme
de partie mesurable au cas ot la c-algebre est constituée de
parties d’un ensemble connu E. —[7]

55. # Un espace mesurable (E, E) est discret lorsque la tribu & est
Uensemble 3 (E) des parties de E. —[57]

56. # Une (mesure de) probabilité discrete est une mesure de pro-
babilité y définie sur un espace mesurable discret (E, ).
On dit alors que (E, &, i) est un espace probabilisé discret.

57. Cas d’un espace fini ou dénombrable
Soit (E, £), un espace mesurable ot I’ensemble E est fini ou dé-
nombrable.
571  Latribu £ contient les singletons :
Vx€eE, {x} €&
si, et seulement si, & = P(E).
57.2  Convention
Sauf indication contraire, un ensemble fini ou dénombrable E
est toujours muni de la tribu discrete £ = P(E).

III.1 Mesures de probabilité discrétes

58. # Soit E, un ensemble fini ou dénombrable. On appelle loi (de
probabilité) discrete sur E toute famille sommable (px)xcp de réels

positifs telle que
Z px =1
x€eE

59. Exemples de lois discretes

Les lois discretes élémentaires servent a dénombrer des quanti-
tés aléatoires et dans ce cas, I’ensemble E est égal a IN ou a une
partie de IN.

59.1
_ (x+1)(8—x)
Vxe{01,...,7}, px= 0
59.2 1
vV x € N¥, = —
* Px x(x+1)
59.3
VxeN*, py=27°
59.4
v N* _ 6
YENY k= 00
59.5
* 27}(
N ==
VX EN px x¢n2
60. Caractérisation des mesures de probabilité discretes

Soit E, un ensemble fini ou dénombrable muni de la tribu dis-
crete £ = PB(E) et d'une mesure de probabilité y.

60.1  La famille (u({x})), cp est une famille sommable de
réels positifs telle que

Y ou({x}) =1

xeE

60.2 Pour toute partie A C E,

p(A) =Y p({x}).

x€A

60.3 = Soit E, un ensemble fini ou dénombrable.
Pour toute loi de probabilité discrete (px)ycr sur E, il existe une, et
une seule, mesure de probabilité discrete y sur (E,E) telle que

Vx€E, u({x}) = px-
III.2 Lois usuelles
61. On considere ici des lois de probabilité discretes (py)ren

définies sur 'espace mesurable discret (E,£) ou E = N.
62. # Pour tout kg € N, la loi de Dirac en kg est définie par

P, =1 et Vk#ko, pr=0.

63. # Pourtout0 < p <1, la loi de Bernoulli de paramétre p est
définie par

po=1—p, pr=p e Yk=2, p=0.

64. # Pour toute partie finie A C N, la loi uniforme sur A est
définie par

1
et px = 0 pour tout k ¢ A.

65. # Pourn € N* et 0 < p <1, la loi binomiale de parameétres
(n, p) est définie par

VO<k<n, p= (Z)Pk(l—P)“k

et px = 0 pour tout k > n.

66. # Pourtout0 < p <1, la loi géométrique de parametre p est
définie par

po=0 et Yk=1 p=01-prp

67. # Pour tout A € RY, la loi de Poisson de paramétre A est
définie par

VkeN,
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Entrainement

68. Questions pour réfléchir

1. Suite de [64] — Peut-on définir une loi uniforme sur un
ensemble dénombrable ?

2. Soit (E, &, u), un espace probabilisé discret. L'ensemble
des x € E tels que pu({x}) > 0 est au plus dénombrable.

69. Soit (pn)nen, une loi de probabilité discrete sur N. On
appelle mode de cette loi tout entier n € IN tel que

= max py.
P geN Pa

1. Laloi (pn)yen admet au moins un mode.
2. Quels sont les modes des lois discretes usuelles ?
3. Exemples de loi admettant plusieurs modes?

70. Support d"une loi discrete

Soit y, une mesure de probabilité sur 1’espace mesurable (E, ).
On suppose que la tribu £ contient tous les singletons et qu’il
existe une partie finie ou dénombrable Ej € £ telle que

#(Eg) = 1.

Le support d'une telle mesure y est alors défini par

Sy={x€E: u({x}) >0}

1. Le support de p est une partie mesurable de E : S, € £

et u(S,) =1.
2. Si A est une partie mesurable telle que y(A) = 1, alors
Sy C A.

3. Il existe une, et une seule, mesure de probabilité discrete
o sur E telle que

VA€, m(A)=p(A).

71. Convolée de deux lois discretes
Soient y et v, deux mesures de probabilités discrétes sur E = Z.
Pour tout entier n € Z, on pose

pn=nu({n}) et gn=v({n}).

La famille (7, ),cz, définie par

VneZ, ra=Y Prln—k
keZ

711

est une loi de probabilité discrete sur Z.
712 On note y ® v, I'unique [60.3] mesure de probabilité dis-
crete sur Z telle que

VneZz puev)({n})=r.

Le support [70] de 4 @ v est contenu dans

Su+Sy={x+y,xeS, yeS,}.

Questions, exercices & probléemes

Perfectionnement

72. Méthodes
1. Soit (Q,Q), un espace probabilisable.
1.2 Comment démontrer qu'une partie A C () est un événe-
ment (A € Q)?
1.b Comment définir une mesure de probabilité sur Q?
2. Comment calculer la probabilité de I'intersection :
2.a de deux événements?
2.b d’un nombre fini d’événements ?
2.c d’une suite (A;),en d’événements?
3. Comment calculer la probabilité de 1'union :
3.a de deux événements?

3.b  d’un nombre fini d’événements ?

3.c d’une suite (A;)en d’événements?
73. Questions pour réfléchir

1. Y a-t-il un intérét a définir P(A | B) lorsque 1’événement
B est négligeable ? Si oui, comment définir ce nombre ?

2. Comparer les notions de partition et de systéeme complet
d’événements.

3. Chaque variable aléatoire discrete définit un systeme
complet d’événements.

4. Deux événements indépendants peuvent-ils étre incom-
patibles?

5. Suite de [37.5] - FEtendre au cas d’une famille dénom-
brable (Ay)ker- —[76]

6. Relier la notion de loi de probabilité discrete a celle de
combinaison convexe.

Approfondissement

74. On étudie la présence de deux geénes A et B dans une
population donnée. On sait que la moitié des porteurs du gene
A portent aussi le géne B tandis que les deux tiers des personnes
qui ne portent pas le géne A portent le géne B.

1. Quelle est la proportion de personnes qui ne portent pas
le géne B parmi les porteurs du gene A? parmi les personnes
qui ne portent pas le géne A?

2. Quelle est la proportion de personnes qui portent les
deux genes?

3. Quelle est la proportion de personnes qui portent au
moins 1'un des deux genes?

4. Quelle est la proportion de personnes qui portent un seul
des deux genes?

5. Sachant qu'une personne porte le géne B, quelle est la
probabilité pour que cette personne porte aussi le géne A?

75. Dépistage d'une maladie
Une campagne nationale propose un dépistage gratuit d'une
maladie qui touche environ une personne sur 10 000. Le test pra-
tiqué est fiable a 90% au sens ot :
— Si le patient est atteint de la maladie, le test donne un résul-
tat positif avec 90% de chances;
— Si le patient n’est pas atteint, le test donne un résultat posi-
tif, dit faux positif, avec 10% de chances.

1. Quelle est la probabilité pour que le test donne un résul-
tat positif ?

2. Comme le dépistage est gratuit et sans douleur, vous
vous y soumettez et quelques jours plus tard, un courrier vous
informe que le résultat du test est positif. Quelle est la proba-
bilité pour que vous soyez effectivement atteint par la maladie ?

76. Produits infinis
Soit (pg)re, une famille dénombrable de réels compris entre 0
et 1. On définit le produit infini de cette famille par
pe= inf Pk
g] JePo(I) ]He]
1. Le produit infini est bien défini et compris entre 0 et 1.
2. Pour toute permutation ¢ de I,

1_[ Pok) = H Pk-

kel kel
3. Si (ky)nen est une énumération [5.6.2] de I, alors

N
[1re= im nl:[o Pk,

kel

77. Suites d’événements
Soit (Q), @), un espace probabilisable. On cherche a étendre le
concept de limite aux suites d’événements par analogie avec les
suites réelles :
— Le terme général d’une suite réelle appartient a IR, qui est
(totalement) ordonné par <;
— le terme général d'une suite d’événements appartient a &,
qui est (partiellement) ordonnée par C.
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771 # Soient E, un ensemble ordonné par < et X, une partie de E.
1. L'ensemble m(X) des minorants de X est défini par

yem(X) < VxeX, y<ux
2. L'ensemble M(X) des majorants de X est défini par
zEMX) < VxeX,

3. Un élément yq de E est la borne inférieure de X lorsque yo
est un minorant de X :

x <z

VyxeX, yp<x
et que yg est plus grand que tous les autres minorants de X :
Vyem(X), y<yo.

4. Un élément z de E est la borne supérieure de X lorsque zg
est un majorant de X :

VxeX,
et que zg est plus petit que tous les autres majorants de X :
VzeMX),

x < z9

zo < Z.

77.2  La tribu Q est ordonnée par C.

5. L'événement certain () majore tout événement et I'événe-
ment impossible & minore tout événement.

6.  Une suite d’événements (A;),cN admet respectivement

U Ay et ﬂ Ay

nelN nelN

pour borne supérieure et pour borne inférieure.
77.3 # Une suite croissante d’événements converge vers sa borne su-
périeure.
Une suite décroissante d’événements converge vers sa borne inférieure.
77.4 % Limite inférieure, limite supérieure
La limite supérieure de la suite (Ay)yen est définie par

~+o0
N U An

nelN m=n

limsup A, =
n—+o0

et sa limite inférieure par

+c0
liminf A, = U m A
n— 400 neN m=n
7. La limite inférieure et la limite supérieure de la suite
d’événements (A;),en sont des événements.
8. Un élément w € () appartient a limsup, . An si, et
seulement si, il appartient a une infinité d’événements A,.
9. Unélément w € Q) appartient a liminf, e Ay si, et seule-
ment si, a partir d’un certain rang, il appartient a tous les A.
10.
liminf A, C limsup Ay,
neN neN
11.  Pour tout n € N, on pose

+oo +00
Bi=|J An=supAy et Cy= () An = inf Ap.
m=n mzn m=n mzn

La suite (By),en est décroissante, la suite (Cy),en est crois-
sante,
VneN, C,CA,CB,

et

lim C,.

limsup Ay = lim By, lim]iI\II1fA,, = Jm

neN n—+oo ne
12.  Si, pour tout n € N, les événements B, et C, sont in-
dépendants, alors lim sup,, .y An et liminf,c A, sont indépen-
dants.
77.5 # Une suite d'événements (An),eN est convergente si, et seule-
ment si, sa limite inférieure est égale a sa limite supérieure. Dans ce cas,
on pose
lim A, =liminf A, = limsup A,.
e e
77.6  Si (An)nen estune suite d’événements qui converge vers
A, alors A € Qet P(Ay) tend vers P(A).

Pour aller plus loin

78. Atomes d’une tribu

Les atomes d'une tribu @ sont les éléments minimaux de cette
tribu pour la relation d’ordre C.

78.1 #» On appelle atome de la tribu Q tout événement A € Q distinct
de & et tel que

VBegq,

B=o
BCA = |p_ 4"
78.2  Atomes de la tribu discréte
Si @ = PB(Q)), alors les atomes de @ sont les singletons.
78.3  Deux atomes distincts de @ sont disjoints.
78.4  On suppose que la tribu Q est finie.
1. Quel que soit w € ), 'événement

Av=

AeQ:weA

AcqQ

est le plus petit événement qui contienne w : cet événement est
un atome de Q.

2. Tout point w € Q) appartient a un (et un seul) atome de
Q et 'ensemble des atomes de @ est un systeme complet d’évé-
nements.
78.5  On suppose que l'ensemble des atomes de @ est un sys-
teme complet d’événements de ) et, pour tout w € (), on note
Aw, I'atome de @ qui contient w.

3. Soit A € Q.

3.a Pour tout w € A, I'atome A, est contenu dans A.

3.b
A= J{w}= | Aw

weA weA

4. Ennotant (By)kep, la famille des atomes,

VAeq, A= || B
kel: ANB £

5.  Sila famille des atomes de @ est un systeme complet de
n événements, alors la cardinal de la tribu @ est égal a 2.
78.6  Quand une tribu compte une infinité non dénombrable
d’atomes, la notion d’atome perd tout intérét : expliquer.

Tribu engendrée par une famille de parties

79.1  Soit T, une famille de tribus sur E. Alors

E-NT

Tex

est une tribu sur E.

79.2 Soit F, une famille de parties de E.

La tribu discrete P3(E) est une tribu sur E qui contient F.
L'intersection £ de toutes les tribus sur E qui contiennent F est
une tribu qui contient F. Cette tribu £ est contenue dans toute
tribu 7 qui contient F.

79.3 #v La tribu engendrée par une famille F de parties de E est la
plus petite tribu sur E qui contienne F.

80. Tribu engendrée par les singletons
La tribu engendrée par les singletons est la plus petite tribu .
sur E telle que

Vx€E, {x} € 7.

Une partie A de E appartient a la tribu .7 si, et seulement si,
cette partie A est finie ou dénombrable ou si son complémentaire
A€ est fini ou dénombrable. —[57]

81. Tribu engendrée par un événement

La tribu engendrée par une partie A C ) est la tribu, notée
o(A), égalea {0, A, A, Q}. —[5.5]
81.1  Pour tout p € [0,1], il existe une, et une seule, mesure de
probabilité P sur 0(A) telle que P(A) = p.
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812  Comparer la tribu 0(A) engendrée par 1'événement A a
la tribu discrete sur E = {0,1}. Comparer la mesure P a une loi
de Bernoulli.

82. Tribu engendrée par un systéeme complet

Soit (Q), Qp), un espace probabilisable.

On suppose connu un systeme complet d’événements (Ay)re;
ou I est fini ou dénombrable.

82.1  Si une tribu contient tous les événements Ay, alors elle
contient aussi 1’événement

L] A

keQ
quelle que soit la partie Q C I.
822  L'ensemble
a={|J A Qex()}

keQ

est la tribu engendrée par le systeme complet (Ay)ke;-
823  Pour toute loi discrete (py)ie; sur I, il existe une, et une
seule, mesure de probabilité P sur la tribu @ telle que

P(Ax) = pr-

82.4  Silecardinal de I est égal a 1, alors le cardinal de la tribu
Q est égal a 2".

Si I’ensemble I est infini, alors la tribu @ n’est pas dénombrable.
Un tel systeme complet apparait naturellement en conditionnant
par une variable aléatoire discrete.

83. Tribu produit

Soient &7, une tribu sur I'ensemble E; et &, une tribu sur I’en-
semble E,.

83.1 # La tribu produit sur Eq X Ep est la tribu & ® &, engendrée
par la famille

Vkel,

{Al X Aj, (Al,Az) S 51 X 52} C &B(El X Ez).

83.2 Soient Eq et E;, deux ensembles au plus dénombrables,
munis de leurs tribus discretes respectives 3 (Eq) et B(Ez).
Alors le produit E = E; x Ej est au plus dénombrable et

PB(E1) @ P(E2) = P(E1 x E)

de telle sorte qu'un produit d’espaces mesurables discrets est
encore un espace mesurable discret.

84. Tribu engendrée par deux événements

Soient A et B, deux parties d’un ensemble Q).

84.1  Latribu 0(A, B) engendrée par A et B est la tribu engen-
drée par le systeme complet d’événements

ANB, A°NB, ANBS,

(AUB)".

84.2  La tribu 0(A, B) est constituée de seize événements :
1. L'événement impossible

O

et I’événement certain, réunion de tous les atomes

Q

2. Les quatre atomes [78]

AN B° ANB
A°NB (AUB)®

3. Les six événements constitués de deux atomes

@@ D

AAB

(AAB)° A° B

4. Les quatre événements constitués de trois atomes

A°UB

(ANB)

AUBS¢

AUB

843 L'un des atomes peut-il étre vide? Comment la tribu
(A, B) est-elle modifiée dans ce cas? Envisager le cas ot deux
des atomes sont vides.
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84.4  Caractérisation d’une probabilité sur o (A, B)
Une mesure de probabilité P sur o(A, B) est caractérisée [82.3]
par la valeur qu’elle attribue aux quatre atomes

ANB, A°NB, ANB° et A°NB-

On peut donc identifier 'ensemble des mesures de probabilité
sur 0(A, B) a 'ensemble des triplets

(pll PZI P3/ P4)

de réels positifs tels que p; 4 p2 + p3 + p4 = 1, qui est une partie
compacte d’un hyperplan de R* et qu’on peut voir aussi comme
un tétraedre de R3.

p3
1

84.5  Autre caractérisation
Comme

P(A°NB)=P(B) —P(ANB)
P(ANB) = P(A) — P(ANB)
P(A°NB°)=1—P(A)—P(B)+P(ANB)
la connaissance des probabilités P(A), P(B) et P(A N B) déter-

mine la mesure de probabilité P sur la tribu ¢ (A, B).
Réciproquement, si g1, 42 et g3 sont trois réels tels que
7120,

J1<q92, q1<q3 et p+q3<l+q

alors il existe une, et une seule, mesure de probabilité P sur la

tribu (A, B) telle que
P(ANB) =q1, P(A)=gq2 et P(B)=gs.

Une autre caractérisation repose sur la loi d’un couple de

—[15.11]

84.6
variables aléatoires de Bernoulli.
85. Tribu engendrée par 1 événements

Etant donné un espace probabilisable (2, Qy), on note @, la tribu
engendrée par n événements Oy, ..., Oy.
Pour toute partie Q de {1,...,n}, on pose

A0=(No)n(Nofea

keQ keQe
851  Si (Oy,...,0y) est un systtme complet d’événements,
alors
Vlgkgl’l, A{k}:Ok

etsi Q C {1,...,n} n'est pas un singleton, alors Ay = @.
Si les événements Oy, ..., O, sont deux a deux disjoints, on peut
poser

Opy1=0{N---NO; eq

de telle sorte que (Oy,...,0,,0,1) soit un systtme complet
d’événements.

85.2 Les événements AQ constituent un systeme complet :

|_| Ag=Q.

Qc{1,...n}
La tribu @ est la tribu engendrée par ce systeme complet d’évé-
nements :
V1 < k <n, Ok = I_I AQ.
Qc{1,...n}
keQ

85.3  Les événements Ag non vides sont les atomes de &. La

tribu @ compte au plus 2" atomes et au plus 2(2") gvénements.



