Espaces préhilbertiens réels

a On considere 1'espace vectoriel
E= VeCt(eO) €1, €2, 63) - %O(R+) IR)
engendré par les fonctions
ex = [t — t¥]
pour 0 < k < 3.
L'application
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est un produit scalaire sur E (essentiellement parce que le produit
f(t)g(t)e ' est O(t°e~t) au voisinage de +00).
@ L'expression
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est en fait 5
les — (aeo + bey + cez)||
et chercher le minimum de cette expression revient en fait a cal-
culer 5
[d(es, P)]
ol F = Vect(ep, e1, €2).
D’apreés le cours [76.2],

[d(es,F)]* = (e3les —prles))

ol pr(e3) est le projeté orthogonal de e3 sur F.

# Lorsque I'expression de e3 —pr(e3) est un peu compliguée (comme
¢a va étre le cas ici), cette formule pour le calcul de la distance est pré-
férable & la formule évidente |e3 — p(e3)||. Il suffit de poser les deux
calculs en parallele pour s’en rendre compte !

# Sion connaissait un vecteur n € E orthogonal a F, on pourrait
conclure rapidement en projetant orthogonalement sur la droite F+ =
R - n. Mais un tel vecteur n’est pas donné et son calcul n’est ici pas
particulierement simple...

@ Pour calculer pr(e3), nous allons passer par la caractérisa-
tion classique du projeté orthogonal [47.4,5].
Le vecteur pr(e3) est 'unique vecteur

y=aey+be;+ceyeF
tel que (y — e3) € F*, cest-a-dire
Vo<k<2, (y—eslex) =0

ou encore
VO<Sk<2, (ylex) = (eslex).

En tenant compte de y = aep + bey + ce,, on aboutit au systéeme
suivant.

a{eoleg) + b(erleg) + c{ezleo) (esleo)
a(eo|e1) +b<€1|€1> —|—C<€2|€1> <€3|€1>
a{eplez) +b(erlez) +c(ezler) = (eslez)



#  Sion connaissait une base orthogonale de F, on pourrait appliquer
la formule bien connue

Z 5k‘63

k=0 ||5k||

Mais I'énoncé ne nous donne pas une telle base et il faudrait recourir
a 'algorithme de Gram-Schmidt pour en calculer une. Pourquoi pas?
Parce que ce serait sensiblement plus long !

& Pour une fois, le calcul de la matrice de Gram est sans dou-
leur...

Vi,jeN, (eilej) =TA+j+1)=(+j)

En résolvant le systéme, on trouve (a,b,c) = (6,—18,9).
Il reste a calculer

(esles —pr(es)) = (esles) —a(esleo)
—b(esler) —c(eslez)
= 36.

#  En développant ||e3 — pr(e3) % on aurait une somme de 4> = 16
termes (au lieu des 4 termes de I'expression qu’on vient de calculer)...




