Espaces préhilbertiens réels

@ Notons F, 'ensemble des suites nulles a partir d"un certain rang.

II est clair qu'une suite (un)nen dont le terme général est nul a partir d'un
certain rang est bien une famille de carré sommable et que I’ensemble F est bien un
sous-espace vectoriel de 'espace E = ¢?(IR) de suites réelles de carré sommable.

@ Ennotant e; = (8i,n)nen pour tout i € N, on définit une base de F : la famille

Ko = (ei)ien,

inspirée de la base canonique de R[X], est évidemment libre et toute suite (un )nen
nulle a partir d'un rang ny € N est une combinaison linéaire de la sous-famille finie
(ei)o<ign, (ce qui prouve que la famille %, engendre F).

@ Considérons maintenant un vecteur u = (un)nen € E, orthogonal a F. En
particulier, ce vecteur est orthogonal a tous les vecteurs e; € %,. Mais

VieN, (ulei) =) wdix=1w
keN

donc u = (ui)ien est le vecteur nul de E : I'orthogonal du sous-espace F est donc le
sous-espace réduit au vecteur nul — alors que F est un sous-espace strict de E.

REMARQUE.— L’explication de cette bizarrerie est donnée par [73] : le sous-espace F
est dense dans E.
En effet, pour tout vecteur u € E, les suites

Vi = (Uoy.. oy Un, 0y.0) = (Wi - Liign))ien
appartiennent a F pour toutn € N et
+oo
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[uw—vnl” = Z(ui_"n,i)z = Z uf.
ieN i=n+1

En tant que reste d'une série convergente, ||u — vy ||* tend donc vers 0 lorsque n tend
vers 400, ce qui prouve que chaque vecteur u € E est limite d'une suite (v )nen de
vecteurs de F.



