Régle de la chaine

@ La maitrise des regles de calcul demande toujours de l'exercice et de la patience. C’est
encore plus vrai pour le calcul différentiel, qui consomme beaucoup de papier de brouillon.

Principes généraux

On étudie une grandeur physique A représentée par deux fonctions mathématiques :
une fonction f des variables x et y d’une part, une fonction g des variables u et v d’autre

part.
A =1f(x,y) = g(u,v) 1)

Les deux reégles suivantes s’appliquent a tous les calculs.

. 0 0 .
Regle 1.— On applique les opérateurs I et o a une fonction de x et dey seulement.

Regle 2.— On applique les opérateurs % et ,(% a une fonction de w et de v seulement.

Pour chaque calcul, on appliquera une, et une seule, des deux regles suivantes.

Regle 3.— Les variables considérées sont x et y. Dans ce cas, w et v sont des fonctions de x et y :
f=goqp avec @(xy) = (ulx,y),v(x,y)).

Regle 4.— Les variables considérées sont w et v. Dans ce cas, x et y sont des fonctions de wet v :

g= foil avec U)(U»V) = (X(u)V))U(U»V))-

Regle de la chaine au premier ordre

Avec les notations de Leibniz, les dérivées partielles de A vue comme une fonction de
x ety et les dérivées partielles de A vue comme une fonction de u et v sont reliées par les
formules suivantes.

0A 0A du 0A v 0A 0A 0Ox 0A 0y
@ ] w0 JBu T ax u dy du
0A 0A OJu  O0A Ov 0A 0A 0x A 0A 0y
Wy 0w oy v oy v ox v 2y v

Ces formules doivent étre connues par coeur.

Interprétation de (2)

On applique ici la regle 3. Par conséquent, la grandeur A est représentée par la fonc-
tion f = g o @ dans le premier membre des équations (regle 1). Dans le second membre, la
grandeur A est représentée par la fonction g (regle 2) mais puisque la regle 3 est en vigueur,
il faut représenter les dérivées partielles de g comme des fonctions de x et y, c’est-a-dire :

0A dg 0A og

S = [Fo0]ul S0y = Fen|my)

La traduction mathématique des relations (2) est donc la suivante.
of 0dlgoe@l [[0g ou og ov
ox - ox [\aw) % T \av)°? o 22)

ot _dlgow) _[(29), 1 o [(o) ] o
oy Kau) ‘p] ay+[<av> “’} oy (2b)

Exercice. Pour vérifier que vous avez bien compris ce qui précede, interprétez de maniere
analogue les relations (3) avant de tourner la page.



Interprétation de (3)

On applique ici la regle 4. Par conséquent, la grandeur A est représentée par la fonc-
tion g = f 01 dans le premier membre des équations (régle 2). Dans le second membre, la
grandeur A est représentée par la fonction f (régle 1) mais puisque la regle 4 est en vigueur,
il faut représenter les dérivées partielles de f comme des fonctions de u et v, c’est-a-dire :

a_A
ox

0A

) = |grow| v Gt = |5 ow] )

La traduction mathématique des relations (3) est donc la suivante.

09 _alfowl [(or) T ax [(0r) 1 2y
u du Kax) ll)] au+{<ay> ll)] ou (32)
0g _ dffopl _ [ (AfN "ol ox [ ] %Y
v v _Kax) ‘1’] 6v+[(ay) w} ov (36)

Mise en ceuvre pratique de (2) et (3)
En général (c’est-a-dire en dehors des changements de variables linéaires), on ne dis-
pose pas des expressions de @(x,y) et \(u,v), mais d"une seule d’entre elles.
Cela dit, ¢ réalise une bijection d'un ouvert Q) sur un ouvert U et \ est la bijection
réciproque, donc
V(X,U)EQ» IPO(P(XaU):(XaU) et V(u,V)EU, (POIP(U,V):(U,V)-

On en déduit que les matrices jacobiennes de ¢ et 1 sont inverses I'une de l'autre.

Jach(w,v) = [Jaco(x,y)] ' TJace(x,y) = [Jac(u,v)] 4)

La connaissance d"une jacobienne permet donc de calculer facilement 1’autre.
11 faut toutefois prendre soin de savoir quelles sont les variables utilisées (regle 3 ou
regle 4), car les relations (4) masquent une composition de fonctions.

Une confusion fréquente
I1 faut prendre soin d’appliquer systématiquement les regles 1 et 2. Voici quelques
exemples de calculs au second ordre.

@ Pour les expressions
B A
ox \ dy ou\ ov )’

on applique deux fois la régle 1 (premier exemple) ou deux fois la regle 2 (deuxieme
exemple). On doit donc interpréter ces expressions de la maniere suivante :

O (A D or\_ @ 9 (9A\_ 0 (%) _ %
ox\dy /) ox\dy/ 0Oxdy ou\odv,/ odul\dv/ oudv’
@ Pour l'expression
o (0
ou\ ox )’

on applique d’abord la regle 1, puis la regle 2. Pour pouvoir appliquer la regle 2, il faut aussi
appliquer la regle 4! On doit donc interpréter cette expression de la maniére suivante :

ul(5v) ~au (e) )

Exercice. Vérifiez que vous avez bien compris ce qui précede avant de tourner la page :

. I , .0 [0A
— Donnez une interprétation analogue de I'expression 3 \3u )

— Commentez les égalités suivantes.
A %A °A  d’A °A  0°A
oxdy  dydx oudv  dvou oxou  Oudx




a Pour l'expression
o (o
ox \du )’
on applique d’abord la regle 2, puis la regle 1. Pour pouvoir appliquer la regle 1, il faut aussi
appliquer la regle 3! On doit donc interpréter cette expression de la maniére suivante :

se(ae) el (50)

@ Sif est de classe €2, alors (théoréeme de Schwarz)

Gt = a—Zf ce qu’on traduit par 0°A = 0%A
oy  oyox’ o4 P 5%y ~ ayox
et de méme, si g est de classe €7,
0% __azg ce qu’on traduit par A _ A
oudv  ovou’ 1 P oudv  ovou’

@ On appliquant les regles 3 et 4 respectivement, les expressions

DAY _D (2 N (A _ 2o
ox\ou) " oax\ou’? ou\ ox / du\ox
sont des fonctions de (x,y) et de (u,v) respectivement et ne sauraient donc étre égales —
méme si f et g sont de classe €.
On n’écrira donc jamais les expressions
92A 0’A
et
oxou oudx

afin d’éviter tout risque de confusion.

Regle de la chaine au second ordre

@ On suppose que les fonctions f, g, ¢ et { sont toutes de classe €, afin de pouvoir
appliquer le théoréme de Schwarz.
w  Enfonctiondexety:

A _0Au DAV %A (du) 0*A dudv O?A (v
9x2  du 0x2 v 0x2 ou? \ Ox oudv 0x 0x ovZ \ 0x
A _ QAU QA %A (du)? A ud DAY
dy2  du dy? ov oy? ou? \ dy oudv dy dy ov2 \ dy

A _0A %u  0A 2%v | 2*Adudu | A [dudv  Qudv] K D*Advdv
xdy Oouodxdy Ovoxdy ou? dxdy  Ooudv|Odxdy Oy dx ovZ 0x 0y

Comme pour (2), on applique ici la regle 3. La premiere égalité se traduit donc ma-
thématiquement par
92f 0 [dlgo @]
Iz &( ox )

et conduit a dériver par rapport a x la relation (2a). Il s’agit alors de dériver la somme de
deux produits :

se = {mel(00) o) e [(52) o] 58}
A5 o] S [(58) o] 53}

0 0
On acheve ce calcul en substituant % et a—g a g dans la formule (2a).

Exercice. Pour vérifier que vous avez bien compris, retrouvez les deux autres égalités en
A *A | d°A ?A ’A  0°A

combinant (2a) et (2b), puis exprimez 2’ 32 et 3uay " fonction de o’ o2 et vy

al’aide de (3a) et (3b).




& En fonctiondeuwetv:

2A  dA 0  dAdy  PA [/ x\’ 32A dx dy 22A [y ?
5 = s b e b — 2———=2 (=2
ou? ox ou? dy ou? ox2 \ du Ox0y 0u du oyZ \ du
A _ A ARy A (3x) (AN AN
ov? ox 0v? oy 0v2 ox2 \ ov 0x0dy 0v dv oy \ ov

02A  0A ?%x | 0A 0%y 92A 9x dx 0?A [0xdy  Oxdy 92A dy oy
oyZ ou ov

oudv  Ox dudv Oy dudv Ty Oxdy [dudv = dvou
Comme pour (3), on applique ici la regle 4. La premiere égalité se traduit donc ma-

thématiquement par
9 _ 0 (alfew
duz  du\ du

et conduit a dériver par rapport a u la relation (3a). Il s’agit alors de dériver la somme de
deux produits :

9%g o [/of ox of 92x
e ~Laul(5) oo et [(50) o] 5
o [/ of oy of 0%y
aal o) o] s [(5) o) 5]
R . of  of _
On acheve ce calcul en substituant P et 30 2 f dans la formule (3a).

@ Contrairement aux formules (2) et (3) qui doivent étre connues par cceur, les formules
au second ordre ne méritent pas d’étre apprises : il suffit de savoir les retrouver par le calcul
(mais il est impératif de savoir les retrouver par le calcul).



Cas des coordonnées polaires

Dans le cas d"un passage en coordonnées polaires, on sait que

(x,y) = (rcos B, rsind) =P(r,0)

et donc que
ox

or
%y
or

Jac(r, 6) =

ox
20 cos® —rsin®
= . ()
a_U sin® rcosB
00

On oublie volontairement I'expression de la bijection réciproque, trop pénible pour

étre vraiment utile. D’apres (4),

or
ox
00
ox

Jacp(x,y) =

or

ol 0 et r doivent étre traitées comme des fonctions de x et de y (regle 3).

Dérivées partielles secondes

On peut dériver les coefficients de (5) par rapportareta 6.

92x N 92x
or? 002
%y 0 0%y
or? 002

Dérivation de fonctions implicites
Les coefficients de la jacobienne de

3 cos 9 sin 0
Y| _
00 —sin® cos© (6)
dy T T
92x
=— 0 = —sin® 7
T COS 3730 sin (7)
0%y
3790 cos 0 (8)

¢ sont implicitement des fonctions de x et de y.

Cela ne nous empéche pas de calculer leurs dérivées partielles a I'aide de (6).

0’r  0lcosB]  d[cos 6]
2 ox  de
o’r  9[sin®]  d[sin6]
y2 2y  de
0°r  0lcosB]  dlcos6]
oxdy  dy  do
~ 0[sin®]  d[sin 0]
~ox  de

0 Gnp. 20 _ sin"0

ox ox T

00 00  cos?0

s— = cosf-—— =

dy oy T )
00 . 00 —sin 0 cos O

— = —ginf-— = —

ay oy T

@ = cos0 @

ox ox

La régle 3 s’applique encore a (9) : T et 0 sont des fonctions de x et y.

Exercice. Pour vérifier que vous avez bien compris, calculez les dérivées partielles secondes
de 6 considérée comme une fonction de x et y avant de tourner la page.



@ On procede comme pour (9) a partir de (6). La situation est un peu plus compliquée,
puisqu’il s’agit cette fois de dériver des produits!

06 d[n94]  —cos® 90  sin® dr  sin20

ox2 ox T ox 2 x 12

026 O[ws0/] —sin® 00 cos® dr  —sin26

%0 _ _ , 00 cosb or _ (10)
oy? dy T dy 2 Qy T2

020 Q94 —cos® 08 N sinf dr _ —cos26
oxdy dy T dy 2 oy 12

Laregle 3 s’applique a (10) comme a (9) : v et © doivent étre traitées comme des fonctions de
x et de y — méme s’il est hors de question de les exprimer comme des fonctions de x et de y.

Reégle de la chaine au premier ordre
On considere une grandeur physique A qu’on sait exprimer aussi bien en coordon-
nées cartésiennes : A = f(x,y) qu’en coordonnées polaires : A = g(r, 0).

0A 0A sin® 0A 0A 0A . 0A
— =cos0-— — —  — — = c0s0-— + sin0-_——
@) ox or T 00 3) or ox oy
a—A = sin© a—A + cos© a—A a—A = —rsin® a—A + rcos® a—A
oy o or T 00 20 0x oy

@ Dansles relations (3’), la regle 4 est en vigueur. Ces relations signifient donc que toutes
les fonctions dépendent des variables r et 0 seulement.

a[faorlb] =cos0 - [(%) Olb] +sin® - [(g—;) od):| (3’a)
olfop] . of of ,
30 = —rsin® - [(a>oxp]+rcose~ [(@)Ow] (3'b)

Exercice. Vérifier I'exactitude des formules (2’) et (3’) en les appliquant a la grandeur

2

in 26
A:xy:%~sin26zrz-smz

Exercice. Pour vérifier que vous avez bien compris, interprétez mathématiquement les re-
lations (2’) en les exprimant a 1’aide de f, g, ¢ et { avant de tourner la page.



a Dans les relations (2'), la regle 3 est en vigueur, donc toutes les fonctions dépendent
des variables x et y seulement. La situation est donc un peu plus compliquée que pour (2).

76[961@] = cos[0(x,y)] - [(%) o (p} - 7Sill[&()z)y)] ' Kg-g) o (P] (2’a)
dlgogl . dg cos[0(x,y)] dg ,
e oo (G o] + ST (R) 0] em

Il ne faut surtout pas remplacer r(x,y) par \/x? +y?, ni 8(x,y) par... C’est inutilement
compliqué! Il est en revanche essentiel de savoir que, dans ce contexte précis, v et 6 sont
des fonctions de x et de y (pour dériver correctement (2’a) et (2'b) par rapporta x eta y).

Regle de la chaine au second ordre
@ On suppose que les fonctions f et g sont de classe 2.
@ En fonction de x ety (regle 3) :

GEVY sin@ A sin20 0A ,,0?A  sin20 0°A  sin?0 %A
= =0 cos? 0= — +
ox2 r or 2 90 or? T 0rdf 2 902
%A cos?00A  sin20 dA . 5 0?A  sin20 0°A  cos?003%A
— = — - —— + sin” @ +
oy? T or 2 00 or2 T 0roo 2 002
02A —sinOcos®dA  cos20 A . 02A  cos20 02A  sinOcosO J%A
= — — —— == +sinBcosH —
oxdy T or rZ 00 or? T 0rd0 r2 062

@ En fonction de r et 0 (réegle 4) :

%A , L 0%A L 0FA 5 DA

57 = cos GW + sin20 3%y + sin Gay—z

02A A oA 9ZA 02A 9ZA
297 = —rcosﬁa — rsinﬁa +  12sin? GW — 12sin 20 2x0y + 12 cos? Gay—z
02A A A 2A 2 0?2
3730 — —sinea—k cosea—rsinecosew—k Tcoszeaxay +rsin6cosGW

Exercice. Vérifier I'exactitude des formules donnant les dérivées partielles secondes en les
appliquant a la grandeur
o , sin20
A=xy= 5 -sin20 =1° - >
Exercice. Vérifier la cohérence de ces formules entre elles : en exprimant les dérivées par-
tielles selon les coordonnées polaires en fonction des dérivées partielles selon les coordon-
nées cartésiennes (c’est-a-dire (3’) pour les dérivées premieres et les trois dernieres for-
mules pour les dérivées secondes), les trois premiéres formules donnent bien les dérivées
partielles secondes selon les coordonnées cartésiennes (et inversement).
a Ces relations peuvent étre déduites des relations générales (établies plus haut) a l’aide

des dérivées partielles premieres (5) et (6) et secondes (7), (8), (9) et (10).

Elles peuvent aussi étre établies en dérivant (2’) et (3’), en prenant soin d’interpréter
correctement ces relations, c’est-a-dire en dérivant (2'a), (2'b), (3’a) et (3'b).

Pour vérifier que vous avez compris le principe général et le cas particulier des coor-
données polaires, vous devriez mener ces deux méthodes de calcul jusqu’au bout. Cela fait,
vous auriez la certitude qu’aucun calcul similaire ne pourrait plus vous résister!



