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Espaces vectoriels normés de dimension finie

Topologie des espaces de dimension finie

1. On fait le bilan des propriétés particulieres aux espaces
vectoriels normés de dimension finie en donnant quelques ap-
plications remarquables au passage.

1.1 Equivalence des normes

2. Toutes les normes sur K¢ sont équivalentes [23.36].

21 Pour tout espace vectoriel E de dimension d sur K, il
existe un isomorphisme de K sur E. Quel que soit cet isomor-
phisme ¢, quelle que soit la norme N sur E, I’application

N7 =[x+ N(p(2))]

est une norme sur K% et ¢ : (K%, N?) — (E,N) est une isomé-
trie.

2.2 = Sur un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C, toutes
les normes sont équivalentes.

23 Toutes les normes sur E définissent donc la méme topo-
logie : deux normes définissent les mémes ouverts, les mémes
fermés, les mémes suites convergentes, les mémes compacts, les
mémes applications lipschitziennes, les mémes fonctions conti-
nues... —[23.30]
On s’abstient donc en général de préciser la norme considérée et
on se contente de dire que E est muni de sa topologie d’espace
vectoriel normé de dimension finie.

2.4 En certaines occasions, la norme doit étre précisée : c’est
le cas en particulier lorsqu’on veut calculer la norme subordon-
née d’une application linéaire.

3. Sous-espaces de E
Soit E, un espace de dimension finie muni d’une norme ||-||.
3.1 Soit €, un vecteur non nul. La droite vectorielle dirigée
par ¢ est fermée.
3.2 Soient H, un sous-espace fermé de E et ¢, un vecteur
n’appartenant pas a H.

1. On définit une norme sur le sous-espace F = HO K - ¢
en posant

Vu=v+A-e€F, N(u)=max{[v], A}
2. Sila suite de terme général
Up =0y, +A,-e€F

converge pour la norme ||-||, alors elle est bornée pour la norme
N et il existe une suite extraite (u q,(n)) neN telle que les deux

suites (U(P(”))neN et ()\(P(”))neN convergent.

3.3 = Soit (F,||-||), un espace vectoriel normé. Tout sous-espace de
dimension finie de F est une partie fermée de (F, ||-|).

3.4 Tout sous-espace vectoriel strict de E est d’intérieur vide.

4. Parties compactes

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass s’étend a tout espace vec-
toriel normé de dimension finie.

41 = Les parties compactes d'un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie E sont les parties fermées et bornées de E. —[23.22.2]
4.2 = Les boules fermées et les spheres sont compactes.

4.3 = Théoréme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée d'un espace vectoriel normé de dimension finie
(E,N), on peut extraire une suite convergente dans E pour N.

1.2 Limites et continuité

5. L'espace vectoriel de dimension finie E est rapporté a
une base Z = (ey, ..., ¢;). Les formes linéaires coordonnées sont
notées ej, ..., e;‘z :

d

Vx€eE x=1Y ef(x) e
k=1

6. Continuité des formes coordonnées [5]
6.1 L'application définie par

Vx€E, Ng(x)= max |ef(x
() = max lef ()

est une norme sur E.
6.2 Pour tout 1 < k < d, la forme coordonnée ez est continue
de E dans K et I'application définie par

d
(I)gg = (xl,...,xd) — Zxkek
k=1

est continue de (K¢, ||-||,) dans E, quelle que soit la norme choi-

sie sur E.

6.3 Si E est muni de la norme Ng, alors
VxeEV1<k<d, |e(x)|<Ngx)

et ® 4 est une isométrie.

6.4 = Toute fonction polynomiale des coordonnées :

x Y e ()] [ex(x)]) ™ - e (x)] " um

melNd

est continue sur E.
6.5 = Toute fonction rationnelle des coordonnées est continue sur son
ensemble de définition.

7. Suites [5]

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut étudier
une suite (u#,),en de vecteurs de E en ne considérant que les
suites des coordonnées des vecteurs u, relatives a une base arbi-
trairement choisie (sans se soucier de la norme choisie sur E).
7.1 On consideére une suite (uy,),en de vecteurs de E. Pour
tout n € IN, on pose

V1<k<d, un[k]=ef(un)

de telle sorte que

VneN, uy=@g(unl],... u,d]).

7.2 = Soit (un)yeN, une suite de vecteurs de E et, pour tout n € N,
soit (un[1],..., un[d]), la famille des coordonnées de u, relatives a une
base A.

La suite (1) yeN converge vers £ dans E (quelle que soit la norme choi-
sie sur E) si, et seulement si, pour tout 1 < k < d, la suite (un[k]) nen
converge vers {[k] = e (£) dans K.

8. Séries [5]

Par définition, une série ) u, de vecteurs converge si, et seule-
ment si, la suite de ses sommes partielles converge.

8.1 # Une série ) uy de vecteurs de E est absolument convergente
pour la norme ||-|| si, et seulement si, la série de terme général positif
Y- ||un|| est convergente.

8.2 = Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute série abso-
lument convergente est convergente.
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8.3 Dans un espace de dimension infinie, une série peut étre
absolument convergente pour une norme N sans étre absolu-
ment convergente pour une autre norme N, et la convergence
absolue n'implique pas toujours la convergence...

9. Fonctions continues [5]
On considere une fonction f : A — E ot A C F. Pour tout
x € A, on pose

V1<k<d, fi(x)=(efof)(x)

de telle sorte que

VxEA, f(x)=Du(fix)-.., falx).

9.1 = Soit f, une fonction a valeurs dans E et fi, .
santes de f relatives a une base 2 de E.

La fonction f tend vers ¢ € E au voisinage de a (quelle que soit la
norme choisie sur E) si, et seulement si, pour tout entier 1 < k < d,
application f tend vers e (£) au voisinage de a.

.., f4, les compo-

9.2 Une application f : A — K¢ définie par

VxeA, f(x)=(AG),.. filx)

est continue en a € A si, et seulement si, fi
continue en a € A pour tout 1 < k < d.

A — K est

10. = Applications linéaires

Soient (E, ||-||g) et (F,||-||p), deux espaces vectoriels normés. On sup-
pose que la dimension de E est finie.

Toute application linéaire f de E dans F est continue.

11. Applications bilinéaires [23.18.3]

111 Pour tout 1 < k < d, on suppose que N et |-||, sont
des normes équivalentes sur Ej. Alors les normes définies sur
I'espace produit E = Ey x --- x Ep par

Neo(x) = max Ni(x)

X = max ||Xx et
¥l = max [l max,

1<k<

sont équivalentes.
112  Soit ¢, une application bilinéaire de E; x E; dans F.
Pour tout x; € Eq, I'application

Dg(x1) = [x2 > @(x1,22)]

est une application linéaire de E; dans F et 'application
CDg = [.Xl — <I>g(x1)]

est une application linéaire de E; dans L(Ey, F).

11.3 = Si Eq et E; sont deux espaces vectoriels de dimension finie,
toute application bilinéaire de E1 X E, dans F est continue, quelles que
soient les normes considérées sur Eq, Ep et F.

114  Si E est un espace de dimension finie, alors la composi-

tion
[(1t,0) — uov]

(
est bilinéaire de L(E) x L(E) dans L(E).
Quelle que soit la norme ||-|| sur E, il existe une constante K > 0
telle que
vV (u,0) € L(E) x L(E), [lucol| < Klul[ o]

11.5
tiques :

Sur un espace de dimension finie E, les formes quadra-

q=[x— ¢(x,x)]

(o @ est une forme bilinéaire) sont continues et il existe une
constante K > 0 telle que

VxeE, |q(x)| <K|x|~

1.3 Espaces de matrices

12. Convergence des suites de matrices
Pour toute matrice A € My, (K), on note

A= (A[i/j])1<i<n,1<j<p'

12.1 = Quelle que soit la norme choisie sur My, ,(IK), une suite de
matrices (Ay)ren converge vers la matrice L si, et seulement si,

V1<i<n V1<j<p, L%ﬂ:gmlAww'
— o0

122 Le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires supé-
rieures est fermé dans 9, (K).

12.3 = Soient (Ay)ren, une suite de matrices de My (K) et (Xy)ren,
une suite de matrices colonnes dans M, 1 (IK).

Si (Ag)ren converge vers A et si (Xy)ren converge vers X, alors la
suite de matrices colonnes (ApXy)ren converge vers AX.

Exemples de parties denses

13. Densité des matrices inversibles
13.1  Pour toute matrice A € 9,(K), il existe une suite
(Ak)ken de scalaires de limite nulle telle que

VkeN, A— Ml € GLy(K).

13.2 * Le groupe GL,, (K) est dense dans 9, (IK).

14. Densité des matrices diagonalisables

141 Soit N, une norme sur 9, (K). Pour toute matrice trian-
gulaire Tp € M, (K) et tout € > 0, il existe une matrice diagona-
lisable T telle que N(T — Tp) < «.

142 Soit P € GL,(K). L'application [M — P~!MP] est conti-
nue de M, (K) dans M, (K).

14.3 * L'ensemble des matrices diagonalisables de 9, (C) est dense
dans M, (C).

Applications continues usuelles

15. = La trace est continue de M, (K) dans K.

16.1 = L'application det est continue de M, (K) dans K.

16.2 = Le groupe linéaire GLy, (K) est un ouvert de 9, (K).

16.3  Le groupe spécial linéaire SL, (KK) = [det M = 1] est un
fermé de 91, (KK) qui n’est pas compact.

17.1 = La transposition est continue de M, (K) dans M, (K).

17.2 = Les sous-espaces Sp(IK) des matrices symétriques et <, (IK)
des matrices antisymétriques sont des fermés de M, (IK).

173 L'ensemble S;; (R) est un fermé de M, (R) qui n’est pas
un compact.

174 L'ensemble S;;*(R) est un ouvert relatif a S;; (R) qui est
dense dans S, (R), mais ce n’est pas un ouvert de 9, (R).

17.5 = Le groupe orthogonal O, (R) et le sous-groupe SO, (R) des
rotations sont des parties compactes de 9, (R).

18. Formules de Cramer
18.1  Une fonction f : A — My, ,(IK) définie par

Vxed f(x)= (fi,j(x))1<i<n,1<j<rf

X/

est continue en a € A si, et seulement si, fi,]- A — K est
continueena € Apourtoutl <i<nettoutl <j<p.
18.2 = L'application [A — A~'] de I'ouvert GL,(K) C 9, (K)

dans M, (K) est continue.

Entrainement

19. Questions pour réfléchir
1. Soient (F, ||-]|), un espace vectoriel normé et E, un sous-
espace vectoriel de F de dimension finie. Alors, pour tout xy € F,

d(XO, E) = Iygg d(XOI]/)
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2. Suitede [6.1] — Si & est la base canonique de E = K4, la

norme Ny est la norme produit sur K9,
3. Soient (eq,...,¢), une famille libre de vecteurs de E et
f1, .- fr, des applications de Q2 dans K. On pose

ka

Alors, lorsque h € Q) est voisin de 0,

VheQ, f(h

f(h) = o(h) = Y1<k<r,

fi(h) = o(h).

4. Comparer [7] avec [23.7.2].

5. Suite de [7] — Si une suite (u,),en de vecteurs de K¢
tend vers l'infini, que dire des suites des coordonnées (1, [k]) nen
relatives a une base de K%?

6. Peut-on caractériser le fait que f tende vers l'infini au
voisinage de a par le comportement des composantes fi, ..., f;
de f au voisinage de a?

7. Silapplication f : E — F est linéaire et si la dimension
de E est finie, 'expression || f(x) || atteint-elle un maximum sur
la boule unité ouverte de E?

8. On suppose que Ejy, ..., E, sont des espaces de dimen-
sion finie. Pour toute application p-linéaire ¢ de E dans un es-
pace vectoriel normé F, il existe une constante K, > 0 telle que

lo()][r < Kellxally llx2llz -+ llxpll,
pour tout vecteur x = (xq,...,
en déduire sur ¢ ? Exemples ?
9. 9l existe une matrice colonne non nulle X € M, ;(K)
telle que (A X)ken converge vers AX dans 9, 1(K), alors la
suite scalaire (Ag)gen converge vers A dans K.
10. L'ensemble des matrices triangulaires supérieures et in-
versibles de 9, (KK) est-il ouvert? fermé?

11. La matrice
(0 -1
=1 )

est diagonalisable dans 9, (C) mais pas dans M, (R). Si une
matrice B € MM (RR) est assez proche de A (pour une norme
quelconque sur M, (RR)), alors le discriminant du polyndme ca-
ractéristique de B est strictement négatif. Comparer avec [14.3].

xp) € Ey X -+ X Ep. Que peut-on

20. Soit f € L(E, F), ou E est un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors

JaueRy, Vx€eE |f(x af|x[|g

*)lp >

et f est injective si, et seulement si, « > 0. Dans ce cas,

lim [|f () [ =

X—00

21. On note P A Q, le plus grand commun diviseur (unitaire)
des polyndémes P et Q.

1. L'application [P — (P,P’)] est continue de R,[X]
Ra[X] x Rq[X]

2. Comme la suite de terme général P, = X(X —27") con-
verge vers X2, I'application [P+ P A P'] n’est pas continue de
R,[X] dans Ry[X].

22. Soient ||-||; et ||-]|,, deux normes sur E, espace de dimen-
sion finie. Pour toute application linéaire f : E — F, on pose

HIflllh=sup [[f(0)[lp et [[Iflll= sup [[f(x)[|

x|l;=1 |xfl,=1

dans

11 existe deux constantes &« > 0 et B > 0 telles que

VfelEF), allflllh <IlIflll2< Bl

II

Dérivation

23. Toutes les fonctions étudiées ici sont définies sur un in-
tervalle I C R et a valeurs dans un espace vectoriel E de dimen-
sion finie.

Cet espace E est muni de sa topologie d’espace vectoriel normé
de dimension finie. Si nécessaire, on pourra considérer la norme
N associée a une base B = (eq,...,e;) de E. —[6.1]
Les composantes relatives a la base % d’une fonction f seront
notées f1, ..., fi:

V1i<k<d fi=efof.
On peut reconstituer la fonction f a partir de ses composantes
au moyen de la formule suivante.

Vtel,

d
t) =) frlthex
k=1

II.1 Fonctions dérivables

24. Dérivabilité en un point
24.1 # Soient f : 1 — E et tg € 1. La fonction f est dérivable en
to lorsque le taux d’accroissement

f(t) = f(to)
t—tg

admet une limite (dans E) lorsque t tend vers t.

Cette limite est notée f'(ty) ou D(f)(to).

24.2  La fonction f est dérivable en fy si, et seulement si, ses
composantes fi, ..., f; sont dérivables en tg et, dans ce cas,

d
=) filto)ex
k=1

243 La fonction f : I — E est dérivable en ty € I si, et
seulement si, il existe a € E tel que

f(t) = f(ko) + (t — to)a +o(t — to)

lorsque t tend vers t et, dans ce cas, f'(ty) = a.
244  Si f est dérivable en ty, alors f est continue en £ (et en
particulier définie en t).

25. Tangentes
Le graphe de la fonction f :
affine R x E.

I — E est une partie de l'espace

Te={(tf(t), xel}
I — E est dérivable en ty € I, la droite d’équation
[x = f(to) + (t —to) f'(t0)]

est la tangente au graphe de f au point d’abscisse ty.
25.2  La tangente au graphe de f au point d’abscisse f( est une
droite affine de R x E représentée paramétriquement par

(to, f(to)) + R+ (1, f'(t0))-

25.1 # Sif :

26. Dérivabilité a gauche et a droite

Pour qu’une fonction soit dérivable a droite en t, il faut qu’elle
soit définie en ty, mais aussi que l'intervalle I N [ty, +-00[ ne soit
pas réduit a {fo}.

26.1 4 La fonction f : I — E est dérivable a droite en ty € I
lorsque to # max(I) et que le taux d’accroissement

f(t)

— f(t)
t—to

admet une limite dans E, notée f)(t), lorsque t tend vers ty par va-
leurs strictement supérieures.
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26.2 # La fonction f : I — E est dérivable a gauche en ty € I
lorsque tg # min(I) et que le taux d’accroissement

f(t) — f(to)

t—to

admet une limite dans E, notée fé(to), lorsque t tend vers ty par va-
leurs strictement inférieures.

26.3  Lafonction f : I — E est dérivable a droite en ty € I si,
et seulement si, sa restriction a I N [ty, +oo[ est dérivable en #.
26.4  Si f est dérivable a droite en fy, alors f est continue a
droite en f.

26.5 = Si tg est un point intérieur a I, la fonction f : I — E est
dérivable en ty si, et seulement si, f est dérivable a gauche et a droite
en to et si fe(to) = fy(to)-

26.6 Sif : [a,b] — E, alors f est dérivable a droite en a (resp.
dérivable a gauche en b) si, et seulement si, f est dérivable en a
(resp. dérivable en b).

26.7 La fonction f : I — E est dérivable a droite (resp. a
gauche) en t si, et seulement si, il existe a2 € E tel que

f(t) = f(to) + (¢ —to) -a +o(t — fo)

pour tout ¢ dans un voisinage de t( relatif a ]tg, +oo[ (resp. dans
un voisinage de tg relatif a |—oo, fo[).

27. Demi-tangentes

271 # Si f : 1 — E est dérivable a droite en ty € I, alors la demi-
tangente a droite au point d’abscisse to du graphe de f est le graphe
de la fonction ¢4 définie par

9a(t) = f(to) + (t = to) f(to)-
272 # Si f : I — E est dérivable a gauche en ty € 1, alors la demi-

tangente a gauche au point d’abscisse to du graphe de f est le graphe
de la fonction ¢g définie par

Vi<t @g(t) = f(to) + (t = to) fy(to)-

28. Fonctions dérivables sur un intervalle
28.1 # La fonction f : 1 — E est dérivable (sur I) lorsqu’elle est
dérivable en tout point ty € I. Dans ce cas, la fonction de I dans E
définie par [t — f'(t)] est la fonction dérivée de f.
28.2 # La fonction f : I — E est une fonction de classe € (sur
D) lorsqu’elle est dérivable sur I et que sa dérivée f' est continue sur I.
28.3 = Une fonction f : I — E est dérivable (resp. de classe €) si,
et seulement si, pour tout 1 < k < d, sa composante

fr=¢fof : I->K

Vit2>t,

est dérivable (resp. de classe €1 et —[29.3]

d
Vil f(= Y A0
=1

29. Linéarité

29.1 = Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable.
29.2  La dérivation [f — f'] est une application linéaire de
¢'(1,E) dans €°(I, E).

29.3 = Soient f : I — E, une fonction dérivable (resp. de classe ")
et T : E — F, une application linéaire. Alors To f : I — I est

dérivable (resp. de classe € 1) et —[28.3]

(Tof) =To(f).
294 =>Si A : I — My ,(K) est une fonction dérivable, alors la
fonction QAP = I — My, 4(IK) est dérivable quelles que soient les
matrices Q € My, (IK) et P € My 4(K) et

d(QAP) _ , dA;,
de T dt
30. = Dérivation d’une fonction composée
Soient I et |, deux intervalles de R. Si les fonctions ¢ : I — ] et
f : ] — E sont dérivables (resp. de classe €), alors fop : I — E
est dérivable (resp. de classe ) et

Vtel, (foe)(t)=¢'(t) - f(e(t)).

II.2 Formule de Leibniz

31. Le théoreme [32] établit la dérivabilité d'un produit de
fonctions dérivables et donne en outre la formule qui exprime la
dérivée de ce produit : la formule de Leibniz.

Par produit, il faut entendre ici toute application bilinéaire conti-
nue. —[11.3]

32. = Soient E, F et G, trois espaces vectoriels normés de dimension
finieet B : E x F — G, une application bilinéaire.

Si les fonctions f : I — E et g : I — F sont dérivables, alors la
fonction h = B(f, g) est dérivable de I dans G et

viel K()=B(f(1),g(t) +B(F(1).g(1)).

Si f et g sont de classe €, alors h est de classe .

33. Fonctions polynomiales et rationnelles [23]

On suppose que la fonction f : I — E est dérivable.

33.1  Toute fonction polynomiale des composantes f, ..., f;
est dérivable sur I et sa dérivée est une fonction polynomiale
des composantes de f et de f'.

33.2  Toute fonction rationnelle des composantes f, ..., f; est
dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est une
fonction rationnelle des composantes de f et de f'.

34. Applications usuelles de la formule de Leibniz

Tous les exemples sont énoncés pour des fonctions dérivables,

mais sont encore valides pour des fonctions de classe ¢!

341  On suppose R3 muni de sa structure euclidienne orien-

tée canonique. Si les fonctions f : I — R3etg : I — R? sont

dérivables, alors la fonction h = [t — f(t) A g(t)] est dérivable

de I dans R3 et
VEEL H(t)=f(t) Ag(h) + F(H) AL (H).

34.2  Siles fonctions x; : [ — K etg, : [ — E sont dérivables

pour tout 1 < k < d, alors la fonction f : I — E définie par

d
viel, f(t) =) x(te(t)
k=1
est dérivable et
d
VEEL f(0) = V00 + w0 (1]
=1

343 SiA: I —M(K)etX : I — M,;(K) sont deux fonc-
tions dérivables, alors la fonction B = [t — A;X;| est dérivable
de I dans M, 1 (K) et

Vtel, B; :A;Xt+AtX;.

34.4 On suppose que F = E, que B est un produit scalaire sur
E et que les fonctions f : I — E et g : I — E sont dérivables.

1. Les fonctions (f|g) : I — K et Hsz : I - R sont
dérivables et

UOI) iy 0) + (£ '),

dlfml> )
— a2 (fB|fF(1)).

2. Si f ne s’annule pas sur I, alors la fonction || f|| : I = R
est dérivable et

dlf@l _ e (F0)1£0))

dt IF@)

3. Si E est un espace euclidien (K = R) et si ||f(f)]| =1
pour tout t € I, alors

vtel, (f(t)|f(t)) =0.
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34.5  Soient E, un plan vectoriel et %, une base de E. Si f et g
sont deux fonctions dérivables de I dans E, alors

h= [t detg (£(£),8(1)]

est une fonction dérivable de I dans K et

W (t) = detg (f'(1),g(t)) + detz (f(£), 8 (1))

pour tout t € I.
34.6  Soit E, une algebre de dimension finie. Le produit de
deux fonctions dérivables de I dans E est une fonction dérivable
sur 1.

1. Soit E = L(V), out V est un espace vectoriel normé de
dimension finie. Si les deux fonctions f : I — Eetg : I = E
sont dérivables, alors h = [t — f () o g(t)] est dérivable sur I et

W(t)=f'(t)og(t)+ f(t) o &' ().

2. Soit E = My, (K).
2.a Siles fonctions A : I — E et B : I — E sont dérivables,
alors C = [t — A;B;] est dérivable sur I et

Vtel,

Vtel, C; = A;Bt + AtB;

2b SiP: I— M,(K) est dérivable et si P; € GL,(K) pour
tout t € I, alors Q = [t — P; '] est dérivable sur I et

dQy

dt

35. * Soient E, un espace vectoriel de dimension d > 2 et %, une

Vtel, =P/ P[Pl

base de E. Quelles que soient les fonctions dérivables fi, ..., f; de I
dans E, I'application
F=[t—detg(fi(t),..., fa(t))]
est dérivable de I dans KK et
/ d /
F (t) = Z det:@(fl(t)/- . -/fk(t)/- . /fd(t))
k=1
pour tout t € I.
II.3 Accroissements finis
36. On parle d’accroissements finis pour désigner les varia-

tions
fy) = f(x)

par opposition aux accroissements infiniment petits

f(xo+6x) — f(x0) ~ f'(x0)0x

qui apparaissent quand on relie une fonction et sa dérivée.

36.1 = Egalité des accroissements finis
Si une fonction f a valeurs réelles est continue sur [a,b] et dérivable
sur la, b, alors il existe a < ¢ < b tel que

fb) = f(a)+ (b—a)f'(c).

36.2  Le théoreme [36.1] repose sur le théoréme de Rolle et en
particulier sur le fait qu'une fonction a valeurs réelles admette un
extremum sur tout segment.

36.3  La fonction définie par f(t) = (cost,sint) pour tout réel
t est dérivable et, bien que f(0) = f(27), sa dérivée n’est jamais
nulle.

36.4 A défaut pouvoir généraliser 1'égalité des accroissements
finis aux fonctions a valeurs vectorielles, on peut leur étendre
I'inégalité des accroissements finis [36.5] qui rend en définitive
les mémes services que [36.1]. —[37]
36.5 = Si f : I — R est dérivable, alors f est lipschitzienne sur I si,
et seulement si, sa dérivée est bornée sur 1.

37. Inégalité des accroissements finis

Le théoreme des accroissements finis peut étre démontré sous
des hypothéses moins restrictives que celles du théoreme sui-
vant. —[101]
37.1 = Soit f, une fonction de classe €' d'un intervalle I C R dans
un espace vectoriel de dimension finie E.

S'il existe une constante K > 0 telle que

viel, |f'(t)]| <K,

alors f est K-lipschitzienne sur 1.

37.2  Suite de [36.5] —
¥ (xy) €RZ e — | < [x -y
38. Caractérisation des applications constantes

38.1 = Soient I, un intervalle de R et f : I — E, une fonction
dérivable sur 1. Si

Vtel, f'(t)=0g

alors f est constante sur I.
38.2 = Si f : I — E est continue sur 'intervalle I, dérivable sur son
intérieur 1° et si

vtel®, f'(t)=0¢

alors f est constante sur I.

39. Primitives
39.1 4 Soit f : I — E. Une application F : 1 — E est une primi-
tive de f lorsque F est dérivable et que sa dérivée est f :

F=f

39.2 = Soient I, un intervalle de R.; f, une application de I dans E;
Fy et Fp, deux primitives de f sur 1. Alors la différence F| — F est
constante sur I.

I1.4 Applications de classe ¢*

40. Pour tout entier k > 1, les classes ©* sont définies par
récurrence.

Les propriétés des fonctions de classe ¥ seront donc établies
par récurrence a partir des propriétés des fonctions continues et

des fonctions de classe €.
40.1 # Pour tout entier k > 1, une fonction

f:I—E

est de classe €~ (sur I) lorsqu’elle est dérivable et que sa dérivée f'

est de classe €% 1 sur 1.
40.2

VkeN,  ¢Y(I,E)c¢*(I,E)

40.3  Si I = [a,b], alors I'application ||-||» définie par

P
k
Ifllgr = Y5 11FPlleo
k=0
est une norme sur 67 (I, E).

40.4 # Une fonction f : I — E est de classe €*° (sur 1), ou indé-
finiment dérivable (sur 1), lorsque

VkeN, fe%*E)
de telle sorte que

¢>(IL,E)= () ¢*(LE).
keN
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Opérations

41. Combinaisons linéaires
41.1 = Pour tout k € N, la classe €* (I, E) est un sous-espace vecto-
riel de </ (I, E) et la dérivation

D=[frf]

est une application linéaire de €*+1(I, E) dans €*(I, E).

41.2 = La classe € (I, E) est un espace vectoriel stable par D.
42, Produit

421 Triangle de Pascal

P P\ _ (p+1
neen (2)+0)-07)

42.2 = Formule de Leibniz

Soient E et F, deux espaces de dimension finie. Si f : I — E et
g : I — F sont de classe €F et si B : E x F — G est bilinéaire, alors
B(f,g) : I — G estde classe €7V et

P
89”0 = X (1)B090,80 M)
k=0

pour tout t € I. —[34]
43. = Composition
Sif :]— Eetg : I — R sontdeux fonctions de classe €V telles

que ¢«(I) C ], alors f o @ : I — E est une fonction de classe €.

Difféomorphismes

44. On suppose ici que p € N* U {oo}.
441  Un difféomorphisme sert a changer de variable (dans une
intégrale, dans une équation différentielle...) ou a changer de pa-
rametre (dans un arc paramétré).
44.2 #o Soient [ et |, deux intervalles de R.
Une application ¢ I — | est un difféomorphisme de classe
€P lorsque

1. la fonction ¢ est de classe €7 sur I

2. et réalise une bijection de I sur |

3. dont la réciproque ¢~ : ] — I est de classe €7 sur ].
443  En pratique, quand une grandeur exprimée en fonction
d’une certaine variable, il peut étre utile de I'exprimer comme
une fonction d’une nouvelle variable :

V= f(x)=g(u).
Dans ce cas, les variables u et x sont reliées par
u=¢(x) oupar x=¢ (1)

et les fonctions f et g qui représentent la grandeur V dans deux
systéemes de coordonnées différents sont reliées par

f=go¢ oupar g:foqfl.

44.4 = Théoréme d’inversion, version ¢
Si ¢ : I — TR est une fonction de classe € telle que

¢'(x) #0,

alors ¢ réalise une bijection de 'intervalle I sur | = ¢+ (I) (qui est un
intervalle) dont la réciproque ¢~' : ] — I est dérivable sur I et

Vxel,

Vye], (e Ny =

(¢ (v)

de telle sorte que ¢! est de classe € sur J.

44.5 = Théoréme d’inversion, version €7

Une application ¢ de I, intervalle de R, dans R est un difféomorphisme
de classe €' de I sur | = @.(I) si, et seulement si, ¢ est de classe €

sur I et
Vxel, ¢'(x)#£0.

Entrainement

45. Questions pour réfléchir
1. Suitede [27.1] - La demi-tangente a droite au point d’abs-
cisse t( est la demi-droite affine représentée paramétriquement

par
(to, f(t0)) + Rt - (1, fy(to))-

2. On suppose que f : I — E est dérivable a gauche en
ty € I. On pose

Mg = (to, f(to)) ERXE et vy = (1, fg(to)) € RxE.

La demi-tangente a gauche au point My du graphe de f est-elle
représentée par My + R4 - vg ou par My +R— - vg?

3. Suite de [28.3] - Appliquer au cas ott E = C, considéré
comme un espace vectoriel réel.

4. Sila fonction [t — Ay est dérivable de I dans I, (K),
alors [t — det A;] est une fonction dérivable de I dans K.

5.  On suppose que f est dérivable sur I et que fy est un
point intérieur a I. Comparer f'(to+) et f}(to).

6. Etendre le théoreme [30] aux fonctions f a valeurs dans
un espace vectoriel normé E de dimension quelconque a l'aide
du développement limité

fu) = f(uo) + (1 — uo) f' (o) + o(u — 1),

avec ug = @(tg) et u = @(t) = ug + (t — to)¢'(to) + o(t — to).

7. Etendre la formule de Leibniz aux applications multili-
néaires.

8. Lafonction f : R* — R définie par

Vx#0, f(x)=Arctanx + Arctanl/y

est dérivable, sa dérivée est identiquement nulle, mais f n’est
pas constante.
9.  Suitede [41.1] — Identifier le noyau et I'image de D.

10. Soient ¢ : I — ], une bijection de classe ¢ ety : | — I,
sa bijection réciproque. Comparer les graphes de ¢ et de 1, puis
la tangente au graphe de ¢ au point d’abscisse xy € I avec la
tangente au graphe de i au point d’abscisse yo = ¢(xp)-

46. On suppose que, pour tout t € I, la famille

#r = (ex(t), e2(t))
est une base de E et que les deux applications e; : I — E et

ep : I — E sont dérivables. Si f et ¢ sont deux applications
dérivables de I dans E, alors

h = [t detg, (f(t),8(1))]

est dérivable. Expression de 1/ (t)?

III

Intégration

47. On étend ici la théorie de l'intégrale aux fonctions qui
prennent leurs valeurs dans un espace vectoriel vectoriel de di-
mension finie (E, ||-||) en reprenant les notations du [23].

48. Fonctions continues par morceaux
48.1 # La fonction f est une fonction en escalier sur I lorsque toutes

ses composantes f1, ..., f* sont des fonctions en escalier sur I.

48.2 = Si f : I — E est une fonction en escalier, alors || f|| : I = R

est une fonction en escalier.

48.3 Si f est une fonction en escalier sur [a,b], alors il existe

une subdivision a = &g < a7 < --- < any = b et une famille

(% )ock<N de vecteurs de E tels que
VO<L<k<N,Vte ]ock,ock+1[,

£() = .



III INTEGRATION e 25

48.4 # La fonction f est continue par morceaux sur I lorsque toutes
ses composantes fl, . fd sont continues par morceaux sur I.

48.5 = Si f : I — E est une fonction continue par morceaux, alors
Ilfll : I — IR est une fonction continue par morceaux.

49. Fonctions intégrables

49.1 # La fonction f : I — E est intégrable sur I lorsque toutes ses
composantes fk, 1 <k < d, sont intégrables sur 1.

49.2  On suppose que la fonction f : I — E est continue par
morceaux sur I. La fonction f est intégrable sur I si, et seulement
si, la fonction || f]| : I — R4 est intégrable sur I.

49.3 #4 Si f : I — E est intégrable sur I, son intégrale est définie par
d
/f(t) dt = Z(/fk(t) dt)ek.
J1 = \JI
494 Sil=|ab[etsif : I — E estintégrable, alors

J%0 df—}gg}/ £

quelle que soit la norme ||-|| sur E.

50. Cohérence des définitions
Soit f : I — E.

1.  Certaines propriétés des composantes de f dépendent
de la base de E choisie pour calculer ces composantes, d’autres
propriétés ne dépendent pas de ce choix.

1.a Soit f(t) = (e, 1+ #?) € R2. Les composantes de f dans
la base canonique (e1,e;) sont positives. Les composantes de f
dans la base (—ey, —e1) ne sont pas positives.

1.b Un probléme analogue se pose pour définir I’addition et
la multiplication dans Q. Préciser ce probleme et sa résolution.

2. Pour qu'une propriété des composantes de f soit une
propriété de f, il faut que cette propriété soit indépendante du
choix de la base.

2.a Soit ¢ =

(€1,...,€4), une base de E. On pose

V1<k<d, ¢ =¢of.

Relier les composantes (pk, 1 < k < d, de f dans la base ¢ aux

composantes f¥, 1 < k < d, de f dans la base .
2.b Les définitions [48.1], [48.4], [49] et [49.3] ont bien un sens.

51. = Densité pour la convergence en moyenne
Si f est une fonction intégrable sur I, alors il existe une suite (fn)neN
de fonctions en escalier sur I telles que

J s = futt)]| dt ——o.
52. Densité pour la convergence uniforme
Soit I = [a, b].
52.1  La suite de fonctions (¢n)sen converge uniformément

sur [ vers f pour la norme ||| :

lim sup lon(t) = f(t)]| =0

n—r+00

si, et seulement si, pour tout 1 < k < 7, la suite des composantes
(¢¥),en converge uniformément sur I vers la composante f* :

V1<k<d, lim sup|(pn fk(t)| —

n—-+oo tel

52.2  Sila fonction f : I — E est continue par morceaux, alors
il existe une suite (¢,),en de fonctions en escalier sur I qui
converge uniformément sur I vers f. —[11.49]
52.3  Sila fonction f : I — E est continue, alors il existe une
suite (¢ ),en de fonctions continues et affines par morceaux sur
I qui converge uniformément sur I vers f. —[11.136.6]

53. Linéarité
53.1  Une combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I
est intégrable sur [ et

/I(Af+g)(t) dt = A/If(t) dt+/1g(t) dt

quelles que soient les fonctions f et g intégrables sur I.
53.2  Relation de Chasles
Si f : I — E est intégrable sur I, alors

/acf(t) dt = /ahf(t) dt—&—/bcf(t)dt

quels que soient les réels a, b et c dans I.
53.3  Si I est un voisinage de o0 [22.16.4] etsi f :
intégrable sur I, alors

[ rwar= [ s [ o ar

quels que soient a et b dans 1.

I — E est

53.4 = Soit X : I — 9, 1(K), une fonction intégrable. Pour toute
matrice A € My (K), la fonction AX : T — My, 1(K) est intégrable
et
[ axiar :A(/Xtdt).
I I
53.5 = Soit A : I — My,»(K), une fonction intégrable. Quelles

que soient les matrices Q € My, (K) et P € My, 4(K), la fonction

QAP : I — My,q(IK) est intégrable et
/QAtht - Q(/Afdt>P
I I
53.6 = Si f : I — E est intégrable et si ¢ : E — F est linéaire, alors
@of : I — Festintégrable et

J@onat =

o [rwa).
54. Positivité

L’espace vectoriel E n’est pas muni naturellement d"une relation
d’ordre, a moins que E = R. La conservation des inégalités par
intégration n’a donc pas de sens pour des fonctions a valeurs
vectorielles et seule subsiste 1'inégalité de la moyenne, établie
par densité a partir du cas des fonctions en escalier sur un seg-
ment.

54.1 = Si (fu)nen est une suite de fonctions continues par morceaux
qui converge uniformément sur [A, B] vers la fonction continue par
morceaux f, alors

| [, roae= [[aoa] < 6= ar-fil

et s . 5
[, fde= tim_ [ fieat
54.2 = Si f : I — E est intégrable sur I, alors
H/fﬂt)dtH g/{”f(t)”dt.
Primitives
55. Théoréme fondamental

55.1 = Si la fonction f :

Fy = {x o /x:f(t) dt}

est une primitive de f pour tout xg € I.

I — E est continue, alors I'application
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55.2  Sila fonction f : I — E est continue et intégrable sur
l'intervalle I = ]a, b], alors

Fa:[xH/axf(t)dt} ot Fb:{fo/xbf(t)dt}

sont des primitives de f.

56. Intégration par parties

56.1 = On suppose que E et F sont deux espaces vectoriels normés de
dimension finie.

Soient f : I — Eetg : I — F, deux fonctions de classe €' et
B : E x F — G, une application bilinéaire [11.3]. Alors

b ! b b ’
[ B @.gm) de = [B(F0.80)]; - [ B8 0) &,

quels que soient a et b dans I.
562 SiA : I — Myy(K)etB :

fonctions de classe €1, alors

b dA; v [0, dB
. WBtdt: [AtBt]a—/a Atw dt

quels que soient a et b dans I.

I — My ,(K) sont deux

Intégrales fonctions d’un parametre

57. Le théoréeme de convergence dominée s’étend sans diffi-
culté aux fonctions a valeurs dans un espace vectoriel de dimen-
sion finie.

57.1  Soit (fn)yeN, une suite de fonctions qui converge simple-
ment sur I vers la fonction f. La convergence de la suite (f;)nen
est dominée sur [ si, et seulement si, pour tout 1 < k < d, la
convergence de la suite (f¥),cn des composantes est dominée
sur 1.

57.2 = Théoréme de convergence dominée

Soit (fn)nen, une suite de fonctions continues par morceaux de I dans
un espace vectoriel de dimension finie E.

Sila suite ( fu)nen converge simplement sur I vers une fonction conti-
nue par morceaux f et s'il existe une fonction g intégrable sur I telle

que
VteLVneN, |fa(t)|;<sg),

alors

lim /IHf(t) — fa®)] g dt =0

n—-+oo

et en particulier

/Ifn(t) dt —— /If(t) dt.

n——+oo |

58. On peut en déduire une condition suffisante pour qu'une

intégrale varie continiment en fonction d'un parametre et,

lorsque Q) est un intervalle de R, on dispose d'une condition

suffisante pour que cette intégrale soit une fonction de classe %!

sur ().

59. = Soient O C R et I, un intervalle de R. On considere une

fonction f définie pour (x,t) € Q x I et on suppose quie :

59.1  Hypothese de régularité

Pour tout t € 1, la fonction [x — f(x,t)] est continue sur Q;

59.2  Hypothese d’intégrabilité

Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x,t)] est intégrable sur I;

59.3  Hypotheése de domination

Pour tout xg € Q, il existe un voisinage V € ¥ (xo) et une fonction

g intégrable sur I telle que
Viel,VxeV, |f(xt)|p<gt).

59.4  Conclusion
Alors la fonction F définie par

F(x) = /If(x,t) dt

est continue sur ().

60. = Soient () et I, deux intervalles de R et f, une fonction définie
pour tout (x,t) € QO x 1. On suppose que :
60.1  Hypothese de régularité

Pour tout t € 1, la fonction [x — f(x,t)] est de classe & sur Q;
60.2  Hypothese d’intégrabilité
Pour tout x € Q, les fonctions

[t f(x,1)] et [h—)%(x,t)]

sont intégrables sur I;

60.3 Hypothése de domination

Pour tout xo € Q, il existe un voisinage V- € ¥q(xq) et une fonction
g intégrable sur I tels que

VxeV,Vtel, H%(x,t)HE < g(#).

60.4  Conclusion
Alors la fonction F définie sur Q) par

F(x) = / F(x,t)dt
Ji
est de classe €1 sur Q) et

VxeV, F(x) = /I%(x,t)dt.

Entrainement

61. Questions pour réfléchir

1. Les réciproques de [48.2] et de [48.5] sont fausses.

2. Toute fonction en escalier f : [a,b] — E est intégrable
sur [a, b]. Pour toute subdivision

a=ay < <---<ay=D>b
telle que f soit constante sur chaque intervalle ouvert Jay, a1,
N-1

/abf(t)dt: )

k=0

(k1 — k) - Xk

ot xy est la valeur prise par f sur |a, aj 1] —[50]
3. Pourquoi n’est-il pas possible d’établir 1'inégalité de la
moyenne [54.2] en raisonnant sur les composantes de f?
4. Soit ), un ouvert de R"”. Condition suffisante pour que

la fonction
|:LH—> /If(u,t) dt}

soit de classe ¢! sur Q.

v

Séries de fonctions

62. On considére une série de fonctions ) f,; ot les fonctions
fn sont définies sur une partie () de E, espace vectoriel de di-
mension finie, et prennent leurs valeurs dans F, espace vectoriel
de dimension finie.

IV.1 Modes de convergence

63. Convergence simple, convergence absolue

63.1 # La série de fonctions Y f, converge simplement sur ()
lorsque, pour tout x € Q, la série Y, f,(x) converge dans F.

63.2  Lorsque la série de fonctions ) f, converge simplement
sur (), on note S, la somme de cette série (définie sur ) et, pour
tout n € IN, on note R, le reste d’ordre n.

63.3 # La série de fonctions Y f, converge absolument sur ()
lorsque, pour tout x € Q), la série de terme général positif Y || fu(x) ||z
est convergente.
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63.4 = Si une série Y. f, de fonctions a valeurs dans un espace de
dimension finie converge absolument sur ), alors elle converge sim-
plement sur Q).

64. Convergence uniforme

La norme de la convergence uniforme sur () est définie en fonc-
tion de la norme choisie sur F.

64.1 # Pour toute fonction bornée g : Q) — F, on pose

181lo = sup [|g(x)]|-
xeQ)

64.2 # On considere une série de fonctions Y, fy, qui converge simple-
ment sur ).

La série de fonctions Y f,, converge uniformément sur ) lorsque la
suite (Ry)yeN des restes converge uniformément sur Q) vers la fonc-
tion nulle.

Ve>0, AN €N, Vn >N, <e.

(o)

65. Convergence normale

65.1 # La série de fonctions bornées Y, f, converge normalement sur
Q lorsque la série de terme général positif Y || fu|| o est convergente.
65.2  Soit (fu)uen, une suite de fonctions bornées de () dans
F. La série ) f, converge normalement sur ) si, et seulement
si, la série de vecteurs ) f;, converge absolument dans 1’espace
vectoriel normé (Z(Q, F), ||||.)-

65.3 = Si une série de fonctions bornées converge normalement sur QQ,
alors elle converge uniformément et absolument sur Q).

65.4 = La série de fonctions ) f, converge normalement sur C) si, et
seulement si, il existe une série convergente )y telle que

YneN, VxeQ, Hf,,(x)||F<1xn

IV.2 Continuité de la somme

66. = Soit ) f, une série de fonctions continues de Q) dans F. S'il
existe un voisinage V€ ¥ (xo) sur lequel la série converge uniformé-
ment, alors sa somme est continue au point x.

67. On peut généraliser le théoreme précédent en étudiant le
comportement de la somme au bord de son ensemble de défini-
tion (soit au voisinage d’un point adhérent a (0) ou au voisinage
de l'infini (seulement si Q) est un voisinage de l'infini).

68. = Théoréme d’interversion des limites [11.30]
Soient (F, ||-||p), un espace de dimension finie et x, un point adhérent
a une partie Q) de E ou un point a l'infini.
68.1  Hypotheses
On suppose que :

1. Pour tout n € N, la fonction fy :
ly € F au voisinage de xg;

2. Ilexiste un voisinage V € ¥ (xg) tel que la suite de fonctions
(fn)nen converge uniformément sur V vers une fonction f.
68.2  Conclusion
Alors f admet une limite { € F au voisinage de x et

¢= lim lim fn( ):

X—Xo n—+

QO — F admet une limite

lim lim f,(x) = lim ¢,.
— 400 X—X( n— 400

69. = Passage a la limite terme a terme
Soit Y, fu, une série de fonctions définies sur Q) C E, a valeurs dans
un espace F de dimension finie.
69.1  Hypothéses
On suppose que :

1. Pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite ¢, € F au
voisinage de xg;

2. Il existe un voisinage V relatif a Q) de xq sur lequel la série de
fonctions Y f converge uniformément.
69.2  Conclusion
Alors la somme de la série admet une limite dans F au voisinage de xg
et cette limite peut étre calculée terme a terme :

lim Z fu(x

X*}XO

Z lim fy(x

X*}XO

70. Exemple
La fonction définie par

+oo 1
F(x,y) = —
( ]/) r;)(l'HCz +y2)n

est continue de R?\ {(0,0)} dans R. Elle tend vers 4oco au voi-
sinage de (0,0).

IV.3 Théorémes d’'intégration terme a terme

71. = Version uniforme

Soit (fn)neN, une suite de fonctions continues du segment I = [a, b]
dans un espace vectoriel de dimension finie F.

Sila série)” fn converge uniformement sur [a, b], alors sa somme S est
continue sur [a,b], la série Y, [} fu(t) dt est convergente et

72. = Version lebesguienne

Soit Y, fu, une série de fonctions d'un intervalle I dans un espace vec-
toriel de dimension finie F qui converge simplement sur I.

On suppose que :

721  Hypothése d’intégrabilité

Les fonctions fy sont intégrables sur I ;

72.2  Hypothése de régularité

La somme S de la série ), fy, est continue par morceaux sur I;

72.3  Hypothése de domination

La série de terme général positif

[ 1fa®)] a

est convergente.
724  Conclusion
Alors la somme S est intégrable sur I, la série Y- [} fu(t)

gente et
—+o0
/IS(t) dt = E()/Ifn(t) dt

IV.4 Dérivation terme a terme

t) dt est conver-

73. = On suppose que Q) est un intervalle de R et que Y, f,, est une

série de fonctions de classe €' qui converge simplement sur Q. Si la
série des fonctions dérivées Y. f}, converge uniformément sur I C Q,
alors la somme S de la série de fonctions Y, fy, est dérivable sur I et

—+00
=) ful®)
n=0

Vxel S'(x)

74. = On suppose que Q) est un ouvert de R? et que les fonctions

fu sont de classe €' sur Q. Si la série de fonctions Y f, converge
simplement sur Q) et si les séries des dérivées partielles

ofs ofn
Lo o L5y,

convergent uniformément sur un ouvert Qg C ), alors la somme S de
la série de fonctions Y f, est de classe € sur Qg et

a5 = 9f, a5 2 af,
B0 = LS, Fon = 1 S

pour tout M € Q.
75. La fonction F définie sur R? \ [y = 0] par

—2y Sh(xy)

F(x,y) = y

admet un prolongement continu sur R? dont les dérivées par-
tielles sont continues sur R?.
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Entrainement

76. Questions pour réfléchir
1. Les normes uniformes sur %#((),F) associées a diffé-
rentes normes sur F sont équivalentes.
2. On choisit une base Z = (uy, ..
n € N, on note f,}, ,%, ..
relatives a la base .

.,u4) de F et, pour tout
., f, les composantes de la fonction f,

Vren, fuld)= 3 AW ue
k=1

La série de fonctions ) f;; converge simplement (resp. uniformé-
ment; resp. normalement) sur () si, et seulement si, pour tout
1 < k < d, la série de fonctions ) ﬂ,‘ converge simplement (resp.
uniformément; resp. normalement) sur Q).

3. Condition suffisante pour que la somme d’une série de
fonctions soit continue sur .

4. On suppose que, pour tout n € N, la fonction f, admet
une limite ¢, € F au voisinage de l'infini et qu’il existe un voi-
sinage V' de l'infini dans Q) sur lequel la série de fonctions Y, f
converge uniformément. Alors la série ) ¢, converge dans F et

—+00 —+oo
Jim o) = 1
n=0 n=0
77. Soit ) a,z", une série entiere de rayon de convergence
R > 0. La fonction S définie par

+o00
S(x,y) = ) an(x+iy)"
n=0

est de classe ¢! sur I'ouvert U = [x? + y*> < R?]. Comparer les
dérivées partielles

aS dS
g(xry) et a_y(x’y)
sur U.
78. Pour tout entier n > 1, on pose
efnf
Vl’G]R, un(t):?
La fonction S définie par
+oc0
V(xy) R, S(xy) = Y un(x* +v7)
n=1

est continue sur R? et de classe ¢! sur R2.

79.  On étudie la fonction f définie sur 'ouvert U = GL, (K)
de M, (K) par

f(M) =M~
79.1  Lorsque la matrice H € 9, (K) est proche de la matrice
nulle, la matrice I, + H est inversible et

(In+ H)"' =1, — H+o(H).
La fonction f est différentiable et
VM eGL,(K), VH €M (K), df(M)(H) =M ‘HM L.

79.3  La fonction f est de classe ¥ sur GL,(K), car ses com-
posantes sont des fonctions rationnelles des coordonnées.

79.2

v

Algébres de dimension finie

80. On considere une algebre E de dimension finie, munie
d’une norme d’algebre ||-||. —[3.35]

81. = Toute application polynomiale de E dans E :

akuk]

d
=0

e
k

est continue.

V.1 Série géométrique
82. L'application
F=[ur (1g—u)"]

est continue sur la boule unité ouverte [||u| < 1].
83. Pour tout u € E, I'application

Fo=[t— (1g—tu)™]
est de classe %! sur Uintervalle ouvert 1=l Y[ et
Fi(t) =u(lp —t-u)"2= (1 —t-u) 2w

V.2 Série exponentielle

84. = L'application
1 n
=lu— ) —
exp u P [

est continue sur E.

85. = Soitu € E.
1. Quels que soient les réels s et t,

exp(su) exp(tu) = exp|(s + t)u] = exp(tu)exp(su).
2. L'application [t — exp(tu)] est de classe € sur R et

dexp(tu)

at = uexp(tu) = exp(tu)u.

86. = Soient A € My(K) et Xg € My1(K). La fonction X définie
par
VteR, X(t)=exp(tA)Xo

est de classe € et

VteR, X'(t)=AX(t).

87. Exponentielle et morphismes d’algebre [80]
87.1 = Soit ¢, un endomorphisme d’algebre de E. Alors

exp(p(u)) = @(exp(u))
pour tout u € E.

872 =V A€ My(K), ilexpA)=exp(‘A).
873 =V A€ My(C), expA=expA.
87.4 = Soit P € GLy(K). Alors

P lexp(A)P = exp(P~1AP)

pour toute matrice A € My(K).

88. Exponentielle d’'un endomorphisme [3.61.3]

Soit u, un endomorphisme diagonalisable de V, espace vectoriel
de dimension finie.

88.1 Il existe une base de V constituée de vecteurs propres
communs & u et a exp(u).

882  Si(p,) Aesp(u) est la famille des projecteurs spectraux as-
sociés a u, alors —[10.152]
VteR, exp(tu)= ) Mp.

A€Sp(u)
89. Exponentielle d"une matrice
Soit A € md(IK)
89.1  La matrice exp(A) est un polyndme en A. —[94]
89.2  Si A =Diag(Aq,...,Ay), alors
exp(A) = Diag(eM, ..., eM).
89.3  Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inver-

sible P telle que P~1 AP et P~! exp(A)P soient diagonales.

89.4 Si A est semblable a une matrice triangulaire T, alors
exp(A) est semblable a exp(T).

89.5

VAeM(C), detlexp(A)] =exp(trA).
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Entrainement
90. Questions pour réfléchir
1. Suite de [80] — Pour toute norme N sur E,

Ja>0,V(xy) €EXE, N(xy)<aN(x)N(y).

2. Suitede [82] - Quelle que soit la norme sur E, la fonction
F est continue sur un voisinage de Of.

3. Suitede [83] — Quelle que soit la norme sur E, la fonction
L, est de classe ¢! sur un voisinage de 0.

4.a Sila matrice A est symétrique, alors exp(A) est symé-
trique.

4b Sila matrice exp(A) est symétrique, la matrice A est-elle
symétrique ?

5. Si A est une matrice antisymétrique réelle, alors exp(A)
est une matrice de rotation.

6. Comparer les spectres et les sous-espaces propres de A
et de exp(A) en supposant que A € S,(R).
91. Siu € L(V) admet (X —a)(X — b) pour polyndme mini-
mal (ol a et b sont deux scalaires distincts), alors

exp(it) = et —eb u+be“—aeb I
PO =0 b—a F
92. Systeme différentiel a coefficients non constants

On étudie un systeme différentiel de la forme

ot la fonction [t — B(t)] est continue de I dans M1, (K).

921 Soit [t — A(t)], une application de classe ¢! de I dans
M, (K). L'application

f =t expA(t)]
est de classe ¢! sur I et si de plus

(%) Viel, ADA'(H) = A (DA,

alors
f(t) = lexp A(1)]A'(t) = A'(t) exp A(t)

pour tout t € I.
92.2  Analyse de la condition nécessaire
On cherche maintenant des conditions simples pour que la
condition (%) soit vérifiée.

1. Sl existe P € GL,(R) telle que D(t) = P~1A(t)P soit
diagonale pour tout t € I, alors la condition (*) est vérifiée.

2. Il suffit aussi que

V(s t)eIxI, A(s)A(t) = A(t)A(s)

pour que (%) soit vérifiée.

3. La condition

Vs, t)eIxI, Als)A'(t)=A'(t)A'(s)

est vérifiée des que la dérivée A’ est constante (cas d’un systeme
différentiel a coefficients constants). Cette condition suffit-elle
pour que (%) soit vérifiée?
93. Caractérisation des sous-espaces stables
Soit u € L(V), ot V est un espace de dimension finie.

1. Tout sous-espace propre de u est contenu dans un sous-
espace propre de exp(u).

2. Un sous-espace vectoriel V|, est stable par u si, et seule-
ment si, il est stable par exp(tu) pour tout t € R.

94, On suppose que le degré du polyndme minimal de A est
égal a p.
1. Il existe des fonctions ¢y, .. ., €p-1 de R dans K telles que
p—1
VteR, exp(tA)=)_ e (t) A,
k=0

2. Les fonctions ¢; sont de classe € et vérifient un systeme
différentiel linéaire du premier ordre représenté par la matrice
compagnon [10.170] associée au polyndome minimal de A.

3. Les fonctions g sont-elles polynomiales ?

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

95. Exemples et contre-exemples

1.  Exemple de fonction continue qui n’est pas dérivable.

2. Exemple de fonction f dérivable sur R* sans étre dé-
rivable au point 0, dont la dérivée admet une limite finie au
voisinage de 0.

3. Exemples de sous-algebres de dimension finie de E pour
E =K[X]; pour E = L(V).

4. Exemples de normes sur l'algébre E qui sont (resp. ne
sont pas) des normes d’algebre

4.a pour E =M, (K);

4b pour E = L(V) avec V, espace vectoriel de dimension
finie.

96. Méthodes

1. Comment caractériser les applications constantes a va-
leurs dans un espace vectoriel de dimension finie sans utiliser le
théoreme [38.1]?

2. Une fonction f est fonction affine de R dans E lorsqu’il
existe deux vecteurs a et b de E tels que

VteR, f(t)=t-a+b.

Comment caractériser les fonctions affines de R dans E?
3. Comment calculer I'exponentielle d'une matrice diago-
nalisable ?

97. Questions pour réfléchir

1. Soit (#n)neN, une suite de vecteurs de E qui converge
vers ¢ € E.Vadhérence de A = {un, ne 1N}, égaled AU {(}, est
une partie compacte de E. Cette propriété est-elle encore vraie si
E est un espace de dimension infinie ?

2. On suppose que f est dérivable sur R et que sa dérivée
admet des limites finies a gauche et a droite en 0. Comparer
£10), £5(0), f3(0), f'(0+) et £'(0—).

3.  On suppose que f : ]a,b] — E est dérivable. Est-il pos-
sible de prolonger f en une fonction dérivable sur [a,b]?

4. FEtendre la formule de Leibniz aux applications multili-
néaires continues a valeurs dans un espace vectoriel normé de
dimension quelconque.

5. Généraliser [35] pour le calcul de la dérivée p-ieme.

6. Généraliser [46] a un espace E de dimensiond > 3. —[35]

98. Banque CCP
Exercices 40, 41.

Pour aller plus loin

99. Questions pour réfléchir

1. Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie.

1.2 Comment définir une norme sur ¢ ( [0, +oo[,E)?

1.b  Comment définir une norme sur ¢*°([a,b],E) qui en
fasse un espace complet?

2. Soit E, une algeébre de dimension finie. Existe-t-il une
norme d’algébre sur E?
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100. Une propriété de connexité
Les seules parties d"un intervalle I qui soient a la fois des fermés
et des ouverts relatifs a I sont égaux a I. —[22.87]
100.1  Soient A = [a,b], un segment et X, une partie fermée de
A qui contient a. L'ensemble Ax = {x € [2,b] : [2,x] C X} aun
plus grand élément My.
100.2  Si X est une partie fermée de [a, b] qui contient a et telle
que

Vxp€eX, 3a>0, [xo,x0+a[N]ab] CX,
alors X = [a, b].
101. Inégalité des accroissements finis [100]
Soit f : [A, B] — E, une application continue.
101.1  Si f estlipschitzienne sur | A, B[, alors f est lipschitzienne
sur [A, B].
101.2  Si f est dérivable sur [a,b] et si

IK>0,Vtelab], |f(t)|<K
alors, pour tout € > 0,

{telab]: [|f(t) = f@)ly < (K+e)(t—a)} = [ab].

101.3—> Soit f : I — E, une fonction continue sur l'intervalle I et
dérivable sur l'intérieur 1° de cet intervalle. S’il existe une constante
K > 0 telle que

viel®, |f'(H)|; <K

alors f est K-lipschitzienne sur I.

1014 A quoi sert I'hypothese sur la dimension de E dans la
démonstration de [101]?

102.  Espaces homéomorphes
Un homéomorphisme de (E, ||| ) sur (F, ||-||) est une bijection
f + E — F telle que les deux applications

foENNE) = EA-lp) et f70 (B ) = (B D-lg)

sont continues.

Les espaces vectoriels normés (E, ||-||g) et (F, ||-||z) sont dits ho-
méomorphes lorsqu’il existe un homéomorphisme de (E, ||-||)
sur (F, |- )-

1. Si f est un homéomorphisme de (E, ||-||g) sur (F, ||-||r),
alors 'image par f d’une partie ouverte (resp. fermée, resp. com-
pacte) de E est une partie ouverte (resp. fermée, resp. compacte)
de F. Que dire de I'image par f d'une suite convergente (i1,)neN
d’éléments de E?

2. Deux espaces vectoriels normés de méme dimension d
sont homéomorphes.

3. Si(E,||||g) est complet et si (E,||-||z) et (F,|||z) sont
homéomorphes, I'espace (F, ||-||r) est-il complet?

103.  Soit A € M, (C).

1.  On suppose que le spectre de A est contenu dans R*.
Que dire du spectre de exp(tA)? Que peut-on en déduire de
exp(tA) lorsque t tend vers +c0?

2. Condition nécessaire et suffisante pour que

IM>0,VteR, |exp(tAd)| <M.



