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Equivalence des normes

Espaces produits

1. Importance de la topologie produit

Les espaces K" sont définis comme des espaces vectoriels pro-
duits et leur topologie sert de modele pour la topologie des
espaces vectoriels normés de dimension finie, qui est le cadre
théorique pour étudier la régularité des fonctions de plusieurs
variables.

La topologie d’un espace produit permet également de préci-
ser en quel sens 1’addition dans un espace vectoriel normé et la
multiplication interne dans une algébre normée, qui sont toutes
deux des applications de I’espace produit E x E dans E, sont des
applications continues.

2. Cadre général de I’étude
On considere des espaces vectoriels Ej, Ey, ..
vectoriel produit qui leur est associé :

.. Ep et 'espace

E=E  XEy X - XEp.
Pour chaque vecteur x de l’espace produit E, il existe des vec-

teurs x! € By, x2 € Ey, ..., xP € Ep tels que

., xP).

I.1 Topologie d’'un espace produit

3. Norme produit
3.1 # Etant donnés des espaces vectoriels normés

(Ev/ [1-ll1), (B2, -ll2), - (B -1l ),
on définit la norme produit N*° sur 'espace vectoriel produit
E=E XEyx---XEp
en posant

V(xl,...,xP) € E, N®(xL,...,xP)= am
(x X ) ’ (x ’ , X ) félkagpox Hk

3.2 = La norme produit N® est une norme sur l'espace produit E.

4. Parties bornées
4.1 Quel que soit x = (xl,...,xp) € E,
Vi<k<p [xF < N®().

4.2 = Une partie X de 'espace produit E est bornée pour la norme
produit N si, et seulement si, il existe des parties X; C Eq, bornée
pour Ny; Xp C Ep, bornée pour Ny ; ...et X, C Eyp, bornée pour Ny
telles que

X CT Xy xXpx--xXp.

5. Boules
Soientr > 0eta = (a',...,a") € E.
5.1 La boule fermée de centre a et de rayon r dans I'espace

produit (E, N®) est égale a
[t = allly <7< [[l2? = @[l <7<  [lla =Pl < 7).

5.2 La boule ouverte de centre a et de rayon r dans 'espace
produit (E, N®) est égale a

[l —atlly < 7] x [llx* = a?[ly <r] - [[lxP = aP||,, <7].

5.3 Pour la topologie produit, une boule est un produit car-
tésien de boules de méme rayon.

Ep

B,

6. Projections et injections canoniques
6.1 # Pour tout 1 < k < p, la k-iéme projection canonique est
U'application linéaire 7ty : E — Ej définie par

k

Vx=(x',...,xP) € E, m(x) =k

On dira que x* est la k-ieme composante du vecteur x € E.

6.2 Si E = KP, alors 71y (x) est la k-ieme coordonnée du vec-
teur x relative a la base canonique de IK7.

6.3 # Pour tout 1 < k < p, la k-iéme injection canonique est
U'application linéaire iy : Ex — E définie par

kaEEk, ik(xk):(OE],...,xk,...,OEp).

6.4 = Pour tout 1 < k < p, la projection canonique 7ty est une
application lipschitzienne de (E, N*) dans (Ey, ||-||;) et l'injection ca-
nonique iy est une isométrie de (Ey, ||-||;) dans (E, N).

7. Suites convergentes
7.1 # Pour1 < k < p, la k-ieme composante d'une suite (iy) e N
de vecteurs de 'espace produit E est la suite (uk),cn définie par

VneN, uf=rm(u,) eE.

7.2 = Soit { = ({',...,¢P) € E. Une suite (1) nen de vecteurs de
E converge vers € pour la norme produit N si, et seulement si, les
composantes de la suite u convergent vers les composantes de { :

VI<k<p,  dim fluy— 0 =0.

Voisinages, ouverts, fermés

8.1 # Une partie V de E est un voisinage élémentaire du point
x = (x',...,xP) € E lorsqu'il existe des voisinages

Vi €V (xY), Vo€ (xP),..., V€ (xF)

tels que
V=V XV x- - %XV,

8.2 Le produit V; x V, contient une boule de centre x et de
rayon strictement positif, c’est donc un voisinage de x.

Ep

V2
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8.3 Pour tout r > 0, la boule ouverte et la boule fermée de
rayon r et de centre x € E sont des voisinages élémentaires de E.

9. = Une partie W de E est un voisinage du point x pour la topolo-
gie produit si, et seulement si, elle contient un voisinage élémentaire :

V1<k<p IVi€ Vg (m(x)), VixVoax---xV,CW.

10.  La partie X est un voisinage de x = (x!,x?) pour la to-
pologie produit sans étre un voisinage élémentaire.

E>

11. = Si Uy est un ouvert de (Ey, ||-||;) pour tout 1 < k < p, alors
Uy x Uy X -+ x Uy est un ouvert de I'espace produit (E, N*).

12. = Si Fy est un fermé de (Ey, ||-||;) pour tout 1 < k < p, alors
Fy x Fy X - -+ X Fy est un fermé de I'espace produit (E, N).

Parties compactes

13. = Pour tout 1 < j < p, on suppose que K; est une partie com-
pacte de E;. Alors le produit

K:K1XK2><---XKp

est une partie compacte de I'espace produit E.

14. = Si Kest un compact de E, alors il existe des compacts K1 C Eq,
Ky C Ey, ..., Ky de Ep tels que

K C Ky xKpx -+ xKp.

Ep

72 (K)

Us| (K) . E1

1.2 Continuité
Fonctions a valeurs dans un produit

15. La continuité d’une fonction f a valeurs dans un espace
produit est facile a étudier : il suffit d’étudier les composantes de
f et on peut pour ainsi dire oublier la topologie dont est muni
I'espace d’arrivée.

15.1 # Soit f, une fonction d'un ensemble Q) dans I'espace produit
E. Pour tout 1 < k < p, la k-ieme composante de f est la fonction

% 1 Q — Ey définie par
Vwen, )= mlfw).

15.2 = Une fonction f a valeurs dans l'espace produit (E, N®) est
continue si, et seulement si, chacune de ses composantes est continue.
153  Une application f : (F,|-||z) — (E,N®) est lipschit-
zienne si, et seulement si, toutes ses composantes

£ Bl E) = (Er-lle)
sont lipschitziennes.

Fonctions définies sur un espace produit

16. Une fonction f de plusieurs variables réelles x1, xp, ...,
x4 doit étre considérée comme une fonction d’une seule variable

x = (x1,%2,...,%4)

qui appartient a I'espace produit R
L’étude de la continuité de f repose donc sur la topologie pro-
duit et il faut savoir que 1’étude des applications partielles

[x1 = f(x)], [xam f(x)], [xg — f(x)]
n’est d’aucun intérét a ce sujet.

17. = Continuité de I’addition
Soit (V,||-||), un espace vectoriel normé. Si l'espace produit V x V est
muni de la norme produit, alors I'addition

[(e,y) = x4y
est une application linéaire et lipschitzienne de V- x V dans V.
18. Applications bilinéaires continues
On considere trois espaces vectoriels normés
(E ), (G lllg) et (Hl-llm)

et une application bilinéaire ¢ : F x G — H.
L’espace vectoriel E = F x G muni de la norme produit :

N®(u) = max{||x|[r, [y}

S’il existe une constante C > 0 telle que

YV (x,y) € FxG,

Yu=(xy) €E,
18.1

o)l < Clixllg 1yllg,
alors
lo(u+0) = @u)||y < C[N®(0)] [N®(0) + 2N (u)]

pour tout (u,v) € E x E.
18.2  Si ¢ est bornée au voisinage de O = (0f,0g), alors il
existe une constante C > 0 telle que
V(oy) €FxG, ot y)lly <Clxle lyle.

18.3 = Soient (F,||||z), (G, ||-llg) et (H,||||g), trois espaces vec-
toriels normés et N*°, la norme produit sur F x G. Une application
bilinéaire ¢ est continue de (F x G,N®) dans (H, ||-|| ) si, et seule-
ment si,

3C>0/ V(x:y) EFXG, ’|(P(x/y)HH<CHxHFHyHG
18.4  Exemples fondamentaux

1. Sur tout espace préhilbertien, comme par exemple R?, le
produit scalaire est une forme bilinéaire continue pour la norme
associée a ce produit scalaire.

2. Si R3 est muni de la norme euclidienne canonique, le
produit vectoriel est une application bilinéaire continue et le
produit mixte est une forme trilinéaire continue.

3. Quel que soit I'espace vectoriel normé (V, ||-||), la multi-

plication externe
[(A,x) — A-x]

est une application bilinéaire continue de IK x V dans V.
4. Soit V, une algebre associative unitaire. Si la norme ||-||

vérifie —[3.35]
Vxy) eV, lxyl < lxlllvl,
alors la multiplication interne
[(x,y) = xy]

est une application bilinéaire continue de V x V dans V.

5. Silespace L;(E) est muni de la norme |[||-||| subordon-
née [3.61.1] a la norme ||-|| sur E, alors l'application

[(f,x) = f(x)]

est une application bilinéaire continue de L.(E) x E dans E.
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Opérations sur les fonctions continues

19. = L'ensemble €°(F,G) est un espace vectoriel.

20. = Soient f € €°(F,Gy) et g € €°(F,G,). Si ¢ est une appli-
cation bilinéaire et continue de Gy x Gy dans H, alors 'application

[x = ¢ (f(x),8(x))]

est continue de F dans H.

21. Continuité des fonctions polynomiales

21.1 = Soit (V,||-||), une algebre normée [3.35]. Quel que soit le
nombre p de variables, les applications polynomiales en p variables
de V dans V sont des applications continues de VP dans V.

21.2 = Si KP? est muni de la norme produit, les applications polyno-
miales de IKP dans I sont continues.

21.3 = Si K7 et K" sont munis de leurs normes produits respectives,
les applications linéaires de IKP dans IK" sont continues.

1.3 Topologie produit de K’

22. L'espace KK” est muni de sa topologie produit lorsque IKP
est considéré comme 1'espace produit défini par
(Ev l-l1h) = (B2 [I-ll2) = -+ = (Ep, [I-ll,,) = (B, [-]),
la norme produit étant alors définie par
Vax=(x! xP) e KP, x|, = max |xF|.
1<k<p

221 Une suite (x,),en de vecteurs de K converge pour la
norme produit ||| si, et seulement si, pour tout 1 < k < p, la
suite des coordonnées (xk),cn converge dans KK.

22.2 = Si IKP est muni de la norme produit, toute partie fermée et
bornée de IKP est compacte.

22.3  En particulier, la boule unité fermée et la sphére unité de
K? sont des parties compactes pour la norme produit ||-|| .

Entrainement

23. Questions pour réfléchir

1. Lanorme |-||, sur E = R3 est une norme produit. Na-
ture géométrique de la sphere unité. Cette norme sur R> est-elle
associée a un produit scalaire?

2. Soit X ={1,...,p}. L'espace K muni de la norme pro-
duit est canoniquement isométrique a 1'espace #(X, K) muni de
la norme de la convergence uniforme sur X.

3. Suitede [6] — Etudier les applications iy o 77y et 7y o iy.

4. Si f : E — F est une application continue, alors son
graphe est une partie fermée de 'espace produit E x F.

5. Siles applications fi : (Eg, Ng) — (F,||-||) sont hpschlt—
ziennes pour tout 1 < k < p, alors l'application f : E —
définie par

Vax=(xl...xP)€E  f(x)= (AN, ..., fr(xP))

est lipschitzienne de (E, N®) dans (F?,||||)-

6. Une application bilinéaire et continue de F x G dans H
est-elle lipschitzienne ?

7. Soit ¢ : E — F, un morphisme d’algebres, qu'on sup-
pose continu (en tant qu’application linéaire de E dans F). Lap-
plication

[(u,0) = @(ux0)]
est continue de E x E dans F.

8. Si f et g sont deux applications continues d’un intervalle

I C R dans une algebre normée (F, ||-||r), alors leur produit

[t f(H)g(t)]
est une application continue de I dans F.

9. Soit I, un intervalle de R. Si A € ¥°(I,KK) etsi f et g sont
deux applications continues de I dans (F, ||-||z), alors

[t= A(E) - f(8) +8(8)]

est une application continue de I dans F.

10.  Une fonction de IK? dans K" est rationnelle lorsque cha-
cune de ses composantes est le quotient de deux fonctions poly-
nomiales de IKK? dans K.

Une fonction rationnelle de K? dans K" est continue sur son
ensemble de définition.

II

Changement de norme

24. Un méme espace vectoriel E peut étre muni de dif-
férentes normes et deux normes distinctes sur un méme es-
pace vectoriel définissent a priori deux topologies différentes. On
n’étudie ici que les conséquences d 'un changement de norme qui
ne modifie pas la topologie de E.

II.1 Comparaison des normes
Domination

25. # La norme Ny est dominée par la norme Ny lorsque

JkeRY, VxeE, Np(x) <kNp(x).
26. La norme Nj est dominée par Nj si, et seulement si, 1’ap-
plication I : (E,Np) — (E, Nq) est lipschitzienne.
27. Comparaison des topologies

On suppose que la norme N est dominée par la norme N,.
271 Toute partie bornée pour N, est bornée pour Nj.
27.2  Toute application f : X — E qui est bornée pour N, est
aussi bornée pour Nj.
27.3  Si V est un voisinage de xg pour N, alors V est aussi un
voisinage de xo pour Nj.
27.4  Toute partie U de E qui est ouverte pour la norme Nj est
aussi ouverte pour la norme Nj.
27.5  Si Np(xy) tend vers 0, alors Ny (x,) tend vers 0.
27.6  Sila suite (x,),en converge vers ¢ pour la norme N,
alors elle converge aussi vers ¢ pour la norme Nj.
27.7  Toute partie F de E qui est fermée pour la norme Nj est
aussi fermée pour la norme N,.
27.8

1. Si f estlipschitzienne de (E, Ny ) dans (F, ||-||), alors f est
lipschitzienne de (E, N;) dans (F, ||-||).

2. Si g estlipschitzienne de (F, ||-||) dans (E, N;), alors g est
lipschitzienne de (F, ||-]|) dans (E, Ny).

(ENp) —=> (ENy) (F )

(-0 (E,N2) — (E,Ny)

27.9

1. Si f est continue de (E,Nj) dans (F,||-||), alors f est
continue de (E, N,) dans (F, ||-||).

2. Si g est continue de (F,|||) dans (E,N,), alors g est
continue de (F, ||-||) dans (E, Nq).
28. Méthodes
Pour démontrer que Nj n’est pas dominée par Ny, il s’agit de
démontrer que le rapport M(¥)/x,(x) n’est pas borné lorsque x
parcourt E \ {Og}.
11 suffit pour cela de trouver une suite (x,),en telle que

(1) VneN, Np(x,)=1 et lim Np(xy) =00
n—+oo

ou telle que
2 VneN, Npi(x,)=1 et lm Ny(xy)=0
n—+oo

ou telle que

®) Na(xn) = o (N1 (xn))

lorsque n tend vers +oco.
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Normes équivalentes

29.1 # La norme Ny est équivalente a la norme Ny lorsqu’il existe
deux réels a et b strictement positifs tels que

N (x)

29.2  La norme N; est équivalente a la norme Nj si, et seule-
ment si, la norme Nj est équivalente a la norme Nj.

29.3 Les normes Nj et N, sont équivalentes si, et seulement
si, N1 est dominée par N; et N est dominée par Nj.

29.4  Les normes Nj et N, sont équivalentes si, et seulement
si, I'application Ig : (E,N;) — (E, Np) est lipschitzienne ainsi
que sa réciproque Ir : (E,Np) — (E, Np).

30. Comparaison des topologies

On suppose que les normes Nj et N, sont équivalentes.

30.1  Une partie A C E est bornée pour Nj si, et seulement si,
elle est bornée pour Nj.

30.2  Une partie V C E est un voisinage de xy € E pour Nj si,
et seulement si, c’est un voisinage de xg pour N>.

30.3 Une suite (a,),en converge pour Ny si, et seulement si,
elle converge pour N, et, dans ce cas, sa limite est la méme pour
les deux normes.

30.4  Une partie F de E est fermée pour la norme Nj si, et
seulement si, elle est fermée pour la norme Nj.

30.5  Les parties ouvertes pour Nj et les parties ouvertes pour
N> sont les mémes.

30.6  Une partie de E est compacte pour Nj si, et seulement si,
elle est compacte pour Nj.

VxeE, aNp(x) < < bNy(x).

30.7  Une application f : (E Ny) — (F, ||-]|) est lipschitzienne
si, et seulement si, f : (E,Np) — (F, ||-||) est lipschitzienne.

30.8  Une application g : (F,|||]) = (E, Ny) est lipschitzienne
si, et seulement si, ¢ : (F,||||) = (E, N2) est lipschitzienne.

30.9  Une application f : (E,Ny) — (F,||||) est continue si, et
seulement si, f : (E,Np) — (F,||-]|) est continue.

30.10 [I-][) = (E, N7) est continue si, et

Une application g : (F,
(E

seulement si, g : (F,||]|) — (E, N2) est continue.

Comparaison des normes usuelles

31. = Sur K"
Les trois normes usuelles ||-||1, ||-||, et ||-|le sont équivalentes.

Vx e K", lxlle <[l < nlixfle
Il <llxllz < Vallxlle
xlla <llxll < Vallxll,
32. On peut traduire géométriquement l'équivalence des

normes usuelles sur R? en comparaison les cercles unité de ces
différentes normes.

321 Siflx|; =1, alors 1o < x|l < 1etl/yz < x|, <1
322 Sillx|, =1, alors /3 < ||x]lo <1let1< ||x]|; < V2.

Q)

323 Si|x|, =1 alors 1< [|x|; <2et1 < x|, < V2.

7 )
: N

33.  Sur/'(R)

33.1
Vxell(R), |xllo < lxlly < lxly
33.2 Pour tout n € N*, on pose
Xn = (1/71/' c /1/n/0/0/-~-)-
~——
n fois
Alors
1
lnlloo == Mxnlly =1, Jxull, = 7

34. Sur ¢°([a, b])
Pour toute fonction f continue sur [, b],

£l < Vo —alflly et [Ifll, < Vo—alflle

I1.2 Topologie des espaces vectoriels normés de
dimension finie

35. Soient E, un espace vectoriel de dimension d sur K et ¢,

un isomorphisme de K¢ sur E.

Pour toute norme N sur E, il existe une norme ||-|| sur K telle

que @ soit une isométrie de (K¢, ||-||) sur (K, N) :

YxeK’,  N(p()) = |x].

36.1  Soient (eq,...,e4), la base canonique de K? et N, une
norme sur K%. Alors
d
vrek!, N < (L Ne) ¥l
k=1

36.2  Toute norme N sur K est une application lipschitzienne
de (K7, |-l dans (R, |-]).
36.3 4, 1||leo) est compacte.

36.4 = Toutes les normes sur K% sont équivalentes.

36.5 = Si E est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les
normes sur E sont équivalentes.

36.6 La topologie d'un espace vectoriel normé de dimension
finie est donc indépendante de la norme choisie et il est inutile
de préciser pour quelle norme particuliere une suite est conver-
gente; une fonction est continue ; une partie est bornée, ouverte,
fermée, compacte...

La sphere unité de (K

37. = Continuité des applications linéaires

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, toute application li-
néaire de E dans F est continue, quelles que soient les normes choisies
sur E et F, quelle que soit la dimension de F.
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Entrainement

38. Questions pour réfléchir

1. La norme Nj est dominée par N, si, et seulement si, la
boule unité B'(N,) pour la norme N est une partie bornée pour
la norme Nj.

2. Silanorme Nj est dominée par N, sans étre équivalente
a N, il existe une suite (u,),eN qui converge pour la norme Ny
et qui diverge pour la norme Nj.

3. L'équivalence [29.1] est-elle une relation d’équivalence
sur les normes?

4. Les trois normes |||y, |||, et |||l sont-elles équiva-
lentes sur ¢! (R)?

5. Construire, pour tout n € N, une fonction f,, continue et
affine par morceaux sur [0, 1] telle que

fallw =n, lfallh =C, lfull = OWn).

Que peut-on en déduire?

6. On considere 'espace E des fonctions continues, inté-
grables et de carré intégrable sur R .

6.a Construire, pour tout n € N, une fonction f, € E telle

que
[fally =1 et |[|full, = ©(Vn).

6.b Construire, pour tout n € N, une fonction g, € E telle

que
Ignlly = ©(Vn) et Jm [18nll = 0.
39. Normes comparables et non comparables

Pour tout polynéme P € R[X], on pose

—+o0

1Pl = Y- [PO()] et [IPl,= sup |P(t)]
k=0 te[-1,1]

ainsi que

si. P= Y axk.

[[P[ls = max|ag|
keN P

1.2 Lanorme |-||; domine ||-||; et comme

tk
VPeR[X], VteR, |P(H)]<|P|, supi
keN ™

elle domine aussi ||-|,.

1.b La norme ||-||; n’est dominée ni par |[-||,, ni par |||l
(considérer la base canonique de R[X]).

2.a Si R[X] est muni de la norme ||-||;, alors la dérivation
D = [P — P'] est un endomorphisme continu.

2b  Si R[X] est muni de la norme ||-||; ou de la norme ||-||s,
alors I'endomorphisme D n’est pas continu.

3. Lanorme |||, ne domine pas ||-|; (considérer (1 — X?)?"
avec [4.49.4]) et la norme ||-||; ne domine pas |||, (considérer
T4+ X+ + X"

40. Normes non comparables

Lorsque deux normes ne sont pas comparables, une méme suite
peut converger vers deux limites différentes.

On considere 1'espace E des fonctions rationnelles de C dans C
dont tous les poles appartiennent a U, sur lequel on définit deux
normes en posant

Ni(f) = sup [f(z)] et Na(f) = sup |f(z)]

‘z‘:i ‘Z‘:Z

1. Pour tout n € N, la fonction f,, définie par

appartient a E.

2. La suite (fu)nen converge vers la fonction constante,
égale a 0, pour la norme Nj et converge vers la fonction
constante, égale a 1, pour la norme Nj.

41. Normes sur S, (R)
1. Le rayon spectral défini par

VAeS,(R), p(A)=

max |A|
AESp(A)

est une norme sur S (R).
2. L'application définie par

—[18.29.3]

VAeS(R), |A|=

Z m/\)\z

AESp(A)

(ot m) désigne la multiplicité de la valeur propre A) est une
norme sur S, (R) : la norme induite par restriction de la norme
euclidienne canonique sur 9, (R).

3. Pour tout entier p > 1, on pose

La suite (My),>1 converge vers I, pour toute norme sur Sy (RR).
L'application N définie par

VAeS,(R), N(A)= Y, a2
A€ESP(A)

n’est donc pas une norme sur S, (R).

Questions, exercices & problémes

42, Exemples et contre-exemples

1. Exemple d’ouvert de R? pour la topologie produit qui
n’est pas un produit d’ouverts de R.

2. Exemple de compact de l'espace produit E qui n’est pas
un produit de parties compactes de Eq, ..., Ep.
43. Banque CCP
Exercices 37, 38.

Approfondissement

44. Normes sur ¢! ([—1,1])

L'espace vectoriel E = %'([-1,1],R) est muni des normes
usuelles :

1
Ifle = max |F®)] et Ifl = [ 1F0)]t,

te[—1,1]

de la norme hilbertienne définie par

2 1 2
Iﬂz=¢U®]+AU%ﬂds
et des normes Nj et N, définies par

Ni(f) = flo +1f Nl et Na(f) = |F(O)] + I f'lloo-

1. Les normes Nj et N sont équivalentes :

VFEE Nf) < Ni(f) <2Ma(f).

2.2 Les normes Nj et N, dominent la norme ||| .

2b Il existe une suite de fonctions (fy),en dans E qui est
bornée pour |||, sans étre bornée pour Ny, ni pour Nj.

3. Lanorme |[-||; est dominée par ||, mais il existe une
suite de fonctions (g, )nen dans E qui est bornée pour ||-||; sans
étre bornée pour ||| -

4. Lanorme |-||,, est dominée par la norme |||, :

VFEE |Ifle<V2Ifl

La suite de fonctions de terme général f, = [t — sinnt] est bor-
née pour ||-[|, alors que [|full, ~ /2 lorsque 7 tend vers +co.
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45. Trois normes équivalentes

On considere I’espace vectoriel E des fonctions f € €1(]0,1],R)
telles que f(0) = 0.
1. Les applications Ny, N, et N3 définies par
No(f) = [If'llee
VfeE, Ni(f) = [Iflloo + 1f'lleo
N2 (f) = [If + f'lleo

sont des normes sur E.
2. Soit f € E. Comme

t
vielo1], f(t)= /O F(s) ds

alors No(f) < Ni(f) < 2No(f)
3. Soient f € Eetg= f + f. Comme
t
Vielo1], f(t)= eft/o e’q(s)ds

alors || flle < l18lles €t N2(f) < Ni(f) < 3Na(f).

46. Normes sur un espace de suites [3.32]
On note V, I'espace des suites réelles nulles a partir d"un certain
rang.

1. Comparer les normes |- ||, ||-]|5 et |||/ sur V.

2. On considere V comme un sous-espace de (*(RR) muni
de ||-|le- L'intérieur de V est vide et son adhérence est I’espace
des suites de limite nulle (en particulier, V n’est pas fermé).

Pour aller plus loin

47. Questions pour réfléchir

1. Soit N, une norme sur I'espace produit E telle que, pour
tout 1 < k < p, la projection canonique 7y soit continue de
(E,N) dans (Eg, Ni). Comparer N a la norme produit N®.

2. On appelle ouvert élémentaire de 1'espace vectoriel pro-
duit (E, N*) tout ouvert U de la forme U = U; x --- x Up, ol
chaque Uy est un ouvert de (Eg, ||-[|;)-

Tout ouvert de (E, N®) est réunion d’une famille d’ouverts élé-
mentaires.

3. Caractériser les applications p-linéaires et continues de
I'espace produit E = Eq x Ep X --- X Ep, dans F.

4. SiEyq, ..., E, sont des espaces vectoriels de dimension
finie, toute application p-linéaire de E = Eq X -+ X Ep dans F
est continue, quelles que soient les normes choisies sur Ey, ...,
Ey et F, quelle que soit la dimension de F.

48.
1. On suppose qu’il existe &« > 0 tel que Ni(x) < 1 pour
tout x € E tel que Np(x) < a. Alors

Vx#0g VA> NzT(x)/ Ni(x) < A

et
1
VxeE Ni(x) < ;Nz(x).

2. Silaboule unité ouverte de E pour la norme Nj est aussi
une partie ouverte pour la norme Nj, alors la norme Nj est do-
minée par la norme Nj.

3. On suppose qu'une partie quelconque de E est ouverte
pour la norme Nj si, et seulement si, elle est ouverte pour la
norme N;. Les normes Nj et Ny sont-elles équivalentes ?

49. Suite de [3.58] — On suppose que la constante de Lip-
schitz optimale de f : (E,Ny) — (F,||-]|) est égale a k.

1. Etudier les valeurs possibles pour la constante optimale
de Lipschitz pour f : (E,N;) — (E,|[|]])-

2. Exemple de fonction pour laquelle la constante de Lip-
schitz optimale est indépendante de la norme choisie ?



